1 Integrais improprias

Seja f : (a,b] — R tal que para todo § > 0, a fungao f|j,,s; seja limitada
e integravel em [a + J,1].

b
e se existir lim f =L € R entao dizemos

0=0" Jats
m f é integravel em [a,b] em sentido generalizado (ou imprdprio).
(A integral converge).

m L é a integral em sentido generalizado (ou imprdprio) de f em
[a,b]: (notagao fabf).

e se o limite nao existir ou for infinito entao dizemos f nao é integravel
em [a,b] em sentido generalizado (ou improprio). (A integral ndao
converge—diverge).

Analogamente, seja [ : [a,b) — R tal que para todo 6 > 0, a funcao
fliap—s) seja limitada e integravel em [a, b — d].

b—4

® se existir lim+ f =L € R entao dizemos
0—=0*t J,

m f é integrdvel em [a,b] em sentido generalizado (ou improéprio). (A
integral converge).
m L é a integral em sentido generalizado (ou impréprio) de f em |a, b]:
(notagao fab ).
e se o limite nao existir ou for infinito entao dizemos f nao é integravel em
[a, b] em sentido generalizado (ou impréprio). (A integral nao converge—
diverge).
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Seja f : [a,00) — R tal que para todo M > a, a fungao f|, ) seja
limitada e integravel em [a, M].
M

e se existir lim f =L € R entao dizemos

M—+o00 a

m f é integravel em [a, c0) em sentido generalizado (ou improprio).
(A integral converge).

m L é a integral em sentido generalizado (ou imprdprio) de f em
la,00): (notagao f:oof).

e se o limite nao existir ou for infinito entao dizemos f nao é integravel
em [a,00) em sentido generalizado (ou improprio). (A integral ndao
converge—diverge).

Analogamente, seja f : (—o00,b] — R tal que para todo M < b, a funcao
[l seja limitada e integravel em [M, b].

b
e se existir lim f =L € R entao dizemos

M——o0 M
m [ é integravel em (—oo, b] em sentido generalizado (ou improéprio). (A
integral converge).
m L é aintegral em sentido generalizado (ou impréprio) de f em (—o0, b|:
(notagao f_boof).

e se o limite nao existir ou for infinito entao dizemos f nao é integravel em
(—o0, b] em sentido generalizado (ou impréprio). (A integral ndo converge—
diverge).

Seja f: Dy = Re AC Dy

e se A pode ser decomposto em um numero finito de intervalos
como os acima tais que f seja integravel em sentido generalizado
em CADA UM DELES, entao dizemos que f é integravel em A em
sentido generalizado (ou improprio). (A integral converge). Dizemos
entao que a integral generalizada de [ em A é a soma das integrais
em cada intervalo

e caso contrario, dizemos que f nao é integravel em A em sentido
generalizado (ou impréprio). (A integral nao converge).
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Teorema (Teorema do confronto para integrais imprdéprias). Sejam
f.g : (a,b] — R tais que para todo 6 > 0, as fungoes f,glja5p sejam limi-
tadas e integraveis em [a + §,0].

Se0 < f<g em(a,b] entao:

e se g é integravel em s.g. em [a.b] entao f também, e vale

O</f</

e se [ nao é integravel em s.g. em [a.b] entao g também nao.

Um resultado andlogo vale nos outros 3 casos.

Observe que se f > 0 entao o limite que define f; féL>0ou+oo (nao
pode nao existir)

Corolario. Sejam f,g : (a,b] — R tais que para todo 6 > 0, as fung¢oes
[ 9liarop sejam limitadas e integrdveis em la+ 9, b].
Se f,g >0 em (a,b] e

lim M—LGR\{O}

r—at (x

~ b b . :
entao fa fe fa g tem o mesmo carater (convergente ou divergente).

Um resultado andlogo vale nos outros 3 casos, avaliando os limites para
xr— b, x — 400, x — —00, respectivamente.

Teorema. Seja f : (a,b] — R tal que para todo § > 0, a funcao f|1sp Seja
limitada e integravel em [a + 9, b).

e Se |f| é integrdvel em s.g. em [a.b] entao f também, e vale

f| / 7]

Um resultado andlogo vale nos outros 3 casos.

Se | f] é integravel em s.g. dizemos que f é absolutamente integravel em
s.g. (absolutamente convergente).
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1.1 Algumas integrais titeis para confrontar

( M 1_a1M
o limay oo |5 = +oo sea € (0,1)
/ —dxr = ¢ limy; . [In )] =400 sea=1
1T - M
\limM_m ﬁ_a = ﬁ se a>1
> M
/ e “dr = lim [—e_ﬂo =1
0 M—o0
(- M 1ol 1
) . 11m5_>0+ zi—a 5 ~ 1o Se o & (O, 1)
/ Edaz = ¢ limy_yo+ [In(z)]5 = +o0 sea =1
0 ol
limg_,o+ “ia i +oo sea>1
\ L J

/O In(z) dz = lim [z(In(z) — 1)]; = —1

0—0*
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