1 Definigao de integral (definida) de Riemann

Seja a seguir sempre [ : [a,b] — R limitada (com [a,b] limitado);
logo existem m, M tais que m < f(x) < M.

Definigao: chamamos Particao de [a, b]
um conjunto finito de pontos da forma

PV ={xp,...,tp: a=xg< 11 <T3<..<xp 1<y =">0};

também denotamos por Azx; = v; — x;_1.

Dadas f e B definimos
Soma inferior associada a f e ‘J:

s(f,B) = zn:miAXi, onde m; = inf{f(x): x € [z;_1, 7]} ;

i=1

Soma superior associada a f e ‘3:

S(f,P) = zn:MiAxi, onde M; = sup{f(z): = € [z;_1,x;]}.

i=1
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Algumas propriedades:

o m(b—a) <s(f,P) <S(f,P) < M(b—a)
® S¢E ‘131 g SBQ entao S(f, ml) S 3(f7 ‘132) S S(fa §BQ) S S(f7 ;Bl)
e para quaisquer ‘Bs, Py vale s(f,Ps) < S(f,By)

Por consequéncia, fixada f, definimos

Ar = {s(f,P) : P particao qualquer de [a, b},
Bf = {S(f,R) : B particao qualquer de [a,b]} :

temos que ambos existem e sup(Ay) < inf(By).

Definicao de integral:
Seja f : [a,b] — R limitada:

e se sup(Ay) = inf(By) dizemos que

m / é Riemann integravel em |a, b],
m [ :=sup(Ay) = inf(By) é a integral definida (de Riemann) de f
em [a, b|: I = f;f,

e se sup(Ay) < inf(By) dizemos que

m f nao é Riemann integravel em [a, b).
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2 Teoremas de integrabilidade

(Seja f : [a,b] — R limitada, m, M tais que m < f(x) < M ).

Teorema (caracterizacao da integrabilidade).
f é Riemann integravel em [a, )] se e s6 se vale

Ve>0 IP :S(P)—s(P) <e.

Em outras palavras,

Ve>0 3P Y (M;—my)Az; <.

1=1

Teorema (integrabilidade das continuas).
Se f é continua em [a,b] entao f é Riemann integravel em |[a,b].

Teorema (integrabilidade das continuas por partes).
Se f: [a,b] — R é limitada e continua exceto em um numero finito de pontos,
entao f é Riemann integravel em |[a, ).

Teorema (integrabilidade das mondétonas).
Se f :[a,b] = R é monétona entao f é Riemann integravel em |a,b].
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3 Algumas propriedades da integral

ese f : [a,b] — R é limitada e integravel, e g : [a,b] — R é tal que
{z €la,b]: f(x)# g(x)} contém um nimero finito de pontos, entao g
é integravel e fcf)f = f;g

Sejam f, g : [a,b] — R limitadas e integraveis. Entao

3) af+pPg é integravel e fab(af+ﬁg):oz<f;f)+6(f;g),para
todos a, 8 € R

5) |f| é integravel e

L= g

6) fg é integravel

W

f > g em [a,b] implica fabf > fabg

)
)
1) f >0 em [a,b] implica f;fzo_
)
) f =0 em [a,b] implica f;f:o,

2

m f >0 e continua em |a,b], com fabf =0, imlica f =0 em [a, b)

Seja f : Dy — R limitada.

e Se [a,b] C Dy e f é integravel em |[a,b] e [, 5] C [a,b], entao f é in-
tegravel em o, f].

e Se [a,b],[b,c] € Dy e f é integravel em [a,b] e em [b, c|, entao [ é in-

tegravel em |[a, | e vale
c b c
[e= [t
a a b

Definicao:
Se f ¢ integrével em [a, b], definimos

a b a
/f::—/f e /f::O.
b a a
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Desta maneira a formula [ f = fab f+ [, [ vale seja qual for a ordem
de a,b,c (desde que tudo faga sentido!).
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4 Integral e area

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como
R={(z,y) eR*: z€a,b], 0<y< f(2)}

onde f : [a,b] — R é limitada, integravel e f > 0.
Entao a area da regiao R é dada por

b
AR:/f

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como
R={(x,y) eR*: z€ab], f(z)<y<O0}

onde f: [a,b] — R é limitada, integravel e f < 0.
Entao a area da regiao R é dada por

b
AR:—/ f

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como
R={(z,y)eR’: z€lab], 0<y< f(z)oud>y> f(z)}

onde f : [a,b] — R é limitada e integravel.
Entao a area da regiao R é dada por

b
AR:/ £

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como

R = {(x,y) ceR*: z€ab], flz)<y< g(a:)}

onde f, g : [a,b] — R sdo limitadas, integraveis e f < g.
Entao a area da regiao R é dada por

b
AR:/g—f
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e Seja R C R? uma regiao do plano definida como

R={(z,y) eR*: z€la,b], f(z) <y<g(x)ougz)<y< fr)}

onde f, g : [a,b] = R sdo limitadas e integréaveis.
Entao a area da regiao R é dada por

b
AR:/ g — f]
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5 Teorema da média e teorema fundamental do calculo
integral

Teorema (Teorema da média integral).

Se f:[a,b] — R é limitada e integravel (seja m < f(z) < M em [a,b]) entao
b

Lt <

b—a —

m <

e se f ¢ também continua entao existe ¢ € (a,b) tal que

b

Definicao
Seja f : [a,b] — R limitada e integréavel e ¢ € [a, b].
chamamos Funcao integral a funcao

Fc:[a,b]—>R:xl—>/xf.

Observe que para outro ponto d € [a,b] vale Fy(z) := [, f = [} [+ F.(x)
Teorema.

Se f:[a,b] — R é limitada e integravel, ¢ € [a,b] e

Fc:[a,b]%R:xl—)/xf

entao vale
e . é limitada e continua

e se f é continua em p € [a,b], entao F,. é derivavel em p e vale F!(p) =

f(p).
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Definicao

dadas f,F : I — R, sendo I intervalo, se I’ = f em I dizemos que F é
primitiva de f em 1.

Vale:

e se F' é primitiva de f em [ entao F' + ¢ também, Vc € R;
e se F, (G sao primitivas de f em I entao ' — G = const

Teorema (Teorema Fundamental do Caélculo).
Se f :[a,b] — R é continua, ¢ € [a,b] e F, : [a,b] > R:z+— [ f vale:

e [. é derivavel em [a,b] e F! = f em [a,b], (i.e, F,. é primitiva de f em
[a, b]).

e se (G é uma primitiva de f em [a,b] entao fabf = G(b) — G(a).
(notagao: G(b) — G(a) = [G]")

Definicao:
Indicaremos com [ f a integral indefinida de f: a familia (conjunto) de
todas as primitivas de f (num certo intervalo fixado):

Jr-{([ ) eeve)

cuidado:
o f;f ¢ um nimero,
e [ f ¢ uma funcao,

e [ f 6 uma familia de fungdes.
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6 Derivacao da funcao integral

Seja f : [a,b] — R continua (logo limitada e integravel), ¢ € [a,b] e
F:[a,b]—HR:XH/ f.

Entao vale F'(x) = f(x) para todo z € [a, }].

Agora seja

GZ[&,b]—)RIXH/ f.

Entao vale G'(x) = —f(x) para todo x € [a, }].

Agora seja g : [a, B] — [a, b] derivavel e
g(x)
G:[a,ﬁ]—ﬂR:xr—)/ f.

Entao vale G'(x) = f(g(x))g'(x) para todo x € [a, f].

Agora sejam g, h : |a, ] — [a, b] derivaveis e
g(x)
G:[a,ﬁ]—ﬂR:xH/ f.
h(x)

Entao vale G'(x) = f(g(x))g'(x) — f(h(x))h/(x) para todo z € [«, 5].
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7 Volumes e Superficies
Seja f : [a,b] — R continua, com f > 0, e seja
R={(z,y) eR*: z€a,b], 0<y< f(2)}

O Volume do sélido de rotacao obtido quando a regiao R roda ao redor
do eixo 7 &

b
Vyz/ 7 f(x) dw

O Volume do sélido de rotacao obtido quando a regiao R roda ao redor
do eixo ¥ é (assuma a > 0)

b
V7=/G 2rnxf(x) dx

Seja f : [a,b] — R continua, com derivada continua, e seja v a curva dada
pelo grafico de f
O comprimento de v é

o= [ VT Fpas

A area da superficie de rotacao obtida quando~y roda ao redor do eixo E
é (assuma f > 0)

b
A7:/ 2 /T P22 f () dz

A 4area da superficie de rotacao obtida quando v roda ao redor do eixo
Y é (assuma a > 0)

b
Ay :/a 2rx/1+ f(x)?dx
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8 Posicao, velocidade e aceleracao

Sabemos que se s(t) descreve a posicao de uma particula sobre uma reta em
funcao do tempo entao

e v(t) := §'(t) representa a velocidade,

e a(t) :=v/'(t) = §”(t) representa a aceleragao,

Isso significa que
e 5 é uma primitiva de v, logo (TFC) s(t) — s(ty) = ffl; v;
e v é uma primitiva de a, logo (TFC) v(t) — v(ty) = ﬂ; a;

Obtemos entao as formulas

o v(t) = v(to) +/ a(r)dr,

e s(t) =s(tog) + /t:v(ﬁ) df = s(to) + /t: [V(tg) + /tj (a(r) dT)] de.

Podemos também definir o espago percorrido entre ¢, e ¢t como

elto,t) = [ [v(6)de.

to
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