AF-C 26 de Setembro de 2023

C1 Transformacoes lineares nao limitadas

Sejam F, I’ esp.de Banach.

Definicao C1.1 (Trans. lin. “ndo-limitada”). Uma transformacao linear
“nao-limitada” de F em F' é uma transformacao linear T : D(T) — F, onde
D(T) é um subespago de E.

Chamamos
e D(T) é o Dominio de T,
e G(T)={(z,Tz) e EXF:2e€D(T)} CE X F ¢éo Gréfico de T,
e RT)={Trec F:xe D)} CF éalmagem (Range) de T,
e N(T)={x € D(T): Tx =0} é o Nicleo de T.
T ¢ dita
e densamente definida se D(T') é denso em FE.
e limitada se 3 ¢ > 0 tal que ||Tz||r < ¢||z||g, Yz € D(T).
e fechada se G(T') é fechado em E x F

e fechavel se G(T') é o grafico de uma transformagao linear

Comparagao:
o '€ Lo7(FE, F) fechada se G(T') é fechado:

mse Ex F > (z,,T(x,)) = (z,y) € EX Fentaoy =Tx
m equiv se B X F 3 (x,,T(x,)) = (0,y) € E X F entao y =0

e T nao-limitada fechada se G(T') é fechado em F x F"

mse D(T) x F 3 (x,,T(z,)) = (z,y) € Ex Fentao x € D(T) e
y="Tx

F
e T nao limitada é fechdvel se G(T) “" 6 o gréfico de uma trans-
formacao linear:

mse D(T) x F 3 (z,,T(z,)) = (x,y) € EXxFe D(T) x F 3
(), T(x])) — (x,y) € E x F entao y = ¢/

m equiv se (2, T(z,)) = (0,y) € E X F entdao y =0
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Estaremos interessados principalmente em transformacoes lineares densa-
mente definidas e fechadas/fechaveis.

Observacao. Se T é limitada e densamente definida, podemos estendé-la a

uma transformagao linear limitada em E. (Neste caso, se D(T) # E, T nao é
fechada). *

Observacao. O Teorema da aplicacao aberta e algumas suas consequéncias
se estendem ao caso de T' fechado:

Aplic. aberta para T fechada

Sejam E e F espagos de Banach, T': D(T) cp — F fechada.

e se T' é sobrejetora, entao T' é aberta (se A é um aberto de E entao
T(AN D(T)) é aberto).[T50, p-212]
Além disso, existe C' > 0 tal que para cada y € F pode-se encontrar
x € D(T) tal que

lzll < Cllyll e y=Ta.

e se T é bijetora, entao T~ € L(F, E).

Exercicio. e Considere T": (coo, || |l;) = 61 = (zi) — (ix;)

é bem definido? limitado? continuo? fechado? fechével?

e Considere T : coo cp, — 01 ¢ (x;) — (ix;)
é limitado? densamente definido? fechado? fechével (se sim descreva
o fecho dele)?

e Considere T': cop oy = Kt () — Y o)
é limitado? continuo? fechado? fechavel(se sim descreva o fecho
dele)?

e Considere T : coo c(co| ) — K& (@) = > @i
é limitado? continuo? fechado? fechéavel(se sim descreva o fecho

dele)? *
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C2 Adjunto

Definigao C2.1 (Adjunto (de continuo)). Sejam E, F espagos de Banach e
T e L(E,F).
Definimos o adjunto de 7" como 7% : F* — E* : ¢ — ¢po T *

Definicao C2.2 (Adjunto (de nao-limitado)). Sejam E, F' espacos de Ba-
nach e T : D(T) cg — F uma transformacao linear densamente definida.
Definimos o adjunto de T como T* : D(T*) — E*: ¢~ ¢ oT onde

D(T*) ={¢ € F*:¢oT: D(T) — K ¢ limitada} C F*.

e ¢oT é a unica extensao (por continuidade) de ¢ o T a um funcional linear
continuo em F. %

Vale entao

(T, 2) 5 = (T"6)(@) = $(Tx) = (¢ Ta)wr V @€ D(T), ¢ € D(T").

Teorema C2.3. SejaT : D(T) cg — F uma transformacao linear densa-
mente definida (E,F Banach). Entao

o T ¢ linear e fechado.
e SeT é fechado entao

m D(T*) separa os pontos de F'.

m Se F' ¢é reflexivo entao D(T*) é denso em F*.

e SeT € L(E,F) entio T* € L(F*, E*) e ||T|| = ||T%|. g

Exercicio. Calcule o adjunto dos operadores

1. T:R" - R"™: x — Az sendo A uma matriz m x n

2. T : D(T) cl, — ly (.f]) —> (Q_j:cj)

3. T:D(T) co, = b1 : (x5) = (41 + x5)

4. T :D(T) co, = b1 : (21, 29,23, ..) — (0,21, 29, 73, ..)

5. T:D(T) cpy =l :x— 22

6. T:D(T) cp, > l3:x— 2z *
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Exercicio. Dados S € L(E;F), T € L(F;G), prove que (T o S)* =
S* o T*. Deduza que se T' é um isomorfismo topolégico (resp. isomor-
fismo isométrico), entdo T* isomorfismo topoldgico (resp. isomorfismo
isométrico). *
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C3 Relacoes de Ortogonalidade

Seja F um e.v.n, M C F e N C E*. Definimos os ortogonais!

M*+={fecE*: flx)=0, Vo € M}
N*={zcE: f(z)=0, Vfe N}

Proposicao C3.1. o ML, N* sdo subsepacos fechados (de E* e de E
resp. )

e se M, N sdo subespacos (de E e de E* resp.), entdo vale
(MH*=M  (NH*>ON

(se E ¢ reflexivo entdo (N*)* = N)

Exercicio. Faca o exercicio 1.16 (p. 24) do [Brell] *

Exercicio. Se M, M5 sao subespacos vetoriais do e.v.n. E com M; C
M e Ny, Ny subespacos vetoriais de £* com N; C Ny, entao Mj C Mf e
N C Nt *

Exercicio. Mostre que, se M é subespaco de F

M+ = {0} — M=EFE
Mostre que o mesmo nao vale pra N* e E*. *

Exercicio. Sejam Y e Z subespagos vetoriais fechados do e.v.n. E|

entao
YNZ=(Y"+2Z5*, (C3.1)
Ytnzt =Y +2)*+, (C3.2)
YNZ)r oYL+ 2zL, YtnzH*=Y+Z. (C3.3)

IA notacdo mais comum é N-*.
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Os graficos de T' e T™ estao ligados por uma relacao de ortogonalidade
simples.

Proposicao C3.2. Sejam E,F espagos de Banach e T : D(T) cp — F
uma transformacao linear densamente definida. Seja J : F* x B* — E* X F* :

(¥, 9) = (=9, 9) entao,
G(T)" ={(-T".¢): ¢ € F'} = J(G(T)) <

Teorema C3.3. Seja T : D(T) cp — F densamente definido. Entdo
ix) N(T) C R(T*)*

ii) | N(T*) = R(T)*| elogo iv)|N(T*)*= R(T)

Se T é também fechado entao

i) | N(T) = R(T*)*| elogo iii) | N(T)* D R(T*)

(se E é reflexivo entio N(T)*t = R(T*)) <

Corolario C3.4. Nas condi¢oes acima, vale

T sobre =— T" inj (C3.4)
T* sobre — T inj (C3.5)
Se E ou F tem dimensao finita, entao valem as reciprocas <

C3.1 Caracterizagao de Transformacoes Lineares com Imagem Fe-
chada

Teorema C3.5. Seja T linear fechada e densamente definida. Entao, sao
equz’valentes: [TL80, p...240..][Rud73, p...96..]
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Lema C3.6. Seja T : D(T) cg — F densamente definido e fechado. Se
existe C' > 0 tal que

lell < ClIT"¢]| v¢ e D(T),

entao T' € aberta e logo sobrejetora. <

C4 Exercicios

Exercicio. Reveja os exercicios 2.22 e 2.23 (p.53) do [Brell] *

Exercicio (EC1). Considere as aplicacoes T': D(T) cp — F : x —
pegando como E, F' todas as possiveis combinagoes de ¢y e ¢, (com 1 <
p < 00).

e Defina apropriadamente D(T'), encontre R(T'), discuta se a mapa for inj
e/ou sobre, continua, fechada, densamente definida
e Defina apropriadamente T e D(T™*), repita a discussdo acima para T*

*
Exercicio (EC2). Considere as aplicagoes T': £ — F
1. T : 0y — Uy : (.CCJ> — (2_j£13j)
2. T : 01 — Uy : (5(:]) —> (2_j$j)
3. T :ly — Ly (5131, X2,T3, ) = (0,%2,333, )
4. T : 62 — 62 : (5131,.2?2,563, ) — (0,$1,$2,ZC3, )
5. T : 62 — €2 : (I1,$2,I3, ) — (332,.733, )
Encontre entre elas exemplos de
e R(T)=F, R(T) # F, R(T) fechada/nao fechada
e R(T*) = E*, R(T") # E*, R(T") fechada/nao fechada
e T injetora/nao injetora,
® sup|, <1 ||Tz|| finito ou infinito
® SUp|r,<1 ||7|| finito ou infinito
e casos em que 1'=T™ ou nao. *
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Exercicio. Mostre que a aplicagdo T': E — E : (x;) — (x;/i) fornece
um exemplo de:

e afirmagao (iii) do Teorema C3.3 com inclusdo estrita, se £ = {;;
e reciprocas do corolario C3.4 falsas, se £ = /5.

*
Exercicio. Seja T : D(T) cp — F densamente definido e fechado.
e Mostre que se existe C' > 0 tal que
ol < Cl[T*¢|| V¢ e D(I7), (C4.1)

(como nas hipéteses do lema C3.6), pode-se mostrar diretamente que
T* é injetora e sua imagem é fechada (note que pelo Teorema C3.5
isso implica 7" sobrejetora).

e Mostre que, analogamente, se tivermos que existe C' > 0 tal que
|z < Cl|Tz|| Vae D(T), (C4.2)
entao 1" é injetora, sua imagem é fechada e T™ é sobrejetora.

e Mostre enfim que a desigualdade (C4.1) (resp. (C4.2)) pode ser obtida
quando T (resp. T™) é sobrejetora, aplicando o corolario B5.7 (resp.
B5.8) ao conjunto {¢ € D(T™) : [|[T*¢|| < 1} (resp. {x € D(T) :
|Tz|| < 1}),

*

C8



AF-C 26 de Setembro de 2023

Referéncias

[Brell]
[Rud73]

[TLSO]

H. Brezis. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations. Uni-
versitext. Springer, New York, 2011, pp. xiv+599. 1SBN: 978-0-387-70913-0.

W. Rudin. Functional analysis. McGraw-Hill Series in Higher Mathematics. McGraw-
Hill Book Co., New York-Diisseldorf-Johannesburg, 1973, pp. xiii4+397.

A. E. Taylor e D. C. Lay. Introduction to functional analysis. Second. John Wiley &
Sons, New York-Chichester-Brisbane, 1980, pp. xi+467. ISBN: 0-471-84646-5.

Lista dos teoremas

Cl.1

C2.1
C2.2
C2.3
C3.1
C3.2
C3.3
C3.4
C3.5
C3.6

Definigao (Trans. lin. “n@o-limitada”) . . . . ... ... ... C1
Observagao . . . . . . . . . . e C2
Observacao (Aplic. aberta para T fechada) . . .. ... ... C2
Definigao (Adjunto (de continuo)) . . . . . . . . ... ... .. C3
Definigao (Adjunto (de nao-limitado)) . . . . . ... ... .. C3
Teorema (Adjunto) . . . . . . .. ... oo C3
Proposicao . . . . . . ... Cbh
Proposicao (Ortogonalidade G) . . . . . ... ... ... ... C6
Teorema (Ortogonalidade R — N) . . . . ... ... .. .... C6
Corolario . . . . . . . . C6
Teorema (Imagem fechada) . . .. ... .. ... ... .... C6
Lema . . . . . . . C7

Lista dos exercicios

Exercicio . . . . . . . C2
Exercicio . . . . . . . .o C3
Exercicio . . . . . . . . C3
Exercicio . . . . . . . . Ch
Exercicio . . . . . . . ... Ch
Exercicio . . . . . . . . .o Ch
Exercicio . . . . . . .. C5h
Exercicio . . . . . . . Cc7
Exercicio (EC1) . . . . . ... o o oo C7
Exercicio (EC2) . . . . .. . ... o C7
Exercicio . . . . . . .. C8



AF-C 26 de Setembro de 2023

Exercicio . . . . . . . s, C8

C10



	Transformações lineares não limitadas
	Adjunto
	Relações de Ortogonalidade
	Caracterização de Transformações Lineares com Imagem Fechada

	Exercícios

