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B1 Funcionais lineares

• Os elementos de L?(E,K) são ditos funcionais lineares

• Os elementos de L(E,K) são ditos funcionais lineares cont́ınuos (limi-
tados). E∗ := L(E,K) é dito dual de E e é sempre Banach.

B2 O Teorema de Hahn Banach

Um funcional sublinear num e.v.n E, é uma função p : E → R tal que

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) e p(λx) = λp(x) ∀ x, y ∈ E, ∀λ ≥ 0.

Exemplos: um funcional linear, uma norma, uma seminorma1, atendem à
definição.

Teorema B2.1 [Hahn-Banach real]. Sejam

• E um espaço vetorial real,

• p um funcional sublinear em E,

• M um subespaço

• f um funcional linear em M tal que f(x) ≤ p(x) para todo x ∈M .

Então existe um funcional linear f̃ em E tal que f̃(x) ≤ p(x) para todo
x ∈ E e f̃ |M = f .[Fol99, prova:p.158] �

Teorema B2.2 [Hahn-Banach complexo]. Sejam

• E um espaço vetorial real complexo,

• p um funcional sublinear uma seminorma em E,

• M um subespaço

• f um funcional linear em M tal que f(x) ≤ p(x) |f(x)| ≤ p(x) para
todo x ∈M .

Então existe um funcional linear f̃ em E tal que f̃(x) ≤ p(x) |f̃(x)| ≤ p(x)
para todo x ∈ E e f̃ |M = f . �

1(uma seminorma deve satisfazer as propriedades de norma exceto a condição ‖x‖ = 0 =⇒ x = 0)
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Relação espaço real / espaço complexo

• Seja E um e.v. sobre C, definimos ER o e.v. sobre R obtido limitando
a multiplicação aos escalares reais. Se E for normado também induz
uma norma em ER.

• Dado f ∈ L?(E,C), vale φ := <e(f) ∈ L?(ER,R) e f(x) = φ(x) −
iφ(ix)

• Dado φ ∈ L?(ER,R), vale f(x) := φ(x)− iφ(ix) ∈ L?(E,C)

• Além disso ‖f‖E∗ = ‖φ‖E∗R
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B2.1 Algumas consequências do T. de Hahn-Banach

Corolário B2.3 [Extensão de funcional mantendo a norma]. Seja E
um espaço vetorial normado sobre K, M um subespaço e f ∈M ∗. Então existe

um funcional f̃ ∈ E∗ tal que f̃ |M = f e
∥∥∥f̃∥∥∥

E∗
= ‖f‖M∗ �

Teorema B2.4 [Existem muitos funcionais]. Seja E um espaço vetorial
normado sobre K.

a. Se M é um subespaço fechado e x0 ∈ E \M , existe f ∈ E∗ tal que f |M = 0,
‖f‖ = 1 e f(x0) = d(x0,M) = infm∈M ‖x0 −m‖.

b. Se x0 6= 0, existe f ∈ E∗ tal que ‖f‖ = 1 e f(x0) = ‖x0‖.

c. Os funcionais lineares limitados em E separam pontos.

�

Exerćıcios

Exerćıcio. Se E é não trivial, vale ‖x‖E = max f∈E∗
‖f‖=1

|f(x)| (mostre

que a norma é igual ao sup e que o sup é atingido)
Mostre que ao contrário, na formula já vista ‖f‖E∗ = sup x∈E

‖x‖=1
|f(x)|, o

sup pode não ser atingido (pense no espaço das funções cont́ınuas em [0, 1]
com f(0) = 0. Veja também o ex 1.4 (p. 21) do [Bre11] ) F

Exerćıcio. Mostre que um subespaço M de em e.v.n. E é denso se e
só se vale que

∀φ ∈ E∗ t.q. φ|M = 0, vale φ ≡ 0

F

Exerćıcio (EB1). Sejam ei = (δi,j)j∈N, i ∈ N, h = (1/j)j∈N e 1 =
(1, 1, 1, 1, ...).
Mostre que existe φ ∈ (`∞)∗ tal que φ(ei) = 0 para todo i ∈ N mas
φ(1) 6= 0,
Mostre que não existe φ ∈ (`∞)∗ tal que φ(ei) = 0 para todo i ∈ N e
φ(h) 6= 0. F
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B2.2 Outras consequências

Proposição B2.5. Se E é um e.v.n. e E∗ é separável então E também é
separável. �

Observação. A reciproca não é verdadeira F

Proposição B2.6. Todo e.v.n. separável é isometricamente isomorfo a um
subespaço de `∞. �

Exerćıcios

Exerćıcio (EB2). Seja E é um e.v.n. de dimensão infinita e separável.

• Mostre que existe uma sequência de subespaços de dimensão finita
cuja reunião é densa.

• Mostre que existe uma sequência φn em E∗ com ‖φn‖ = 1 e tal que
φn(x)→ 0 para todo x ∈ E

F
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B3 Dual, bidual e reflexividade

Outra consequência do Teorema de Hahn-Banach é

Teorema B3.1 [Mergulho canônico]. Seja E um espaço vetorial nor-
mado sobre K. Dado x ∈ E defina x̂ : E∗ → K por

x̂(f) = f(x), ∀f ∈ E∗.

Então a aplicação
J : E → E∗∗ : x 7→ x̂

é um mergulho isométrico de E em E∗∗. �

Definição. J é dito mergulho canônico de E em E∗∗;
Um e.v.n E é dito reflexivo se J(E) = E∗∗. F

Algumas consequências

Proposição B3.2. se E é reflexivo então

• E é Banach

• ‖f‖E∗ = max x∈E
‖x‖=1

|f(x)| �

Exemplos:

Proposição B3.3. Se p ∈ [1,∞) e p′ = p
p−1 ∈ (1,∞], então (`p)

∗ é isome-

tricamente isomorfo a `p′.
[Muj, p.42] �

Exerćıcios

Exerćıcio. Mostre que `1 é isometricamente isomorfo a (c0)
∗ e (c)∗

(dois diferentes isomorfismos) mas apenas a um subespaço próprio de
(`∞)∗. F

Corolário B3.4. `p com p ∈ (1,∞) é reflexivo.
Não são reflexivos `1, `∞, c0 e c �

Observação B3.5. No caso particular de sequencias finitas (Kn), temos
então que o dual de (Kn, ‖ ‖p) é ismoetr. isom. a (Kn, ‖ ‖p′). Isso inclusive
para p = ∞ (podemos ver Kn como subconjunto de c0). Todos são então
reflexivos. F
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B4 Versões geométricas de H-B (aqui K = R)

Um hiperplano (afim) é um conjunto da forma

H = [f = α] := {x ∈ E : f(x) = α}.

onde f ∈ L?(E,R), f 6= 0 e α ∈ R.

Proposição B4.1.

• [f = α] é fechado se e somente se f é cont́ınua.

• [f = 0] é o único subespaço próprio de E que contém [f = 0].

• [f = α] é fechado ou é denso em E �

Definição B4.2. Se A,B ⊆ E dizemos que [f = α] separa A e B

• no sentido fraco, se

f(x) ≤ α ∀ x ∈ A e f(x) ≥ α ∀ x ∈ B .

• no sentido forte, se existe ε > 0 tal que

f(x) ≤ α− ε ∀ x ∈ A e f(x) ≥ α + ε ∀ x ∈ B . F

Teorema B4.3 [Hahn-Banach (Formas Geométricas]). Seja E um
espaço vetorial normado real e sejam A,B ⊆ E dois conjuntos convexos, não
vazios e disjuntos.

FG1 Se A é aberto então existe um hiperplano fechado que separa A e B no
sentido fraco.

FG2 Se A é fechado e B é compacto, então existe um hiperplano fechado que
separa A e B no sentido forte.

�

Dado um aberto convexo C com 0 ∈ C, definimos o Funcional de Min-
kowski de C:

p(x) = inf{β−1 > 0 ; β x ∈ C}
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Lema B4.4. p é um funcional sub-linear, C = {x ∈ E : p(x) < 1} e existe
M > 0 tal que

0 ≤ p(x) ≤M‖x‖, ∀ x ∈ E .
�

Lema B4.5. Seja C ⊂ E uma aberto convexo não vazio e x0 ∈ E \ C.
Então existe f ∈ E∗ tal que f(x) < f(x0) para todo x ∈ C. Em particular o
hiperplano fechado de equação [f = f(x0)] separa C de x0 no sentido fraco. �

Exerćıcios

Exerćıcio. Mostre que se C também é equilibrado (i.e. λx ∈ C ∀x ∈
C, λ ∈ K, |λ| = 1) então p é uma seminorma.
Se além disso C é limitado então p é uma norma. F

Exerćıcio. Faça o exerćıcio 1.14 (p. 23-24) do [Bre11] F
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B5 Consequências do Teorema de Baire

Definição B5.1. Uma aplicação aberta é uma aplicação T : E → F tal
que se A ⊆ E é aberto então T (A) ⊆ F é aberto.

Uma aplicação fechada é uma aplicação T : E → F tal que o seu gráfico
GT = {(x, y) ∈ E × F : y = Tx} é um conjunto fechado em E × F .

A condição pode ser escrita como

se (xn, T (xn))→ (x, y) ∈ E × F então y = T (x) (B5.1)

F

Exerćıcios

Exerćıcio. Mostre que se T é linear então (B5.1) é equivalente a
se (xn, T (xn))→ (0, y) ∈ E × F então y = 0 F

Exerćıcio. Mostre que T ∈ L?(E,F ) é aberta se e só se existe r > 0
tal que BF

r (0) ⊆ T (BE
1 (0)) F

Teorema B5.2 [Da aplicação aberta]. Sejam E e F espaços de
Banach. Se T ∈ L(E,F ) é sobrejetora, então T é aberta. �

Corolário B5.3. Se E e F são espaços de Banach e T ∈ L(E,F ) é bijetora,
então T é um isomorfismo; isto é, T−1 ∈ L(F,E).

�

Exerćıcios

Exerćıcio. Se T : (E, ‖ ‖1) → (E, ‖ ‖2) : x 7→ x, ambos são Banach
(com sua norma) e existe C: ‖x‖2 ≤ C ‖x‖1 em E, então as normas são
equivalentes. F

Exerćıcio. Sejam E e F espaços de Banach e T ∈ L(E,F ) sobrejetora.
Mostre que existe C > 0 tal que para cada y ∈ F pode-se encontrar x ∈ E
tal que

‖x‖ ≤ C‖y‖ e y = Tx. F
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Teorema B5.4 [Do gráfico fechado]. Se E e F são espaços de Ba-
nach e T ∈ L?(E,F ) é fechada então T é cont́ınua. �

Exerćıcios

Exerćıcio (EB3). Denote por E o espaço C([a, b],R) munido da norma

‖x‖1 =
´ b
a |x(t)|dt, e por F o mesmo espaço com a norma uniforme. Mostre

que a aplicação identidade x ∈ E 7→ x ∈ F tem gráfico fechado, mas não
é cont́ınua. F

Exerćıcio (EB4). Sejam E e F espaços de Banach. Seja T : E → F
uma aplicação tal que ϕ ◦ T ∈ E∗ para todo ϕ ∈ F ∗. Prove que T ∈
L(E,F ). F

Teorema B5.5 [Da Limitação Uniforme - Banach-Steinhaus].
Sejam E espaço de Banacha, F e.v.n e A ⊆ L(E,F ). Se supT∈A ‖Tx‖ <
∞ para todo x ∈ E, então supT∈A ‖T‖ <∞. �

aÉ suficiente assumir que E,F sejam e.v.n e que sup
T∈A
‖Tx‖ < ∞ valha para x em subconjunto de

segunda categoria

Corolário B5.6. Sejam E,F como no Teorema e {Tn} ⊂ L(E,F ) tal que
{Tnx} converge para cada x ∈ E. Se T : E → F é definida por Tx =
limn→∞ Tnx, então T ∈ L(E,F ) e ‖T‖ ≤ lim inf ‖Tn‖ . �

Corolário B5.7. Seja E um espaço de Banach e B ⊂ E∗, suponha que
{φ(x), φ ∈ B} seja limitado ∀ x ∈ E. Então B é limitado. �

Corolário B5.8. Se E é um e.v.n. e B ⊂ E, suponha que φ(B) = {φ(x), x ∈
B} seja limitado ∀ φ ∈ E∗. Então B é limitado. �

Exerćıcios

Exerćıcio. Faça o exerćıcio 2.4 (p. 49) do [Bre11] F
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B6 Mais alguns resultados

B6.1 Espaço quociente

Seja E um e.v. e M um subespaço. [Muj, p.26]

• x ∼ y : x− y ∈M é uma relação de equivalência em E;

• o espaço quociente E/M das classes de equivalência é um e.v. definindo

[x] + [y] = [x+ y], λ[x] = [λx]

• π : E → E/M : x 7→ [x] é dita mapa quociente, é linear e sobrejetora

Se E é normado definimos ‖[x]‖q := infx∈[x] ‖x‖E
Proposição B6.1. se E é e.v.n. e M é subespaço fechado então

• [x] = x+M e ‖[x]‖q = d(x,M)

• ‖ ‖q é uma norma em E/M

• π é cont́ınua e aberta. (em particular π(BE) = BE/M).

• Se E é completo, então E/M é completo também.

�

B7 Soma de subespaços

Proposição B7.1. Seja E um espaço de Banach e M e N subespaços fe-
chados de E tais que M +N é fechado. Então existe C > 0 tal que:
para todo z ∈M +N , existem x ∈M, y ∈ N tais que z = x+ y e ‖x‖ , ‖y‖ ≤
C ‖z‖

Se M ∩N = {0} então x, y são únicos e z 7→ (x, y) é linear e cont́ınua. �

Definição B7.2. Seja E um espaço de Banach e M um subespaço fechado.
Um subespaço N é dito complemento topológico de M se N é fechado,
M ∩N = {0} e M +N = E. F

• Subespaços de dimensão finita (ou fechados e de codimensão finita) sempre
possuem complemento topológico.[Bre11, prova:p.38]
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B8 Outros exerćıcios

Exerćıcios

Exerćıcio (EB5). Sejam E e F espaços de Banach e T : E → F uma
aplicação linear. Prove a equivalência dos três resultados B5.4, B5.2 e B5.3.
(Sugestão: passe pelo quociente E/N onde N = {x ∈ E : Tx = 0}.) F

Notação. Uma notação frequentemente usada para funcionais é
〈φ, x〉 := φ(x) onde φ ∈ E∗ e x ∈ E.
Para maior clareza às vezes usa 〈φ, x〉E∗,E F

Exerćıcios

Exerćıcio. Seja E um espaço de Banach sobre o corpo K e T : E → E∗

um operador linear tal que 〈Tx, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ E. Mostre que T é
cont́ınuo.
Dica: mostre que o gráfico é fechado. Suponha xn → 0 e Txn → φ. Mostre que φ(y) = 0 para

todo y ∈ E avaliando 〈T (xn − λy), (xn − λy)〉 com λ > 0

Mostre agora o caso em que 〈Tx, y〉 = 〈Ty, x〉 para todo x, y ∈ E F
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