\
)
C,
ﬁ} | dem. Observe que ¢ possivel interpretar que ©
, i i i jtas pessoas) ¢ um exemplo or int aue 0
5. Leis de DeMorgan. As leis de DeMorgan dizem que ~(p v ) é equivalenté i pareceria para muitas wou inclusive” (ou em Problema 12 pede esse padrio.) mwmr que com
, . . o paseceria significar "1 _‘=oEm_<o uma declaragio légica usando os simboles s, £, A, v
—q € que —(p A q) € equivalente m. ~p Vv —g. . . : wé acha que pareceria para muitas pessoas). e ase nairan et sun colans mw_»_. M
ﬁv 6. [Implicagdo. As quatro frases em linguagem natural a seguir sio equivalente: el o ingungo el e e 6. e~ et s ato camo s cour Tl &
ﬁv @ o ' E:«onmw significar “se & somente se” (ou NB de varidveis qualquer?
| ren yocé ac receria muitas pessoas) € . ¢ ter usado n. v
. e e vmwm:wo significar“see  *14. No mmo_u_s.:m 13, sua solugdo pod n_ oY
ﬁ " o resemplo e que e perole 8 ia e —. E possivel dar uma solugfio usando ape!
| —— e 5" (ou em Guo vock scha g A0 parecer desses simbolos? E possivel dar uma soluggo usando
. 7. Tabelas verdade para “implica” e “se e somente se” , iiitas pessoas)- apenas dois desses simbolos?
| . an dere amo_ﬁmomo e n=<o_<vanMMM_%,meM 15. Provamos que A distribui sobre v no sentido de dar
/ :Sm.:OAr SE E SOMENTE SE ém de s e 1) equivalente as < ~wo MM achar que duas declaragBes equivalentes que representam Mm
| v o minimo do shmbelos P s dois “lados” da lei distributiva. Responda a cada
) “ . tente achar uma com menos simbolos. pergunta a seguir e explique por que sua resposta
M v e , v jponha que, para cada linha de uma tabela <a=_FaM esta correta.
A PR un
V F F V F F + Juas varidveis, vocé seja Ewo_.:._wmo sea oaowa e & v distibui sobre A2
{ nessa linha devera ser avaliada como ver ) v diveibai sobre &7
Y v v F 4 vu falsa. (Por exemplo, ¢ possivel ser informado D) Gt cbre @7
FF v F F v w a coluna final devera conter V, F, F e V, nessa a
8. Principio do meio excluido. Uma declaragdo & verdadeira exatamente quando e
¢ falsa. )
‘ 3.2 Varidveis e quantificadores
)
) gv’szrmg.’m

Todos os problemas com asterisco tém uma resposta ou
uma dica disponivel ao final do livro,

L. Crie tabelas verdade para as expressdes a seguir.

.

*a) BVHA(SVHA(S VL)
=Dt
*c) (SVEVIYA(sv -tV )

2. Eacontre pelo menos mais dois exemplos do uso de
alguma palavra ou frase equivalente a “implica” nos
lemas, teoremas ou corolérios dos capitulos 1 ou 2.

3. Encontre pelo menos mais dois exemplos do uso da
frase “se ¢ somente se” nos lemas, teoremas e coro-
larios dos capitulos I ou 2.

*4.  Mostre que as declaracBes s = t e —s v £ sdio equi-

valentes.

*5. Prove a lei de DeMorgan que afirma que —(p A q)
=P Vg,

6. Mostre que p ® ¢ é equivalente a @ A=)V (p
A Q).

*7. Mostre uma forma simplificada de cada uma das
seguintes expressdes (usando V para indicar uma

—_—
4 Uma declaragiio que & sempre verdadeira é d inad: I

*9.

ia; uma d

alalalalalalalale NalatalaNalia Na Na N Na e e Ba o Na e Wa'

1

declaragdo que é sempre verdadeira e F para irdi
uma declaragiio que é sempre falsa).

a) svs
b} sAs
C) $V s
d) s A —s

Usando V para indicar uma declaraggo que é se
verdadeira e F para indicar uma declaragio g
sempre falsa, dé uma forma simplificada de
uma das seguintes declaragdes.
a) Vas
b) Fas
c) Vvs
d) Fvs

Use a lei de DeMorgan, a lei distribytiva e os prob
mas 7 e/ou 8 para mostrar que

S(svHva(sv-n)
€ equivalente a —s.

D¢ um exemplo em linguagem natural em que
pareceria significar “ou exclusivo” (ou em que v

que € sermpre falsa é denominada contradigdo.

Varidveis e universos -
As instrugdes que usamos nas ==m§ma=.m uo. computador vm._,w oo:.now_.m—wmm,nwmw _m_ MMM“
&. jonais sio instrugdes sobre varidveis. Ocs:ao. declaramos _ y
damos 20 computador informagdes sobre seus possiveis valores. Por exemplo, MB
Mﬂﬂ”ﬁmﬂmum&wgm de programagdo, vomoBOm amn_ﬁ.w,n que zBMMHMWM_ wM_.M %MM.. M 1”.
Booleano ou um pimero inteiro ou real.” Em portugués e na m: ‘ _m<“‘wm ibém o
mos instrugdes sobre varidveis, mas nem sempre m.ow claro n:wamv.m e
como varidveis ¢ quais valores elas podem .w.mmEz:.. men_cw. w_vomanxMBEovnB P
descrever o conjunto de valores que uma variavel uoao. assumir. ™ m,n<m por
&, p i dizer: “se o guarda-chuva de alguém estd aberto, entdo i
o wwmo:E:om o, a palavra “alguém” & uma varidvel, e supostamente ela varia por
e ana.m nmmz,_ :M._ determinado lugar e em um determinado Boama.o. lm Eﬁw-
vm‘mm.owm o mm@m% ) - “para cada par de inteiros positivos m e n, existem inteiros néo
Bw:o.? g%ﬁoﬂo”«%mw < n, tais que m = ng + 1", Neste ﬁ,uwmou m, :w qger omﬂwamuao
:omu,zwm &.n. . ropria declaragdo sugere que duas varidveis S‘Ewﬂ pelos inteiros
- .Msﬂ”«o Mp%owmmﬂwiﬂn_om inteiros ndo negativos. Chamamos o conjunto de valores
0sitiv i
MOmm?omm para uma variavel de universo. . . .
Na declaragdio “m & um inteiro par”, fica claro que m ¢ uma vanavel, mas M

A s
nio € p > pares, 08
SO dado. O universo oderia ser inteiros, somente 0s inteiros 0S numero:

inted i C, niio ¢ 0 mesmo que dizer qux: ¥ ¢ um
i um inteiro cm um programa, &mm::ar em G, .. "
] Note que declarar E:m.ﬁ:u <u=»<m a.M. ““wn:o a realidade pode ser um jnteiro de 32 bits, de modo que ._wmr. fin “MH.:M w _ﬁc“._
5.3.9, _m_.:_ p va_._o De .Momﬂ mn“%osa_a wn nimero real tem alguma precisdo fixa; logo, uma varidvel real v po p
entre 2Y — 1 ¢-27, 3

assurpir um valor de, digamos, 10985,
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4. Quantificador. Uma frase que converte uma decla

ragio simbélica sob; 1)
mente i e 0wt
qualquer membro do nosso universo em uma declaracdo sobre o ==w<o”,_

seu lugar é chamada de quantificador. Existem dois tipos de quantificadores: -
@ Quantificadores universais afirmam que uma declaracy - o_dm.‘
verdadeira para cada valor da varidvel em seu ::?onmonwo sobre uma varide
@SESS&Q& existenciais afirmam que uma amnmmgmmo sob .
verdadeira para pelo menos um valor da varidvel em seu uni A
5. Universos maiores. Considere e

que U; seja um universo e U/, seja oﬁB. i
. un
_M\o_ Wowmm m..ﬁo:wm m_cm 4(x) seja uma declaragiio de que U, Nn m« lq(x)é <MM_MM
uma declaragio sobr 3 i
Pk e ¢ U,, ela também pode ser interpretada coma
M. Vx € Uy(p(x)) é equivalente a Vx Uy(q(x) = p(x))
) m. 3x € Uyp(x)) ¢ equivalente a 3x e Us(g(x) A p(x)).
. ESMQM% %Q:Qsmﬂm% quantificadas como verdadeiras oy Jalsas.
o eclaragio 3x e Uip(x)) é verdadeira se houver pelo menos um valor d
o ME.” 0 qual a declaragio p(x) seja verdadeira. )
eclaracfio Ix e Up(x)) & £ ;
verdados (p(x)) ¢ falsa se ndo houver

8 A declaragio Vx € Ulp(x :
xemU. (p(x)) ¢ verdadeira se p(x) for verdadeira para cada valor:

A declaragio Vx € U 5
vem U (p(x)) € falsa se p(x) for falsa para pelo menos um valor

x € U para o qual p(x) §

7. Negagdo de declaracs j

/ claracoes quantificadas. Para negar um i
RonM.mn © quantificador e empurra-se a negacio vm_.u aonwo%o_»_.mnwo uanificady
o >M MMMMHnMnm ~Vx eUp@E)edr e U(—p(x)) sdo equivalentes.
¢ o 0. - cGes —Ix eUp(x)) e Vx U(—p(x)) sdo equivalentes.

P - V1zemos que fx) = ((g(x}) se houver nimeros positivos i

x) < cg(x) para cada x > ny ©€ 70 fe

9. Grande ®. fix)= BO(g(x)) significa que f=0@x)eg= O(fx))
10. Qawh notagdo para conjuntos de niimeros. pr

reais, .w+ para representar os nilmeros reais

(positivos, negativos e zero), Z* para repres

sentar os inteiros ndo negativos,

quais sdo eles?

Cmm.qwom R para representar os nimeros
voe:g.m, Z para representar os inteirg
entar o inteiros positivos e ;' para repre

para solugdes”.

ntimero primo é definido como um inteiro maior
¢ | cujos {inicos fatores inteiros positivos séo ele
siesmo e 1. Encontre duas maneiras de escrever
definigio de modo que todos os quantificadores
jam explicitos. (Pode ser conveniente introduzir
nit varidvel para representar o niimero e talvez uma
tiavel ou algumas varidveis para os seus fatores.)

soreva a definigio de um méximo divisor comum
. m € n de modo que todos os quantificadores sejam P
sxplicitos e expressos como “para todo” ou “existe™.
creva a parte do teorema estendido do méximo J289)3

[i <mmm=. comum de _.w.cnmanm (Teorema 2.14) que 12. Considere que p(x) represente “x & um primo”. )
faciona 0 maximo divisor comum de m e » algebri-
- cpmente a m € n. Novamente, cuide para que todos
os quantificadores sejam explicitos ¢ expressos como
“para todo™ ou “existe”.

Usando s(x, v, z) como a declaragdo x = yz e AX, ¥
vomo a declaragiio x < v, qual é a forma dadefiniciode 13 Cada uma das expressdes a seguir representa uma
um méximo divisor comum d de m e n? (N&o € preciso
incluir referéncias aos universos para as varidveis.)

Qual das seguintes declaragBes (em que Z* represen-
ta os inteiros positivos e Z representa todos os intei-
ros) é verdadeira e qual é falsa? Explique o motivo.

) Vz € Z%(22 + 6z + 10 > 20)
*hyVz e Z(Z-z20)

*c) iz € ZHz— 22> 0)

*d) 3z € Z(z2 — 2=6)

Fixisten quantificadores (ipnplicitos) na declaragio
“a produto de inteiros impares ¢ impar™? Se houver,

Reescreva a declaragdo “o produto de inteiros impa-
res € impar” com todos 0s mnm:amnmnoam (incluindo
qualquer um na defini¢do de inteiros impares) expli-
citamente indicados como “para todo” e “existe”.

Reescreva a declaragio a seguir sem quaisquer
negativas: “niio hd um inteiro positivo » tal que, para
todos 0s inteiros m > n, todas as equagdes polino-
miais p(x) = 0 de gran m ndo tenham nameros reais

11. Considere as pequenas modificacdes do Teorema 3.2
a seguir. Para cada parte, prove que ¢la é verdadeira
ou dé um contragxemplo. Considere U, como um
universo € considere U, como outro universo, com
U, ¢ U,. Suponha que ¢(x) seja uma declaragéo
sobre U, tal que U, = {x | g(x) ¢ verdadeiro} e p(x)
seja uma declaragio sobre U,.

*a) Vx € Uj(p(x)) ¢ equivalente a8 Vx € Ug) A
“b) Ax € U(p(x)) é equivalente a 3x € Uy(gx) =

represente “x é par” e r{x, y) represente “x = y”. Use
essas trés declaragdes simbotlicas ¢ a notagdo logica
apropriada para escrever a declarago “existe um e
somente um primo par”. (Use o conjunto Z* de intei-
ros positivos para o seu universq.)

declaragiio sobre os inteiros. Usando p(x) para repre-
sentar “x € primo”, ¢(x, y) para “x = ¥, Hx, y) para
“x <37, s(x, . z) para “z =xp" € Kx, ¥) para “x =",
determine quais expressdes representam declaragbes
verdadeiras e quais representam declaragdes falsas.

*3) Vx e Z(3y e Zgix. ¥) v plx)))

#b) Vx € Z(Vy € Z(s(x, x. ¥) © glx, 3))

#c)y Vy e Z(3x € Z(g(» x))

*d) 3z € Z@x € Z(3v € Z(p(x) A pO) A 1 (X, 52)))]

14. Por que (3x € Up(x)) A By & U(g(»))) ndo & equi-
valente a 3z € U(p(z) A 4(z))? As declaragBes (3x
€ Up))) v By e Ug) e 3z € Up(z) v 4)
sdo equivalentes?

#15. D& um exemplo (em portugués) de uma declaragio
que tenha a forma Vx € U@y € ¥ (p(x. ). (A
declaragio pode ser uma declaragio matemitica,
uma declaragio sobre o dia a dia ou o que vocé
preferir.) Agora escreva (em portugués) a declaragio
usando o mesmo p(x, ¥), mas na forma 3y e V(Vx
e U(p(x, »))). Explique se “para todo” e “existe”
podem substituir um ao ouiro.

_ B

PROBLEMAS

Todos o8 E.e&&.:& com asterisco €m uma resposta oy =~ 2
uma dica disponitvel ao Jfinal do livro, .
*1.

A mmo_»..momo “existe um inteiro maior que 2 tal
b s et . n:a,? - qu- + 1 £2” ¢ verdadeira ou falsa? Como
Pos uais ineics x 2 declaragio (x - 2)° + vocé sabe?
verdadeira? Para que inteiros efa é verdadeira? 3
M.ﬁm que numeros reais ela ¢ verdadeira? Se sﬁm_._.. .
a_:.naom O universo para o qual est4 considerando uma
eclaracdo sobre uma varidvel, isso sempre aumentard
© tamanho da tabela verdade da declaragdo?

WJ.E.,B w.an&»&.&o “o quadrado de todo nimero
eal n.m.aw_o_. ou igual a 0” como uma declaragio :
@:Ew: .oMam sobre o universo dos niimeros reais. ;
0c€ pode usar R para re; iv ;
! | presentar o ynive;
numeros reais, Hmiverso dos

3.3 Inferéncia

Inferéncia direta (modus ponens) e provas

Nesta se¢do, falaremos sobre a estrutura l6gica das provas. Os exemplos de provas
sentados sdo escolhidos para ilustrar um conceito no contexto que esperamos que

apre
exemplos nfo sio necessariamente a tinica ¢ miethor maneira de

seja familiar. Esses
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| EXERCICIO 3.3.4.

“EXERCICIO 345

s pr
4 or fim, S€ a prova T contradigdo arece ndo ser muito Q&QQB&W da
contr NﬁOmRuNOu VOCE esta cer wOv C

0O mostra o exemplo a seguir,
Prove que, se x> +x -2 = 0, enifio x = 0

PROVA  Suponha quex=0. Entio, >+ x-2=0+0— 2=

+.«|mﬂo.>mmw=, incipi i ..tN_aaBoaonc,
et pelo principio da prova por contraposigio, se x2 + y — 2 =i

ual 3 indi;
Qualquer prova que use um dos métodos indiretog de inferéncia, sefa contradicsio

contraposi¢go, ¢ denominada indi tram;
- igdo, Prova indireta. Os quatr fores i .
Ticas possibilidades que as provas indj crnces. B o e il

Sem extrair raizes quadradas,

, prove que, se n é um inteir iti 2
ention < 3. E bossivel usar as re s e 7

gras da dlgebra para lidar com as inequagbes.

Prove que V5 nio ¢ racional.

Para provar a declaragio no Exercicio 3.3-4, Sup:

n2 3, Elovants s onha que, para fins de contradiga

ados da equacio ao quadrado, obtemog

n2>9

Que contradiz nossa hipétese de ? incipi
i, e }el que 7 < 9. Portanto, pelo principio da prova por con:
Para provar a declara, ici
630 no Exercicio 3.3-5 supomos, i
. lara .3-5, , para fins de con 4
J\:w; .m B.o.o:m_. Isso significa que ele pode ser expresso como a fragfio m/n e e
§40 1nteiros. Elevando os dojs lados da equacdo m/ = V5 | obtemos maseme

m

n?

)

ou

precisa sex expresso exclusivamente como um produto de nimeros primos (positivos).
Assim, pelo principio da prova por contradi¢io, Y5 nio é racional.

CONCEITOS, FORMULAS E TEOREMAS IMPORTANTES

1. Principio da inferéncia direta on modus ponens. A pattir de p e p => g, podemos

concluir g.

Principio da prova condicional. Se supondo p podemos provar g, entdio a declaragio

p => q é verdadeira.

3. Principio da generalizagdo universal. Se podemos provar uma declaragiio sobre x
supordo que x seja um membro do nosso universo, entlio podemos concluir que ela
¢ verdadeita para todo membro do nosso universo.

4. Regras de inferéncia. As 12 regras de inferéncia a seguir aparecem neste capitulo:

5. A partir de um exemplo x que ndo satisfaz p(x), podemos concluir —p(x).

5. A partir de p(x) e g(x), podemos cancluir p(x) A g(x).
6. A partir de p(x) ou ¢(x), podemos goncluir p(x) v g(x).

7. A partir de g(x) ou ~p(x), podemos concluir p(x) => g(x).

8. Apartir de p(x) => g(x) e g(x) = p(x), podemos concluir p(x) < g(x).

9. Apartir de p(x) e p(x) = g(x), podemos concluir g(x).

10. A partir de p(x) = q(x) e g(x) = r{x), podemos concluir p(x) => r(x).

I1. Se podemos derivar g(x) a partir da hipétese de que x satisfaz p(x), entio pode-
mos concluir p(x) = ¢(x).

12. Se podemos derivar p(x) a partir da hip6tese de que x é un membro (genérico)
do nosso universo U, podemos concluir Vx € U(p(x)).

13. A partir de um exemplo de um x € U satisfaz p(x), podemos concluir 3x e
Up(x)).

14. A partir de —g(x) = —p(x), podemos concluir p(x) = g(x).

15. Se a partir da suposi¢do sobre p(x) e —~q(¥) podemos derivar tanto (x) quanto
—r(x) para uma declaragdo 7, entdo podemos concluir p(x) = q(x).

6. Contrapositiva de p => q. A contrapositiva da declaragio p = g é a declaragdo —g
= .

7. Inversade p = q. A inversa da declaracdo p = g é a declaragio g = p.

8. Regrade inferéncia contrapositiva. A partir de —g = —p, podemos concluir p = q.

9. Principia da prova por contradigéo. Se, por assumir p e —q, pudermos derivar tanto
+ quanto —r para uma declaragdo r, entfio podemos concluir p => ¢.

3

imos. Isso ¢ uma contradigdo, pois cada inteiro posit L

Todos os problemas com asterisco tém uma resposta ou
uma dica disponivel ao final do livro.

Escreva a inversa e a contrapositiva de cada uma
destas declaracdes:

*a) Se a mangueira tem 60 m, entio a mangueira
chegara até os tomates. -
*b) George vai passear somente se Mary for passear.
*c) Pamela recita um poema se André tiver pedido
am poema.
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%4,

*6.

*7.

*9.

ﬂﬁ.ucm::m uma prova de que, se m é impar, entéio 2
€ fmpar.

Construa uma prova de que, para todos os inteiros
€ n,sem € par e n é impar, entio m + n é impar.

O que realmente significa dizer “prove que, se m &
impar € z € impar, ento m + n é par”? Prove esta
declaragfio.

Prove que, para todos os inteirps nz & 1, se m ¢ impar
€ 72 & impar, entdo mn é impar.

A amnw»nmomo P = g ¢ equivalente 4 declaragio -p
= —g?

Construa uma prova contrapositiva de que, para
todos os ulimeros reais, se x2 ~ 2x = ~l,entdox # 1.

Construa uma prova por contradigio de que, para
todos os nimeros reais x, s 3% — 2v# -1, entiox# 1.

Prove que, se x® > 8, entio x > 2,

10. Prove que v3 ¢ irracional.
*11.

*12.

*14.

15,

Construa uma prova de que, se m € um inteiro tal qu
2. = A
m= e par, entdo m & par.

w::.\o Ou conteste a seguinte declaragdo: “para tod
inteiro positivo n, se n & primo, entdo 12 e n3 — 12 +35
t&m um fator corum maior que 1,

. Prove ou conteste a seguinte declaragio: “Para

todos os inteiros b, ¢ e d, se x é um ntimero raci
nal tal que ¥2 + bx + ¢ = d, entio x é um inteiro™;
A.bmnn.ﬁ. ._,onwm 0s quantificadores sio dados expl
citamente? E possivel, mas nio necessario, usar
formula quadrética.)

Prove que ndo existe um nimero primo maior di
que todos,

Prove que, se f; g e h sdo fungdes de R* a R* tais qu
Sx) = Olgtx) e g(x) = O((xy), entdo fx) = O(h(x)

4.1 Inducdo matemética

Contraexemplos menores

Na Segdio 3.3, demonstramos um modo de provar declaragdes sobre universos
infinitos. Consideramos um membro “genérico” do universo ¢ derivamos a declara-
¢d0 desejada sobre esse membro. Quando nosso universo é o universo dos inteiros,
ou quando ele estd em uma correspondéncia biunivoca com os inteiros, existe uma
segunda técnica que podemos usar.

Lembre-se da nossa prova do teorema da divisdo de Euclides (Teorema 2.12), que
diz que, quando » ¢ um inteiro positivo, para cada inteiro ndo negativo m, existem
inteiros exclusivos ndo negativos g e r tais que m = ng + re 0 < r < n. Para o propé-
sito de uma prova por contradi¢io, consideramos que existe um inteiro n3o negativo
m para o qual ndo existem ¢ ¢ . Escolhemos um menor como m e observamos que
m - n ¢ um inteiro ndo negativo menor que m. Depois dissemos:

Portanto, existem inteiros ¢’ e ¢’ tais que m — n = ng' + r' com 0 < r < n. Mas
entdo m = n(g"+ 1) + r'. Assim, considerando ¢ = ¢’ + 1 e r = r/, obtemos
m=qn+rcom0 < r <n, [sso contradiz a hipétese de que ndo existem inteiros
g ercom 0 <r < ntais que m = gr + r. Assim, pelo principio da prova por
contradigdo, esses inteiros g e r existem.

Para analisar essas sentengas, considere que p(m) indique a declaragio “existem
inteiros ¢’ € 7’ tais que m — n = ng’+ 1 com 0 < r < 1", As duas primeiras sentengas da
citagdo oferecem uma prova de que p(m — 1) = p(nr). Essa implicagio & decisiva para
a prova. Fagamos uma anélise da prova, que mostra a regra principal dessa implicagéo.

& Consideramos que havia um contraexemplo com um menor 72.!

B Usando o fato de que p(') tinha de ser verdadeiro para cada m" menor que m,

escolhemos m’=m — n e observamos que p(n’) tinha de ser verdadeiro.

Usamos a implicagio p(m — n) = p(m) para concluir a verdade de p(m).

® Porém, consideramos que p(m) era falso, de modo que essa hipbtese é contes-
tada na prova por contradi¢io.

1 Osinteiros n3o negativos slio bem ordenados.




