Métodos de Contagem

NoOTAS DE AULA



Resumo

Estas notas foram escritas como suporte para a disciplina “Matemdtica Discreta II - SMA
1817 do ICMC-USP. Elas estao baseadas nas referéncias [1] e, principalmente, [2] e contém
a primeira parte da ementa referente a métodos de contagem.

O primeiro capitulo destas notas trata de permutagoes, combinagoes, distribuicoes e do
Principio da Casa do Pombo. No Capitulo 2, que é pré-requisito para os capitulos seguintes,
apresentamos a teoria sobre funcoes geradoras e enumeradores. O Capitulo 3 é dedicado
ao estudo de relagoes de recorréncia e o Capitulo 4 é dedicado ao estudo do Principio de
Inclusao e Exclusao e suas conseqiiéncias como, por exemplo, desarranjos. No Capitulo 5,
tratamos da teoria de contagem devida a G. Pdlya.
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Capitulo 1

Métodos de contagem

1 Introducao

O problema de contagem de objetos estd presente em muitos problemas discretos. Por
exemplo, a fim de se estimar o tempo que certo algoritmo leva para ser “rodado”, precisa-
se contar o numero de vezes que determinadas rotinas sao executadas. Quando seqiiéncias
bindarias sao usadas para representar simbolos, um engenheiro de software pode querer saber o
numero de representagoes diferentes geradas por um numero finito de 0’s e 1’s. Um cientista
de computacao pode querer saber o niimero de movimentos possiveis que seu programa de
xadrez deve examinar para responder a cada movimento do oponente.

2 Principios fundamentais

Usaremos as palavras sele¢ao e arranjo no seu sentido usual. Assim nao deve haver
ambigiiidade em sentencas como:

Selecionemos 2 candidatos a representantes discentes entre 6 alunos.

Ezxistem 15 maneiras de selecionarmos 2 candidatos a representantes discentes en-
tre 6 alunos.

Arrange os 4 CD’s na prateleira.

Ezistem 24 modos de se arranjar 4 CD’s na prateleira.

Usaremos a palavra combinacao como sinonimo de sele¢cao e a palavra permutacao como
sinonimo de arranjo. As selecoes ou combinacoes levam em conta somente a natureza dos
objetos enquanto que os arranjos ou permutacgoes consideram tanto a natureza quanto a
ordem dos objetos.

Sejam n e r nimeros inteiros positivos. Em todo este capitulo e nos seguintes, vamos deno-
tar por C'(n, r) uma r-combinagao de n objetos definida como sendo uma sele¢ao nao-ordenada

de r dos n objetos. Tais objetos podem ser distintos ou indistintos e podemos considerar
repeticoes ou nao. Analogamente, vamos denotar por P(n,r) uma r-permutagao de n obje-
tos definida como sendo um arranjo ordenado de r destes n objetos. Novamente, tais objetos
podem ser distintos ou indistintos e podemos considerar repeticoes ou nao.




Agora, consideremos um exemplo.

Exemplo 1.1. Consideremos as sequintes letras romanas a, b, ¢ e as sequintes letras gregas
a, b, K, @, . Entdao

e cristem 3 X 5 = 15 modos de selecionarmos uma letra romana e uma letra grega;
e cxistem 3+ 5 = 8 modos de selecionarmos uma letra que seja romana ou grega.

As regras que acabamos de usar no exemplo acima estao descritas formalmente a seguir.
Regra do produto. Se um evento pode ocorrer m vezes e um outro evento pode ocorrer n
vezes, entao existem m X n modos de ocorrerem ambos os eventos.

Regra da soma. Se um evento pode ocorrer m vezes e um outro evento pode ocorrer n
vezes, entao existem m + n modos de ocorrer um destes eventos.

Observagao 1.2. A ocorréncia de um evento significa que a selecao ou arranjo de um
determinado niumero de objetos foi feita.

Exemplo 1.3. Consideremos & livros escritos em inglés e distintos, 7 livros escritos em
japonés e distintos e 10 livros escritos em francés e distintos. Entao existem 5 X 7 modos
de escolhermos um livro em inglés e um em japonés, 5 x 10 modos de escolhermos um livro
em inglés e um em francés, e 7 x 10 modos de escolhermos um livros em japonés e um em
francés. Portanto existem

OXT+5x10+7x 10 =155

modos de escolhermos 2 livros de linguas diferentes. Por outro lado, existem
22 x 21 = 462

maneiras de escolhermos 2 livros quaisquer (um depois o outro) entre os 22 livros.

Exemplo 1.4. Pela regra do produto, uma r-permutacao de n objetos distintos pode ser
considerada como uma selecao de r objetos entre n objetos sequida de um arranjo dos r
objetos selecionados, ou seja,

P(n,r) = C(n,r) x P(r,r).

3 Permutacoes

A seguir, vamos deduzir uma férmula para P(n,r) e, na se¢ao seguinte, consideraremos
combinagoes C(n,r).

3.1 Permutacoes de objetos distintos

Consideremos inteiros positivos n e r tais que r < n. Como a ordem dos objetos num
arranjo deve ser levada em conta, segue que, quando arranjamos r entre n objetos distin-
tos, devemos considerar que cada objeto “ocupa” uma posicao determinada. Deste modo,



existem n modos de ocuparmos a primeira posicao. Depois de ocupada a primeira posicao,
podemos ocupar a segunda posicao de n — 1 modos diferentes. Similarmente, depois de ocu-
pada a segunda posicao (e também a primeira), podemos ocupar a terceira posi¢ao de n — 2
modos diferentes e assim por diante até chagarmos a r-ésima posicao. Finalmente a r-ésima
posigao pode ser ocupada de n — (r — 1) = n — r + 1 modos diferentes. Dai, pela regra do
produto, concluimos que

Teorema 1.5. Ser en sao inteiros positivos com r < n, entao o nimero de r-permutacoes
de n objetos distintos é
Pn,r)=n(n—-1)...(n—r+1),

ou seja,

n!

P(n,r) = O]

Definimos P(n,0) = 0 para qualquer inteiro n nao-negativo.

Exemplo 1.6. O numero de maneiras pelas quais podemos arranjar 5 entre 7 objetos dis-
tintos € . .
P(7,5) = ——— = — = 2520.
(7.5) (7=5)! 2

A seguir, apresentamos uma férmula para P(n,n).

Teorema 1.7. A n-permutacao de n objetos distintos € dada por

P(n,n) =n!

Demonstracdo. Mostremos a tese por inducdo. E claro que P(1,1) =1 = 1!. Suponhamos
que P(n—1,n—1) = (n—1)! e provemos que P(n,n) = n!. Para arranjarmos n objetos em
ordem, basta tomarmos um determinado objeto e arranjarmos os demais n — 1. Para cada
arranjo dos n — 1 objetos, existem n posigoes possiveis para o objeto tomado. Logo, pela
regra do produto,

Pn,n)=n-Pn—1,n—1)=n-(n—1)=n!
e a prova estd completa. O

Exemplo 1.8. O niumero de maneiras pelas quais n pessoas podem se posicionar em fila é
P(n,n) = n!

Exemplo 1.9. De quantos modosn pessoas podem se posicionar em pé formando um circulo?
Pelo exemplo anterior, P(n,n) = n! é o nimero de arranjos que podem ser feitos para
enfileirar n pessoas. Porém, para arranjarmos as pessoas em circulo, somente as posicoes
relativas das pessoas sao importantes, pois consideramos iguais quaisquer 2 arranjos que
podem ser obtidos um através do outro por rotacao. Desta forma, o niumero de arranjos
circulares é
P(n,n) n(n—1)!

= - =(n—-1)!




3.2 Permutagoes de objetos nem todos distintos

Até o momento, consideramos que os objetos que queremos arranjar podem ser distin-
guidos um do outro de alguma forma. Agora, vamos considerar objetos nem todos distintos
entre si.

O teorema seguinte generaliza a idéia do Exemplo 1.9 acima.

Teorema 1.10. Sejam n objetos nao todos distintos entre si. Destes n objetos, sejam q; do
primeiro tipo, qa do sequndo tipo, ... e q; do t-ésimo tipo. Entao o numero de n-permutagoes
destes n objetos é

n!
P(n,n) = ———
( ) q'ga! . . . !

(1.1)

Demonstracdao. Imaginemos que os n objetos sao “marcados” de forma que possamos dis-
tinguir cada um dos objetos do mesmo tipo. Entao, pelo Teorema 1.7, existem n! modos de
permutarmos estes objetos “distintos”. Mas duas permutagoes serao iguais sempre que, ao
“tirarmos” as marcas dos objetos do mesmo tipo, os arranjos feitos forem iguais. Portanto
uma permutacao de objetos nao-marcados corresponde a ¢;!¢o! . .. ;! permutacgoes de objetos
marcados e temos a férmula (1.1). (Reveja o Exemplo 1.9.) O

Exemplo 1.11. O numero de arranjarmos 3 segmentos e 4 pontos é

7765

o = 7-5=35.
34! 3-2

3.3 Permutacgoes de objetos distintos com repeticoes
A seguir, vamos considerar repeticoes de objetos distintos.

Teorema 1.12. Sejam r e n inteiros positivos. O niumero de maneiras pelas quais podemos
arranjar r objetos entre n objetos distintos de forma que possam haver repeticoes é

T vezes

———

nen-.ooon,
isto €,

P(n,r)=n".

Demonstracao. Segue diretamente aplicando-se a regra do produto, uma vez que ha n modos
de escolhermos um objeto para ocupar a primeira posi¢ao, n modos de escolhermos um objeto
para ocupar a segunda posicao e assim por diante até a r-ésima posicgao. O

Observacgao 1.13. Em geral, temos r > n no Teorema 1.12. Veja o exemplo a sequir.

Exemplo 1.14. Dos 10 bilhoes de nimeros entre 1 e 10.000.000.000, quantos niumeros
contém o algarismo 1 e quantos nao contém?

Consideremos 0s 9 algarismos 0, 2, 3,4, 5,6, 7,8, €9. A posicio das unidades pode ser
ocupada por um destes algarismos de 9 modos diferentes; a posi¢cao das dezenas também pode



ser ocupada de 9 modos diferentes e assim por diante. Entao, dos 10 bilhoes de nimeros
entre 0 € 9.999.999.999, existem

10 vezes

———
9-9-...-9

ou seja,
910

numeros que nao contém o algarismo 1. Portanto, entre os nimeros 1 e 10.000.000.000,

existem
90 1

nimeros que ndo contém o algarismo 1 (jd que o nimero 10.000.000.000 contém o algarismo
1 e nao estava sendo contado entre 0 € 9.999.999.999 ). Logo

1010 . (910 . 1)

numeros entre 1 e 10.000.000.000 contém o algarismo 1.

4 Combinacgoes

4.1 Combinacoes de objetos distintos

Em vista do Exemplo 1.4 e dos Teoremas 1.7 e 1.5, podemos considerar o resultado
seguinte.
Se n e r sao inteiros positivos, entao escrevemos

(7)==

Teorema 1.15. Sejam r e n inteiros positivos. O niumero de r-combinagoes de n objetos
distintos € dado por

Cln,r) = i((::)) a P(Z; 28 7"(71”l r)l’ ren
ou seja
C(n,r) = (Z), r<n
e

C(n,n) =1

Definimos C'(n,0) = 0 para todo o inteiro n nao-negativo.



Observacao 1.16. E imediato que

C(n,r) =C(n,n—r)

0 que € de se esperar uma vez que selecionar r objetos entre n objetos distintos € equivalente
a “tirar” os n —1r objetos que nao serao selecionados.

Exemplo 1.17. Consideremos um decdgono convexro com a sequinte propriedade: quais-
quer trés diagonais nao se interceptam num mesmo ponto dentro do decdgono. Em quantos
segmentos as diagonais sao divididas pelas suas intersecgoes?

Em primeiro lugar, vamos calcular o numero de diagonais. Temos 10 vértices que devem
ser unidos dois a dois. Portanto temos C(10,2) segmentos unindo os 10 vértices. Mas 10
destes segmentos sao o0s lados do decagono. Logo o numero de diagonais é

10! 10-9
0(10,2)—10_m—1o_7—10_35

Com a ajuda de uma figura, vocé poderd notar que, a cada 4 vértices, podemos contar
exatamente uma interseccao entre diagonais. Assim concluimos que existem C(10,4) = 210
intersecgoes entre as diagonais. E como cada ponto de intersecgao pertence a duas diagonais,

temos
2210 = 420

pontos de interseccgao.
Finalmente, se uma diagonal tem k pontos de interseccao, entdao ela é dividida em k + 1
segmentos. Logo as 35 diagonais sao divididas em

420 + 35 = 455
segmentos.
Exemplo 1.18. De quantos modos podemos selecionar 3 numeros entre 1,2,3,...,300 de
forma que sua soma seja divisivel por 3¢
Em primeiro lugar, podemos dividir os 300 nimeros 1,2,...,300 em 3 grupos:

e Grupo 1 dos numeros que sao divisiveis por 3,
e Grupo 2 dos numeros cujo resto € 1 quando divididos por 3,
e Grupo 3 dos numeros cujo resto € 2 quando divididos por 3.

FExistem 100 numeros em cada um destes grupos. Além disso, em cada uma das selegcoes de
3 numeros abairo, a soma dos numeros selecionados é divisivel por 3. Vejamos

e 3 objetos do Grupo 1;
e 3 objetos do Grupo 2;

e 3 objetos do Grupo 3;



e 1 objetos de cada grupo.

Em qualquer outro tipo de selecao de 3 numeros, a soma dos numeros nao ¢ divisivel por 3.
Portanto existem

C(100,3) + C(100,3) + C(100, 3) + 100 - 100 - 100 = 1.485.100

modos de selecionarmos 3 numeros entre os numeros 1,2,...,300 de forma que sua soma
seja divisivel por 3.

4.2 Combinacoes de objetos distintos com repeticoes

Agora, vamos considerar que podem haver repeticoes na selecao de objetos distintos.
Lembramos o leitor que a notagao C'(n, r) que adotamos para r-combinagoes de n objetos,
é independente de termos objetos distintos ou nao e de haverem repeticoes. Assim, nao se

. n .
tem necessariamente C'(n,r) = (r> como ¢ o caso do Teorema 1.15.

Teorema 1.19. O numero de maneiras pelas quais podemos selecionar r objetos entre n
objetos distintos de forma que possam haver repetigoes é

n+r—1 (n+7r—1)
C(n,r)= == 1.2
(n,7) ( r ) rl(n —1)! (1.2)
Demonstracao. Identifiquemos os n objetos pelos ntimeros 1, 2, ..., n. Selecionemos r entre
estes objetos e consideremos os inteiros ¢, j, ..., m correspondentes arranjados em ordem

crescente. A seguir, somamos 0 ao primeiro destes 7 inteiros, 1 ao segundo destes r inteiros
e assim por diante até somarmos r — 1 ao r-ésimo inteiro. Deste modo, continuamos com

uma lista de r inteiros i, 7+ 1, ..., m+ (r — 1) em ordem crescente, e podemos ver esta lista
como uma sele¢ao de r inteiros entre os inteiros 1, 2, ..., n+ (r — 1). Portanto temos uma
r-combinagao de n +r — 1 objetos distintos o que equivale a (1.2). O

Observacao 1.20. Em geral, temosr > n no Teorema 1.19 como mostra o ezemplo sequinte.
Mas sempre temos n+ (r — 1) > r.

Exemplo 1.21. Consideremos muitas moedas de 1, 5, 10 e 25 centavos. Queremos sele-
cionar 6 moedas. Com a notacao do Teorema 1.19, temos n = 4 er = 6. Entdo podemos

selecionar 6 moedas de
4+6-1\ (9 9_' _ 34
6 ~\6/ 6131

Exemplo 1.22. Quando 3 dados distintos sao jogados, o numero de “saidas” €

6-6-6=216.

modos.

Se 0s 3 dados sao idénticos, entao o numero de saidas ¢ dado por
C(6+4+3—1,3)=C(8,3) = 56,

pois serao selecionados 3 numeros, com repeticoes, entre os numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6.



4.3 Combinagoes de objetos nem todos distintos
A seguir, vamos considerar objetos nem todos distintos entre si.

Teorema 1.23. Sejam n objetos nao todos distintos entre si. Destes n objetos, sejam q, do
primeiro tipo, qo do sequndo tipo e assim por diante até q; objetos do t-ésimo tipo. Entao o
numero de maneiras pelas quais podemos selecionar um ou mais objetos é

(r+Dg+1) .- (q+1)—1. (1.3)

Demonstracao. Segue diretamente da regra do produto. Podemos escolher nenhum, um,
dois ou ¢g; objetos do primeiro tipo. Logo existem ¢; + 1 modos de escolhermos objetos do
primeiro tipo. De modo andlogo, existem g» + 1 modos de escolhermos objetos do segundo
tipo e assim por diante. A parcela —1 corresponde a selecao de nenhum objeto que deve ser
“descontada’”. O]

Exemplo 1.24. Quantos divisores tem o numero 1400 ¢
Fatorando 1400 temos
1400 = 2° - 5% - 7.

Assim temos 3 fatores correspondentes ao niumero 2, 2 fatores correspondentes ao niumero 5
e 1 fator correspondente ao nimero 7. Portanto ¢ = 3, g =2 e g3 = 1. Logo existem

B+1)R+1D(1+1)—1=23

modos de selecionarmos um ou mais numeros entre os fatores primos 2, 5, 7 que, multipli-
cados entre si, geram os divisores de 1400. Mas 1 também € divisor de 1400. Portanto o
numero de divisores de 1400 é

23+ 1=24.

5 Distribuicoes de objetos

5.1 Distribuicoes de objetos distintos

Vamos discutir a distribuicao de objetos distintos em posicoes distintas.

Na secao sobre permutacoes, introduzimos o conceito de se colocar objetos distintos em
“lugares” ou “células” diferentes dando, assim, uma ordem aos objetos. Se n > r, entao
n!
(n—r)!

Deste modo, cada lugar tem no maximo 1 objeto. Por outro lado, se r > n, entao P(r,n) é o

existem P(n,r) = modos de arranjarmos r objetos distintos em n lugares diferentes.

numero de maneiras pelas quais podemos arranjar n entre r objetos distintos em n lugares.
Neste caso, cada lugar tera um unico objeto.

Quando n > r, a distribuicao de r objetos distintos em n lugares distintos, onde cada
lugar pode ter qualquer nimero de objetos, é equivalente a r-permutacao de n objetos com
repeticoes, isto é, n” é o nimero de maneiras pelas quais podemos arranjar r objetos em n
lugares com repeticoes. Quando consideramos o caso em que r > n, entao a distribuicao



de r objetos distintos em n lugares distintos, onde cada lugar pode ter qualquer niimero de
objetos, é tal que o primeiro objeto pode ser colocado em qualquer dos n lugares, o segundo
objeto pode ser colocado em qualquer dos n lugares e assim por diante. Portanto o nimero
de modos de colocarmos r objetos distintos em n lugares distintos, onde r > n, é n”. Assim,
podemos concluir que

Teorema 1.25. Se r e n sao dois inteiros positivos quaisquer, entao existem n” modos de
colocarmos r objetos distintos em n lugares distintos cada um contendo qualquer nimero de
objetos.

No Teorema 1.25, quando mais do que um objetos sao colocados no mesmo lugar, os obje-
tos nao estao ordenados neste lugar. Quando a ordem nos lugares é levada em consideracao,
o nimero de maneiras de distribuirmos os objetos é dado pelo resultado seguinte.

Teorema 1.26. Consideremos a distribuicao de r objetos distintos em n lugares distintos
com qualquer numero de objetos, onde a ordem nos lugares é levada em consideragao. Entao
o numero de maneiras de distribuirmos os objetos é

(n+r—1)!

(n—1)! =(n+r—1)n+r—2)-...-(n+1) n.

Demonstragao. Existem n modos de distribuirmos o primeiro objeto num lugar. Como
cada lugar pode ter qualquer nimero de objetos, depois que o primeiro objeto é colocado,
podemos consider o lugar onde ele estd como um “sublugar” ou “subcélula” que divide um
dos n lugares em dois. Assim existem n + 1 modos de distribuirmos o segundo objeto. De
modo andalogo, existem n + 2 modos de distribuirmos o terceiro objeto e assim por diante
até o r-ésimo objeto que pode ser distribuido de n 4+ r — 1 maneiras. Logo existem

n-m+1)(n+2)-...-(n+r—1)

maneiras de distribuirmos r objetos distintos em n lugares distintos com qualquer ntimero
de objetos. O]

Exemplo 1.27. Consideremos 7 bandeiras e 5 mastros. Qual o numero de modos de arran-
jarmos as bandeiras nos mastros sendo que nem todos os mastros precisam ter bandeiras?

Primeiramente, notemos que um mastro pode ter mais do que uma bandeira: ica-se a
primeira até o topo e coloca-se outra bandeira logo abaizo da primeira e assim por diante.
Portanto a ordem das bandeiras nos mastros € importante. Temos n =5 er = T e, pelo
Teorema 1.25, o numero de modos de distribuirmos 7 bandeiras em 5 mastros é

(5+7—1)!

G- 1) =11-10-9-8-7-6-5.

Este também € o numero de modos de distribuirmos 7 carros em 5 cabines de peddgio.
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5.2 Distribuicoes de objetos nem todos distintos

Consideremos a distribuicao de n objetos, onde ¢; destes objetos sao do primeiro tipo,
g2 sao do segundo tipo e assim por diante até ¢; objetos do t-ésimo tipo. A distribuicao
destes n objetos em n lugares, cada um dos quais pode ter um 1nico objeto, é equivalente a
fazermos uma permutacao destes objetos. Assim, podemos enunciar o teorema seguinte.

Teorema 1.28. Consideremos n objetos, onde q, destes objetos sao do primeiro tipo, qs
sao do sequndo tipo e assim por diante até q; objetos t-ésimo tipo. Entao o numero de
distribuicoes dos n objetos € dado por

n!

ol gl

Teorema 1.29. Consideremos r objetos, onde q, destes objetos sao do primeiro tipo, qa SGo
do sequndo tipo, ...e q sao do t-ésimo tipo. Entao o numero de distribuicoes dos r objetos
em n lugares distintos, n > r, é dado por

n! 1
ol g (n—r)

Demonstracao. Basta notarmos que distribuir 7 objetos em n lugares distintos é equivalente
a selecionar r lugares de n lugares e distribuir os r objetos nestes r lugares, ou seja,

(n) r! B n! 1
r) oqlg! @) qalge! g (n—)!
e segue a tese. ]

5.3 Distribuigoes de objetos indistintos

Sejam r e n inteiros positivos. Se n > r, entao a distribuicao de r objetos nao-distintos
ou indistintos em n lugares distintos com no maximo um objeto em cada lugar pode ser vista
como a selecao de r lugares dos n lugares para os r objetos nao-distintos. Logo o niimero de
distribui¢oes de 7 objetos nao-distintos em n lugares distintos é C(n, ).

Teorema 1.30. Sejam r e n inteiros positivos com n > r. Entdo o niumero de modos de
colocarmos r objetos nao-distintos em n lugares onde um lugar pode ter mais do que um

objeto é
n+r—1
. .

Quando nenhum dos lugares pode ficar vazio (i.e., n < r), a distribui¢ao de r objetos nao-
distintos em n lugares distintos é dada por
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Demonstracdo. A primeira afirmacao segue do fato de que distribuirmos r objetos nao-
distintos é equivalente a selecionarmos r dos n lugares para os r objetos com a possibilidade
de repeticoes das selegoes dos lugares (veja o Teorema 1.19).

Com respeito a segunda afirmacgao temos que, se colocarmos um objeto em cada um dos
n lugares e depois colocarmos os outros r — n objetos arbitrariamente, entao o nimero de
distribuicoes de r objetos nao-distintos em n lugares distintos sera

=N

onde usamos o Teorema 1.19 para a distribuicao dos » —n objetos e a Observacao 1.16 para
obtermos a segunda igualdade. O]

Como conseqiiéncia do Teorema 1.30, temos o corolédrio seguinte.

Corolario 1.31. O numero de distribuicoes de r objetos nao-distintos em n lugares distintos,
onde cada lugar tem pelo menos q objetos, € dado por

(n+(::zg)—1) _ (n—zq_—f—lr—1>

Exemplo 1.32. Cinco letras devem ser transmitidas por um canal de comunicacoes sendo
que 15 espacgos devem ser inseridos entre as letras com pelo menos trés espacos entre quais-
quer duas letras. Qual o nimero de modos que as letras e os espacos podem ser arranjados?

Sabemos que existem 5! maneiras de arranjarmos as letras. Para cada arranjo de letras,
podemos considerar a insercao de espacos como a colocag¢do de 15 objetos nao-distintos em
4 lugares distintos que sao as 4 posicoes entre as letras. Conforme a notacao do Coroldrio

1.31, temos r = 15, n =4 e ¢ = 3. Portanto pela regra do produto e pelo Coroldario 1.31, o
numero de modos de arranjarmos as letras e 0s espacos é

15—4-34+4-1 6
| = 5l =
5l x ( 4_1 ) 5l x (3> 2400.

6 O Principio da Casa do Pombo

Apresentaremos trés versoes do Principio da Casa do Pombo que também é conhecido
como Principio da Caixa de Sapatos ou Principio da Gaveta de Dirichlet. O Principio da Casa
do Pombo ¢ utilizado para responder questoes como: “Fuxiste algum elemento satisfazendo
determinada propriedade?” .

Teorema 1.33 (Principio da Casa do Pombo - versao 1). Se n pombos voam para k
casas de pombos e k < n, entao alguma casa contém pelo menos 2 pombos.

Demonstrac¢ao. Suponhamos que a afirmacao seja falsa. Entao cada casa tem no maximo
um pombo. Logo existem k£ pombos o que contradiz a hipodtese. O
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Exemplo 1.34. Consideremos 10 pessoas com primeiros nomes Alice, Bernardo, Carlos
e FElisa e com sobrenomes Rodrigues e Nogueira. Entdo pelo menos duas pessoas tém os
mesmos primeiro nome e sobrenome. De fato. FExistem 4 -2 = 8 possibilidades de nomes
para as 10 pessoas. Se fizermos uma analogia das pessoas com os pombos e dos nomes com
as casas de pombo, entao n = 10 e k = 8 e, pelo Principio da Casa do Pombo, pelo menos
2 pessoas tém os mesmos primeiro nome e sobrenome.

Notacgao. Escrevemos |X| para denotar o numero de elementos de um conjunto finito X.

Teorema 1.35 (Principio da Casa do Pombo - versao 2). Se f ¢é uma fun¢do de um
conjunto finito X em um conjunto finito Y e |X| > |Y|, entao existem 1, x9 € X, com
1 # To, tais que

f(@1) = fx2).

Demonstragcao. Usemos a terminologia da primeira versao do Principio da Casa do Pombo.
Identifiquemos X com o conjunto de pombos e Y com o conjunto de casas e associemos um
pombo = a uma casa f(x). Pela primeira versao do Principio da Casa do Pombo, pelo menos
dois pombos x1, o € X estao associados a mesma casa. Portanto existem x;, x5 € X, com

11 # T2, tais que f(z1) = f(z2). 0

Exemplo 1.36. Mostre que, se selecionarmos 151 cursos distintos de Ciéncia da Com-
putacao numerados entre 1 e 300, entao pelo menos dois deles estarao numerados consecu-
tivamente.
Sejam
ai,as, ..., a15 (1.4)

0s cursos selecionados e consideremos 0s numeros
a1+1,a2+1,...,a151—|—1. (15)

Entao os 302 nimeros em (1.4) e (1.5) assumem valores entre 1 e 301. Com a notacao da
sequnda versio do Principio da Casa do Pombo, temos | X| = 302 e |Y| = 301 e, portanto,
pelo menos dois valores entre 1 e 301 coincidem. Mas os numeros de (1.4) sao distintos e
o mesmo acontece para os nimeros de (1.5). Logo pelo menos um nimero de (1.4) e um

nimero de (1.5) coincidem, ou seja, existem i, j € {1,2,...,151} tais que
a; = Clj —+ 1

e, portanto,
a; — aj =1.

Notagao. Dado um niumero = € R, denotamos por [z] o “o maior inteiro contido” em x,
isto é, [z] = max{y € Z; y < z}. Por exemplo:
e =274 = [z] =2
4

ox:§:>[x]:1;
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o r=—-27l4 = [z] =-3.

Teorema 1.37 (Principio da Casa do Pombo - versao 3). Seja f uma fungdo de um
conjunto finito X em um conjunto finito Y. Suponhamos que |X| =mn, |Y|=m, comn > m.

Seja k = [ﬁ} + 1. Entao existem xq,xo,...,xr € X tais que
m
flz1) = f(z2) = ... = f(zp).
Demonstracao. Seja Y = {y1,%a,...,Ym}. Suponhamos, por absurdo, que a afirmagao é
falsa, ou seja, que nao existem 1, o, ...,z € X tais que
flxy) = f(xe)=...= f(zx) =v;, 1=1,2,...,m.

Entao existem no maximo k£ — 1 valores para x € X tais que f(x) = y;, existem no méaximo
k — 1 valores para = € X tais que f(z) = ya, ...e existem no méaximo k — 1 valores para
r € X tais que f(z) = ym,. Logo o dominio de f tem no méximo

m vezes
A

7 ~N

k-1 +(k—1)+...+ (k- 1)

isto é,
n
IX|<m(k—1)<m—=n
m
o que é uma contradi¢ao. Portanto vale a afirmac¢ao do enunciado. O]

Exemplo 1.38. Uma caracteristica interessante das fotografias em preto e brando € o brilho
médio da foto. Digamos que duas fotos sao do mesmo tipo se seu brilho médio difere por no
maximo um certo valor dado. Mostre que, entre 6 fotos, ou trés delas sao mutuamente do
mesmo tipo, ou existem trés fotos que sao mutuamente de tipos diferentes.

Denotemos as fotos por Iy, Iy, ..., Fs. Sabemos que existem

6!
:M:

combinacgoes possiveis de pares de fotos. Entao precisamos provar que existem i, j e k em

C(6,2) 15

{1,2,3,4,5,6} distintos entre si tais que cada um dos pares
(Pﬂpj)’ (P]’ Pk) € (Pu Pk)

sejam do mesmo tipo.
Fizemos uma das fotos, por exemplo Py, e consideremos os pares

(P17P2)7 (Pl,Pg), (Pl,P4>, (P17P5) G(Pl,P6).

Cada um destes pares assume valores “mesmo tipo” ou “tipo diferente”. Entao, na notacao
5

da terceira versao do Principio da Casa do Pombo, temos k = {5} +1=2+1=3 k¢,

portanto, existem i, j, k € {2,3,4,5,6} distintos tais que

(P, Py), (P, P;) e (P, Py) (1.6)
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sao todos do mesmo tipo ou todos de tipos diferentes.

Suponhamos que os pares em (1.6) sejam do mesmo tipo. O caso em que 0s pares em
(1.6) sdo de tipos diferentes fica como exercicio. Se um dos pares sequintes

(P ), (P Pi) ou (P, Py) (1.7)

for do mesmo tipo, entdo as duas fotos deste par e a foto Py sio do mesmo tipo por (1.6).
Caso contrdrio, as fotos P, P; e P, sio mutuamente de tipos diferentes por (1.7).



Capitulo 2

Funcoes geradoras

1 Introducao

Consideremos trés objetos a, b e c. Entao

e Existem trés modos de selecionarmos um destes objetos. Representamos estes modos
por
a+b+c.

e Existem trés modos de selecionarmos dois objetos. Representamos estes modos por

ab + ac + be.

e Existe um modo, que representamos por
abe,
de selecionarmos trés objetos.
e Existe um modo de nao selecionarmos qualquer objeto.

E podemos representar todas as possibilidades de sele¢ao acima através do polindmio em x:
1+ (a4 b+ c)x + (ab + ac + be)z® + (abe)z® = (1 + ax)(1 + bx)(1 + cx).

As possibilidades ou modos de selecionarmos os objetos a, b e ¢ sao representadas pelos
coeficientes do polindomio. A letra x é um mero “indicador”: o coeficiente de 2° mostra as
possibilidades de selecionarmos nenhum objeto, o coeficiente de z! mostra as possibilidades
de selecionarmos um objeto e assim por diante até o coeficiente abc de x® que mostra a
possibilidade de selecionarmos trés objetos.

Outras “interpretagoes” equivalentes podem ser dadas para os fatores (1 + ax), (1 + bx)
e (1 + cx). Assim, por exemplo, o fator (1 + az) significa, simbolicamente, que os modos
de selecionarmos o objeto a sdo: “ndo selecionar a”’ e “selecionar a”. Portanto (1 + ax)(1+
bx)(1 + cx) significa que os modos de selecionarmos os objetos a, b e ¢ sdo: “selecionar ou
nao selecionar a”’ e “selecionar ou nao selecionar b” e “selecionar ou nao selecionar c”.

O exemplo que acabamos de dar motiva a definicao do que chamamos funcao geradora
de uma seqiiéncia.

17
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Defini¢ao 2.1. Seja (ag,a1,as,...,a.,...) a representacio simbdlica de uma seqiiéncia de
eventos ou numeros. Qualquer funcao do tipo

F(z) = aopo(x) + arp(x) + agpo() + . .. + apper(x) + ...
¢ chamada fungao geradora da seqiiéncia (ag,ay,as,...,a.,...), onde

po(@), (@), pa), s (), -

¢ uma sequéncia de funcoes de x, chamadas funcgcoes indicadoras pois sao usadas como

indicadores.
Exemplo 2.2. A funcao geradora da seqiiéncia (1,w,w?, ... ,w", ...) com fungdes indicadoras
1, cosz, cos2x, ..., cosrx, ... € dada por

F(z) =1+wcosw +w’cos2x + ... +w' cosrz +....

Observagao 2.3. As funcoes indicadoras da Defini¢ao 2.1 devem ser escolhidas de tal forma
que as funcoes geradoras de duas seqiéncias distintas nao sejam iguais. Assim, por exemplo,
consideremos as funcoes indicadoras

Ll4az, 1l—a 142 1—22 ..., 142", 1—2a", .... (2.1)
Entao a funcao geradora da seqiéncia (3,2,6,0,0) é
F(z)=3+2(1+2)+6(1 —2)+0(1+2%) +0(1 —2%) = 11 — 4. (2.2)

Entretanto as seqiiéncias (1,3,7,0,0) e (1,2,6,1,1) também originam a mesma fungdo ger-
adora de (2.2) (verifique!). Portanto as fungoes em (2.1) nao devem ser usadas como fungoes
indicadoras.

Neste capitulo, vamos nos restringir a forma usual para p,(x). Usamos p,(x) = 2". Para
este caso, temos a definicao seguinte.

Definicao 2.4. A funcao
F(z) =ag+ a1z +asr® +... +a 2" + ...

¢ chamada fung¢ao geradora ordindria da seqiéncia (ag,ay,as,...,ar,...).

2 Funcgoes geradoras para combinacoes

No inicio deste capitulo, vimos que o polindémio (1 + az)(1 + bz)(1 + cz) é a fungao
geradora ordinaria dos diferentes modos ou possibilidades de selecionarmos os objetos a, b
e ¢. Nos interessa, entretanto, o nimero de modos de selecionarmos os objetos. Assim,
consideramos a = b =c =1 e temos

A+2)(1+2)1+2)=1+2)>=1+32+32"+2° =
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= (0(3,0)z + C(3, 1)z + C(3,2)2* + C(3,3)2?, (2.3)

ou seja
3

(1+x)*=> C(3,r)a’ (2.4)
r=0
Definicao 2.5. Uma funcao geradora ordindria que determina o nimero de combinacoes ou
de permutacoes ¢ chamada enumerador ordindrio ou simplesmente enumerador.

Generalizando as igualdades (2.3) e (2.4) acima, podemos obter o nimero de r-combinagoes
de n objetos distintos para cada r < n, que é dado pela funcao geradora ordinaria ou enu-
merador do Teorema Binomial a seguir.

Teorema 2.6 (Teorema Binomial - versao 1). Sejam n um inteiro positivo e ¢ um real
qualquer. Entao

(1+a) =
:1+nx+wx%r...jtn(n_l)(n_mr"'”'(n_r_l)x’”+...+x”: (2.5)
= CO(n,0)+C(n, Dz +C(n,2)2* + ...+ C(n,7)a" + ...+ C(n,n)a" (2.6)

ou seja,

n

(L+cx)" =Y C(n,r)(ca). (2.7)

r=0

Observacgao 2.7. E importante notarmos que

e na expansdo de (1 4+ x)" em (2.6), o coeficiente do termo x” representa o numero de
vezes que o termo x” pode ser formado tomando-se r x's e n —r 1's entre os n fatores
14+ 2x;

e a notacao (:) também pode ser usada em lugar C(n,r); assim podemos escrever (2.7)

como

(14 2)" = i(ﬁ) o (2.8)

r=0

Exemplo 2.8. Tomando-se v = —1 em (2.8) temos

()= () + (5) = cr (2) +oer () =0
(00 -0)+()-()+

o que significa que o numero de modos de selecionarmos um numero par de objetos € igual

ou seja,

ao numero de modos de selecionarmos um niumero impar de objetos entre n objetos distintos.
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Exemplo 2.9. Qual € o coeficiente do termo z* em (1 + z° + 29)1%0?

O inico modo de escrevermos o termo x* a partir da expansao de (1 + x° + x°)190 ¢

v = 2°2%%. Além disso, existem C(100,2) modos de escolhermos os dois fatores x° e

e

depois existem C(98,1) modos de escolhermos o fator x°. Entdo o coeficiente de x* ¢

100 - 99

C(100,2) x C(98,1) = - 98 = 485.100.

Agora vamos considerar (1 + )", onde n ndo é um inteiro positivo, mas um nimero real
qualquer. Neste caso, apresentamos a seguinte versao do Teorema Binomial sem prova.

Teorema 2.10 (Teorema Binomial - versao 2). Sejam n e ¢ nimeros reais quaisquer.
Entao

k

(1—|—cx)”:1+z

r=1

nn—1)n—-2)-...-(n—r+1)
7!

(cz)", (2.9)

onde k =n, sen € um inteiro positivo, e k = 0o caso contrdrio.

O exemplo a seguir mostra como usar o Teorema Binomial para determinarmos uma
funcao geradora.

Exemplo 2.11. Mostre que (1 — 4%‘)_% € a funcgao geradora ordindria da seqiéncia

() () () () (1)

De acordo com a equagio (2.9) da seqgunda versao do Teorema Binomial (Teorema 2.10),
temos

— r!
OGN

:1+i2’"[1-3-5-...-(2r—1)] ,

rl v

:1+§:(2r~r!)[1.3-5.....(2r—1)] .

rlr! v
B ~(2:4-6-...-2r)[1-3-5-...-(2r=1)] ,
_1+; rir! v
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Como aplicagao do Exemplo 2.11 temos o exemplo seguinte.

Exemplo 2.12. Dado um nimero inteiro t, calcule

26

Pelo Exemplo 2.11, (2;) € o coeficiente do termo x' e <2t -2

‘g ) ¢ o coeficiente de x'~°

no desenvolvimento de (1 — 4z)~2, entio

S()(7)

e o coeficiente do termo x*, t # 0 na expansao de (1 — 4x)_%(1 — 41:)_%. Mas, pelo Teorema
Binomial (Teorema 2.10), pode-se mostrar que

( ! ) :ix”, sex €] —1,1. (verifique!)
n=0

1—=z
Logo,
(1—dz) 2(1—4dz) 2 = (1—4dz)' =
=1+4dr+ (o) + 4z +.. .+ do) +... =
=1+de+4%% + 4833+ 4t 4
Portanto

S -

Observacao 2.13. Quando sao permitidas repeticoes, ou seja, quando um ou mais objetos
sao do mesmo tipo, entdo a idéia de enumerador de combinacgoes também pode ser usada .
Indicamos [2], p. 30-33, para o leitor interessado.

3 Enumeradores para permutacoes

Devido a propriedade de comutatividade do corpo dos nimeros reais (i.e., ab = ba para
quaisquer a,b € R), a extensao dos resultados anteriores nao é tao simples para o caso das
permutacoes pois, neste caso, a ordem nao pode ser distinguida. Consideremos, por exemplo,
as permutacoes que podemos fazer com dois objetos a e b. A funcao geradora ordenada que
procuramos para estas permutacoes €

1+ (a+b)x + (ab + ba)x?

que ¢ igual a
1+ (a+b)x + (2ab)x?
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e, portanto, as duas permutacoes ab e ba nao podem mais ser reconhecidas. Assim, em lugar
de considerarmos a algebra nao-comutativa para estes casos, vamos nos restringir a discussao
de enumeradores para as permutagoes. Neste caso, a dlgebra (comutativa) do corpo dos reais
é suficiente.

Uma extensao direta da nogao de enumeradores para combinagoes indica que um enumer-
ador para permutacoes de n objetos distintos seria da forma

F(z) = P(n,0)2° + P(n, )z 4+ P(n,2)2* + ...+ P(n,r)z" + ... + P(n,n)a"

Mas néo existe uma tal expressao para F'(x) para permutagoes. Entretanto, pela expansao
binomial (Teorema (2.6)), temos

14+2)"=14+C(n, )z +C(n,2)2* + ...+ C(n,7)a" + ...+ C(n,n)a" =

P(n,1 P(n,2 P P
=1+ (n, )x—i— (n, )x2+...+M:ﬂ+...+ (n’n>:c". (2.10)
1! 2! 7! n!
Isto nos motiva a darmos a definicao seguinte.
Definig¢ao 2.14. Seja (ag, a1, a9, ..., ay,...) a representacao simbdlica de uma seqiiéncia de
eventos ou numeros. A funcao
ao aq (05} Q.
F(z) = 4y k(@) + 5 ml@) + o po(@) .o+ () +

¢ chamada fungao geradora exponencial da seqiiéncia (ag,ar,as,. .., a,,...), onde

,UO(x)a ,ul(x)a ,u2<x)> s 7MT($)7 s
sao funcgoes indicadoras.

Defini¢ao 2.15. Chamamos enumerador exponencial (ou simplesmente enumerador
quando nao houver possibilidade de confusio) a fung¢ao geradora exponencial que determina
o numero de permutacoes.

Segue das Definigao 2.14 e 2.15 e de (2.10) que (1 + z)™ é a fungao geradora exponencial
dos P(n,r)'s com as poténcias de x como fungdes indicadoras ou também que (1 4+ x)" é
o enumerador exponencial para permutagoes de n objetos distintos. Em particular, o enu-
merador exponencial para permutagoes de um tnico objeto sem repeticoes é 1+ x indicando
que podemos permutar nenhum objeto uma vez (coeficiente de x°) e podemos permutar um
objeto uma vez (coeficiente de x!).

Exemplo 2.16. Pelo Exemplo 2.12, temos que

1 = (2r)! L P(2r,r) . = P@2rr)
(mayd o103 O po gy 30 DR e SR PED)
r=1 r=1 r=0

Portanto (1 — 4x)_% ¢ a func¢ao geradora exponencial da sequéncia

(P(0,0), P(2,1), P(4,2),...,P(2r,r),...).
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Também podemos estender o conceito de enumeradores exponenciais para o caso onde
sao permitidas repeticoes. Basta considerarmos permutacoes de objetos idénticos. Assim,

o enumerador exponencial para permutacoes de todos os p objetos entre p objetos idénticos
2P

é - Entao o enumerador exponencial para permutagoes de 0, 1, 2, ..., p objetos entre p

objétos idénticos ¢ dado por

11, .
1+ﬁx+§x —i—...—l—;!x. (2.11)

Analogamente, o enumerador exponencial para permutacoes de todos os p + ¢ objetos
entre p 4+ q objetos, onde p deles sao do mesmo tipo e ¢ deles sao do mesmo tipo, é

P pd Pt

plg  plg’

. , . . , (p+9)! .
o que estd de acordo com o nimero de permutacoes destes objetos que é M (veja o
p-q:
Teorema 1.10). Logo o enumerador exponencial para permutagoes de 0, 1, 2, ..., p+ ¢ dos

p + q objetos, onde p deles sao do mesmo tipo e ¢ deles sao do mesmo tipo, é
1 1, L, 1 1, I
(1+E$+5$ +...+ﬁ$>(1+ﬂ$+5$ +...+a$ .

Exemplo 2.17. O enumerador exponencial para permutacoes de dois objetos de um mesmo
tipo e de trés objetos de outro tipo é

1 1, 1 1, 1\
(1+ﬂx+§x><1+ﬂx+ix —|—§(I})—

. 11 11 1\, 1 1Y\
_+ﬂ+ﬂ T + ﬁ‘f‘g—Fa x° + ﬁ+ﬁ+§ xr°—+

1 1 4 1 5
+1'—3'+ﬁ$+2'—3'$

Como considerarmos repeticoes é o mesmo que considerarmos objetos idénticos, entao
podemos generalizar (2.11) a fim de obtermos o nimero de r-permutagoes de r objetos
distintos com intimeras repeticoes. Este ntimero é dado pelo enumerador exponencial

r? . =1

r=0
Segue que o numero de r-permutacoes de n objetos distintos com intimeras repetigoes é dado

pelo enumerador exponencial

T

<1+x+§+§+...> =(e")"=e zzoﬁx, (2.12)



24

uma vez que podemos considerar r-permutacoes de r objetos distintos com intimeras repeticoes,
uma seguida da outra, n vezes, ou seja,

n vezes
A\

y 2 a2 2 2 2 2
<1+I+§+§+ )(1+$+§+§+ ) (1+$+§+§+ )
Exemplo 2.18. Qual o nimero de seqiiéncias quaterndrias (i.e., seqiéncias formadas pelos
algarismos 0, 1, 2 e 3) de r algarismos onde os algarismos 1, 2 e 3 aparecem pelo menos

uma vez?
O enumerador exponencial para permutacoes do algarismo 0 €

2 a3
<1+x+—+—+ ):ex.

21 3!

Como, por hipdtese, os algarismos 1, 2 e 3 devem aparecer pelo menos uma vez, entao o

enumerador exponencial para permutagoes do algarismo 1 (ou 2 ou 3) €

z?2 28
($+§—|—§+ )ze -1

Portanto, o enumerador exponencial para permutacoes dos quatro algarismos 0, 1,2 e 3 é

ex<€:p o 1)(6:13 o 1)(630 o 1) — ex(ez _ 1)3 — e{b<€3$ _362x+36x o 1) —

Y

(4" —3-3"+3-2"—1
€4x_3€31+3621_6z22( )xr
—~ r!
onde usamos (2.12) para obtermos a ultima igualdade. Assim concluimos que o nimero de
sequéncias quaterndrias de r algarismos onde cada um dos algarismos 1, 2 e 3 aparece pelo

menos uma vez €
4" —-3-3"+3-2"—1.

Exemplo 2.19. Qual o numero de seqiéncias quaterndrias de r algarismos que contém um
numero par de 0’s?
O enumerador exponencial para permutacoes de cada um dos algarismos 1, 2 e 3 é

r? .
<1+x+§+§+ ):e. (2.13)

Como, por hipdtese, devemos considerar um niumero par de 0’s, entdo o enumerador expo-
nencial para permutacoes do algarismo 0 € dado por

2?7t L. ‘ :
1+ ol + ) +. =5 (e +e ") (verifique a igualdade!). (2.14)

Assim, seque de (2.13) e (2.14) que o enumerador exponencial para o nimero de seqiéncias
quaterndrias contendo um niumero par de 0’s é

(690_|_6 )el‘ewer:%(e%_‘_e%):%(Z +Z >_1—|—Z 47“—0—2r o

r=0

N | —
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onde usamos (2.12) para obtermos a sequnda igualdade. Portanto o nimero de seqiiéncias

s

L. . . , . iy
quaterndrias que contém um numero par de 0’s, que € dado pelo coeficiente de —, ¢é
7!

47 42"
5

Exemplo 2.20. Qual € o numero de segiiéncias quaterndrias de r algarismos que contém
um numero par de 0’s e um niumero par de 1’s ?

O enumerador exponencial para permutagoes de sequéncias quaterndrias que contém um
niumero par de 0’s e um nimero par de 1’s (e qualquer nimero de 2’s e qualquer nimero de

3’s) €

1 1 1
5(696_'_6796)5 (ex_|_efx)ez€a::1(621_’_2_'_67296)6296:
1 1 (4722 ‘
=1 (e* +2e* +1) = Z TR @+2-2) z" (verifiquel).
— !

Logo o numero de seqiiéncias quaterndrias de r algarismos que contém um numero par de
‘s

. . . €
0’s e um numero par de 1’s é dado pelo coeficiente de —, a saber
7!

4"+ 22"
1 .



Capitulo 3

Relacoes de recorréncia

1 Introducao

As equagdes de recorréncia sao uteis em certos problemas de contagem. Como as equagoes
de recorréncia estao relacionadas com algoritmos recursivos, elas aparecem naturalmente na
analise de tais algoritmos.

Consideremos as instrucgoes:

1. Comece com 5.
2. Dado qualquer termo, adicione 3 ao termo seguinte.

Entao obtemos a seguinte seqiiéncia
5, 8, 11, 14, .... (3.1)

As instrucoes 1 e 2 acima dao uma férmula explicita para o n-ésimo termo da seqiiéncia em
(3.1). De fato. Seja (ag, as,as,...,an,,...) aseqiiéncia em (3.1). Reescrevendo as instrugoes
1 e 2 acima temos

1. apg = 9.
2.Vn>1,a, =a,_1+ 3.

Defini¢ao 3.1. Dada uma seqiiéncia (ag, ay,as, ..., ay,,...) de nimeros, chama-se rela¢do
de recorréncia a equacao que relaciona qualquer nimero a, da sequéncia com um de seus
predecessores.

A fim de que uma relacao de recorréncia defina uma seqiiéncia, sao necessarias “condicoes
mictais” .
Definicao 3.2. Condic¢coes iniciais para uma seqiiéncia de numeros sao valores explicitos

dados a um numero finito de termos da seqiéncia.

Exemplo 3.3 (Seqiiéncia de Fibonacci). A seqiiéncia de Fibonacci come¢a com dois
numeros 1 e 1 e cada um dos seus termos sequintes € igual a soma dos seus dois predecessores
imediatos. Portanto temos

1,1,2,3,5,8, 13,21, ....

28
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Uma expressao para o termo geral desta seqiiéncia € dada pela relacao de recorréncia
(p = Qp_1 + Ap_2, N = 27

com condig¢oes iniciais

Exemplo 3.4. Consideremos a série geométrica (1,2,2% 2324, ...,2" ...). Entdo a relagdo
de recorréncia que descreve o n-ésimo termo desta sequéncia é

Ay, = 20p_1
com condicao inicial ag = 1. Alternativamente, a seqiiéncia pode ser descrita pela expressao
a,=2" n=0,1,2,...,
onde a, € chamado termo geral da seqiéncia.

Definicao 3.5. Resolver uma relacao de recorréncia que define uma sequéncia € encontrar
uma formula explicita para se obter uma expressao para o termo geral da seqiiéncia.

Nosso interesse nas segoes seguintes é resolver relacoes de recorréncia. Vamos tratar
somente de relagoes de recorréncia lineares com coeficientes constantes. Entre os métodos
de resolucao de relagoes de recorréncias que vamos estudar estao o método da iteracao e o
método das fungoes geradoras.

2 Meétodo da iteracgao

Consideremos a seqiiéncia (ag, ai, as, . . ., @y, ...). Vamos usar uma relagdo de recorréncia
que descreve tal seqiiéncia para escrevermos a, em funcao de alguns de seus predecessores.
A seguir, usamos a relacao de recorréncia novamente para escrevermos a,_; em termos de
alguns de seus predecessores e assim por diante até obtermos uma féormula explicita para o
termo a,. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.6. Uma pessoa investe R$ 1000,00 a juros de 12% ao ano. Se a,, é o montante
de dinheiro que esta pessoa terd ao final de n anos, encontre uma rela¢ao de recorréncia e
condigoes iniciais para definir a seqiéncia (a,). Encontre uma férmula para o termo geral
Q.-

Ao final de n — 1 anos, o montante serd de a,_1. E, depois de mais um ano, o montante
serd a, que € dado por

ap = a1+ (0,12)a,1 = (1,12)a,—1, n>1.

A partir da condicao inicial ag = 1000, podemos obter o valor de a,, para qualquer n. Assim,
por exemplo,

as = (1,12)az = (1,12)(1, 12)a; = (1,12)(1,12)(1, 12)ag =
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= (1,12)%ap = (1,12)*(1000) = 1404, 93.

Entao, ao final do terceiro ano, a pessoa terd R$ 1404,93. Pelo Principio de Indugao Finita,
podemos concluir que, ao final de n anos, a pessoa terd

a, = (1, 12)"(1000)
reqis.

Exemplo 3.7. Aplique o método da iteracdo para resolver a relagao de recorréncia

Ap = Ap_1 + 3 (3.2)
sujeita a condi¢ao inicial
a; = 2.
Fazendon =n—1 em (3.2) temos
p—1 = Ap_o + 3. (3.3)
Substituindo (3.3) em (3.2) temos
an = (ap2+3)+3=a,2+2-3. (3.4)
Fazendon =n—2 em (3.2) temos
p—9 = Qp_3 + 3. (3.5)

Dai, substituindo (3.5) em (3.4) temos
an = (ap_3+3)+2-3=a,_3+3-3.

Em geral, devemos ter
(p = Qp—j +J -3,

fato este que pode ser provado pelo Principio de Induc¢do Finita. Em particular, quando
j=n—1 temos
a,=a;+(n—1)-3.

E, usando a condicao inicial, obtemos

an =2+ 3(n—1).

3 Relagoes de recorréncia lineares com coeficientes constantes

Definicao 3.8. Uma relacao de recorréncia da forma
C()(In + Clan_l + CQCLn_Q + ...+ Cran_r = f(n), (36)

onde Cy,C1,CYy, ..., C, sao constantes, ¢ chamada relagao de recorréncia linear com
coeficientes constantes. Quando f(n) =0, entao (3.6) € chamada relagdo de recorréncia
linear homogénea com coeficientes constantes.
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Exemplo 3.9. A relagao de recorréncia
Gp = Gp—1+ Ap_2

que define a seqiéncia de Fibonacci (veja Exemplo 3.3) € uma relagao de recorréncia linear
homogénea com coeficientes constantes.

Exemplo 3.10. A relacdo de recorréncia
3a, — 5ap_1 + 2a, o =n>+5
¢ uma relagao de recorréncia (nao-homogénea) linear com coeficientes constantes.

Se conhecemos os valores de r a’s consecutivos, por exemplo, ag_,, Ag_ri1,--.,0_1 para

algum k, entdo podemos calcular o valor de a; a partir de (3.6). Além disso, os valores de
Qpa1,Qfr2, ... € de ag_r_1,a5_r_o,... podem ser calculados pelo método da iteracao. Entao
a solugao de (3.6) é determinada unicamente pelos valores de r a’s consecutivos que sao as
condicgoes iniciais.
Definicao 3.11. A solucgao ou solucao total de uma relacdo de recorréncia linear com
coeficientes constantes € a soma da solugao homogénea, que € a solucao da relagdo de
recorréncia linear homogénea correspondente, com a solu¢cao particular, que é a solucao
da relagao de recorréncia (ndo-homogénea) linear.

(h) 7(1p)

E imediato que se a;, ’ € ay,’ sao respectivamente a solu¢ao homogénea e a solugao particu-

lar da relacdo de recorréncia (3.6), entdo a solucdo total alt”’ +a satisfaz (3.6) (verifique!!!).

3.1 Relagoes de recorréncia lineares homogéneas

Teorema 3.12. A solug¢ao homogénea de uma relagao de recorréncia linear € da forma
o) = Ao,
onde oy € dita ratz caracteristica e A é uma constante determinada pelas condigoes ini-
ciais.
Demonstracao. Consideremos a relagao de recorréncia linear
Coan + Crap—1 + Coayo+ ...+ Crap_r = f(n)

e sua respectiva relacao de recorréncia linear homogénea

Coay, + Crap_1 + Coap_o+ ...+ Cray_, = 0. (3.7)
Substituindo Aa™ por a, em (3.7) temos

CoAa™ + CLA L+ ChAa™ 2+ ...+ C.Aa™ " = 0. (3.8)

Se A # 0, entdo (3.8) é equivalente ao polinomio

Coa" + Cra™ P+ Coa 2+ ...+ C.d™ " =0

que é chamado equagao caracteristica de (3.7). Assim, se oy for uma raiz da equacao
caracteristica, entao Ao} serda uma solugao homogénea da relagao de recorréncia homogénea

(3.7). O
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Uma equacao caracteristica de grau r em C admite r raizes caracteristicas. Consideremos,
primeiramente, o caso em que as raizes caracteristicas sao distintas. Segue do Teorema 3.12
que

Teorema 3.13. Se as raizes da equacao caracteristica de uma relagao de recorréncia ho-
mogénea
C(]an + Clan,1 + Cga,n,Q + ..+ CTCLnfr =0

sao distintas, entao a solucdo homogénea é da forma
M) = Ajaf 4+ Aya + ..+ Aan,

onde o1, s, ...,q, SG40 as raizes caracteristicas distintas e Ai, Ao, ..., A, sdao constantes
determinadas pelas condicoes iniciais.

Exemplo 3.14 (Seqiiéncia de Fibonacci). A relagdo de recorréncia para a seqiéncia de
Fibonacci é
(p = Ap—1 + Q2

(veja o Exemplo 3.3), ou seja
Ap — Q-1 — A2 = 0,

cuja equacao caracteristica correspondente é dada por
o —a—-1=0

com raizes
1++5 1-+5
— (& .
2 2
A solugao homogénea, que também € a solugdo total (por que?), é dada por

a, = aM = A; <1+2‘/5> + A, (1_\/5> . (3.9)

aq

2

As duas constantes A1 e Ay poder ser determinadas a partir das condi¢oes iniciais ag = 1
e a; = 1. De fato. Basta resolvermos o sistema

1:a0:A1—1—A2
I++v5 1—+5
2f+A2 2\/_

1:(11:141

donde seque que

Ay =—— . (3.10)

Dai, substituindo (3.10) em (3.9) obtemos

IR A N T A AN
an—\/g 5 7 5 .
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Se um polinomio a coeficientes reais tem uma raiz complexa ¢ 4 iw, entao o seu conjugado
) — iw também é uma raiz do polinomio (verifique!!!). Portanto, raizes complexas sempre
aparecem em pares. Assim, como a; = § +iw e ag = § — iw formam um par de raizes
caracteristicas, entao a solugao homogénea correspondente é dada por

Aj(aq)" 4+ Ag(az)” = A1(0 + iw)" + Ay(0 — iw)"™ = Bip" cosnb + Byp"sennb,

onde P =V 02 + w2, 0 = tanfl (%), Bl = (A1 + AQ) e B2 = Z(Al — AQ)

Observacao 3.15. Note que By e By no pardgrafo acima sao determinadas pelas condi¢oes

INICLALS.

Exemplo 3.16. Calcule o determinante de ordem n

0

S O = =
O = =

1
1
1

0
0
0 00

o O

0
0
1
1
0

0
0

0
0
0
1
0

0
0

0
0
0
0
0

0
0

0

0
0
0

0
0

O O OO

O =

O O OO

—_ =

O O O O
o O OO

—_
—

nxn

(3.11)

Ezxpandindo o determinante D de ordem n acima com respeito a primeira coluna obtemos

—
—_
—_
]

=}

=}

o O

—_

—_

(n—1)x(n—1)

(n—1)x(n-1)

(3.12)

Ezxpandindo o seqgundo determinante de ordem n—1 no termo a direita de (3.12) com respeito
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a primeira linha obtemos

10000 00000
11100 00000
01110 00000
00000 -~ 011710
00000 -~ 00111
00000 - 0001 1f
1100 0000
1110 00000
I A | (3.13)
0000 -~ 01110
0000 -~ 00111
0000 -+ 0001 1] o o

Assim, se denotarmos por ay o determinante de ordem k da forma (3.11), seque de (3.11),
(3.12) e (3.13) que

ap = Qp-1 — an-2;
ou seja,
Ay — Ap—1 + Qp_o = 0. (3.14)
A equagao caracteristica correspondente a relagdo de recorréncia (3.14) €
o> —a+1=0

cujas raizes $ao

DD T2 T2
Como
2
1\? 2
2 2 1/2 3
entao nr i
a, = By cos 5 + Bysen 5 (3.15)

uma vez que a solucao total e a solucao homogénea coincidem.
Pelas condigoes iniciais,

a; =1 e as =1

obtemos 1

Bl =1 (& BQ = % (316)
E, substituindo (3.16) em (3.15), seque que a solugdo da relagdo de recorréncia que determina
o determinante D de ordem n € dada por

nm 1 nmw
a, = COS — + —=sen —.

3 33
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Consideremos, agora, o caso em que as raizes da equacao caracteristica sao multiplas.

Teorema 3.17. Seja oy uma raiz de multiplicidade k da equacdo caracteristica da relagao
de recorréncia homogénea

Coay, + Crap—1 + Coap_o+ ...+ Cray_, = 0. (3.17)
Entao a solugcao homogénea correspondente € da forma
aflh) = (Alnk_l + AnF 24+ A on®+ Ay n+ Ag)al,
onde 0s A’s sao constantes determinadas pelas condicoes iniciais.
Demonstragao. Pelo Teorema 3.12, sabemos que
a) = Aot (3.18)

¢ uma solugao homogénea da relagao de recorréncia
C()Cln + OlAn—l + CQAn_2 + ...+ C’ran_r = f(n), (319)

isto é, (3.18) é uma solucao da relagao de recorréncia homogénea (3.17). Vamos mostrar que

(h

n
™ = A_1na”

também é uma solugdo homogénea de (3.19), ou seja, uma solucgao de (3.17).
Por hipotese, a; satisfaz a equacao caracteristica

Coa" + Cra™ P+ Coa™ 2+ ...+ C.a™ " =0. (3.20)

Além disso, como ay é uma raiz multipla de (3.20), entdo a; também satisfaz a derivada de
(3.20) que ¢é dada por

Cona™ '+ C1(n — Do 2+ Cy(n —2)a™ 4+ ...+ Coln — 7)o" "t = 0. (3.21)
Multiplicando (3.21) por Aj_j« e colocando «; em lugar de av obtemos
CoAp_1nal + C1A_1(n — a7 + CoAp1(n —2)a 2 + ...+ CoAp_1(n —7)a}™" = 0.

Portanto Aj_1naj é uma solu¢ao homogeénea.

Como «a; é uma raiz de multiplicidade k£ da equagao caracteristica (3.20), segue analoga-
mente que «a; também satisfaz as suas derivadas de ordem até k — 1, donde podemos con-
cluir que Ay_on2a?, Ay_sn3a?, ..., Ain*~ta? também sdo solucoes homogéneas e temos a
tese. L]

Exemplo 3.18. Resolva a relacao de recorréncia
ay + 6ap_1 + 12a,_o + 8a,—3 =0 (3.22)
sujeita as sequintes condigoes iniciais

ag =1, a = —2 e as = 8.
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A equacao caracteristica € dada por
o® 4 602 +12a +8 = 0. (3.23)
Como —2 € uma raiz (tripla) de (3.23), seque que a solugao total de (3.22) é dada por
an = (A1n® + Agn + As)(—2)"

(veja o Teorema 3.17). Pelas condigdes iniciais, temos

Portanto,

210000 00000
121000 00000
012100 00000
001210 -+ 00000

D=|. . .. .. (3.24)
000000 0121
000000 - 0012
000000 -+ 00012]|

Ezxpandindo o determinante e denotando por ay o valor do determinante de ordem k com
a mesma forma, obtemos a relagao de recorréncia

Gy = 20p_1 — Qp_2 (verifique!!!)
com raiz dupla 1. Logo, pelo Teorema 3.17, a solucao total é dada por
Ay = (Aln + Ag)(l)n = Aln + AQ.

Pelas condigoes iniciais ay = 2 e ag = 3, Seque que

Portanto a solucao total é
a, =n+ 1.
3.2 Relagoes de recorréncia lineares nao-homogéneas
Consideremos a relagao de recorréncia linear nao homogénea

C[)Cbn + Clan_l + CQCLn_Q + ...+ Cran_r = f(n)

13

Quando f(n) é relativamente simples, podemos encontrar uma solugao particular por “in-
spe¢ao”. Vejamos os exemplos a seguir.
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Exemplo 3.20. Consideremos a relagao de recorréncia
ap, + 20,1 =n+3 (3.25)

com condicao inicial
ap = 3.

A relagao de recorréncia homogénea correspondente a (3.25) €
ay +2a,-1 =0 (3.26)
e sua equagao caracteristica correspondente é
a+2=0

cuja raiz €
a1 = —2.

Portanto, de acordo com o Teorema 3.13, a solu¢do de (3.26) (solug¢do homogénea de (3.25))
é
at) = Aa? = A(=2)".
Para determinarmos uma solucao particular, vamos “inspecionar” uma solucao do tipo
a?) = Bn + D (3.27)
assim como € a fungdo f(n) em (3.25). Substituindo (3.27) em (3.25) temos
Bn+D+2[B(n—1)+ D] =n+ 3,

ou seja,

3Bn+3D —-2B=n+3
e, comparando os termos em rela¢ao a n, temos
3B=1 € 3D — 2B =3,

ou seja,
B = E e D = E
3 9

Logo a equagao (3.27) pode ser escrita como
n n 11
" 3 9
Finalmente, a solugao total de (3.25) é dada por
an = a” +a? = A(=2)" + - + — (3.28)

e aplicando a condi¢ao inicial em (3.28) obtemos

BZGOZA‘{’?
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16
donde seque que A = 9 Portanto

16 n 11
= —(=2)" 4+ — + —.
9( )+3+9

Exemplo 3.21. Consideremos a relacao de recorréncia

Gn

Ay, + 2051 + Qp_o = 2™. (3.29)
A relagao de recorréncia homogénea correspondente €
ap +20p_1 + ap—2 =0

e sua equacao caracteristica €
o +20+1=0

com raiz dupla cy = —1. Portanto a solucao homogénea € dada por
a™ = (Ajn + Ay)a? = (Ayn + Ag)(—1)"
Para determinarmos a solucao particular, vamos “inspecionar” uma solug¢do do tipo
a?) = p2n (3.30)
assim como € a funcao f(n) em (3.29). Substituindo (3.30) em (3.29) obtemos

B2" +2B2" ! 4+ Bo" 2 = 9n

4
donde seque que B = 9 Logo

4 1
(r) — Z9gn _ ~ ognt2
T T
e, portanto, a solugao total de (3.29) é
1
ap = a +aP) = (Ajn + Ay)(—1)" + 5 o2,

4 Método das funcoes geradoras

Muitos problema fisicos sao descritos por relacoes de recorréncia lineares da forma
C()Cbn + C’lan_l + CQCLn_Q + ...+ Cran_,. = f(n) (331)

Na maioria dos casos, (3.31) tem sentido fisico somente quando n é suficientemente grande,
ou seja, quando n > k, onde k£ é um inteiro. Nestes tipos de problema, os valores para a,,
com n > k — r, sao os unicos relacionados pela relacao de recorréncia e que tém significado
fisico; os outros valores ag_,, ar_ry1, ..., ap_1 sao condicoes iniciais dadas pelo problema.
Além disso, nos problemas em que a,, tem significado fisico somente para n > 0, devemos
ter k > r. Assim vamos considerar somente o caso em que a relagao de recorréncia (3.30)
tem sentido para n > k, com k > r.
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Como os valores de a,, para n < k — r nao estao limitados pela relacao de recorréncia,
tais valores podem ser escolhidos arbitrariamente. Por exemplo, fixamos a, = 0 se n < 0
e, quando 0 < n < k — r, consideramos que a,, assume valores arbitrarios. Entao podemos

encontrar a funcao geradora da seqiiéncia (ag, ay, as, ..., ay,,...) em lugar de procurarmos
uma expressao geral para a,,.
Seja
2
A(x) = ag+ a1z + asx” + ...+ aa™ + ...
a funcao geradora ordindria da seqiiéncia (ag,a,as,. .., ay,,...). Multiplicando a equacao

em (3.31) por 2" e somando para n > k obtemos

i (Coan + Ciap—1 + Cotp—o + ...+ C,,an_T) J — i f(TL)x” (332)
n=k n=k
Mas temos
( i Coanz™ = Co[A(x) — ag — a1z — asx? — ... — ak,lx’“l]
n=~k
Z Crap_12" = Clx[A(I) — Qg — 1T — a2x2 - .. = ak_za;k‘2]
i Cranfrxn = CT.TT[A({E) — Qo — 1T — &2332 — ... — ak,rflxkirfl]'
\ n=k

Assim, substituindo as equacoes de (3.33) em (3.32), podemos resolver uma equagao em
A(z). Temos

Alx) = ag+arr+ ... +ap_p 12" 4
1
+
Co+Cix+...+Chxm

Z f(n)a™ + Colap_p2™ " 4 ...+ ap_ 12" +
n=~k

+C(ap—r ™" apod T+ Clag

Note que os valores de ag,aq,...ar_,._1, que foram tomados arbitrariamente, nao afetam
os valores de a, para n > k — r. Para determinarmos A(x), precisamos dos valores de
Qp—ry Ql—r_1, - - - Ap_1 que sao as condigoes iniciais usadas para determinar os coeficientes na
solucao homogeénea como na subsecao 3.1.

Exemplo 3.22. Consideremos n ovais desenhados no plano. Suponhamos que, um oval in-
tercepta cada um dos outros ovais em dois pontos exatamente e nenhum outro oval intercepta
estes mesmos pontos. Em quantas “regioes” estes ovais dividem o plano?

Seja a, o numero de regioes em que o plano é diwvidido pelos n ovais. E claro que, se
n =1, entao a, = 2. Com auzilio de uma figura, podemos observar que, se n = 2, entao
a, = 4; se n = 3, entao a, = 8; se n = 4, entao a, = 14. Para n > 4 o desenho de ovais
fica mais complicado. Além disso, a expressao geral para a, ndo € obvia.
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Suponhamos que foram desenhados n—1 ovais e que estes ovais dividem o plano em a,_1
regioes. Entdao o n-ésimo oval vai interceptar os n — 1 ovais anteriores em 2(n — 1) pontos,
ou seja, o n-ésimo oval serd dividido em 2(n — 1) arcos. Como cada um destes arcos vai
dividir uma das a,_, regioes em dois, temos a sequinte relacao de recorréncia

ap = ap_1 +2(n —1). (3.34)

Com a relagao (3.34) e a condi¢ao inicial a1 = 2, podemos calcular o valor de a, se
aplicarmos a relacao de recorréncia repetidas vezes. Assim, por exemplo,

as=a;+2(5—1) =14+ 8 = 22;

ag = as +2(6 — 1) = 22 + 10 = 32.

A seguir, vamos aplicar o método das fungoes geradoras para resolvermos a relagao de
recorréncia (3.34) e encontrarmos uma expressao geral para a,.

Como a; s6 tem significado fisico para i > 1, entao (3.34) é vdlida somente para n > 2.
Como ag nao tem significado fisico, podemos escolher wm valor arbitrdrio para ag. Um modo
de fazermos isto € escolhermos ag tal que a validade de (3.34) pode ser estendida. Assim,
por exemplo, tomando ag = 2 = a; seque que (3.34) vale n > 1.

Multiplicando a relagdo em (3.34) por ™ e somando ambos os lados da igualdade den = 1

até n = oo, temos
Z apx" = Z Ap12" + 2 Z(n — 1)a". (3.35)
n=1 n=1 n=1

Mas A(z) = ap+a1x+asx® + ...+ a,x"+... = Z a,x". Portanto (3.35) pode ser reescrita
como = 0
x

A(z) —ap = zA(x) + a—ar

Logo
222

A(l’)(l - Ilf) = ap + (1 . x)27

ou seja,
222 2

A(x) =

I—2p 12

De acordo com o Teorema Binomial (Teorema 2.10),

(1_1x)3 (1)t = 1+§: —3(—3—1)(—3—3)!-...-(—3—r+1) (C1yar

r=1

:1+i3(3+1)(3+2)~...-(3+r—1)xr:1+i3-4~5.....~(3+r—1)xr. (3.36)

r! r!
r=1
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: 1
Portanto o coeficiente do termo "2 em ———— €

(1—x)?

345 .. 3+(n-2—1 3-4:5-....n 1
(n—2)i R P TR LUk

Entao o coeficiente do termo "2 em ——— € igual a

(1—a)?
n(n —1).

e, portanto, podemos observar que o

2
(1 —x)*

1 222 obt v’
5 POT Zx" 001€EMOS —
=y "2 (R=E
2x 9

coeficiente do termo x" em ——— € igual ao coeficiente do termo x"° em

(1 —x)?

Multiplicando

ou
seja
n(n —1).

Entao podemos concluir que
222

(1—=z)?
€ a funcao geradora ordindria da sequéncia

(0,0,2,6,...,n(n—1),...).

Analogamente seque do Teorema Binomial que

1 = —1=1)(=1-2)-...- (=1 —7r+1) .
1—x = (-2 = 2 7! (=1)a" =

:1+§:1(1+1)(1+2)H (dr=b . :1+Z—x _Zsﬂ. (3.37)

Portanto o coeficiente do termo x" em

€ igual a 1, donde seque que o coeficiente do

termo x™ em ¢ igual a 2.
) , 222 2 )
Finalmente, o coeficiente do termo x™ em + é
(1—2z)33 11—z
n(n—1)+2.

Logo,
a, =n(n—1)+2.

Outra maneira de chegarmos ao valor de a,, € escrevermos diretamente A(x) na forma de
um enumerador. Usando (3.36) e (3.37), podemos escrever
227

Ax) = e + 1 E - = 20%(1 —2) 3 +2(1 — )~ *
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como
=.3-4-5 (3 -1 >
Aw) = 22 1+ BEn=D) ) o3 =
n'
n=1 n=0
~.2.3-4-5-...---(3 -1 e
RIS ' (3+n )xn+2+22xn:
n=1 n n=0
123453+ -2)-1 , «
_ 2 ) n __
= 2r —1—12; (i—2)! x +nZ:02x =

= 2x2+;(i_2)!x —l—nZ:OQac =
= 207+ ) i(i—1)at+ Y 2" =
=3 n=0

1—|—x—|—§:2x”] =

n=3

= 2x2+2n(n—1)x”+

n=3

= 1+x+2x2+2[n(n—1)+2]x”,

n=3

donde seque que
a, =n(n—1)+ 2, n > 3.

Observagao 3.23. Vamos tomar um outro valor para ag no Exemplo 3.22 para exemplifi-
carmos o fato de que a escolha arbitrdria de ag nao altera o valor de a, paran > 1.

Seja ag = 5. Multiplicando a relagdo de recorréncia (3.34) por x" e somando os dois
lados da igualdade de n =2 até n = oo obtemos

i apx’ = i Ap1 2" + 2 i(n — 1)a".
n=2 n=2 n=2

Portanto
A) A(w) = ao] +
x) —a1x —ag = z[A(x) —a —_—
1 0 0 (1= )
Pela condicao inicial a; = 2 e usando ag = 5, obtemos
222
A(x) —2r—5= x[A(x) - 5] + m,
ou seja,
222 2
Azr) = 5.
@ =g 1"
Entao

)5, n =20
T nn—1)+2, n=123,...



Capitulo 4

O Principio de Inclusao e Exclusao

1 Introducao

Consideremos um grupo de 10 rapazes em que

e ( rapazes torcem para o Palmeiras,

e 5 rapazes estao no segundo ano da faculdade,

e 3 rapazes torcem para o Palmeiras e estao no segundo ano da faculdade.

Quantos rapazes do grupo nao torcem para o Palmeiras nem estao no segundo ano da facul-
dade? A resposta é
10-6—-5+3.

De fato. Como 3 rapazes torcem para o Palmeiras e estao no segundo ano da faculdade, eles

sao subtraidos duas vezes em
10 — 6 — 5. (4.1)

Logo, devemos somar 3 & expressao (4.1) para obtermos o nimero exato de rapazes que nao
torcem para o Palmeiras nem estao no segundo ano da faculdade. Tente representar este
problema por um diagrama de Venn.

Quando queremos contar o niimero de certa classe de objetos, devemos excluir aqueles
que nao devem ser incluidos na contagem mas, ao mesmo tempo, devemos incluir aqueles
que foram excluidos incorretamente. A generalizacao destes fatos nos leva a um teorema de
contagem conhecido como Principio da Inclusdo e Fxclusdo que vamos estudar a seguir.

2 O Principio da Inclusao e Exclusao

Consideremos um conjunto de N objetos e seja {aj,as,...,a,} um conjunto de pro-
priedades destes objetos. Em geral, estas propriedades nao sao mutuamente exclusivas,
ou seja, existem objetos que podem satisfazer uma ou mais propriedades. Para cada i €
{1,2,...,r}, denotemos por N(a;) o numero de objetos que satisfazem a propriedade a;.
Sendo assim, se um objeto satisfaz ambas as propriedades a; e a;, com 7 # j, entao este
objeto serd contado tanto em N(a;) quanto em N(a;).

43
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Para cada i,j € {1,2,...,7}, 1 # j, sejam, também,

e N(a}) o numero de objetos que nao satisfazem a propriedade a;,

N(a;a;) o nimero de objetos que satisfazem as propriedades a; e a;,

N (aga;) o nimero de objetos que nao satisfazem qualquer das propriedades a; e a;,

N(aja;) o nimero de objetos que ndo satisfazem a propriedade a; mas satisfazem a
propriedade a;,

N(a;a}) o nimero de objetos que satisfazem a propriedade a; mas ndo satisfazem a

propriedade a;.

Obviamente
N(a;) = N — N(a;).

Além disso,
N(aja;) = N(a;) — N(a;a;)

pois, para cada um dos N(a;) objetos que satisfaz a propriedade a;, temos

e ou este objeto satisfaz a propriedade a; e, portanto, é contado em N (a;a;),

e ou este objeto nado satisfaz a propriedade a; e, portanto, é contado em N (ala;).
Analogamente temos

N(aja;) = N — N(a;a;) — N(aza;) — N(aa;)
que pode ser reescrito como
N(aza;) = N = [N(aia}) + N(aia;)] — [N(aa;) + N(asa;)] + N(asa;) =
= N — N(a;) — N(a;) + N(a;a;)

Generalizando a notacao e consideracoes acima, apresentamos o Principio da Inclusao e
Exclusao.

Teorema 4.1 (Principio da Inclusao e Exclusao). Consideremos um conjunto de N

objetos e seja {ay,as,...,a.} um conjunto de propriedades destes objetos. Entao
N(djay...a.) = N —N(a;)— N(az) —...— N(a,)+
+N(ajas) + N(ajas) + ...+ N(a,_1a,) —
—N(ajasas) — N(ayazay) — ... — N(a,—2a,_10a,) +

ou seja,

=N — Z N(az) + Z N((Iﬂlj) — N(aiajak) + ...+ (—1)TN(CL1(L2 R CLT).
i i, 75147 i, J, ks i #k
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Demonstrag¢dao. Vamos usar o Principio de Inducao Finita. J4 vimos que
N(a}) = N — N(ay).

Como hipdtese de inducao, vamos supor que vale a tese para N objetos satisfazendo até r —1

propriedades ay, as, ..., a,_1, ou seja, vale
N(djay...a;) = N —N(a)— N(az) —...— N(ag) +
+N(ajas) + N(ajas) + ...+ N(ap_1a1) —
—N(alagag) — N(a1a2a4) — ... N(ak_Qak_lak) +

+(—1)kN(a1a2 Ce (Zk),

parak=1,2,...,7r— 1.

Agora, consideremos a propriedade a, e o conjunto N(a,) dos objetos que satisfazem a
propriedade a,. Como este conjunto de objetos também pode satisfazer qualquer uma das
propriedades aq, as, . .., a,_1, usamos a hipdtese indutiva varias vezes, para k =1,2,...,r—1,
para entao concluirmos que

N(dyay...a._ya,) = N(a,)— N(aya,) — N(aza,) —...— N(a,_1a,) +
+N(ajasa,) + N(ayaza,) + ... + N(a,_2a,_1a,) —
—N(ajasasa,) — N(ayazaqa,) — ... — N(a,_sa,_sa,_1a,) +

+(=1)""'N(a1as . ..a,_1a,).
Subtraindo esta ultima equagao da hipdtese indutiva para k£ = r — 1 obtemos

N(aydy...a,._) — N(djay...a,_ja,) =

r—1
:N—N(Ch)—N(CLQ)——N(CLT)‘i‘
+N(ayaz) + N(ayaz) + ...+ N(a,_1a,) —
—N(ajasaz) — N(ayazay) — ... — N(a,—20a,_1a,) +

+(=1)"N(ajaz...a,).

Mas

N(ayay...a._y) — N(djay...a,_ja,.) = N(djay...a._,a))

e segue a tese. O
Exemplo 4.2. Consideremos 12 bolas pintadas da sequinte maneira:
e 2 bolas estao pintadas de vermelho,

e 1 bola estd pintada de azul,
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1 bola estd pintada de branco,

2 bolas estao pintadas de vermelho e azul,

1 bola estd pintada de vermelho e branco,

3 bolas estao pintadas de vermelho, azul e branco.

Quantas bolas nao estao pintadas?

Sejam ay, as e az as propriedades que uma bola possui de ter a cor vermelha, azul e branca
respectivamente. Entao temos

N(a;) =8 N(ag) = 6 N(as3)
N(ajas) =5 N(aja3) = N(aza
N(a1a2a3> =3

Pelo Teorema 4.1,

=5
) =3

N(ajahay) =12—-8—-6—-5+5+4+3—-3=2.
Portanto existem 2 bolas que nao estao pintadas.
Exemplo 4.3. Qual o numero de inteiros entre 1 e 250 que nao sdo divisiveis por 2, 3, 5
ouT7?
Sejam ay, as, az e ay as propriedades que um niumero possui de ser divisivel por 2, 3, 5

e 7 respectivamente. Denotando por [x] a fungdo “maior inteiro contido” de um nimero x
temos

Ni(ay) = {22—0} — 125 N(az) = {%O} — 83

N(ag) = {22—0} — 50 N(as) = {370} _35

N(ayas) = % =41 N(aja3) = ;i% =25

N(ajay) = —%- =17 N(azas) = _g- =16

N(asay) = % =11 N(azay) = % =7

N(ajaza3) {2 220 5} =8 N(ajasay) = [2 220 7} =5

N(ajaszay) = {2 220 7} = N(azazay) = [3 220 7} =2
N(ajasazaq) = [%} =1

portanto o numero de inteiros que nao € divisivel por 2, 3, 5 ou 7 € dado por
N(ajayazay) = 250 — (125 + 83 + 50 + 35) +
+(41+254+17+16+114+7) — (8+5+3+2)+ 1 =5T7.
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Exemplo 4.4. Com a notacao do exemplo anterior e pela demonstracao do Teorema 4.1,
podemos concluir que existem

N(ajazay) = N(az) — N(aiaz) — N(azay) + N(ajazays) =
= 50-25—-7T+3=21

inteiros entre os numeros 1 e 250 que nao sao divisiveis por 2 ou por 7, mas sao divisiveis
por 5.

Exemplo 4.5. Qual o nimero de seqiéncias quaterndrias de r algarismos onde cada um
dos numeros 1, 2 e 3 aparece pelo menos uma vez?

Sejam ay, as € az as propriedades que uma seqiéncia quaterndria de r algarismos possui
de nao ter o numero 1, o numero 2, e o numero 3 respectivamente.

O enumerador para permutacoes dos algarismos 0,1,2,3 que ndao possuem o numero 1 é
1gual ao enumerador para permutacoes dos algarismos 0,2,3 que é dado por

Portanto existem 3" sequéncias quaterndrias de v algarismos que nao possuem o numero 1.
Logo temos
N(Gl) =3".
Analogamente,
N(ag)=3" e Nf(az) =3".
Por outro lado, o enumerador para permutacoes dos algarismos 0,1,2,3 que nao possuem os

algarismos 1 e 2 € igual ao enumerador para permutacoes dos algarismos 0 e 3 que é dado

por
oo

27"
et = 2 = E —a.
rl

r=0
Portanto existem 2" sequéncias quaterndrias de r algarismos que ndao possuem o numero 1
e o numero 2. Logo temos
N(ayas) = 27.
Analogamente,
N(ajaz) =2" e N(agaz) =2".
Além disso,
N(alagag) =1 € N =4".
Finalmente, usando o Principio da Inclusao e Exclusao, podemos concluir que
N(ajayas) = N —[N(a1) + N(az) — N(as)] +
+ [N((ZlCLQ) + N(a1a3> + N(CLQCLg)] - N(CLlCLQCLg) =
= 4"-3-34+3-2"-1
que € o numero de sequéncias quaterndrias de r algarismos onde os numeros 1, 2 e 3 aparecem
pelo menos uma vez.
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Observacao 4.6. Compare a resolucao do Exemplo 4.5 acima com o método de resolucdo
do Fxemplo 2.18.

3 A férmula geral

Consideremos um conjunto de N objetos e propriedades aq, ao, . . ., a,. Entao o nimero de
objetos que nao satisfazem qualquer destas propriedades é N(a}a)...a!.) dado pelo Teorema
4.1. Nesta secao, vamos deduzir uma férmula que determine o nimero de objetos que
satisfazem exatamente m das r propriedades, onde m =0,1,2,...,7r.

Sejam

so = N;

s1=N(a1) + N(ap) + ...+ N(a,) = > N(ay);

sg = N(ayaz) + N(ajaz) + ...+ N(a,_qa,) = Z N(a;a;);
i, J; 177

S3 = Z N(a;ajar);

i, j ks i#£j#k

s, = N(ajas .. .a,).

Entao s; é o nimero de objetos que satisfazem ¢ ou mais propriedades. Sejam, também,

= N(ajd,...a.);
er = N(ayahay . ..al) + N(ajagay...al) + ...+ N(ajadyal ... a,);
= N(ajasdy...a)) + N(ajahas...al) + ...+ N(djahal ... a._1a,);
= N(ayaga3a) . ..al) + N(ajasdsay ... al) + ...+ N(ajahasd) . .. a,—sa,—1a,);

e, = N(ajas .. .a,).

Entao e; é o nimero de objetos que satisfazem exatamente ¢ propriedades. Reescrevendo a
formula do Teorema 4.1 com a notacgao acima obtemos

e =350 — 51+ 52— ...+ (—1)"s,.

Mais geralmente temos o resultado seguinte.
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Teorema 4.7. Consideremos um conjunto de N objetos e propriedades aq, as, ..., a,. Entdao
o numero de objetos que satisfazem exatamente m destas propriedades, comm = 0,1,2,...,r,
¢ dado por

m+1 m+ 2 A
em:sm—( 1 )Sm+1+( 9 )sm+2—...+(—1) (r—m)sr’ (4.2)

Demonstracdo. Primeiramente, notemos que um objeto que satisfaz menos do que m pro-

priedades nao deve ser contado em e,,, pois este objeto nao contribui para a contagem no
termos a direita da igualdade em (4.2). Por outro lado, um objeto que satisfaz exatamente m
propriedades deve ser contado em e,,. Tal objeto contribui para a contagem de 1 no termo a
direita da igualdade em (4.2), pois ele é contado em s, € nao é contado em S, 11, Smi2,s - - -,

e S
Um objeto que satisfaz m + j propriedades, com 0 < j < r —m, também nao deve ser in-
cluido na contagem de e,,,. Mas este objeto contribui para a contagem de s,,, Spmi1, - - -, Sm+j

da seguinte forma:

com (m:; J ) na contagem de s,,,

m+ 7
com (m n 1) na contagem de S,,41,
e com (z 1 i) na contagem de s, ;.

Portanto, o nimero total de contribuicoes de um objeto que satisfaz m + j propriedades no
termo & direita de (4.2) é

(mr:j)_(mfl) <ZI{>+<m;2> (Eié)—...ﬂ—l)j(mjj) (gi;) (4.3)

Mas

<m+k)<:§ii) (m+k)!  (m+i)! (m+j)!

k Tkl m+ k)G -k mkG— k)
_m)t gt (m+ g\ (]
=l k!(j—k)!‘( m )(k) 44

Logo, substituindo (4.4) em (4.3) obtemos

) 6) - () G) e v G)] -

que é o numero de contribuicoes de um objeto que satisfaz m + j propriedades para a

contagem de e, em (4.2). Assim concluimos que um objeto que satisfaz mais do que m
propriedades nao é contado em e, e segue (4.2). ]
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Exemplo 4.8. Consideremos o problema do Fxemplo 4.2. Entao temos
Sso = 12;
= N(ay) + N(az) + N(as) = 19;
= N(ajaz) + N(alag) + N(agagz) = 12;
= N(ajaza3) =
Portanto

o=12—-19+12 -3 =2;

e; =19 — <%>12+ (3)3—19—24—1—9—4;

62:12—6)3:12—9:3;

63253:3.

Agora, consideremos a seqiiéncia (eq, €1, €2, ..., €, ..., €.) e seja E(x) sua fungao geradora
ordindria. Entao

E@@)=e +ex+er®+.. . +tea™+... +ea (4.5)
Dai, substituindo (4.2) em (4.5) vérias vezes obtemos

E(x) = [so—s1+s2—...+(—1)"s] +

+ ;81— G)sQJr (g>33—...+(—1)rl(ril)sT] T+
+ _82— (?)83+ (3)54—...+(—1)T2(Ti2)&] 2+

+s,z"
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Finalmente, usando a igualdade
L IS ol (%
obtida pelo Teorema Binomial (Teorema 2.6), temos
E(x)=so+s1(x—1)+s(x— 1) +s3(x =1+ ... +5.(x 1) = ' sj(z —1)7. (4.6)

Exemplo 4.9. Fazendo x =1 em (4.5) (ou em (4.6)) obtemos
E(x)=ey+e1+e+...+e. =5=N,

o que significa que o numero de objetos que nao satisfazem qualquer propriedade somado
ao numero de objetos que satisfazem exatamente uma propriedade, e assim por diante até a
soma com o numero de objetos que satisfazem exatamente r propriedades € igual ao niumero
total de objetos, N.

Notemos, também, que

[E(1)+E(—1)] :€0+€2—|—64+...

DN | —

%[E(l)—E(—l)}=6l+63+€5+----

Por outro lado, usando a equagio (4.6), temos

S B() + B(-1) = 3

Logo, temos

1 &
60+€2+€4—|—...:§ 50+ZO(—2)75]- :
L J= .

que determina o numero de objetos que satisfazem um nimero par de propriedades e

r

1 ;
61+63+€5+...:§ SO_ZO<_2)]SJ s
J= i

que determina o numero de objetos que satisfazem um numero impar de propriedades.

Exemplo 4.10. Qual o numero de seqiiéncias terndrias de n algarismos que possuem um
numero par de 0’s?
Vamos resolver este problema de dois modos diferentes:
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e 1° modo: pelo Principio de Inclusao e Exclusao;
e 2° modo: usando enumeradores exponenciais.

1° modo:
Para cada 1 = 1,2,...,n, seja a; a propriedade que uma sequéncia possui de que Seu
1-ésimo algarismo seja 0. Entao temos

N(a;) =3""1, i=1,2,...,n;
N<aiaj):3n_27 iv.j:1727"'7n;i§éj;
N(aazar) =3"3, i,5,k=1,2,....n, i #j#k;

N(ajay...a,) =1

e, portanto,

()
9
()
_ (Z>3n—m

Como sy = 3", seque que
)

o3

w 3

S1 B ;
S92 3n—2;
S3 3n—3;
Sn

1 - . 1 n , ,
€gt+ext+es+...= 5 So + Z(—Q)Jsj] = 5 3" + Z(_Q)J (?) 3nJ] _
Jj=0 j=0
1 n n n
= B (-2 = 53+ ).
2° modo:

Sabemos que

e o0 enumerador para permutacoes do algarismo 0 é

x?  xt S

1 X AW
1+§+Z+§+'”:§(6 +e);

e o0 enumerador para permutacoes do algarismo 1 é
2 3 4

T .
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e, analogamente,

e o0 enumerador para permutacoes do algarismo 2 é
2 3 4

T T

Portanto o enumerador para permutagcoes com um niumero par de 0’s é

3+1
rl

T
Y

1 1 — 1
§(€x+e—x)ex€x:§<€3x+6$):1+;§

donde seque que o numero de sequéncias terndrias de n algarismos que possuem um numero
par de 0’s €

1
n==(3"+1).
an = 5(3 +1)

4 Desarranjos

Definicao 4.11. Consideremos os inteiros 1,2, ..., n. Qualquer permutacdo destes inteiros
onde nenhum inteiro aparece em sua posi¢cao natural é chamada desarranjo.

Exemplo 4.12. Quando uma permutacao de 1,2,...,n € tal que o inteiro 1 nao aparece na
primeira posicao, o inteiro 2 nao aparece na sequnda posicao, ...e o inteiro n nao aparece
na n-ésima posicao, temos um desarranjo.

Definicao 4.13. Consideremos um conjunto de objetos. Se, para cada objeto, eriste uma
posicao que ele nao pode ocupar, ou seja, uma posi¢cao “proibida”, e dois objetos nao possuem
a mesma posi¢ao proibida, entao um desarranjo destes objetos é qualquer permutagao onde
nenhum dos objetos aparece na sua posicao proibida.

Nesta secao, vamos determinar o nimero de desarranjos de n objetos de duas maneiras:
e utilizando o Principio de Inclusao e Exclusao e
e utilizando relagoes de recorréncia.

Primeiramente vamos usar o Principio de Inclusao e Exclusao para determinarmos o
nimero de desarranjos de n objetos. Para cada i = 1,2,...,n, seja a; a propriedade que
uma permutagao possui de que o i-ésimo objeto esteja colocado na sua posicao proibida.
Entao temos

N(a;))=(n-1), 1=1,2,...,n;
N(aa;) =(n—2)!, 4,j=1,2,...,n,i%# j;
N(aiajar) = (n—=3), i,5,k=1,2,...,n,1# j#k;

N(ajay...a,) =1
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e, portanto,

q)n_l
)n_g
)=

;n = (Z) (n —n)!

Logo, pelo Principio de Inclusao e Exclusao (Teorema 4.1), o nimero de desarranjos de n
objetos, que denotamos por d,,, é dado por

[N

w 3

!
o
o

d, = N(ajay...a,) =58y —s1+ 8 — ...+ (=1)"s, =

1 1
=n!|l- - — +(-1)"=| ~nle!
n! [1 1+ TR (—1) i~ nie . (4.7)

Observacao 4.14. Mesmo para n relativamente pequeno, a expressao

d, ~nle!

¢ uma boa aproximacdo para d,. Por exemplo, para n = 6, temos o valor exato

1 61
! — 14+ = — + (—

e o valor aproximado
d¢ ~6le”! =0,36788.

Exemplo 4.15. Dez senhoras deixam suas sacolas no porta-volumes de um supermercado.
Depois as sacolas sao devolvidas ao acaso. De quantas maneiras as sacolas podem ser de-
volvidas sendo que mnenhuma senhora recebe sua propria sacola de volta?

Fazendo n =10 em (4.7) temos

dip = 1.334.961 ~ 10! e .

O numero de desarranjos de inteiros também pode ser obtido através da resolucao de uma
relacao de recorréncia. Consideremos o desarranjo dos inteiros 1,2,...,n onde a primeira
posicao é ocupara pelo inteiro k, k # 1. Sob estas hipoteses, consideremos as seguintes
situacoes:
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1. se o inteiro 1 ocupa a k-ésima posicao, entao existem d,,_, modos de desarranjarmos os
n — 2 inteiros 2,3,...,k— 1, k+1,...n;

2. se o inteiro 1 nao ocupa a k-ésima posicao, entao existem d,,_; modos de desarranjarmos
os n — 1 inteiros 1,2,3,...,k — 1,k + 1,...n, pois podemos considerar que a k-ésima
posigao é proibida para o inteiro 1 (caso contrario, teriamos a situagao 1.).

Como k foi tomado de forma que k # 1, entao k pode ser qualquer dos inteiros 2,3, ..., n, ou
seja, k pode assumir qualquer dos n — 1 valores 2,3, ...,n. Logo, temos a seguinte relacao
de recorréncia

dy = (1 — 1)(dp_1 + dy_s) (4.8)

que s6 tem significado fisico para n > 3.
E claro que o nimero de desarranjos do inteiro 1 é

dl - O
e o numero de desarranjos dos inteiros 1 e 2 é
do =1

e estas sao as condigbes iniciais para a rela¢ao de recorréncia (4.8). Além disso, se consider-
armos

entao podemos estender (4.8) para n > 2.
A relagao de recorréncia (4.8) pode ser reescrita como

dn — ndn_l = — [dn—l - (TL - 1)dn—2] . (49)
Por outro lado, fazendo n =n — 1 em (4.8) temos

dn—1 = (n —2)(dy—2 + dp—3),

ou seja
dn,1 — (n — 1)dn,2 = —dn,Q + (n — Q)dnfg. (410)
Entao, substituindo (4.10) em (4.9), obtemos
dn — ndn_l = — [—dn_g + (TL - 2)dn—2] .

Repetindo este procedimento varias vezes obtemos

dp —ndp1 = —[dp1— (n—1)dy o] =
—[=dp2+ (n—2)dy—3] =
= — [dn,3 — (n — 3>dn,4] =

= .(—1)"—2 [dy — 2d4] =
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ou seja,
dp, —nd,_1 = (—1)". (4.11)
Para resolvermos a relagao de recorréncia (4.11), vamos usar o método das fungoes ger-
adoras. Seja D(x) a funcdo geradora exponencial da seqiiéncia (dy, dy,ds, . .., d,,...). Entdo
dq d d. ,

. . 1 . "
Como estamos considerando permutagoes, devemos multiplicar a equagao (4.11) por — (vale
n!
notarmos que, no caso de termos relacoes de recorréncia que descrevam selecoes, devemos
i . o . x" ,
multiplicar a relacao de recorréncia por ™ e nao por —» como mostram exemplos do capitulo
n

anterior). A seguir, somamos de n = 2 até n = co e obtemos

= dn n = ndn*1 n = (_1)71 n
Z;mm —z; = .l " (4.13)

Substituindo (4.12) em (4.13) temos
D(z) —dix —dy—z[D(x) —do) =¥ — (1 —x).

Mas sabemos que d; = 0 e tomamos dy = 1 para que a relagao de recorréncia tenha sentido
fisico para n > 2. Logo

D(z)—0—-1—zD(x)+z=¢"—1+uz,

ou seja
D(z) —xzD(x) =e7"
e, portanto,
_ et -1, S
o= Syt T [ ()

Assim o coeficiente de 2" no enumerador exponencial D(z) é

1 1 1
— ] _ - _ _1\n___
%-n[l 1'+2 .n+(1)m}

Exemplo 4.16. Em uma biblioteca, n livros sao distribuidos para n criancas. Depois de
devolvidos, os livros sao distribuidos novamente. De quantas maneiras isto pode ser feito
sendo que nenhuma crianca recebe o mesmo livro de novo?

Na primeira vez, os livros podem ser distribuidos de

n!

modos diferentes. Na sequnda vez, os livros podem ser distribuidos de

n!
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modos diferentes. Logo, o nimero total de modos de distribuirmos os livros €

(n!)? 1—ﬂ+5—...+(—1)"5 ~ (n!)2e L,

Exemplo 4.17. De quantas maneiras os inteiros 1,2,3,4,5,6,7,8,9 podem ser permutados
de modo que os inteiros impares nao ocupem as suas posi¢oes naturais?

Para cadai1=1,2,...,9, consideremos a; como sendo a propriedade que uma permutacao
dos inteiros 1,2,3,4,5,6,7,8,9 possui de que o i-€simo inteiro esteja colocado na sua posi¢cao
proibida que, neste caso, é a sua posi¢cao natural. Entao temos

N(a)=(9—-1), i=12,...,9;
N(aay) = (9—2), i,j=1,2,...,9,i#;
N(aiajar) =(9=3), i,5,k=1,2,...,9,i#j#k;

N((Ilag...ag) =1.

Mas somente nos interessa que os 5 inteiros impares 1,3,5,7,9 nao ocupem as suas posi¢oes
naturais. Portanto temos

80:9!

1= N(ay) + N{as) + N(as) + N(as) + N(ay) = Y~ N(a) = ( )(9— 1)l = (?)8!

=3 Naa) = (g) (9—2) = (g) 7

i,jEA; i#]

s= > Naa) = (g) (9—3) = (g) 6!

i,J, k€ A; itk

s= Y Naegaaw) = (Z) (9—4) = <Z)5!

.,k €A i FkFL

55 = N(a1asa5a7a5) = (g) (9—5) = (2)4!

Logo, pelo Principio de Inclusao e Exclusao (Teorema 4.1 - veja, também, a equagao (4.7)),
seque que o numero de modos de permutarmos os inteiros 1,2,3,4,5,6,7,8,9 de maneira que
0S inteiros impares nao ocupem Suas Posi¢oes originais €

o () Q- Q- (- (Jo-sone
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Em geral temos que dado um conjunto de n objetos, o nimero de permutacoes em que
um subconjunto de r objetos sao desarranjados é dado por

nl — (;)(n— 1!+ (g)(n—Q)! - (g)(n—?))! — (—1)7‘@@-@!

Exemplo 4.18. Consideremos os inteiros 1,2,3,4,5,6,7,8,9 novamente. De quantas maneiras
estes inteiros podem ser permutados de modo que os inteiros impares nao ocupem as Suas
posicoes naturais, mas todos os inteiros pares ocupem as suas posicoes naturais?

Neste caso, os inteiros pares ficam “parados” enquanto que somente os inteiros impares
sao permutados. Assim consideramosn =5 (que é o nimero de inteiros impares, 1,3,5,7,9)
e aplicamos a equagao (4.7) obtendo

1 1 1 1 1
ds = N(ajasasarag) =5! |1 — =+ — — — + —

TR TR TRl Bl

)

onde usamos a mesma notacao do Exemplo 4.17.

Exemplo 4.19. Qual o niumero de modos de permutarmos os inteiros 1,2,3,4,5,6,7,8,9 de
maneira que exatamente 4 inteiros quaisquer permanecam em suas posicoes naturais?

Basta considerarmos que exatamente 5 inteiros quaisquer devem ser desarranjados. Assim
temos

C(9,5) - d5 = 5.544.
Segue, portanto, que

Exemplo 4.20. O nimero de modos de permutarmos os inteiros 1,2,3,4,5,6,7,8,9 de
maneira que 5 ou mais inteiros estejam desarranjados é

C(9,5) - ds + C(9,6) - dg + C(9,7) - dr + C(9,8) - ds + C(9,9) - dy.



Capitulo 5

Teoria de contagem de Pdlya

1 Introducao

Consideremos o problema de contarmos o nimero de tabuleiros de xadrez com 2 x 2
casas, isto é, com 4 casas dispostas em forma de um quadrado, sendo que cada casa pode
ser de uma das cores preta ou branca. Com o auxilio de uma figura, podemos ver que ha
24 = 16 possibilidades de tabuleiros “diferentes”. De fato, pois existem

e 1 tabuleiro com quatro casas brancas,

e 4 tabuleiros com uma das quatro casas pretas,
e 6 tabuleiros com duas das quatro casas pretas,
e 4 tabuleiros com trés das quatro casas pretas e

e 1 tabuleiros com as quatro casas pretas.

Se considerarmos que os lados dos tabuleiros nao estao marcados, entao dois tabuleiros
sao considerados “equivalentes” se um deles pode ser obtido do outro por rotacao. Neste
caso temos

e 0s 4 tabuleiros com uma casa preta sao considerados equivalentes,
e 0s 2 tabuleiros com duas casas pretas na “diagonal” sao considerados equivalentes,
e 0s 4 tabuleiros com 2 casas pretas adjacentes sao considerados equivalentes e

e 0s 4 tabuleiros com trés casas pretas sao considerados equivalentes.

Deste modo, entre os 16 tabuleiros iniciais, existem 6 “tipos” que sao considerados “nao-
equivalentes” .

Agora, nao vamos mais considerar as diferencas baseadas em “preto e branco”, mas
somente o padrao de contraste dos tabuleiros. Assim, por exemplo, o tabuleiro todo branco
e o tabuleiro todo preto tém o mesmo padrao de contraste. Se, além disso, pudermos
considerar rotagoes, entao teremos somente 4 padroes de contraste nao-equivalentes.

Neste capitulo, nés vamos estudar a teoria de enumeracao de objetos nao-equivalentes
introduzida por Pélya em 1938. Primeiramente, porém, vamos dar algumas nogoes basicas
da teoria de conjuntos, relagoes e grupos que serao necessarias para as secoes posteriores.

59
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2 Nocoes de relacoes e grupos

Nesta secao, vamos assumir que o leitor tem as nocoes elementares de teoria de conjuntos
e vamos introduzir uma terminologia que seré usada no restante do capitulo.

Definicao 5.1. Uma relagao bindria entre dois conjuntos S e T € um subconjunto dos
pares ordenados no produto cartesiano S X T'.

Exemplo 5.2. O conjunto {(a,1),(a,2),(c,2)} € uma relagao bindria entre os conjuntos
{a,b,c} e {1,2}.

Definicao 5.3. Uma relacao bindria num conjunto S € dita uma relagao de equivaléncia
se valem a propriedades

e (reflexiva) todo elemento do conjunto estd relacionado com ele mesmo;

e (simétrica) para quaisquer dois elementos a e b de S, se a estd relacionado com b,
entao b estd relacionado com a;

e (transitiva) para quaisquer trés elementos a, b e ¢ de S, se a estd relacionado com b
e b estd relacionado com ¢, entao a estd relacionado com c.

Exemplo 5.4. Seja S = {a,b,c,d}. Consideremos as sequinte relagoes bindrias:
1. {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b), (¢, c), (¢, d), (d, c), (d,d)};
2. {(a,a), (a,b),(b,b), (a,d), (¢, c),(d,c),(d,d),(b,d)}.

Entao a relacao em 1. € uma relacao de equivaléncia enquanto que a relacao em 2. nao €
(verifique!).

Definicao 5.5. Dada uma relagao de equivaléncia num conjunto S, podemos dividir os
elementos de S em classes de forma que dois elementos estejam na mesma classe se e so-
mente se eles estao relacionados. Estas classes de elementos de S sao chamadas classes de
equivaléncia em que S € dividido através da relacdo de equivaléncia. Dois elementos de S
sao ditos equivalentes, se eles pertencem a mesma classe de equivaléncia.

Observacao 5.6. Como conseqiéncia da Definicao 5.5, podemos notar que

(i) todo elemento de S pertence a uma classe de equivaléncia pois, pela propriedade reflex-
iva, ele estd (pelo menos) na classe formada por ele mesmo,

(i1) pela propriedade simétrica nao hd ambiguidade no fato de um elemento pertencer a uma
certa classe;

(111) pela propriedade transitiva, nenhum elemento de S pertence a mais do que uma classe.

Pela Definigao 5.5 e pela Observagao 5.6 temos que uma relagao de equivaléncia induz uma
particao, num conjunto S, em que os subconjuntos disjuntos sao as classes de equivaléncia.
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Exemplo 5.7. Consideremos a particio induzida pela relagdo de equivaléncia no conjunto
S ={a,b,c,d} dada pelo Exemplo 5.4, item 1. Entdo esta particio é dada por

{{a, b}, {c, d}}.

Definicao 5.8. Uma operacao bindria num conjunto S é uma fun¢ao do conjunto S x S
num conjunto T'. Uma operagao bindria num conjunto S é dita fechada se ela for uma
fungao de S x S em S. Um conjunto S com uma opera¢ao bindria x em S (escrevemos
(S, %)) € um grupo, se as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(i) (S,*) € fechada;
(ii) (S, *) € associativa, isto €
(axb)xc=ax(bxc), Va,bceS;
it) (elemento neutro) existe e € S tal que
(i) ( ) q

a*xe=a, Vaels,

iv) (elemento inverso) existe a~* € S tal que
q

axa l=e, Vaebs.

Seja (S, *) um grupo. As propriedades abaixo seguem das propriedades de grupo. Verifique-
as como exercicio.

(v) Se b é um inverso de a, entao a é um inverso de b.
(vi) Para todo a € S, exa = a.

)
)

(vii) O elemento identidade e € S é tnico.
)

(viii) O inverso de qualquer elemento a € S é unico.

3 Classes de equivaléncia sob um grupo de permutacao

Definicao 5.9. Uma func¢ao injetora de um conjunto S nele mesmo € chamada permutacao
sobre S

Observacao 5.10. Note que a definicao acima para permutagoes estd de acordo com a
definicao apresentada no Capitulo 1.

Notagao. Se S = {a, b, c,d}, entdao denotamos por

abed
bdca

a permutacao que leva a em b, b em d, c em c e d em a.
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Nao ¢ dificil de verificarmos que a composicao de duas permutacoes 7 e 7y sobre um
conjunto S (escrevemos mmy) também é uma permutagao sobre S. Basta notarmos que a
composicao de fungoes injetoras é uma funcgao injetora o que implica que a composicao de
permutacoes é uma operacao binaria fechada. Entretanto a composicao de permutacoes é
nao-comutativa pois, em geral, se m; e Ty sao duas permutacoes sobre S, entao vale

Ty # WMy (Dé um exemplo.)

Por outro lado, a composicao de permutacoes é associativa ou seja, se m, mo € 73 Sa0
permutacoes sobre S, entao vale
(myme) Ty = 1 (mas).

Na realidade, a composicao de permutagoes ¢ um grupo: a permutacao identidade, que leva
um elemento de S nele mesmo, é o elemento neutro das permutacoes e, dada uma permutacao
7 sobre S, existe uma permutacao mo sobre S tal que mmy é a permutacao identidade.

Definig¢ao 5.11. Seja G = {mma, ...} o conjunto de todas as permutagoes sobre um conjunto
S e seja * a operagdo bindria de composi¢ao de permutagioes sobre S. Entao (G, %) € dito
um grupo de permutacao sobre S.

o={ () () ()}

¢ um grupo de permutacao sobre o conjunto S = {a,b,c}.

Exemplo 5.12. O conjunto

Defini¢ao 5.13. Seja G um grupo de permutac¢io de um conjunto S = {a,b,...}. Uma
relagao bindria em S é uma relagao bindria induzida por G, se vale a propriedade:

“um elemento a € S estd relacionado com um elemento b € S se e somente se
existe uma permutagcao em G que leva a em b”.

G abed abed abed abed
1 \abed )’ \bacd )’ \ abdc )’ \ badc ) |~
Entao a relagao bindria induzida por G é

{(a,a), (a,b),(b,a), (b,b), (¢, ¢), (¢,d), (d, c), (d,d)} .

Teorema 5.15. Qualquer relagao bindria num conjunto induzida por um grupo de per-

Exemplo 5.14. Seja

mutacao do conjunto € uma relacdo de equivaléncia.
Demonstrag¢ao. Seja G um grupo de permutagao do conjunto S = {a,b,...}.

(i) A permutacao identidade pertence a G. Portanto qualquer elemento a € S pode ser
relacionado com ele mesmo pela relacao bindria sobre S induzida por G. Logo vale a
propriedade reflexiva.
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(ii) Se existe m € G que leva a em b, entao a permutacao m € G, inversa de 7y, leva b em
a e, portanto, a propriedade de simetria estd verificada.

(iii) Se existe m; € G que leva a em b e existe my € G que leva b em ¢, entdo a permutagao
composta mme € G leva a em c. Logo a relagao bindria em S induzida por G também
satisfaz a propriedade transitiva.

A tese segue de (i), (ii) e (iii). O

Dados um conjunto S e um grupo de permutacao G de S, nds gostariamos de saber
qual o nimero de classes de equivaléncia em que S é dividido pela relagao de equivaléncia
em S induzida por G. Quando S possui um numero pequeno de elementos, este problema
pode ser resolvido diretamente achando-se a relacao de equivaléncia e, depois, contando-se o
nimero de classes de equivaléncia. Porém, quando o niimero de elementos de S for grande,
esta contagem, se nao for dificil, sera entediante. Para resolvermos este problema, temos o
Teorema de Burnside que determina o nimero de classes de equivaléncia pela contagem do
numero de elementos que sao invariantes sob a permutacao no grupo. Vejamos a defini¢ao
que segue.

Definicao 5.16. Um elemento de um conjunto S é dito invariante sob uma permutacao
sobre S, se a permutacao levar este elemento nele mesmo.

Exemplo 5.17. Voltemos ao nosso problema inicial dos tabuleiros de 2 x 2 casas. Sejam my,
Ty, T3 € Ty, respectivamente, as permutacoes dos tabuleiros que correspondem as rotacoes
hordrias de 90°, 180°, 270° e 0°. Entao G = {my, m, 73, T4} € um grupo de permutagoes sobre
o conjunto dos tabuleiros. Na relagao de equivaléncia induzida por G temos, por exemplo, que
o tabuleiro cuja primeira casa é preta esta relacionado com um dos tabuleiros que possuem
somente uma casa preta por uma das permutagoes my, Ty, T3 ou T4. Logo estes tabuleiros que
s0 tém uma casa preta pertencem a mesma classe de equivaléncia, pois eles sao indistinguiveis
por rotacoes. De modo andlogo, podemos analisar as outras classes de equivaléncia e teremos
que o numero de classes de equivaléncia nos quais o conjunto dos tabuleiros é dividido por
G € o numero de tabuleiros “distintos” por rotagoes. Entdao dois tabuleiros sao distintos se
um nao pode ser obtido do outro por rotacoes. O leitor pode verificar que existem 6 classes
de equivaléncia induzidas por G.

A seguir apresentamos o Teorema de Burnside sem demonstracao. O leitor interessado
pode consultar 2] para uma prova do teorema.

Teorema 5.18 (Burnside). O nimero de classes de equivaléncia nas quais um conjunto
S ¢ dividido pela relagdo de equivaléncia induzida por um grupo de permutacio G sobre S é
dado por

onde |G| é o nimero de elementos de G e ¢(m) € o nimero de elementos que sao invariantes
sob a permutacao .
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Exemplo 5.19. Sejam S = {a,b,c,d} um conjunto e G = {my, 7, w3, M4} um grupo de
permutacoes sobre S tal que

_ (abed _ (abed _ (abed _ (abed
™=\ abed ) 2= \ baed ) ™= \ abde )’ ™= \ bade )
A relacao de equivaléncia em S induzida por G ¢ dada por

{(a,a), (a,b),(b,a), (b,0),(c,¢), (¢,d), (d, c), (d, d)}.

Entao S estd dividido em duas classes de equivaléncia

{a,b} e {c,d}.

Verifiquemos este fato usando o Teorema de Burnside (Teorema 5.18). Temos

’G| = 47 (b(ﬂ-l) = 47 (b(ﬂ-Z) = 27 ¢(7T3) = 27 ¢(7T4) = 0.
Logo o niumero de classes de equivaléncia é

4
1 1
Z o(m) =5 (4+2+2+0)
Exemplo 5.20. Qual o nimero de “strings” distintas de 2 contas que podem ser feitas com
contas azuis e vermelhas?
Temos as sequintes “strings”:

aa, av, va, VU,

onde a e v indicam, respectivamente, uma conta azul e uma conta vermelha. Suponhamos
que as terminagoes de uma “string” nao sejam marcadas. Portanto duas “strings” sao
consideradas indistinguiveis se uma delas pode ser obtida da outra através da “troca” das
terminagoes (isto é, vira-se a tal “string” de lado e obtém-se uma outra). Assim, por exempo,
as “strings”

av e va

sao consideradas nao-distintas. Logo existem 3 conjuntos de “strings” distintas a saber

{aa}, {av,va} e {ov}.

Para chegarmos a mesma conclusao usando o Teorema de Burnside (Teorema 5.18), con-
sideremos
S = {aa,av,va,vv}

dividido pela relagao de equivaléncia induzida pelo grupo de permuta¢ao G = {m, m}, onde

aa av va vv aa av va vv
™ = (& T = .
aa av va vv aa va av vv
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A permutacao w1 indica que cada “string” € equivalente a si mesma e a permuta¢ao Ty indica
a equivaléncia de “strings” quando as terminacoes sao trocadas. Entao temos

|G| = 2a ¢(7T1) == 4, ¢(7T2) =2

donde, pelo Teorema de Burnside, seque que existem

1
- 4+42)=3
S (4+2)

classes de equivaléncia de “strings”, ou seja, existem 3 “strings” distintas sob a relagao de
equivaléncia considerada.

Exemplo 5.21. Consideremos o problema de determinarmos o nimero de modos de arran-
jarmos n pessoas em circulo (reveja o Exemplo 1.9).

Seja S o conjunto dos n! modos de arranjarmosn pessoas em circulo quando a equivaléncia
por rotagdo nao € levada em conta (o que equivale a arranjarmos n pessoas em fila). Seja
G = {m, o, 73 ... T} um grupo de permutacgoes sobre S onde m; € a permuta¢ao identidade,
mo leva um arranjo circular num outro arranjo que é obtido através da rotacao hordria de
uma posicao do primeiro arranjo, w3 leva um arrangjo circular num outro arranjo que € obtido
através da rotagao hordria de duas posicoes do primeiro arranjo e assim por diante até e m,
que leva um arranjo circular num outro arranjo que € obtido do primeiro arranjo através da
rotag¢do hordria de (n — 1) posi¢ées. Entao temos

G| =n, ¢(m) = n! € ¢(m2) = ¢(m3) = ... ¢(my) = 0.

Portanto, pelo Teorema de Burnside, o nimero de arranjos circulares distintos por rotagoes
de n pessoas é

1
—(n!'+0+0+...40)=(n—1)!
n

Exemplo 5.22. Suponhamos que devemos imprimir todos os numeros de 5 algarismos em
folhas de papel sendo que somente um numero deve ser impresso por folha. Sabemos que
105 numeros devem ser impressos. Para niumeros menores do que 10000, vamos considerar
que 08 espacos vazios sao preenchidos por zeros. Assim, por exemplo, o numero 100 serd
impresso como 00100. Além disso, podemos observar que, quando lidos de ponta cabeca, os
algarismos 0, 1, 6, 8 ¢ 9 se tornam 0, 1, 9, 8 e 6 respectivamente. Logo existirdo pares
de numeros que poderao ser lidos na mesma folha conforme a folha seja ou nao virada de
cabeca para baixo. Por exemplo: uma mesma folha apresentard os numeros 89166 e 99168
conforme ela esteja de cabeca para baizo ou nao. Sob estas hipoteses, quantas folhas serao
necessdrias para imprimirmos os 10° nimeros?

Seja S o conjunto dos 10° nimeros e seja G = {my, o} um grupo de permutagoes sobre

S, onde
e 7 € a permutacao identidade;

e Ty € a permutacao que leva um niumero nele mesmo, se este nimero nao puder ser lido
de ponta cabe¢a (por exemplo: mo(13765) = 13765), e my leva um nidmero no nimero
obtido a partir do primeiro quando ele for lido de ponta cabeca.
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Entao temos
|G| =2 e o(my) = 10°.

Além disso,

e cxistem
10° — 5° (5.1)

numeros que contém um ou mais algarismos entre os algarismos 2, 3,4, 5 e 7 e, portanto
nao podem ser lidos de ponta cabeca;

e cristem numeros que podem ser lidos da mesma forma estando ou nao de ponta cabega
(por exemplo: 16891). Estes nimeros sao tais que a posi¢ao central s pode ser ocupada
por um dos algarismos 0, 1 ou 8, o quinto ou ultimo algarismo precisa ser o primeiro de
cabeca para baixo e o quarto algarismo precisa ser o sequndo de cabe¢a para bairo. Logo
a quarta e quinta posicoes estao determinadas pelas duas primeiras. Portanto existem

5-5-3=5%-3 (5.2)
destes numeros.

Entao podemos concluir de (5.1) e (5.2) que
¢(m) = 10° — 5° + 52 . 3.

Finalmente, seque do Teorema de Burnside que o niumero de folhas necessdrias é

l(105+1o5—55+52-3) S )
2 2 2

A seguir, vamos dar uma generalizacao do Teorema de Burnside (Teorema 5.18) que serd
utilizada na demonstragao do resultado principal deste capitulo: o Teorema Fundamental de
Pélya, que veremos na tltima secao.

Sejam ) um grupo formado pelos elementos ¢i, gs, ... € uma operacao binaria *. Seja
S ={a,b,...}. Suponhamos que, a cada elemento ¢ € @) esta associada uma permutagao 7,
do conjunto S tal que, para quaisquer ¢, ¢, € @), temos

Tgrxqe = Tq1 Tga- (5'3)

Entao a permutacao associada ao elemento ¢, *g, coincide com a composicao das permutagoes
Tq € Tgy, que sao as permutagoes associadas aos elementos q; e go respectivamente.

Definigao 5.23. A condi¢ao (5.3) sobre (Q, *) é chamada condi¢do de homomorfismo.

Observagao 5.24. Note que elementos diferentes de () ndo precisam estar associados a
permutacoes distintas.

Consideremos uma relacgao binaria sobre S, chamada relagao binaria induzida por @), onde
elementos a e b de S estao relacionados se e somente se existir uma permutacao m, associada
a um elemento ¢ € Q) que leve a em b. Com isto, temos os resultados seguintes.
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Teorema 5.25. A relacao bindria induzida por (Q em S é uma relagao de equivaléncia.

Teorema 5.26. O numero de classes de equivaléncia nas quais um conjunto S € dividido
pela relagao de equivaléncia induzida por () €

1
@ Z o(my),

q€Q

onde |Q| € o nimero de elementos de Q) e ¢(m,) € o nimero de elementos que sao invariantes
sob a permutacao m, associada ao elemento q € Q.

A prova do Teorema 5.25 segue os passos da demonstracao do Teorema 5.15 e a prova do
Teorema 5.26 pode ser encontrada em [2], p. 141.

Pode-se provar, ainda, o seguinte fato importante: o conjunto das permutacgoes associadas
aos elementos de () formam um grupo de permutacgoes.

4 Classes de equivaléncias de fungoes

Seja f uma funcao com dominio D e imagem R. Como cada elemento de D tem uma
unica imagem em R, podemos “ver” a func¢do f como uma distribuigdo dos |D| objetos de
D em |R| lugares de R. Assim o problema de enumerarmos os modos de distribuicao de | D|
objetos em |R| lugares é equivalente a enumerarmos as |R|IP! funcdes de D em R. Por esta
razao, a discussao desta secao sera conduzida em termos de fungoes entre conjuntos.

Sejam D e R dois conjuntos e seja G um grupo de permutacoes sobre D. Podemos definir
uma relagdo bindria no conjunto de todas as funcoes de D em R da seguinte forma: uma
funcao f; estd relacionada com outra funcao f; se e somente se existir uma permutacao
m € G tal que

fild) = fo(m(d)), VdeD.

Entao esta relagao binaria induzida por G é uma relagao de equivaléncia. De fato, pois

(i) a permutagao identidade pertence a G o que implica que a propriedade reflexiva esta
satisfeita;

(i) se
fild) = fo(x(d)), VdeD,

entao

fo(d) = fi(r7'(d)), Vde D,
e, como 7 ! € (G, segue a propriedade simétrica;
(iii) se

fi(d) = fa(mi(d)), VdeD,

f2(d) = fs(ma(d)), Vde D,
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onde mmy € D, entao
fl(d) = fg(?TQWl(d)), Vd e D,

e, como mom € G, a propriedade transitiva vale.

Como conseqiiéncia deste fato, as fungoes de D em R podem ser divididas em classes de
equivaléncia por esta relagao de equivaléncia. E estas classes de equivaléncia sao chamadas
padroes. Cada padrao corresponde a uma maneira diferente de distribuirmos |D| objetos
em |R| lugares quando a equivaléncia entre as maneiras de distribuigao for introduzida pelo
grupo de permutagoes G.

Exemplo 5.27. Sejam D = {a,b,c,d}, R = {x,y} e G = {my, 7, w3, 14} um grupo de
permutacoes sobre D tal que

_ (abcd _ (abcd _ (abed _ (abcd
™M= \beda ) ™7 \edab)® ™7 \dabe)® ™7 \abed )

Entao existem 16 funcoes fi, fa, f3,..., fie de D em R como mostra a Tabela 5.1 a sequir.
Cada entrada na i-ésima linha da tabela corresponde ao valor fi(a), fi(b), fi(c) ou fi(d),
conforme as colunas a, b, ¢, ou d respectivamente.

Tabela 5.1:

LT g/ 8 883 8|0
LT T T /8 88 8 8|~

P
LR T 8 8 85 e 8§88 8 8|
LR sgsCece s 8 s 8 8 8|c

Por exemplo, pela tabela acima, podemos observar que

fs(mi(a)) = fs(b) =y e fala) =y
f3(mi(D) = falc) =z e fob) =2
fa(mi(c)) = fs(d) =2 e falc) =2
fa(mi(d) = fs(a) =2 e fold) ==z
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ou seja, existe m = m € G tal que
fo(d) = fs(r(d)), VdeD.

Logo as funcgoes fo e f3 sao equivalentes. Além disso, através da Tabela 5.1, podemos notar
que as 16 funcgoes estao divididas em seis classes de equivaléncia:

LAY Afa, 3, fas 5} e fs, fo, fuu ks {Sfrs fio}, {fies fis, fuas fis) e {fis}-

Voltemos ao nosso problema inicial dos tabuleiros.

Exemplo 5.28. Consideremos o problema dos tabuleiros de 2 X 2 casas introduzido no
comecgo do capitulo. Denotemos por a, b, ¢ e d cada uma das 4 casas e firemos esta notacao.
Sejam x ey, respectivamente, as cores branca e preta. Sejam D = {a,b,c,d} e R = {x,y}.
Entao uma funcao de D em R corresponde a um tabuleiro. O grupo de permutacées

G abed abed abed abed
o beda )’ \ edab )’ \ dabc )’ \ abed

sobre D corresponde as rotagoes dos tabuleiros (90°, 180°, 270° e 0° respectivamente). Cada
uma das 16 fungoes do exemplo anterior (Exemplo 5.27) corresponde a um dos 16 tabuleiros
que, conforme o mesmo exemplo, estao divididos em 6 classes de equivaléncia pela relagao
de equivaléncia induzida por G.

5 Pesos e inventarios de funcgoes

Além do interesse em contarmos o nimero de classes de equivaléncia de fungoes, também
estamos interessados em obter informacoes sobre propriedades destas fungoes em suas classes
de equivaléncia. Por este motivo, vamos introduzir a nogao de peso e de inventdrio de uma
funcao.

Definicao 5.29. Consideremos o conjunto das |R|!P! fungées cujo dominio é D e a imagem
¢ R. Suponhamos que um peso é atribuido a cada elemento de R. Para cada r € R,
denotamos por w(r) o peso atribuido a r. Entdo o enumerador de armazenagem ou
armazenador de R é a soma dos pesos dos elementos de R, ou seja

armazenador de R = Zw(r).

reER

Observacao 5.30. Como os elementos de R sdo os valores que os elementos de D podem as-
sumir pela acdo das |R|!P! funcées, o armazenador descreve o que estd sendo “armazenado”.
Assim, por exemplo, para R = {ry,ro, 13}, se w(ry) = ry, w(re) = ry e w(rs) = rs, entdo o
armazenador de R €

™+ 1o+ T3

e indica que o valor que um elemento de D assume é

1 ou T2 ou 3.
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Agora, suponhamos que w(ry) = u = w(rs) e w(ry) = v. Entao o armazenador de R é
2u+wv

e indica que existem 2 elementos do tipo u e um elemento do tipo v em R dos quais um valor
para um elemento de D pode ser escolhido. Em outras palavras, um elemento de D assume
ou um dos valores dos elementos de R do tipo u ou o valor do elemento de R do tipo v.

Agora, vamos definir o peso de uma funcao.

Definicao 5.31. Dada uma funcao f : D — R, onde D e R sdo, respectivamente, o dominio
e a imagem de f, definimos o peso de f, denotado por W(f), como sendo o produto dos
pesos das imagens dos elementos de D sob a acdao de f, ou seja

w(f) = [T w(f(@).
deD
Definicao 5.32. Uma lista ou tnventdrio de um conjunto F de funcoes € a soma dos seus
pesos, isto €
wmwventdrio de um conjunto de funcgoes = ZW(f)
feF

Observacao 5.33. Note que, enquanto o peso de uma funcao pode ser visto como uma
representacdo de uma maneira (determinada por f) de distribuirmos |D| objetos em |R|

lugares, o inventdrio de um conjunto de fungoes € uma representacao de todas as possiveis
maneiras de distribuirmos os objetos.

Exemplo 5.34. Sejam D = {dy,dy,ds}, R = {ri,re,r3}, w(r)) = u = w(rs) e w(ry) = v.
Consideremos as sequintes funcoes fi, fo, f3 : D — R definidas por

fl(dl) =" f2(dl) =T f3(d1) =T2
f1<d2) =T2 fz(dz) =T f3(d2) =T
fi(ds) =9 fa(dz) =1 f3(dz) =13

Entao
W(f1) = uw?, W(f2) = UQU» W(f1) = u?v.

Portanto o inventdrio do conjunto de fungoes {fi, fo, f3} € dado por
W(f1) + W(fa) + W(f1) = w® + 2u?w.

Seja G um grupo de permutacoes sobre D. Pela secao anterior, as |R[|D | funcdes podem
ser divididas em classes de equivaléncia através da relacao de equivaléncia induzida por G.
Sejam f7 e fy duas funcoes pertencentes a mesma classe de equivaléncia. Como existe 7 € GG
tal que

fild) = falm(d),  VdeD,

segue que

[T w(fi@) =[] witfa(z(@))). (5.4)

deD deD
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Entretanto,

[ w(ra(x(@))) = T w(fald)), (5.5)

deD deD

uma vez que os dois produtos tém os mesmos fatores porém em ordens diferentes. Logo (5.4)
e (5.5) implicam que

H w(fi(d)) = H w( fo(d)),

deD deD
ou seja

W(fi) = W(fa).

Entao as funcoes de uma mesma classe de equivaléncia possuem o mesmo peso. Assim,
podemos dar a seguinte defini¢ao.

Definigao 5.35. O peso de uma fun¢ao (qualquer) de uma classe de equivaléncia é chamado
peso padrao ou simplesmente padrao da classe de equivaléncia.

Observacao 5.36. Note que, fungoes de mesmo peso nao pertencem, necessariamente, @
mesma classe de equivaléncia.

Definicao 5.37. O inventdrio de um conjunto de padroes é a soma destes padroes.

Exemplo 5.38. Quais as maneiras possiveis de pintarmos 3 bolas com uma unica cor quando
dispomos de 3 tipos de tintas:

1. uma tinta vermelha cara;
2. uma tinta vermelha barata;
3. uma tinta azul.

Sejam D o conjunto das bolas e R o conjunto das tintas. Sejam vy, vo e a 0s pesos de cada
uma das tintas em 1., 2., e 3. respectivamente. Entao o armazenador de R é dado por

U1+ V2 +a

e determina as maneiras de pintarmos uma bola. Entao as maneiras de pintarmos as 3 bolas
sao representadas por
(v1 + vy + a)?, (5.6)

ou seja (5.6) € o inventdrio do conjunto das fungoes de D em R. Podemos reescrever (5.6)
como

(01 + vo + a)® = v} +v5 + a® + 3vivy + 3v1v; + 3via + 3vza + 3via® + 3vaa® + 6vvea (5.7)

de onde temos todas as informagoes sobre as diferentes maneiras de pintarmos as bolas. Por
exemplo, o termo
3v1v5

significa que existem 3 modos de pintarmos as 3 bolas nos quais a tinta cara € usada em uma
bola e a tinta barata é usada nas outras duas bolas.
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Modifiquemos o exemplo acima.

Exemplo 5.39. Consideremos o problema do exemplo anterior (Exemplo 5.38) com a mesma
notacao, mas, agora, os pesos para cada uma das tintas vermelhas é v e seja a o peso para
a tinta azul. O armazenador de R é

2v+a

e iwndica que existem 2 maneiras de pintarmos uma bola de vermelho e uma maneira de
pintarmos uma bola de azul. O inventdrio para o conjunto das func¢oes de D em R é

(v4+v+a)® = (2v +a)® = 8* + 12v%a + 6va® + a® (5.8)
O termo
8v3
em (5.8) significa que existem 8 modos em que as 3 bolas sao pintadas de vermelho; o termo
120%a

em (5.8) significa que ezistem 12 modos em que 2 bolas sdo pintadas de vermelho e 1 bola é
pintada de azul, e assim por diante.

Observacao 5.40. Nas condicoes do Exemplo 5.39, os dois tipos de tintas vermelhas sdo
distintos mesmo com a atribuicao de pesos iguais. Por exemplo, pintarmos 3 bolas com
a tinta cara € diferente de pintarmos as 3 bolas com a tinta barata. FEstes dois modos
de pintarmos as bolas estao contados como 2 modos de pintarmos as bolas de vermelho
(verifique! ). Se os dois tipos de tintas sao indistinguiveis, entdao existe somente um tipo de
tinta vermelha e, neste caso, o armazenador é dado por

U+ a.

Exemplo 5.41. Consideremos 8 pessoas que planejam viajar e 3 cidades para serem visi-
tadas. Cada pessoa deve visitar uma cidade. Porém as pessoas de uma mesma familia devem
viagar juntas e, destas 8 pessoas, 3 pertencem a mesma familia e 2 pertencem a uma outra
familia. Quais as possiveis viagens para cada uma das 8 pessoas?

Seja D = {a,b,c,d,e, f,g,h} o conjunto das 8 pessoas. Suponhamos que a, b e ¢ pertengam
a mesma familia e que d e e pertencam a outra familia. Seja R = {c1, c2,c3} o conjunto das
cidades e sejam «, 3 ey 0s pesos para as cidades ¢y, ¢o e c3 respectivamente. A representa¢ao
das diferentes viagens que a, b e ¢ podem fazer é

o’ + 3+ 97,
pois eles devem visitar ¢, juntos ou ¢y juntos ou cz juntos. Analogamente, a representa¢ao
das diferentes viagens que d e e podem fazer é
o+ 3% + 42
A representacdo das diferentes viagens que cada uma das pessoas f, g e h pode fazer é
a+ B +7.
Logo os diferentes modos das 8 pessoas viajarem sao descritos por

(®+ 8 +7°) (®+ 8 +7%) (a+B+7)°.
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6 Teorema Fundamental de Pélya

Sejam D e R dois conjuntos e G um grupo de permutagoes sobre D. Nos interessa
determinar o inventario das classes de equivaléncia das funcoes de D em R. Este inventario
também pode ser chamado de inventario padrao. Como ja foi visto nas secoes anteriores
(veja, especialmente, as Defini¢oes 5.32 e 5.37), o inventério padrao é uma representagao dos
diferentes modos de distribuirmos os objetos de D nos lugares de R.

Consideremos as |R|/P! funcdes de D em R. Vamos separar estas funcdes por categorias
dependendo de seus pesos. Sejam

Fi, B . F, ...
os conjuntos das funcoes que possuem pesos
Wi, Wa, ..., Wi, ...
respectivamente. Dada uma permutacio 7 € G, seja 7 uma funcao de F; em F; tal que
se fi € F, entao 7 (f1) = fo,

onde
fild) = fo(n(d)), VYdeD.

Note que, de fato f, € F;, uma vez que ambas as funcoes f; e fo tém o mesmo peso Wi;.
Lema 5.42. A funcio 7 ¢é uma permutacio do conjunto F, de funcies.

Demonstracao. Basta mostrarmos que nao existem duas func¢oes em F; que sao levadas por
7 na mesma funcio. Suponhamos que fi, f3 € F; sejam tais que

W(i)(fl) = fo = W(i)(fs)-

Entao temos

fi(d) = fa(m(d)), Vd e D,
fs(d) = fa(n(d)), Vde D.
Logo
fi(d) = f3(d), Vde D,
ou seja
fi=1s
e a demonstracao esta completa. -

Lema 5.43. Dados m,m € G, temos
(771772)@) _ 7T§i)7réi)'

Demonstracao. Sejam fi, fo, f3 € F; e suponhamos que

Wéi)(fl) = fo e ﬂi)(ﬁ) = f3.
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Entao
fi(d) = fa(m(d)), Vde D,
fa(d) = fs(n(d)), Vde D.
Logo
fi(d) = fs(mme(d)), Vde D,
o que implica que ng)ﬂéi) o (7.[-17-‘-2)(1') levam f; em fs. 0

A seguir, vamos definir ciclo em uma permutacao. Para isto, consideremos o exemplo
seguinte.

Exemplo 5.44. Consideremos a permutacdo

abede f
cedabf )’
Dizemos que o conjunto {a,c,d} forma um ciclo pois a € levado em ¢, ¢ € levado em d e

d € levado em a. Analogamente, {b,e} forma um ciclo, uma vez que b € levado em e e e €
levado em b. O conjunto {f} também forma um ciclo.

Definicao 5.45. Um ciclo numa permutacao é um subconjunto de elementos que podem ser
permutados ciclicamente.

Exemplo 5.46. No Ezemplo 5.44 temos uma ciclo de comprimento 3, um ciclo de compri-
mento 2 e um ciclo de comprimento 1.

Definicao 5.47. Seja m uma permutacao com by ciclos de comprimento 1, by ciclos de
comprimento 2, ..., by ciclos de comprimento k, e assim por diante. Consideremos as
varidveis formais

L1,y 0oy Ty ...

e a sequinte representacao do numero de ciclos dos varios comprimentos na permutacao T,
ou seja,
bl b2 bk
A I I (5.9)

A representacio em (5.9) € dita representag¢do da permutacao por ciclos.

Definicao 5.48. Dado um grupo G de permutacées, definimos o indice de um ciclo de
G (escrevemos Pg) como sendo a soma das representagoes da estrutura por ciclos das per-
mutacoes de G dividida pelo niumero de permutacgoes de G, ou seja,

1
Po(xy, 29, .0 &gy .. .) :@Zfil bz al (5.10)

TeG

Exemplo 5.49. Seja G = {my, w2, 73, T4} um grupo de permutagoes sobre S = {a, b, c,d} tal

que
_ (abcd _ (abcd _ (abed _ (abcd
= Nabed ) ™7 \bacd) ™7 \abde)’ ™7 \bade)
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As representacoes de estrutura por ciclos das permutacoes m, wo, T3 € T4 SGo dadas, respec-
tivamente, por
r, xixy,  xixy e s
Portanto o indice de ciclos de G é
L4 2 2 2 L 4 2 2
Z(azl + xiwy + xiTy + T5) = Zl(xl + 2xiwy + 23).

Com a notacao anterior, podemos enunciar o seguinte teorema fundamental devido a
Pélya.

Teorema 5.50 (Teorema Fundamental de Pélya). O inventdrio das classes de equiva-
léncia das funcoes com dominio D e imagem R é

Py (Zw(r),Z[w<r)]2, Y w(r)) ) .

reR reR reR

O Teorema Fundamental de Pélya nos diz que o inventério padrao das classes de equivalén-
cia das fungoes com dominio D e imagem R pode ser obtido substituindo-se x; por Z w(r),

reR
Ty por Z[w(r)]2, ..., Xy pOT Z[w(r)]k, e assim por diante, na expressao (5.10) do indice
reR reR
de ciclos Pg(x1,x2,...,2k,...) do grupo de permutacoes G.

Demonstragao. Seja m; o numero de classes de equivaléncia das fungbes com peso W; (no
conjunto F;). Entao o inventdrio padrao é

Pelo Teorema 5.26 e pelos Lemas 5.42 e 5.43, segue que

Portanto

S =Y

,& > ¢<7r<i>>] Wi = é > [Z ¢<w<2‘>>w¢] |

minG minG i
Mas
Z ()W,
é o inventario das funcoes f tais que
f(d) = f(n(d)), VdeD. (5.11)

Além disso, dada uma fungao f, temos (5.11) se e somente se os elementos de D que estao
em um ciclo em 7 sao levados por f ao mesmo valor. Isto implica que

qu(w(“)wi:[Zw(r)] [Z[wW] -...---[Z[w<r>1k]

reR reR reR
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onde by, by, ..., by, ...sao, respectivamente, os nimeros de ciclos de comprimento 1,2, ...k, ...
em 7. Logo
> mWi = P (Zw(r), S w0 wr)]E >
7 reR reR reR
o que completa a demonstracao. O

Corolario 5.51. O numero de classes de equivaléncia das fungoes de dominio D e imagem
R é
PG’(|R|7|R|7a|R|’>

Demonstrag¢ao. Suponhamos que o peso 1 é atribuido a cada elemento r € R. Entao o peso
de cada padrao também é 1. Deste modo, o inventario padrao, que é a soma dos pesos
padroes no conjunto das fungoes, coincide com o nimero de padroes. O

Voltemos ao problema das “strings” de contas vermelhas e azuis (veja Exemplo (5.20)).
Desta vez, porém, vamos considerar “strings” de trés contas.

Exemplo 5.52. Consideremos contas das cores vermelha e azul. Qual o nimero de “strings”
distintas de 3 contas?

Seja D = {1,2,3} o conjunto das posi¢oes de uma conta numa “string”. Seja R = {v,a}
o conjunto dos tipos de contas (vermelha e azul, respectivamente). Consideremos

w(v) =v e w(a) =a

123 123

Entdo a permutagao m corresponde a “deizar” uma “string” como ela estiver e a permuta¢ao
Ty corresponde a “trocar” as terminagdes de uma “string”. De (5.12), temos que o indice
de ciclos de G é

e seja G = {m,m}, onde

Pg(xy,10) = %(x:f + 2129). (5.13)
Também temos
Z w(r)=v-+a
ER 5.14
> [w(r)? =1* +a? (514
reR
Pa(z1,29) = Pg (Zw('r), Z[w(r)P) (5.15)
reR reR

pelo Teorema Fundamental de Pdlya (Teorema 5.50), seque de (5.13), (5.14) e (5.15) que o
imventdrio padrao €

Po (Zw<r>,2[w<r>12) - (Zwm)s T (Zwm) (Zwmﬁ) -

reR reR reR reR reR
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1
=5 [(v+a)® + (v+ a)(v* + a®)] = v + 20%a + 2va® + a°. (5.16)

A partir do inventdrio padrao (5.16), podemos concluir que
e cxiste 1 “string” formada por 3 contas vermelhas;
o cxistem 2 “strings” formadas por 2 contas vermelhas e 1 conta azul;
o cxistem 2 “strings” formadas por 1 conta vermelha e 2 contas azuis;
e cxiste 1 “string” formada por 3 contas azuis.
Fazendo
w(v) =w(a) =1

em (5.16), obtemos o nimero de padroes que € 6, ou seja
1 1
Ps(2,2) = 3 [(1+1)°+(1+1)(1*+1%)] = 5(8+2 2) =6

que indica o numero de classes de equivaléncia pelo Coroldrio 5.51.

Exemplo 5.53. Qual o nimero de modos de pintarmos as quatro faces de uma piramide
com dois tipos de tintas?

Seja D ={a,b,c,d} o conjunto das 4 faces da piramide e seja d a base da piramide. Seja
R ={z,y} o conjunto dos tipos de tintas. Sejam

w(z) =z,  wly) =y

e G ={m,m, 3} 0 grupo de permutagoes sobre S que é dado por

_ [abed _ (abed _ [abcd
=\ abed ) 2= \ bead ) ™=\ cabd )’

onde a permutagdo Ty corresponde a rota¢ao hordria de 120° em torno do eizo vertical (com
relagao a base d) e w3 corresponde a rotagao hordria de 240° em torno do eizo vertical (com
relagio a base d). Note que d permanece na mesma posi¢ao sob a a¢ao de qualquer das
permutagoes my, Ty OU T3.

O indice de ciclos do grupo G € dado por

1 1
g(l’[ll + T3 + 1'1.1’3) = 5(33411 + 2%11’3), (517)

pois ™ possui 4 ciclos de comprimento 1, my possui 1 ciclo de comprimento 1 e 1 ciclo de
comprimento 3 e w3 possui 1 ciclo de comprimento 1 e 1 ciclo de comprimento 3. Também
temos que

> w(r)=x+y,

reR

D [w(r)]? =a + ¢,

reER

> [w(r)? =2+,

reR
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Portanto, pelo Teorema Fundamental de Pdlya (Teorema 5.50) e por (5.17), seque que o
mventdrio padrao €

Pa <Z w(r), Y fw(r), ZMT)P) = Polz+y,2" +y',2° +y°) =

reR reR reR
1
=3 [(z+y)' +2(z +y)(@® +¢°)] = 2" + 20°y + 22y + 229° + . (5.18)
Fazendo
w(z) =1=w(y) (5.19)

e substituindo (5.19) em (5.18) seque, pelo coroldrio do Teorema Fundamental de Pdélya
(Coroldrio 5.51) que existem

Ps(2,2,2) =1"4+2-13-1+2- 1217 +2-1- 134+ 1* =8

maneiras diferentes de pintarmos as quatro faces da piramide.
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