EDP June 13, 2022

1 A equacao da onda em dimensao trés

A solucao de
Ut — AIU == 0,

u(z,0) = ¢(z), (PVIh-O)

Ut(x, O) - ¢(ZE),
quando n > 1 e impar pode ser obtida aproveitaremos a invariancia por
rotacoes do Laplaciano e varias identidades diferenciais.

1.1 Ferramentas necesarias

e Seja w, = fa& dS: medida da esfera unitaria em R",

(w1 =2, wy = 2m, wg = 4m, ..)

A medida de uma esfera de raio r serd w,r" !
A medida de uma bola de raio r sera %r"

dA
e Seja ][ fdA = fA’;};| : a média de f em A.
A

Definigcao 1.1. Sejam f € C°(R"), x € R" e r > 0; definimos média esférica
de f, de centro x e raio r a quantidade

1
My(wr) = ][83 () Fw)ds, (: Wy, /33 (0) flatm) dSn) .

e Se f € C*(R") entao My(z,r) € CF(R" x R).

e podemos estender M (x,r) para todo r € R como uma fungdo par e
continua com My (z,0) = f(x).

e Se [ € C*(R")

T
ot s, =" ][ Af(y) v,
0B, (x) B, (x)

n

0, (r”‘laer) = () = Tn_lMAf;
enfim

Ay My(x,r) = (83 = 1&) My(z,r)
r

para todo r € R, z € R™.
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Coroldrio 1.2. Se u € C*(R" x R) entdo Ou = 0 se e s6 se

—1
(az o &) M(x,r,t) = *M(a,r 1), parar >0, (,¢) R x R,

,
(1.1)
onde a média € feita apenas na varidvel x.

agora com n=3 temos

r <8,2 + %&) M,(z,7,t) = O*[rM,(z,r,t)] = O r M, (z,7,1)], (1.2)

para r > 0, (z,t) € R" x R,

Deduzimos que a quantidade [rM,(z,r,t)] satisfaz, para todo z, a equagao
da onda em dimensao um nas variaveis r,t. Logo podemos encontra-la usando
a formula de D “Alambert.

Definamos
V(z,r,t) = [rM,(x,rt)].
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Vale entao
Vie(x,rt) — Vi (z,r,t) =0,
V(z,r,0) = F(x,7), (1.3)
Vi(x,r,0) = G(z,7)
onde

G(x,r) = [rMy(x,r)];

Aplicando a férmula de D “Alambert temos que a solugao é

F(xz,r —t)+ F(xz,r +1) 1/erlt

{F(I,T) = [rMy(x,7)] (1.4)

V(x,rt) = + =

. : Gz, €)de . (1.5)

—t

Precisamos agora voltar a obter w:

_ _ o Vi, t)
u(z,t) = }5% M,(z,rt) = 71}_1)]% — (1.6)
Concluimos que
u(z,t) = [0 F (x,t) + G(z,1)], (1.7)
isto é,
0
u(z,t) = — (t ][ gde) —Hf][ Y dS; (1.8)
ot OB, () OB.(z)

explicitando a derivada

wot) = f (@) V)OS, = 60+l (y-a)+0() S,
0By () o

Bi(z)
(1.9)
esta é chamada féormula de Kirchhoff (onda n=3) .

Teorema 1.3. Sen = 3, ¢ € C3(R") e ¢ € C*(R") entdo existe uma solu¢do
C? (R" x (0,00)) de (PVIh-O) e € data pela (1.8).



EDP June 13, 2022 4

2 A equagao da onda em dimensao dois

Quando n é par, podemos deduzir a solucao do caso em dimensao n+ 1 supondo
que tudo seja constante com respeito a uma das varidveis (método de descida
ou de Hadamard).

Procuremos entao a solugao u(x,t) (com x € R" e n par) de (PVIh-O)
através da solucao u(x, z,t) de

ﬂtt - Axﬂ - ﬂzz =0,
ﬂ(X, 2 O) — 5( ) = ¢( )7 (2'1)
w(x,2,0) = ¥(x, 2) = ¥(x).

A solugao existe pelo teorema 1.3 e da férmula (1.8) podemos deduzir que u
nao dependerd de z logo u(x,t) := u(x,0,t) serd a solugao.

Em particular, quando n = 2,

ux,z,t) = 0 (t ]éé( );E(y,w) dsy,w> + (t ]gé( ){E(y,w) dsy,w). (2.2)

Podemos descrever as duas semiesferas em R? que compoe 9B;(x, z) por

w=z4\t2— |y —x2: y € B/(x) CR?

assim dSy ,, = dVy+/1 + |Vyw|? = dV] \/1 + t2|y|yx|x|2 = dVy, /m Logo

Oy, w) Sy = 5 | oly vy = (23
fagt(xyz) ( ) Y 47Tt2 Bt(x) ( ) t2 — |y _ X|2 y ( )

2 2
= ——_nt? oy dVy, (2.4
B(x) ( )\/tg . ‘y . X|2 y ( )

e uma férmula analoga vale para ).

Obtemos a formula

1 o(y) )
_ L (e AV, 2 dV, (2.5
ulxt) =3 [ (t ]{gt@c) VR —ly —x? y) o ]{mx) VE=ly=xP -

esta é chamada féormula de Poisson (onda n=2)
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Teorema 2.1. Sen = 2, ¢ € C3(R?) e ¢ € C*(R?), entdo existe uma solugdo
em C? (R? x (0,00)) de (PVIh-0) e € data pela (2.5).

Outras formas

1 top(y) +tVoly) - (v —x) + t20(y) ..,
u(x,t) = 5 ]ét(x) JE—ly —xP dVy; (2.6)

u(x, 1) = + oy) + Voly) - (y —x) + t4(y)

2 JB,(x) f1— |exp2

V. (2.7)
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3 A solucao da equacao nao homogénea

Principio de Duhamel: a solugao de

up — Agu = F(x,t),

u(z,0) =0, (3.1)
Ut(l', 0) = O,
u(x,t) = /0 v¥(x,t)ds, (3.2)

onde v*(z,t) é a solugao de
v¥(z,s) =0, (3.3)

Demonstracao. " verificacao”:

t t t
u = Oy (/ vs(a:,t)ds> = v'(x,t) +/ vi (z,t)ds =0 +/ vi (z,t)ds
0 0 0

t t
w = o [ uite.0ds) =itwn) + [ vite0ds
0 0
t
= F(x,t)Jr/ A% (z,t)ds = F(x,t) + Ayu(z, t)ds.
0

Dos Teoremas 1.3-2.1 sabemos que para resolver (3.3) precisa F € C*:

Teorema 3.1. Sejan =2 ou 3 e F € C*(R" x (0,00)), entio (3.2) é de classe
C? e € solugdo de (3.1).
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Os casos n=1,2,3:

1 [ F
n=2 u(aj,t):—/ ds/ (Y, s) V,
2 Jo  Jpw V(=) =y — ]
1 [ F
n=3 u(aj,t)——/ds/ (y.s ds, =
47 0 aBt_s(x) t—s

4 Comentarios

e Como para o caso n = 1, mostramos existéncia, unicidade e uma

formula para a solucao da qual podemos verificar a dependéncia continua
dos dados.

e No caso n = 3, podemos ver que a solugdo em (z,t) depende de ¢, e
de um certo nimero de suas derivadas, mas apenas na esfera de centro x
e raio t, isto é, depende destas funcoes apenas numa pequena vizinhanca
desta esfera, e nao no interior da bola.

Este fato é chamado principio de Huygens e nao vale nem em dimensao
n = 1 nem em dimensao n = 2.

Como som e luz satisfazem a equacao da onda em dimensao 3, o principio
de Huygens implica no fato que um sinal (de luz ou de som) emitido em
t = 0,2 = 0 é recebido exatamente no instante ¢ = |z| no ponto z: isso
permite de maneira simples transmitir receber e decodificar sinais sonoros
e luminosos. O mesmo nao acontece no caso de ondas numa superficie
liquida.
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5 Calor

Consideremos (PVI-C)

e

A solucao em dimensao 1 era

1 _ (a=8)?
4t

e
R 2N/ 7t

onde ¥ (x,t) = 2\/% e~ % é a Solugao fundamental (em dimensao 1):

) = [ vla = &00()d6 = o)l (5.1)

e solucao gerada por uma fonte de calor pontiforme concentrada no instante
t=0enopontoxr =20

e Para todot > 0, a fungao ¥ (-, t) é uma gaussiana, de integral unitario,
centrada em z = 0 e de variancia o? = 2t.

e em particular ¢ satisfaz a equacao do calor parat > 0 e "tende a d,” quando
t \( 0 (tende a 0 exceto na origem)

Observemos que se u;(£,t), i = 1,..n s@o solugoes da equagao do calor em
uma varidvel &, entao u(x,t) = [[i; ui(z;,t) é solugdo da equagao do calor em
RTL

entao
1 _x#

Ew(%,t) — (47‘(‘t )n/2

e ¢ solucao da equacao do calor para x € R", ¢t > 0
e sua integral em R" é 1 para todo t > 0

e tende a 0 quando ¢t — 0 exceto na origem
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Concluimos que
1 x|
Y(x,t) = ———e 4
(4t )”/2

¢ a Solugao fundamental (em dimensao n):

e solucao gerada por uma fonte de calor pontiforme concentrada no instante
t=0enopontox=0€eR"

e Para todo t > 0, a fungao v¥(-,t) é uma gaussiana em n varidveis,
radialsimétrica em x, de integral unitario, centrada em z = 0.

Logo a solucao de (PVI-C) em dimensao n é

]_ 7|x7w\2

u(x,t) = Y(x —w,t)p(w)dVy = / e @ op(w)dVy (5.2

Rn R (47t )™/

Analogamente, a solugao completa (com fonte) é

u(x,t) = Y(x —w,t)p(w)dVy + /Ot ds -~ Y(x—w,t—s)F(w,s)dVy

Rn
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