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1 Limites derivadas e integrais de séries

Definicao ), f.(z) converge uniformemente em A a funcao S(x):

lim sup =0

k—00 rcA

k
S@) = fula)

Condigao (apenas suficiente): Test de Weiestrass:
o0 7 s’ . ~ s .
se supyeq|fu(z)| < a, e >, a, é uma série convergente, entdo a série
>, fa(x) converge uniformemente em A.

Teorema 1.1. Suponha que a série S(x) = >, fu(x) convirja uniformemente
em A,

1) sexy € p.d.a de A e Ilim,_,, fr, = Ly, entio

Flimyy, S(z) =>" L, €R

2) se f, € cont. em A entdo S € cont. em A

3) se fn integrdveis em [a,b] entao S integravel em |a,b] e

/:S(x) dz = nf; </b ful) da:)

CUIDADO: nao vale que se f, deriv. entao S derivdvel!!!

Teorema 1.2. Suponha que a série S(x) =3 2, fu(x) com f, derivdveis con-
verge em pelo menos um ponto em [a,b], enquanto
D(z) = >, [, converge uniformemente em [a,b].

Entao S € derivdvel e S = D.
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2 Séries de Fourier

Valem as seguintes identidades:

[7_sin(nzx) cos(kz) =0 Vn,k € N
[T _sin(nz)sin(kz) = [7_cos(nz)cos(kz) =0 Vn#keN (2.1)
[T sin*(nz) = ["_cos?(nz) =7 Vn € N
As funcoes
1 1

cos(nx), —=sin(nzx), n €N

Vor \/_ VT
formam uma familia ortonormal com respeito ao produto escalar < f, g >=

S f(@)g(=)

Chamamos Polindmio trigonométrico de ordem £

Si(z) = % + Z a, cos(nx) + b, sin(nx)
n=1

Chamamos Série trigonométrica (ou de Fourier)

S(z) = 204 Z a, cos(nx) + b, sin(nx)

2

n=1

Suponhamos que S convirja uniformemente entao posso integrar por séries
obtendo (Férmulas de Euler - Fourier)

f S (x) = apm

f S (x) ( ) = b,m
Definicao:
dada f : [—m, ] — R absolutamente integravel,

chamamos Série de Fourier de f a Série trigonométrica Sy cujos coefici-
entes sao calculados pelas (2.2) com f no lugar de S.
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Mais em geral, num intervalo [—L, L] as Férmulas de Euler - Fourier tornam-

se

i f—LL S(x) = ag
" ffL S(z)cos (Fnz) = a, (2.3)
%ILL S(z)sin (Fnz) = b,

e a série se escreve

a . (T
=5 —I—Zan cos( ) + b, sin (Enx)

n=0

Pergunta? qual ¢ a relacao entre f e S;7?
o [ par = b, =0 Vn (Sy é uma série de cossenos, logo é par)
e f impar = a, =0 Vn (S; é uma série de senos, logo é impar)

e se f tem descontinuitd e Sy conv. uniformemente, certamente nao coinci-

dem!

Porém, se f € reqular, as coisas ficam melhores!
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2.1 Teoria L?
Teorema 2.1. se f2 ¢ integrdvel em [—7, 71| entdo

e > a? + b2 converge, logo a,,b, — 0,
mas 1sso nao garante a conv. unif!!

o [T (F = (Sp)" =0
significa que (Sy)r — [ na métrica gerada por < f,g >

o [M (f— (Sf)k)2 = [ 12— < " (f- Tk para qualquer outro pol
trig do mesmo grau T:
significa que (S¢)r € o polinomio trigonométrico de ordem k mais perto de
[ (da métrica gerada por < f,g >)

'f ka—ﬂ< +Zn 1 n+b2>
S = (G a0
[ Eh P

Dito de outra forma: o sistema

1 1
cos nx), — sin(nx), neN

VZS
forma uma base Hilbertiana no espaco X = { f ffﬂ 2 < oo} dotado do
produto escalar < f,g >= ["_fg.

Os resultados acima correspondem (a menos da adimensionalizac¢ao nas for-
mulas (2.2)) ao fato que dado o sistema {e;} ortonormal em X, se f = > ase;
entao < f,e; >= a; e Zle a,e; € a projecao de f no subespaco gerado por
é1, .., e e converge a f quando k — oo.

Poderiamos fazer a mesma construcao usando uma qualquer outra
base hortonormal!
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2.2 Convegéncia pontual e uniforme

Seja f : R — R 27-periddica e absolutamente integravel em [—, 7], continua
(exceto em um numero finito de pontos em [—7, 7], nos quais existem finitos os
limites laterais)

Teorema 2.2. se f ¢ continua e existem finitas as derivddas laterais em xg
entao Sy converge a f em xy.

Teorema 2.3. Se f € continua, e além disso € derivdvel exceto em um nimero
finito de pontos (em [—m,7|), nos quais existem as derivadas laterais.
Entao Sy converge a f uniformemente.

Teorema 2.4. Seja f € C*(R), 27 periddica.
Entao os coeficientes satisfazem

27| "o

e logo St — f uniformemente em R.

3 exemplos
o f=sgn(z)em [, 7): a, =0, b, = = [1 — cos(nm)], isto é, -= s6 para n
impar.
o f=|z|em [—m,7]: b, =0, ap =T, a, = 3= [cos(nm) — 1], isto é, ——- s6
para n impar.

o f=xem|[-m 7] a,=0,b,= —%cos(mr), isto é, —(—1)"

3o
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4 escritura complexa

Pondo
ag _
> n=~0 |
Cn = e 211) n >0 == 2_
a_p+ib_, @
5 n <0
obtemos

S(x) = ) 04 ;an cos(nx) + by, sin(nz)

No caso em [—L, L] seria

1 [t o
Cp = ﬁ/—L S(x)e "L

o0
j : im oy I
— Cnelnl 17

n=—oo

s

-7

S(SE)G_mI

=Y e

n=—oo
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