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1 Distribucoes
2 Distribucoes em R

Definicoes

e D=CR)={p € C®R): ¢ =0 fora de um conjunto limitado}: fungoes
C* a suporto compacto.

e dada {¢,} C D dizemos que ¢, — ¢ em D se

¢n = 0 fora de um conjunto limitado comum,
Dk¢, "5 DF¢ uniformemente para todo k =0, 1,2, ...

e Distribuicao: um funcional linear de dominio D, continuo com respeito
a convergéncia em D, istoe’ f: D —>R:¢p— (f,¢) € R:

u (f,ap+bp) = a(f,¢) +0(f,¢) paraa,b € R, ¢, ¢ €D,
= (f,¢n) = (f,¢) quando ¢, — ¢ em D.

Denotamos por D’ o espaco das distribuicoes.

Alguns exemplos:
e dada uma funcao localmente integravel g podemos definir a distribuicao

f:w/qub

e nem toda distribuicao pode ser gerada como acima:
Op 1 & d(p)
oy 2 ¢ = ¢ (p)

Definimos
e f, = f (conv. fraca em D'): (f,,¢) — (f,¢) para toda ¢ € D

e derivada de distribuicao:

f/:¢'_>_(f7¢/)
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2.1 Distribucoes em R"

Podemos definir analogamente distribuicoes em R"”, tomando
D =CP(R") ={¢ € C*°(R") : ¢ =0 fora de um conjunto limitado}
e definindo convergéncia em D pedindo que D%, — D%p uniformemente
para todo multiindice «.
As derivadas parciais serao definidas (pelo teor do divergente)
Dxlf : ¢ = _(f7 Dﬂing)
Vo= —(f, Vo)

Exemplo: a fungao u(x,t) = Sc(x+ct)+ Sc(x — ct) define uma distribuicao
cujas derivadas sao

uy = 0(z +ct) + 6(x — ct) Uy = 0 (x + ct) + 8 (x — ct)

uy =cd(x +ct) —cd(x —ct)  uy =2 (x +ct) + 28 (x — ct)

logo u é uma solucao (no sentido das distribuigdes) de uy = Uy

2.2 Distribucoes em ()

Podemos definir analogamente distribuicoes em um aberto limitado () C

R", tomando
D=D(Q)=C(Q) ={p € C*(R"): ¢ =0 fora de um aberto w t.q. @ C Q}

exemplo:
seja Q = (—m, ), seja ¢ € D(Q)
entao ¢(x) = %L + > " a, cos(nx) + by sin(nz)

$(0) = limy (7 + N an) = Llimy_o, [ ¢(x) (1 2+3N cos(nx)) dz

Logo, no sentido das distribuigoes em (—, 1)

N
1/2 + Z cos(nx) — mwdy

n=1

N

S e s o,

n=—N
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2.3 Exemplos e aplicacoes

Laplaciano

Se ¢ € D(R") entao ¢(z) = [p. ¥( [—A¢(y)]

Isto significa que, Vlsta como dlstrlbul(;ao Ve (y) = Y(y —

—AY, =06, emR"

Da mesma forma, se ¢ € D(Q) entdo ¢(z) = [, G(
Isto significa que, vista como dlstrlbulg:ao

—AG(y,x) =6, em Q

r) satisfaz

—Ad(y)]

Calor

Vimos que ¥ (x,t) é uma funcdo para todo ¢ > 0, mas como distribui¢ao

Y(t, ) iy dp em D',
Além disso, como distribuicdo em R?, 1) (¢, x) satisfaz

(O — A)(t, ) = do(t)do()
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Onda
Analogamente podemos procurar uma solucao para
(Ontp — AW(t z) = 0 com ¥(x,0) =0 e ¢y(x,0) = d,
impondo que u(z,t) == [¢(x — y,t)g(y) seja a solugdo do problema com
u(z,0) =0 e w(x, O) =g.

n=1: pondo entao
+t
Sz =y, t)g(y) =% [ g obtemos

1 1
P(x,t) = §X[7t7t]($) = 550(752 — z7)

n=3: pondo entao

Jus 0 (x =y, 0)9(y) =t £y, 94S; = 15 o dp 5t = 1) [ () 9 455
obtemos

90x,1) = -0(t — [x)

n=2: pondo entao

_ e v(y)
Jre(x =y, )9(y) = 5 f3,09 W =37 S5 m dVy

obtemos

1 1
X, 1) = ————y_p(|x
¢( ) I \/WX[ t,f](’ ’)
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3 Transformada de Fourier

Definicao:
dada f : R — R ! absolutamente integravel > em R definimos

F(¢) ::/Rf(a:)e_mgda: ;

F é a Transformada de Fourier de f (indicamos também como T'[f])
Para reobter f temos:

1

fla) = 5 [ P

Algumas propriedades:
— T é linear
— F' é continua,
— nem sempre F' ¢é integrdvel: ex f = x_1,1, T[f] = 2 .5
- limg_&oo F(f) =0
—se f éreal e par entao I é real e par; se f é real e impar entao F' é imaginaria
com parte imagindaria fmpar.

Exemplos e propriedades:

fla) | k()
f F ef(z) | iF'(S)
e /2 | e €2 flx —a) | e " F(§)
s don f(w) | Fl¢ - a)
o | 225 al f(az) | F(¢/a)
fxg FG

podeser f: R — C

2

mas a def. pode ser estendida a distribuicoes: F(£) := (f, e™"%)
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algumas transformadas “generalizadas”

f F
50() 1

1 2mdp(§)
sgn(z) | 2
Hiz) | £+ ()

Transformada em R"
analogamente podemos definir
dada f: R"™ — R absolutamente integravel em R" definimos

F(w) = f(x)e ™Y dVy -
Rn
Para reobter f temos:

1
(2m)"

F0) 1= o [ Flwe™av,
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