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1 Mudanca de variavel linear

Consideremos uma mudanca de varidveis linear, definida pela matriz nao sin-
gular J:
G:R"=>R":x—w=Jx. (1.1)

J é também o Jacobiano da transformacao:

Ow, ., Ow

0x1 oz,
J =

Own ,, Owy

| Oz O0xy, |

indicaremos os operadores de derivagao com respeito aos dois vetores de variaveis
por

Ox = Vx := {8371 ey 5%} eﬁw:[awl sy O,

Dada uma funcao u(x), definamos
v(w) = u(GH(w)) = u(J 'w); u(x) = v(G(x)) = v(Jx)
pela regra da cadeia em notacao matricial, temos

Ju(x) = Juoa(x) = Jo(G (%)) Ja(x)
logo Vu(x) = Vu(w) J e assim

Oy = Oy . —— = Oy = Oy J

Observe que podemos obter o mesmo resultado pela férmula escrita por

ow; O
Or; = &L‘J Z 0z ; Ow; Zj’jawl '

=1 =1

componentes
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1.1 Exemplo

Rotacao em R?

19 _cos 0 —sinf| |z
n sinf  cos# Y

cosf) —sin 9]

o ] = o o] |

sinf) cos@

Laplaciano:

02+ 0; = (CO: + 80,)* + (=80¢ + C0,)* = 0; + 0>

Invariante por rotacoes.

Onda:
82 — 85 = (CO¢ + 5(977)2 — (—=80: + C’@n)2 — (C’2 — 52)(852 — 82) +4CS50:0,

A rotagao de 45 transforma 97 — 0 em 20:0,).

Podemos deduzir que a integral geral de g, — uy,, =0 ¢

u(z,y) = f(x+y) +g(x—y).
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2 Classificagao de eq. de segunda ordem
2.1 Duas variaveis, coef. constantes
Considere a equacao diferencial linear

AUy + 20Uy + Clyy + duy, +euy + fu =g,

onde os coeficientes a, b, ¢ sao constantes.
Supondo a # 0, podemos escrever como

b b? ac — b?
a um—I—Zauxy—i—?uyy—k —a Uyy | + ..\

b 2 ac — b?
<8x+50y> +( > )65

a ut
quero
¢, on| = |0, + L0, s0y| = |0, ay z g
logo a
o [10] [ ¢
v . 0] |m ) e+ on

Assim a equagao torna-se

1 [ac—1?

(2.1)
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Assim a equacao torna-se

1 [ac—b?

Consideremos o determinante A = b? — ac
Definigao 2.1. Dizemos que a equagao (2.1) é:
(H) Hiperbdlica se A = b*—ac > 0: pode ser tansformada em uge — =+ ...
(E) Eliptica se A = b* — ac < 0: pode ser tansformada em wuge + Uy + ..

(P) Parabdlica se A = b* — ac = 0: pode ser tansformada em wuge + ...

Teorema 2.2. Toda equacao de sequnda ordem linear a coeficientes constantes
da forma (2.1) pode ser reduzida a uma onde os termos de grau dois estdo numa
dessas trés formas, através de uma mudanca de varidveis linear.

Na verdade,

Teorema 2.3. Se na equagdao (2.1), a,b, ¢ dependem de x,y, ndo sio todos
nulos € a eq. € do mesmo tipo (H, E ou P) em todo um aberto, entdio
pode (pelo menos localmente) ser transformada, através de uma mudanca de

varidveis, numa nova equacao onde os termos de grau dois estao na forma
correspondente.
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Argumento via algebra linear:
Escrevemos a0y, + 200y, + ¢y, como Oy A - O onde Oy = [9:.0,] e A =[¢7].
Dada a mudanga de varidveis w = (2, w) = Jx, temos Ox = OwJ.
Logo Ox A - Oy = Ow JAJ! - Oy, isto é, a matriz A correspondente A nas novas
variaveis €

A B
= = JAJ'
B C

Além disso

—A = AC — B? = det(A) = det(A)det(J)? = (—A)det(J)?

o sinal do determinante é invariante por mudancas de variaveis

Sabemos da algebra linear que dada uma matriz 2x2 simétrica A, sempre
existe uma matriz M ortonormal tal que M AM' = [/})1 AOQ }
Logo M define uma mudanca de variaveis que leva a equacao numa forma sem
a Ugy.

Alternativamente, renormalizando as linhas de M, podemos obter os termos
diagonais sendo apenas 1, —1 ou 0. Logo M define uma mudanca de variaveis

que leva a equacao numa das trés formas P,H,E.

Observe que
e para a eq. eliptica, qualquer curva é nao caracteristica.

e a eq. parabdlica, nao vincula a derivada segunda na direcao da nova
variavel que nao aparece na forma canonica: curvas com normal nesta
direcao serao caracteristicas.

e a eq. hiperbdlica, nao vincula as derivada segundas na direcoes das novas
variaveis que deixam a eq na forma com apenas a derivada cruzada: curvas
com normal nestas direcoes serao caracteristicas.
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2.2 Mais variaveis, coef. constantes

O método acima funciona também para mais de duas variaveis.
Podemos escrever os termos de ordem maximo

> 0"u (2.2)
|a|=2

como Oy A - Oy onde agora Oy = [0, ] €

1 1
A2¢, 0ei+ey -+ FUejte,
1 1
A= 5Ue;+ey A2e, o 5legte,
1 1
| 9 Qe +e, §aeg+en . a2e,,

Existe uma mudanca de varidveis linear que diagonaliza e normaliza A: a
nova matriz A terd a forma a blocos

Iy, 0 0
A=|0 —Iy 0 (2.3)
0 0 Oy

onde Np, N, e N, sao, respectivamente, o nimero de autovalores positivos,
negativos e nulos de A.
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Definicao 2.4. A equagao correspondente a (2.2) diz-se:
1. eliptica se A = I, : os autovalores de A tem todos o mesmo sinal);

2. hiperbdlica se
A= ' (2.4)

com N,, N,, > 0, isto é, os autovalores de .4 nao sao nulos mas tem sinais
diferentes;

m normalmente hiperbdlica se N, = 1 : forma diagonalizada Oy, u(z,y) —
Ayu(z,y) + ... = 0 (equacado da onda);

m ultrahiperbdlica se N, N,, > 1 (n@o existem problemas fisicos assim).

3. parabélica se det A = 0, isto é, existem autovalores nulos (N, > 0).

Se N, =1e N, (ou INV,) é nulo, temos a eq. do calor: forma diagonalizada
8xu(x7Y) o AyU(Z',y) +..=0

e Podemos sempre transformar a equacao a coeficientes constantes numa das
formas acima, sem derivadas mistas .

Observe que ainda
e para a eq. eliptica, qualquer hipersuperficie é nao caracteristica.

e para a eq. parabdlica e hiperbdlica existem hipersuperficies carac-
teristicas.
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2.3 Linear a coef. variaveis

Para a equacao a coeficientes variaveis,

e podemos escrever a matriz em um ponto fixado, e obter uma classificacao
(que depende do ponto).

e Podemos obter uma mudanca de variavel linear que diagonaliza a ma-
triz, mas apena no ponto considerado.

e Em geral, nao existe uma mudanca de variavel que diagonalize a
matriz em todo um aberto (excepto no caso em duas varidaveis!).
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2.4 Classificacao para equacgoes nao lineares

No caso de equacoes nao lineares a classificacao dependera, em geral, nao
apenas da equacao mas também da solucao considerada.
e O caso semilinear é andlogo ao linear.

e No caso quaselinear, fixada uma solucao, podemos substirui-la nos coefi-
cientes e classificar como no caso linear.
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3 Mais sobre 2a ordem, duas variaveis: coef. variaveis

Dada a mudanca de varidveis z = (z,w) = G(x) = G(x,y), ainda vale que a
matriz A correspondente & A nas novas varidveis® é

- A B Ll la bl |E B

A = _ JGAJé* _ dr 0Oy dr O _
B C gw Jui |p | [9z Ow
| dr 0Oy Jdy Oy
i 2 p

azy + 2bz,2, + cz, azz Wy + b(zpwy, + zywy) + czyw,
B 2 2 ’

azy Wy + b(zywy, + zywy) + czyw, aw;, + 2bw,w, + cw,

onde agora Jg e A dependem do ponto. Também vale

—A = AC—B? = det(A) = det(A)det(Jg)? = (—A)det(Jg)? = (ac—b?)(zpwy—z,w, ),

o sinal do determinante é invariante por mudancas de variaveis

!Cuidado, os termos de grau menor da equacdo mudam de forma bem mais complicada, com férmulas que
misturam os coeficientes de ordem diferentes e envolvem derivadas de ordem maior da GG
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3.1 O caso hiperbdlico A > 0

Quando A > 0 é sempre possivel levar a equacao a forma ., + ... = 0.

Suponha a # 0
A =b? — ac > 0 implica que a equacao A = 0 fatora:

az; + 2bzyzy + ¢z, = a(zy — Mi2y) (20 — Aozy) =0,

onde A\ o = ’bi” 2 (em geral dependendo de (z,y)). A equagao C' = 0 fatora
da mesma manelra.
Temos entao duas equacoes independentes para determinar z e w:

(22 —M1zy) = 0, (3.1)
(wy — Aowy) = 0.

Impondo arbitrariamente dois problemas de Cauchy nao-caracteristicos com
2y # 0 e wy # 0 (por exemplo z(k,y) = y e w(k,y) = y ao longo de uma reta
vertical z = k) obtemos z,w € C' em vizinhanga desta reta.

Logo obtemos, localmente, a transformacao (z,w) = G(x,y).

Como = = \; # Ay = wz a transformacao satisfaz det(Jg) # 0.

Deﬁnigao 3.1. As curvas z = const e w = const sao ditas curvas carac-
teristicas da equacgao; as novas variaveis z e w sao ditas coordenadas carac-
teristicas (as que poe a equagao na forma candnica).

Passando as varidveis caracteristicas, a equacao se torna ., + ... = 0, ou a
equivalente u,, — Uy, + ... = 0 aplicando uma ulterior rotacao de 45°.
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3.2 O caso parabdlico A =0

Quando A = 0 é sempre possivel levar a equacao a forma uy, + ... = 0.

Cuidado: precisamos pedir A = 0 em todo um aberto

Suponha a # 0, ( a = ¢ = 0 implicaria b = 0)
Agora a equagao A = 0 fatora na forma

a(z — Mz,)? =0.

Permite calcular 2z como anteriormente resolvendo (z, — A;2,) = 0, mas nao
podemos impor C' = 0 pois assim w nao resultaria independente de z.

E suficiente escolher uma qualquer w que gere uma mudanca de variavel com
z: de fato A =0e A = 0 implica B = 0.

Passando as variaveis caracteristicas, a equacao se torna ., + ... = 0.

No caso parabodlico definimos

Definicao 3.2. As curvas z = const (apenas) sao ditas curvas caracteristicas
da equagao; ainda as novas variaveis z e w sao ditas coordenadas carac-
teristicas.



EDP April 20, 2022 13

3.3 O caso eliptico A <0

Quando A < 0 é sempre possivel levar a equacgao a forma u,, + Uy + ... = 0.

Neste caso as equacoes nao fatoram: precisa obter as duas coordenadas
caracteristicas z,w de uma vez, fatorando em C.
Neste caso nao existem curvas caracteristicas.
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4 Propagacao de singularidades em problemas hiperbdlicos.

Definicao 4.1. Suponhamos que
e uma superficie v divida o conjunto €2 em duas regioes §2; e €2,
e a funcao z : ) = R seja

m continua tanto em €2; como em (),

m suas restrigoes z; = z|q, € 2, = z|q,. sejam estendiveis por continuidade
até (; e (., respectivamente (admitiremos entao z;, z, definidas em €,
e {2,, respectivamente).

Dado p € 7, denotamos por [z] (p) o salto de z no ponto p, isto é

[2] (P) = z(P) — «(p).

Proposigao 4.2. Seja u € C*(Q) (k > 2) uma solugdo de
Lu = aug, + 2bugy, + cuyy + duy, +euy, + fu=g,

e u;, u, suas restricoes a € e €., respectivamente. Suponhamos que u; e u,
sejam de classe C¥! e suas derivadas até a ordem k+1 possam ser prolongadas
até . Suponhamos também que os coeficientes da equacdo sejam de classe CF~1.
Entao um salto na derivada k + 1-ésima de u sé é possivel ao longo de uma
curva caracteristica e o salto serd apenas entre as derivadas na direcao normal.

Os mesmos resultados valem para nao lineares, mas as caracteristicas depen-
dem da solucao

Num operador eliptico nao pode ter descontinuidade em nenhuma ordem de
derivacao!
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Lema 4.3. Dada uma funcao z : 0 — R que seja continua em ) e de classe
Cl tanto em € como em Q,, vale

[2:] (€W),v) §' () + [2] EW),v) = [2]§ + [2,] =0 (4.1)

ao longo de ~y. Isto significa que [z;] = 0: o salto € apenas na derivada normal!

Consideremos
Lu = augy + 2bugy + cuyy + duy +euy + fu=g, (4.2)

onde os coeficientes dependem apenas de (x,%y) e sdo continuos.

Seja u € C1(Q), u;,u, € C? solucdes de (4.2) e suas derivadas até a ordem
dois possam ser prolongadas até .

— por ser C1(Q) vale [u] = [u,] = [u,] = 0 sobre 7.

— Subtraindo a equagao (4.2) calculada dos dois lados de v obtemos (lem-
brando que os coeficientes sao continuos) a [uy,] + 2b [ugy] + ¢ Juy,] = 0.
Juntando esta equagao as obtidas aplicando o lema 4.3 aplicado a u, e u, ob-

temos
p

afuee] + 20Jury] + cluy] =0

\ & Tuea] + uwy] =0 , (4.3)
L & uzy] + Juyl =0
cujo determinante é
a 2b c
¢ 1 0|=a—2b¢+ (€,
0 ¢ 1

1080 Uyy, Ugy, Uy, também serao continuas (saltos nulos) a menos que este
determinante seja zero, isto é, que a curva (£(y),y) seja caracteristica.

Os saltos nas derivadas segundas nao serao independentes mas deverao sa-
tisfazer a condicao

[uyy] = — [usy] " = [uaa] (5,)2- (4.4)
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Consideremos o caso de uma solucao (cldssica) em C%(Q) de (4.2), que seja
de classe C? em Q; e Q, e tenha salto nas derivadas terceiras ao longo de +,
supondo agora também que os coeficientes da equacao sejam de classe C:

obtemos a [tugzz] + 20 [uzy.] + ¢ [uyy.] =0 e

3 [tea] + [[umy]] =0
'3 [taya] + [tayy] =0
3 [tyye] + [yyy] =0

1080 Uggay Ugays Uzyy, Uyyy tAMbém serdo continuas (saltos nulos) a menos que
a curva (£(y),y) seja caracteristica.

iterando demonstramos a proposicao.
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