72 Lista de Exercicios de SMA169 Equacgoes diferenciais parciais

Fugenio Massa

Laplaciano 1.

1. Exercicios do livro:
pag 160 ex n. 2,6,7,8,9.

2. Considere o Problema
(P) —Au=0in Q = (0,7) x (0,7) com condigdo v = 0 nos trés lados z =0, y=0exz =
a) Resolva o problema (P) por separacao de varidveis. Repare que existem infinitas solugdes (problema
mal posto: faltam condigoes)
b) adicione a (P) a condicdo uy(x,0) = sin(nz). Repare que existe uma tnica solu¢do (a var. sep.), mas
ela torna-se sempre maior se n — oo (problema mal posto: falta de dep. continua dos dados)
¢) adicione a (P) a condi¢ao u(xz,7) = sin(nz). Repare que existe uma unica solucdo (a var. sep.), e
|u| <1 (problema aparentemente bem posto)
d) adicione a (P) a condic@o uy(z,7) = sin(nz). Repare que existe uma tnica solugdo (a var. sep.), e

vale |ul, [uz|, |uy| < 1 e também |u| — 0 se n — oo (problema aparentemente bem posto)

3. Use o exercicio anterior para escrever a solugdo quando, nos casos b,c,d, a condi¢do sin(nx) é substituida

por uma fungao ¢ desenvolvivel em série de senos:
oo

o= g by, sin(nx)
n=1

(calcule os coeficientes da série da possivel solugdo em termos dos coeficientes b,,)
Justifique as seguintes afirmagoes:

: k € N entao a série para u nao converge. Uma condicao suficiente para garantir
—4n (

—no caso (b) se b, ~

1
nk
a convergéncia é |b,| < e Isso significa que precisa uma ¢ muito reqular para ter solugao)

— nos casos (c,d) se b, é uma seq. limitada entdo a série para u converge uniformemente em qualquer
compacto K contido em . Também a série das derivadas termo a termo de qualquer ordem converge
uniformemente em K. Além disso, se |b,| < C/n? entao a série para u (ou para u,) converge ao dato na

borda de @. (Isso significa que mesmo com ¢ pouco regular a solugao existe e é C° em Q).

4. Calcule a solucdo do problema de Dirichlet para a equacio —Awu = 0 no circulo de raio 1 em R?, com as
condigoes u(1,6) = sin(f) e em seguida com u(1,0) = sin?(f). Use coordenadas polares mas depois ponha
a solucao nas varidveis x, y e verifique a equagao.
Repita considerando o problema de Neumann com condigoes u,(1,60) = sin(f) e com condigdes u,(1,6) =
cos?(0) — 1/2.
Repita considerando o problema de Robin com condic¢ées (u, + u)(1,0) = 1 + sin(f) e com condigdes

(ur —u)(1,0) = 1+ sin(f). Sado ambos resoliveis?

5. Calcule a solucdao do problema de Dirichlet no dominio exterior dado por R? menos o circulo de raio 1
com as condigoes u(1,6) = 1 + sin(30) mais a condi¢ao u limitada (sugestdo: lembre o que foi feito no

circulo... agora a origem nao estd no diminio!)



