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1 Classificação de eq. de segunda ordem em duas variáveis

Considere a equação diferencial linear

auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu = g , (1.1)

onde os coeficientes a, b, c, d, f e g podem depender de x e y, com regularidade
pelo menos C1.

Temos três casos t́ıpicos para os coeficientes dos termos de grau dois, cha-
mados de formas canônicas, que são:

(H) a = −c = 1, b = 0 (ou, b = 1, e a = c = 0): operador da onda uxx − uyy
ou uxy: 2 vetores caracteŕısticos independentes;

(E) a = c = 1, b = 0: é o caso do operador Laplaciano uxx + uyy, que como
vimos é um operador eĺıptico, isto é, nenhum vetor caracteŕıstico

(P) a = 1, b = c = 0: operador do calor ou degenerado, um vetor caracteŕıstico.

(quase) toda equação da forma (1.1) pode ser reduzida, pelo menos local-
mente, a uma dessas três formas, através de uma mudança de variáveis.

Escrevemos a∂xx + 2b∂xy + c∂yy como A∂x · ∂x onde ∂x =
[
∂x
∂y

]
e A = [ a bb c ].

Dada a mudança de variáveis z = (z, w) = G(x) = G(x, y), então ∂x = J tG∂z,
logo A∂x · ∂x = JGAJ tG∂z · ∂z, isto é, a matriz Ã correspondente à A nas

novas variáveis é

Ã =

A B

B C

 = JGAJ tG =

 ∂z
∂x

∂z
∂y

∂w
∂x

∂w
∂y

a b

b c

∂z
∂x

∂w
∂x

∂z
∂y

∂w
∂y

 =

=

 az2x + 2bzxzy + cz2y azxwx + b(zxwy + zywx) + czywy

azxwx + b(zxwy + zywx) + czywy aw2
x + 2bwxwy + cw2

y

 ,

Além disso

−∆̃ = AC−B2 = det(Ã) = det(A)det(JG)2 = (−∆)det(JG)2 = (ac−b2)(zxwy−zywx)2,

o sinal do determinante é invariante por mudanças de variáveis
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Definição 1.1. Dizemos que a equação (1.1) é:

(H) Hiperbólica se ∆ = b2 − ac > 0,

(E) Eĺıptica se ∆ = b2 − ac < 0,

(P) Parabólica se ∆ = b2 − ac = 0.

Teorema 1.2. Se a equação (1.1) é realmente de segunda ordem e é do
mesmo tipo (H, E ou P) em todo um aberto, então pode (pelo menos local-
mente) ser transformada, através de uma mudança de variáveis, numa nova
equação onde os termos de grau dois estão na forma canônica correspon-
dente.
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1.1 O caso hiperbólico ∆ > 0

Quando ∆ > 0 é sempre posśıvel levar a equação à forma uzw + ... = 0.

Suponha a 6= 0
∆ = b2 − ac > 0 implica que a equação A = 0 fatora:

az2x + 2bzxzy + cz2y = a(zx − λ1zy)(zx − λ2zy) = 0,

onde λ1,2 = −b±
√
b2−ac
a (em geral dependendo de (x, y)). A equação C = 0 fatora

da mesma maneira
Temos então duas equações independentes para determinar z e w:

(zx − λ1zy) = 0 , (1.2)

(wx − λ2wy) = 0 . (1.3)

Impondo arbitrariamente dois problemas de Cauchy não-caracteŕısticos com
zy 6= 0 e wy 6= 0 (por exemplo z(k, y) = y e w(k, y) = y ao longo de uma reta
vertical x = k) obtemos z, w ∈ C1 em vizinhança desta reta.

Logo obtemos, localmente, a transformação (z, w) = G(x, y).
Como zx

zy
= λ1 6= λ2 = wx

wy
a transformação satisfaz det(JG) 6= 0.

Definição 1.3. As curvas z = const e w = const são ditas curvas carac-
teŕısticas da equação; as novas variáveis z e w são ditas coordenadas carac-
teŕısticas (as que põe a equação na forma canônica).

Passando às variáveis caracteŕısticas, a equação se torna Buzw + ... = 0, ou
a equivalente uzz − uww + ... = 0 aplicando uma ulterior rotação de 45o.

Com a equação nesta forma muitas propriedades podem ser vistas, e as vezes
podemos até achar a solução.
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1.2 O caso parabólico ∆ = 0

Quando ∆ = 0 é sempre posśıvel levar a equação à forma uww + ... = 0.

Cuidado: precisamos pedir ∆ = 0 em todo um aberto

Suponha a 6= 0, ( a = c = 0 implicaria b = 0)
Agora a equação A = 0 fatora na forma

a(zx − λ1zy)2 = 0 .

Permite calcular z como anteriormente resolvendo (zx − λ1zy) = 0, mas não
podemos impor C = 0 pois assim w não resultaria independente de z.

É suficiente escolher uma qualquer w que gere uma mudança de variável com
z: de fato A = 0 e ∆ = 0 implica B = 0.

Passando às variáveis caracteŕısticas, a equação se torna Cuww + ... = 0.
(se aparece o termo em uz então é na forma da eq. do calor, caso contrário é
uma famı́lia de EDOs em w, parametrizada em z)

No caso parabólico definimos

Definição 1.4. As curvas z = const (apenas) são ditas curvas caracteŕısticas
da equação; ainda as novas variáveis z e w são ditas coordenadas carac-
teŕısticas.
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1.3 O caso eĺıptico ∆ < 0

Quando ∆ < 0 é sempre posśıvel levar a equação à forma uzz + uww + ... = 0.

Neste caso as equações não fatoram: precisa obter as duas coordenadas
caracteŕısticas z, w de uma vez, fatorando em C.

Neste caso não existem curvas caracteŕısticas, pois o polinômio carac-
teŕıstico nunca se anula.
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2 Equações lineares de segunda ordem em n variáveis

Podemos escrever os termos de ordem máximo∑
|α|=2

aα(x)∂αu (2.1)

como A∂x · ∂x onde agora ∂x =
[
∂x1
:
∂xn

]
e

A =


a2e1

1
2ae1+e2 .. 1

2ae1+en
1
2ae1+e2 a2e2 .. 1

2ae2+en

: : : :

1
2ae1+en

1
2ae2+en .. a2en

.

Em geral, não conseguimos uma mudança de variáveis que diagonalize
A em todo um aberto.

Fixado x0 ∈ Ω existe uma mudança de variáveis linear que diagonaliza e
normaliza A: a nova matriz Ãx0 terá a forma a blocos

Ãx0 =


INp

0 0

0 −INn
0

0 0 0Nz

 (2.2)

onde Np, Nn e Nz são, respectivamente, o número de autovalores positivos,
negativos e nulos de A.

Esta matriz corresponde então às formas canônicas que podemos escrever
como

∆xu(x,y, z)−∆yu(x,y, z) + ... = 0, (2.3)

onde as variáveis são separadas nos vetores x,y, z, correspondentes aos auto-
espaços de 1,−1, 0.

Mesmo sem poder transformar a equação na forma canônica em todo um
aberto, podemos usar a forma (2.2) para catalogar as equações:
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Definição 2.1. A equação correspondente a (2.1) diz-se:

1. eĺıptica no ponto x0 se Ãx0 = In : os autovalores de Ax0 tem todos o
mesmo sinal); de fato, neste caso Ax0 é definida positiva (ou negativa) e o
polinômio caracteŕıstico char(ξ) = ξtAx0ξ seria nulo apenas para ξ = 0;

2. hiperbólica no ponto x0 se

Ãx0 =

 INp

−INn

 (2.4)

com Np, Nn > 0, isto é, os autovalores de Ax0 não são nulos mas tem sinais
diferentes;

� normalmente hiperbólica se Np = 1 : forma canônica ∂xxu(x,y) −
∆yu(x,y) + ... = 0 (equação da onda);

� ultrahiperbólica se Np, Nn > 1 (não existem problemas f́ısicos assim).

3. parabólica no ponto x0 se det Ãx0 = 0, isto é, existem autovalores nulos
(Nz > 0).

Se Nz = 1 e Nn (ou Np) é nulo, temos a eq. do calor . Sobre outros t́ıpos
de parabólicas (por exemplo, ut = uxy) quase não existem resultados nem
aplicações f́ısicas.

Definição 2.2. No caso em dimensão maior que dois, chamaremos superf́ıcie
caracteŕıstica da equação, qualquer superf́ıcie que seja caracteŕıstica em todo
ponto: dessa maneira, se for na forma z(x) = const, satisfará ∇zA∇z t = 0 em
todo ponto.
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Exemplo 2.3. 1. Seja uxx + 2uxy + uyy + uzz = ux − uy − uz.
A matriz correspondente é 

1 1 0

1 1 0

0 0 1

 ,

o polinômio caracteŕıstico é: p(λ) = (1−λ)3−(1−λ) = (1−λ)((1−λ)2−1)
as ráızes são: λ1 = 1, λ2 = 0 e λ3 = 2.

A equação é parabólica.

Em novas variáveis poderá ser escrita na forma uxx(x, y, z)+2uyy(x, y, z)+
... = 0.

2. Seja yuxx + uyy + 2zuyz = 0.
A matriz correspondente é 

y 0 0

0 1 z

0 z 0

 ,

o polinomio caracteŕıstico é p(λ) = (λ− y)(1− λ)λ− z2(y − λ),

as ráızes são: λ1 = y, λ2 =
1 +
√

1 + 4z2

2
e λ3 =

1−
√

1 + 4z2

2
.

Assim temos dois casos:

Caso I. Se yz = 0 então λ1 = 0 ou λ3 = 0 e a equação é parabólica (planos
y = 0 e z = 0).

Caso II. Se y 6= 0 e z 6= 0, tem-se λ2 > 0 e λ3 < 0, uma vez que
√

1 + 4z2 > 1,
assim a equação é hiperbólica.

F
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2.1 O caso a coeficientes constantes

As equações a coeficientes constantes de ordem dois podem ser postas na forma
canônica no espaço inteiro.

Podemos ainda simplificar mais:

• 1o passo: diagonalizar e normalizar a parte de ordem dois:

n∑
i=1

aiuxixi +
n∑
i=1

biuxi + cu = 0 ,

onde os ai = 1,−1, 0.

• 2o passo: se (ai 6= 0), usando a mudança de incognita

u(x) = v(x) exp

(
−

n∑
i=1

bi
2ai

xi

)
obtemos

uxi =

(
vxi −

bi
2ai

v

)
exp

(
−

n∑
i=1

bi
2ai

xi

)
,

uxixi =

(
vxixi − 2

bi
2ai

vxi +
b2i
4a2i

v

)
exp

(
−

n∑
i=1

bi
2ai

xi

)
,

logo chegamos a eliminar as derivadas primeiras.

Em particular chegamos a

• no caso eĺıptico ∆xu(x) + λu(x) = 0,

• no caso hiperbólico ∆xu(x,y)−∆yu(x,y) + λu(x,y) = 0,

• no caso normalmente hiperbólico ∂xxu(x,y)−∆yu(x,y) + λu(x,y) = 0.

• no caso parabolico

∆xu(x,y, z)−∆yu(x,y, z) +
n∑

i=r+1

biuxi(x,y, z) + λu(x,y, z) = 0;

enfim, com uma oportuna rotação entre as variáveis z podemos alinhar
obtemos

∆xu(x,y,w, t)−∆yu(x,y,w, t) + b ut(x,y,w, t) + λu(x,y,w, t) = 0 .
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3 Classificação de equações de ordem maior que 2

Para as equações de ordem maior que 2, a classificação é mais complicada e
menos clara.

Em todo caso, uma equação (linear) é eĺıptica quando χL(ξ) = 0⇐⇒ ξ = 0:
non existem superf́ıcies caracteŕısticas.

Por exemplo a equação uxxxx + 2uxxyy + uyyyy = 0 é eĺıptica: χ(ξ, η) =
ξ4 + 2ξ2η2 + η4 = (ξ2 + η2)2 = 0.
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4 Classificação para equações não lineares

No caso de equações não lineares a classificação dependerá, em geral, não
apenas da equação mas também da solução considerada.

• O caso semilinear é análogo ao linear.

• No caso quaselinear, fixada uma solução, podemos substirúı-la nos coefici-
entes e classificar como no caso linear.

• No caso totalmente não linear, podemos classificar a equação em corres-
pondência de uma certa solução linearizando a equação:

Seja u a solução considerada e ε : Ω → R outra função incógnita: aproxi-
mamos

F (x, y, u+ ε, (u+ ε)x, (u+ ε)y, (u+ ε)xx, (u+ ε)xy, (u+ ε)yy) '
' F + Fvε+ Fpεx + Fqεy + Frεxx + Fsεxy + Ftεyy (4.1)

onde F e suas derivadas são sempre calculadas em (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy):
(4.1) é agora uma equação linear para ε e podemos usá-la para classificar
a equação original em correspondência da sua solução u

logo a equação será eĺıptica, parabólica ou hiperbólica dependendo do sinal
de F 2

s − 4FrFt .
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Exemplo 4.1. • A equação (quase linear)

(c2 − u2x)uxx + c2uyy = 0, (4.2)

onde c > 0 é um parâmetro, é eĺıptica se |ux| < c, parabólica se |ux| = c e
hiperbólica se |ux| > c.

Por exemplo, em correspondência da solução u(x, y) = λx será eĺıptica se
|λ| < c, parabólica se |λ| = c e hiperbólica se |λ| > c.

Esta equação é um modelo simplificado (velocidade predominante-
mente horizontal) para o escoamento de um fluido compresśıvel,
onde a velocidade do fluido é V = ∇u e c é a velocidade do som.

A versão mais completa dessa equação é

(c2 − u2x)uxx − 2uxuyuxy + (c2 − u2y)uyy = 0 : (4.3)

neste caso ∆ = c2(|V |2 − c2).
Em ambos os casos, onde o escoamento é supersônico a equação é hi-
perbólica enquanto onde é subsônico ela é eĺıptica.

• O carácter da equação
uxxuyy − u2xy = C

(totalmente não-linear) depende de C: de fato,
Fs = −2s, Fr = t, Ft = r e logo

F 2
s − 4FrFt = 4s2 − 4tr = −4C :

é eĺıptica se C > 0, hiperbólica se C < 0 e parabólica se C = 0.

Para a equação
uxxuyy − u2xy = u

o carácter depende da solução, mudando em função do sinal dela.
F
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5 Propagação de singularidades em problemas hiperbólicos.

Seja γ uma curva de equação x = ξ(y) que divide o conjunto Ω em duas regiões
Ωl e Ωr sejam ul e ur as restrições de u a estes conjuntos, prolongáveis por
continuidade até γ.

Dado p ∈ γ, denotamos por [[z]] (p) o salto de z no ponto p, isto é

[[z]] (p) = zr(p)− zl(p).

Proposição 5.1. Seja u ∈ Ck(Ω) (k ≥ 2) uma solução de (5.2) e ul, ur suas
restrições a Ωl e Ωr, respectivamente. Suponhamos que ul e ur sejam de classe
Ck+1 e suas derivadas até a ordem k + 1 possam ser prolongadas até γ. Supo-
nhamos também que os coeficientes da equação sejam de classe Ck−1.
Então um salto na derivada k + 1-ésima de u só é posśıvel ao longo de uma
curva caracteŕıstica e o salto será apenas entre as derivadas na direção normal.
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Lema 5.2. Dada uma função z : Ω → R que seja cont́ınua em Ω e de classe
C1 tanto em Ωl como em Ωr, vale

[[zx]] (ξ(y), y) ξ′(y) + [[zy]] (ξ(y), y) = [[zx]] ξ
′ + [[zy]] = 0 (5.1)

ao longo de γ. Isto significa que [[zτ ]] = 0: o salto é apenas na derivada normal!

Demonstração. Pela continuidade de z temos

0 = zr(ξ(y), y)− zl(ξ(y), y) = [[z]] (ξ(y), y) ;

derivando

((zr)xξ
′+(zr)y)−((zl)xξ

′+(zl)y) = ((zr)x−(zl)x)ξ
′+((zr)y−(zl)y) = [[zx]] ξ

′+[[zy]] = 0.

Consideremos

Lu = auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu = g , (5.2)

onde os coeficientes dependem apenas de (x, y) e são cont́ınuos.
Seja u ∈ C1(Ω), ul, ur ∈ C2 soluções de (5.2) e suas derivadas até a ordem

dois possam ser prolongadas até γ.
— por ser C1(Ω) vale [[u]] = [[ux]] = [[uy]] = 0 sobre γ.
— Subtraindo a equação (5.2) calculada dos dois lados de γ obtemos (lem-

brando que os coeficientes são cont́ınuos) a [[uxx]] + 2b [[uxy]] + c [[uyy]] = 0.
Juntando esta equação às obtidas aplicando o lema 5.2 aplicado a ux e uy ob-
temos 

a [[uxx]] + 2b [[uxy]] + c [[uyy]] = 0

ξ′ [[uxx]] + [[uxy]] = 0

ξ′ [[uxy]] + [[uyy]] = 0

, (5.3)

cujo determinante é∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 2b c

ξ′ 1 0

0 ξ′ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a− 2bξ′ + c(ξ′)2 = χL(1,−ξ′);
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logo uxx, uxy, uyy também serão cont́ınuas (saltos nulos) a menos que este
determinante seja zero, isto é, que a curva (ξ(y), y) seja caracteŕıstica.

Os saltos nas derivadas segundas não serão independentes mas deverão sa-
tisfazer a condição

[[uyy]] = − [[uxy]] ξ
′ = [[uxx]] (ξ′)2. (5.4)

Esta relação simplesmente afirma o fato óbvio que só pode ter salto na derivada
segunda normal a γ, pois a continuidade de u, ux e uy implica que também serão
cont́ınuas suas derivadas tangenciais.

Repetindo as contas acima, podemos considerar o caso de uma solução
(clássica) em C2(Ω) de (5.2), que seja de classe C3 em Ωl e Ωr e tenha salto
nas derivadas terceiras ao longo de γ, supondo agora também que os coeficien-
tes da equação sejam de classe C1.

iterando demonstramos a proposição.

Os mesmos resultados valem para não lineares, mas as caracteŕısticas depen-
dem da solução

Num operador eĺıptico não pode ter descontinuidade em nenhuma ordem de
derivação!
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6 Para que serve pôr na forma canônica?

Consideremos ∂2xyu = F (x, y).

ux(x, y) = ux(x, y0) +

∫ y

y0

uxy(x, η)dη = ux(x, y0)(x) +

∫ y

y0

F (x, η)dη

u(x, y) = u(x0, y)+

∫ x

x0

ux(ξ, y)dξ = u(x0, y)+

∫ x

x0

ux(ξ, y0)(ξ)dξ+

∫ x

x0

∫ y

y0

F (ξ, η)dη dξ.

= u(x0, y) + u(x, y0)− u(x0, y0) +

∫ x

x0

∫ y

y0

F (ξ, η)dη dξ.

Se F = 0 solução geral é u(x, y) = f(x) + g(y)

Obs: esta fórmula não resolve explicitamente o PdC: ela nos fornece a sol se
conhecemos = u(x, y0) e u(x0, y).
Uma fórmula parecida pode ser obtida para o PdC.

Consideremos ∂2xyu = F (x, y, u, ux, uy).
(note que qualquer EDP semilinear em 2 var. de 2a ord. pode ser posta

nesta forma!)
Vale então

u(x, y) = u(x0, y)+u(x, y0)−u(x0, y0)+

∫ x

x0

∫ y

y0

F (ξ, η, u(ξ, η), ux(ξ, η), uy(ξ, η))dη dξ.

Esta equação integro-diferencial fornece implicitamente a solução: pode ser
usada para resolver, aproximar, ou obter propriedades via métodos iterativos,
de ponto fixo, ecc..

(A prova do teorema de existência e unicidade para EDOs é feita escre-
vendo uma eq. parecida e provando que define uma contração em um oportuno
espaço).
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