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1. Calcule a solução do problema de Dirichlet no circulo de raio 1 em R2, com as condições u(1, θ) = sin2(θ)

e em seguida com u(1, θ) = sin(θ). Use coordenadas polares mas depois ponha a solução nas variáveis x, y

e verifique a equação.

Repita considerando o problema de Neumann com condições ur(1, θ) = cos2(θ) − 1/2 e com condições

ur(1, θ) = sin(θ).

Repita considerando o problema de Robin com condições (ur + u)(1, θ) = 1 + sin(θ) e com condições

(ur − u)(1, θ) = 1 + sin(θ). São ambos resolúveis?

2. Use a identidade de Lagrange-Green para mostrar unicidade de eventuais soluções do problema de Robin−∆u = f(x) em Ω

un + αu = g em ∂Ω

quando α > 0.

3. Calcule a solução do problema de Dirichlet no domı́nio exterior dado por R2 menos o circulo de raio 1

com as condições u(1, θ) = 1 + sin(3θ) mais a condição u limitada (sugestão: lembre o que foi feito no

ćırculo... agora a origem não está no dimı́nio!)

4. Se u è uma função harmônica num conjunto simplesmente conexo de R2, mostre que existe uma (única

a menos de uma constante) função harmônica v satisfazendo vx = −uy e vy = ux. Mostre que u + iv è

anaĺıtica complexa vista como função de x+ iy.

5. Seja u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) soluçao de −∆u + b(x) · ∇u = c(x)u no domı́nio limitado e regular Ω. Mostre

(adaptando um prinćıpio de máximo) que se c < 0 e u|∂Ω = 0, então u ≡ 0. Mostre com um exemplo

simples que isso poderia ser falso com c > 0.

(Sugestão: mostre que um máximo não pode ser positivo e um mı́nimo não pode ser negativo).

6. Use o resultado anterior para mostrar unicidade de solução u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) para o problema de Dirichlet−∆u = λu+ f(x) em Ω

u = g em ∂Ω

quando λ < 0.

7. Mostre o prinćıpio de máximo fraco para o operador eĺıptico Lu = −
∑n

i=1 aiuxixi + b · ∇u com a1 > 0.

Mostre que o mesmo vale se os coeficientes são funções cont́ınuas em Ω.

(Sugestão: mostre o caso Lu > 0 e em seguida considere u+εv com v = exp(M |x−x0|2)) sendo M grande

e x0 ̸∈ Ω)
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