102 Lista de Exercicios de SMA5745 Equagoes diferenciais parciais

Fugenio Massa

Eq. da onda em dimensao 1

1. Considere a equacao uy — gy + Au = 0.
a) Mostre que a funcéo sin(kx — wt) € solugdo com k = tw se e s6 se A = 0.
b) Mostre que se A # 0, a funcio sin(kx — wt) é solucio s6 se w = +vk2 + \.
Este fenomeno se chama dispersdo: o sinal sin(kx) viaja com velocidade 1 se A = 0 mas com velocidade

que depende de k se A # 0 (uma sobreposigdo de senos viaja inalterada se A = 0 mas muda de forma se

A 0)

2. Considere a equagao Uy — Ugy + auy + Au = 0.
a) Mostre que se a solugdo regular u(-,¢) tem suporte compacto para todo t, entdo a energia E(t) =
i S uf +ud + Mu? satisfaz E'(t) = —o [ uf (sugestao, vai precisar fazer uma integragao por partes).
b) Encontre a solucdo explicita quando A = a?/4 (sugestdo: mude incégnita para eliminar o termo uy).

Este fendmeno se chama dissipacao: o termo u; dissipa energia e a solugao decai.

3. a) Construa a solucdo do problema

Ut — Ugy = 0 em [O, 2] X [O, OO)
u(z,0) =0, u(z,0) =1
u(0,t) = u(2,¢) =0
usando a relagdo u(A4) + u(C) = u(B) + u(D) onde ABC'D é um quadrilétero de lados caracteristicos.

b) Desenhe a solugdo para diferentes valores de t.

c) Calcule a energia E(t) = 02 u? + u2 e explique por que é constante.

4. a) Calcule, para todo ponto do dominio com ¢ < 1 + z, a solugdo do problema

Ut — Uy = 0 em [—1,1] x [0, 00)
u(z,0) =1 — 22, u(z,0) =0
u(—1,¢t) =u(l,t) =0

usando a relacao u(A) + u(C) = w(B) + u(D) onde ABCD é um quadrildtero de lados caracteristicos
(corda de violdo com posicdo inicial 1 — 2% e velocidade inicial nula)

b) Verifique que ao longo da reta 2 + ¢t = 1 a solugdo calculada é continua e derivével, mas a derivada
segunda salta.

¢) Por que isso acontece?



