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Alguns operadores uteis

e Operador defasagens (backshift),

BX: = X1,
B%X; Xe_2,

9

Bth = Xt-fm
e Operador translagdo para o futuro (forward),

FX: = Xt+17
F?X:

Xt+27

Fth = Xt+m



e Operador diferenca,
VXt = Xt - Xt_]_ = (1 - B)Xt

e Operador soma,

SXt - ZXt,j :Xt+Xt_1+"'
j=0

= (1+B+B*+-- )X



Modelos Lineares Estacionarios

Processo linear geral,
Xe = p+e+re_1+Yoer o+ ...
= p+ 1 +P1B+ 1B+ e
= p+P(B)er
sendo que
P(B) =1+ ¢1B + 9B +---
é denominada fungdo de transferéncia e |1 representa o nivel da
série.
Os erros €; sdo tais que,
E(ﬁt) = 0, Vt,
Var(e:) = o2, Vt,
E(eres) = 0, Vs #t,



e O processo X; serd estaciondrio e E(X;) =y se > 2, ¢
converge.

e Funcio de autocovaridncia,
o0
L2 ol
Vi = O¢ ¢/¢I+J-
i=0

com g = 1.

e Funcdo de variancia,

0

2 2

Yo = O¢ wa :
i=0

Portanto a condi¢3o de existencia é > o0, 1? < oo.



Escrevendo X; = X; — u como uma soma ponderada de seus
valores passados,

Xe = mXee1 + moXe—o + - + €1

Equivalentemente,

(1-mB—-mB?>—--)X;=¢ ou w(B)X;=e:.
Substituindo X; = 1(B)e; segue que,
m(B)i(B)er = et

e finalmente,

n(B) = ¢~ '(B).

Portanto, os coeficientes 71, 7, ... podem ser obtidos a partir de
1,12, .. (e vice-versa).



Exemplo. Considere o filtro linear geral com v; = & sendo
|¢| < 1. Temos que,

o0 © 1
2 =2 =1
j=0 j=0

Portanto, E(X;) = p e como Zﬁo ¢j2 —

o 2 ¥
7_] - 061_¢2
5 1

7 = 0-61_¢2



Exemplo. No exemplo anterior se ¢ =1 e u = 0 segue que o
processo
Xe=¢€tr+e1+ -

ndo é estaciondrio pois ) 2, 1); ndo converge.



Exemplo. Um caso particular do filtro linear geral ¢,

Xt = €t — 061-_1.

[e.e] - 7 . 7 =
Note que Zj:o 1j =1 — 0 e assim o processo é estaciondrio para
qualquer 6.

Podemos reescrever o processo como,

X: = (1 — 0B)e;
ou equivalentemente,

¢ = (1—-0B) X, =(1+0B+0*B>+--)X;

Finalmente, temos que

m(B)=(1+60B+6°B*>+...), mj = —¢.



e A sequéncia de pesos 7; converge se |f] < 1.

e Neste caso dizemos que o processo é inversivel.



Processos de Médias Moaveis

Definicao
Seja {€:} um processo discreto puramente aleatério com E(e;) =0
e Var(e;) = o2.

{X:} é chamado de processo de médias méveis de ordem g, ou
MA(q), se
Xe =€t + Bres—1+ -+ + Bg€t—q, (1)

sendo B; € R, i=1,...,q.
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Verifique como ficam a média e a varidncia deste processo,
q
E(X:) = E(e)+ > BiE(ee—j) =0
j=1

q
Var(X;) = Var(e:)+ Z 5]2 Var(e;—;)
j=1

= (1+Bi+-+82) 0.
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Verifique a estrutura de autocovarancia,

’)’(k) = C‘OV()(t7 Xt+k)
= Cov(er+ Brer—1+ -+ + Bq€r—q, €r4k + Preerh—1 + -+ + Bg€tik—q)

0 k>gq
q—k
= USZBJB_kH( k:077q
j=0
v(—k) k<0

com [y = 1.
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e Como a média e a varidncia sdo constantes e (k) ndo
depende de t o processo é (fracamente) estaciondrio para
todos os possiveis valores de 31, ..., 4.

e Se 0s ¢;'s forem normalmente distribuidos os X;'s também

serdao e portanto o processo serd estritamente estacionario.
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Funcao de Autocorrelacao

(1 k=0
q—k q
2
j=0 j=0
0 k>gq
[ p(—k) k <0.




Autocorrelagdes tedricas de processos MA(q).
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Para g =1,

2 —
= { U+ k=1

O processo é estacionario V 31 € R mas ndo é inversivel.

Xt = €t+0 €1

1
Xe = €+ 9 €r—1

levam a mesma estrutura de autocorrelacdo p(1) = 0/(1 + 6?).
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Reescrevendo as equagdes acima como,

€t = Xt —0 €t—1
1

€& = Xe— = €1

0

e fazendo substituicdes sucessivas obtemos,

e = Xe—0Xee14+60PXeo— 63X 3+ ...

1 1 1
€6 = Xe— X1+ 5Xe2— =3

0 02 g3 Xez+ ...
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e Se |f| < 1 a primeira série converge e o modelo é dito ser
inversivel mas a segunda n3o converge e o modelo é ndo
inversivel.

e A condicdo de inversibilidade garante que existe um tnico
processo MA(1) para uma dada fun¢do de autocorrelacdo.

e O processo MA(1) pode ser reescrito como uma regressio de
ordem infinita nos seus préprios valores defasados.

Xt = 9Xt—1 - 92X1_-_2 + 93Xt—3 + .-+ €t
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Processos MA(1) simulados com ¢ € {0.2,0.8,—0.8} e erros N(0,1).
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Processos MA(1) simulados com ¢ € {0.2,0.8,—0.8} e erros N(0,100).
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Caso geral, processo MA(q),

Xe = €+ Prer—1+ -+ Bgr—g
= (1+p1B+---+ BgB%er = 0(B)e;

é inversivel se as raizes 01,...,04 de §(B) = 0 sado tais que,

0i<—=1 ou 6;>1,i=1,...,q.

Dizemos que as raizes de §(B) = 0 estdo fora do circulo unitério.
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Teremos entao 29 modelos com a mesma fungdo de
autocorrelagdo mas somente um deles serd inversivel.

Uma constante i qualquer pode ser adicionada ao lado direito
dando origem a um processo com média i,

Xe=p+e+ Pree—1 + - + Byet—g-

O processo continuard sendo estacionario com E(X;) = p e a
funcdo de autocorrelacdo ndo serd afetada.

Como escolher o valor de g7
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Exemplo. Considere o modelo MA(2), X; = € — O1€1—1 — Oa€r_2.

e O processo é estaciondrio para valores quaisquer de 01 e 0>.

e O processo é inversivel se as raizes de
0(B) =1—-6:B—0,B>=0

estiverem fora do circulo unitario.

e Equivalentemente temos que,

0L +60, <1, Bh—-01<1, —-1<6b,<1.
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Processos MA(2) simulados com erros N(0,100).
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Processos Autoregressivos

Seja {e:} um processo puramente aleatério com E(e;) =0 e
Var(e;) = o2.

Entdo {X:;} é um processo autoregressivo de ordem p, ou AR(p), se

Xt = O[]_thl + -4+ Oépthp + €t
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Em termos de operador de retardo temos,

(I1-—a1B—--—apBP)X;y = &

p(B)Xe = e
Condigdo de estacionariedade do processo AR(p):

raizes de ¢(B) = 0 fora do circulo unitario.
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O Processo AR(1)

Para p =1,

Xe = aXi1+e
alaXi—o+€—1) + e = X2 + aer_1 + €
= 042(04Xt—3 + €t-2) + e + €

= X3+ e+ a1+ e

r
= Oér+1Xt_r_]_ + E O{jetfj
Jj=0
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B - Y et = X DER, )

Se |a| < 1 e r — oo, podemos escrever o processo X; como,

Xt = ZCVjEt,J'.
Jj=0
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Portanto,

ag
C1—a2

2
Var(X:) = o?(1+a?+a*+...) -

COV(Xt, Xt+k) =
Cov(er + aer—1 + Qe o+ ...,
€tk + -+ oek_let+1 + aket + ak+1et_1 + ak+2et_2 +.. )

= aVar(er) + " 2 Var(e; 1) + . ..
ok o2

11—«

= ofe?(1+a?+a*+...)= oL

29



A func3o de autocorrelacio é,
k
p(k) =«
e o processo pode ser escrito como um MA infinito em t + k,

k
Xitk = €t4k + Q€ppp—1+ -+ €+ ...

O efeito de €; sobre X;yx diminui a medida que k aumenta e por
isso é chamado efeito transitdrio.
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AutocorrelagBes teoricas de processos AR(1) com
a € {0.9,-0.75,0.25, —0.25}.
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Processos AR(1) simulados com « € {0.2,0.8, —0.8} e erros N(0,1).
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Processos AR(1) simulados com « € {0.2,0.8, —0.8} e erros N(0,100).
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Processos AR(1) simulados com « € {0.2,0.99, —0.99} e erros N(0,1).
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No processo AR(p) temos que,

gb(B)Xt — €¢.

Reescrevendo o processo como um MA(o0),

Xe = oer + 1€ 1+ o€ 2+ = P(B)ey.
que € estaciondrio se ;1) < o0.

Como obter os coeficientes g, 1, ... a partir dos coeficientes
ag,...,0p?
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¢(B)Xt = €¢
P(B)Y(B)er = e

(1—a1B—aaB%— - —apBP)(3o + 1B+ B>+ ...) =
1+04+0+...
Yo(l — 1B — apB® —--- —a,BP) +
P1(B —a1B? — B3 — - — a,BPTY) 4
Ya(B? — 1B — apB* — - — a,BPT?) +
=1+0+0+...

Yo+ (1 —voo1 ) BH(a—1pra1—bgan) B3+ - - = 1+0B+0B% 4. ..
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Yo
1
()
3

i

Xitk

1

oo

101 + oz

Yoo + Pran + Poas

i
> vi-jay.
=

€t+k + ¢16t+k71 GFooogE kat + ...

Um gréfico ¢, x k é chamado fungdo resposta a impulso.
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Exemplo. Funcg3o resposta a impulso, AR(1) com o = 0.9, AR(2)
com a = (0.2,0.1) e &« = (0.9,0.1), AR(3) com a = (0.5,0.2,0.1)
e a=(0.5,0.2,0.6).
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e Os 2 ultimos processos n3o sdo estacionarios.
e As raizes do processo AR(2) sdo 1 e 10

e As raizes do processo AR(3) sdo

0.8783, —0.6058 4 1.2371/, — 0.6058 — 1.2371,.
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Autocorrelacées tedricas de um processo AR(p)

Seja {X:} um processo AR(p) estaciondrio com,

E(X:) =0, Var(X;) = 0%, Cov(Xe, X¢—k)

e Multiplique o AR(p) por X;—k,

= (k).

XeXe—k = 0 Xe 1 Xe—p + -+ apXepXe—k + € X k.

e Tome o valor esperado,

E(XeXe—k) = (k) = a1E(Xe—1Xe— k)

+ apE(Xe_pXe i)

= ay(k=1)+---+ ap’y(k —-p), k>0

e Divida ambos os lados por a§<,

p(k) = azp(k — 1) + - + app(k — p),

k>0
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Equacdes de Yule-Walker,

p(1) = a1 p(0)+ a2 p(—=1)+---+ap p(1—p)
p(2) = a1 p(l)+ a2 p(0) + -+ ap p(2 - p)

p(p) = a1 p(p—1)+az p(p—2)+-+ap p(0)

42



e Processo AR(1),

p(l) = o
p(2) = aip(l) =ao?

e Processo AR(2),

p(1) = ar+az p(l)=p(1l) =1/(1 - a2)
p(k) = a1 plk—1)+a2 plk—2), k=2,3,....

e Conclusdo: O correlograma n3o informa sobre a ordem p do
modelo.
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Variancia de X; no processo AR(p)

e No processo AR(p) multiplique os dois lados por X,

Xt2 = Oé]_Xtth]_ —+ -4+ apXtthp + XtEt-

e Tome o valor esperado,

E(X?)

O[]_E(XtXt_]_) + -+ OépE(XtXt_p) + E(Xtﬁt)

a1y(1) +-- -+ apy(p) + E(Y(B)erer)
a1y(1) + - - + apy(p) + E(€7)
a1p(1) + - -+ app(p) + 0? /0%

o?
1—oanp(1) = = app(p)
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As p primeiras equag¢oes de Yule-Walker podem ser escritas na
forma matricial,

p(1) 1 p(1) p(p—1) a1
P _ | A 1 p(p—2) az
p(p) pp—1) p(p—2) 1 ap
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Autocorrelacoes amostrais

Dados os valores observado xi, xo, ..., x, de uma série temporal as
autocorrelagdes p(j) sdo estimadas como,

Ck
re = —,
(&)

sendo ¢ estimativas das autocovariancias,

1n—k B B
oy = EZ(xt—x)(xH_k—x), k=0,1,....

t=1

com r—yg = rg.
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Passeio aleatorio com % = 1.
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Processo AR(1) com = 0.8 e 02 = 1.
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Processo AR(1) com a = 0.99 e 02 = 1.

KR o
o -
< _
o
© _
o S
> —
L
>< Q = |
<< o
O_
o o
P
o
& _ =)
1
T T T T T T T T T
(0] 50 100 200 5 10 15 20

Time Lag



Processos MA(1) simulados com 6 € {0.8, —0.8} e erros N(0,1).
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Autocorrelacoes Parciais

e Para um processo AR(p), o coeficiente o, mede o “excesso de
correlacdo” na defasagem p que n3o é levado em conta por
um modelo AR(p — 1).

e Este é chamado de p-ésimo coeficiente de autocorrelacdo
parcial.

e Variando k =1,2,... temos a chamada fungido de
autocorrelagdo parcial (FACP).
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Em um processo AR(p) ndo existe correlagdo direta entre X; e
Xt—p—17 Xt_p_g, 000

Substituindo k = p+1,p+ 2,... nas equacdes de
Yule-Walker obtem-se que todos os coeficientes de correlacao
parcial serdao nulos para k > p.

Por exemplo, substituindo-se k = p + 1 segue que

p(p+1) = a1p(p) + -+ + app(1) + api1.

Este fato é sugerido em como uma ferramenta para
determinar a ordem p do processo autoregressivo para séries
temporais observadas.
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Modelos Mistos ARMA

Combinando-se processos AR e MA pode-se obter uma
representacdo adequada com um niimero menor de pardmetros.

O modelo ARMA(p, q) é dado por

Xe =1 Xe—1+ - +opXe—p + e+ Preg—1 + - + Bget—qg

sendo {e;} é um processo puramente aleatério com média zero e
variancia o?2.
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e Note que, modelos AR ou MA podem ser obtidos como casos
especiais quando p =0 ou g = 0.

e Usando o operador de retardo o modelo pode ser reescrito
como

(1—a1B—oB?— - -—a,BP)X; = (1+ 1B+ BB+ - -+ 4B )e;

ou
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e Os valores de oy, ..., ap que tornam o processo estaciondrio
sdo tais que as raizes de ¢(B) = 0 estdo fora do circulo
unitdrio.

e Analogamente, os valores de 31, ..., 84 que tornam o

processo inversivel sdo tais que as raizes de 6(B) = 0 estdo
fora do circulo unitdrio.
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e As funcdes de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial ficam
consideravelmente mais complicadas em processos ARMA.

e De um modo geral, para um processo ARMA(p, q)
estaciondrio a funcdo de autocorrelacdo tem um decaimento
exponencial ou oscilatério apds a defasagem g enquanto que a
facp tem o mesmo comportamento apés a defasagem p.

e Na prética pode ser bastante dificil distinguir entre

decaimentos exponenciais e oscilatérios através das
estimativas destas funcgdes.

57



Propriedades tedricas da fac e facp.

Processo FAC FACP

série aleatéria 0 0

AR(1), @ >0 decaimento exponencial 0, k > 2

AR(1), @ <0 decaimento oscilatério idem

AR(p) decaimento para zero 0, k>p

MA(1) 0, k>1 decaimento oscilatério

ARMA(p, q) decaimento a partir de ¢ decaimento a partir de p
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Modelos ARMA Integrados

Um modelo ARMA no qual X; é substituido pela sua d-ésima
diferenca VX, é capaz de descrever alguns tipos de séries nio
estaciondrias.

Denotando a série diferenciada por
W; = v9X, = (1 - B)X;

0 processo autoregressivo integrado médias méveis é dado por,

Wi=oaWi1+ -+ apWep + €t + Brer—1 + - - + Bget—q-
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Denotamos ARIMA(p, d, q)

Equivalentemente,
6(B)(1 — B)?X; = 0(B)e. (2)

O modelo para X; é claramente n3o estaciondrio jd que o
polindmio autoregressivo ¢(B)(1 — B)9 tem exatamente d
raizes sobre o circulo unitario, ou d raizes unitarias.

Na pratica valores pequenos sdo em geral especificados para
d, sendo d = 1 o valor mais frequentemente utilizado e
excepcionalmente d = 2. Note também que o passeio
aleatério pode ser considerado um processo ARIMA(0,1,0).
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e Na prética pode ser bem dificil distinguir entre um processo
estaciondrio com memdria longa (e.g. AR(1) com a~1)e
um processo n3o estaciondrio homogéneo.

e Existe uma vasta literatura econométrica sobre testes de raiz
unitaria.
e Mais recentemente, modelos da classe ARFIMA (ou ARIMA

fraciondrios) tem sido utilizados para analisar séries com
meméoria longa.
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Correlogramas das primeiras diferencas: Totais mensais de passageiros
em linhas aéreas e mortes por acidente nos EUA,

» <]
g <]
s <
S I T .
g ] |||l|||| |H"|||l T 'l4|' III"JI T
R e e e
T T T T T
0 12 24 36 48
defasagem
3 _
3 <
8 o 7
) O N AR RN TP
’g ] N |I'I|I ||||ll.r.
O L O L AL L
E T

defasagem



Correlogramas das primeiras diferencas: consumo de gds no Reino Unido
e Producdo Industrial do Brasil.
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Correlogramas da série original de medi¢des do nivel do Lago Huron e

série contaminada com outlier.
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ARIMA(1,1,0), o« = 0.8.
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ARIMA(1,1,1), « = 0.8, 5 =0.3.
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Primeiras diferencas, FAC e FACP (ARIMA(1,1,0), o = 0.8).
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Primeiras diferencas,

—4-

0.50 -

0.00 “l

FAC e FACP (ARIMA(1,1,1), « = 0.8, 8 = 0.3).
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Forma de choques aleatorios

Queremos escrever o processo ARIMA(p, d, q),

Xe = @1 Xem1+ -+ @prdXe—p—d + €+ Brer—1+ -+ + Bger—qg

como um processo MA(o0),

Xt = €+ Yrer_1 +Yoero+ - =YP(B)er

que pode ser reescrito como,

©(B)X: = @(B)(B)e:
0(B)er
0(B) = ¢(B)y(B)

I
5
o
=
&
I
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Os pesos v); podem ser obtidos a partir das relagdes,

(1—@1B—- — 0praBPT (14 1B +402B% +--)
= (14+pB+---B4B9)
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Exemplo. Seja o processo ARIMA(0,1,1),

(1 - B)X; = (1 — 6B)e;.

Na representacdo MA(oo) temos que,

(1-B)1+¢1B+4B>+---) = 1-6B
(A+9p1B+1B2+-- )= (B+y1B>+¢nB3+...) = 1-6B
14+ (1 —1)B+ (o —91)B?>+--- = 1-6B

Obtemos entdo que,

bi=1-6, j=1,2,...

e o processo (ndo estaciondrio) é escrito como,

Xe=¢€+(1—0)er—1+(1—0)es—o+---
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Critérios de Informacao

Uma forma de “discriminar” entre estes modelos competidores
é utilizar os chamados critérios de informagdo que levam em
conta n3o apenas a qualidade do ajuste mas também
penalizam a inclusdo de pardmetros extras.

Em muitas aplicagdes varios modelos podem ser julgados
adequados.

Um modelo com mais parametros pode ter um ajuste melhor
mas nao necessariamente serd preferivel em termos de critério
de informac3ao.

A regra bdsica consiste em selecionar o modelo cujo critério
de informacao calculado seja minimo.
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Suponha que existem k diferentes modelos My, ..., M
candidatos.

Para cada modelo existe um vetor de parametros 6; € R",
i=1,... .k

Para cada modelo existe uma funcdo de verossimilhanca
p(X|0,'7 M,)

Como comparar estes modelos competidores?

Como fazer inferéncia média usando todos os modelos (ou um
subconjunto deles)?
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Critério de informacdo de Akaike (AIC)

AIC = —2logverossimilhanca maximizada + 2m
= —2logp(x|6;, M;) + 2m

Critério de informacao Bayesiano (BIC)

BIC = —2logverossimilhanca maximizada + mlogn
= —2log p(x|é;, M;) + mlogn

sendo m o nimero de parametros no modelo. E.g. num modelo
ARMA(p, g) com erros normais, m=p+ q + 1.
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Dado um conjunto de modelos, quanto menor o valor do
critério melhor.

Se a inclusdo de termos adicionais no modelo ndo melhorar
sensivelmente o ajuste, o critério terd valor maior.

BIC penaliza bem mais a inclusdo de parametros e tende a
selecionar modelos mais parcimoniosos.

Critérios de informacdo assumem valores na reta e ndo tém
nenhum significado individualmente.

Para comparar modelos a estimac3o deve ser feita no mesmo
periodo amostral.

Critérios de informagcao podem ser usados para comparar
modelos ndo encaixados.
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Identificacao Revisitada

Dado um conjunto de modelos competidores usar os critérios
como ferramentas de identificac3o.

E.g. estimar modelos ARMA(p, g) variando os valores de p e
q.

Apés selecionar um modelo fazer andlise de residuos (checar
as hipéteses do modelo).

Pode haver dois ou mais modelos com AIC e/ou BIC muito
similares ndo sendo trivial discriminar entre eles.
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Pesos AIC/BIC

A comparac3o fica mais facil usando os desvios em relacdo ao valor
minimo.

Pesos AIC

exp(—3AIC;)
exp(—%AlCmin)

X exp {—;(A/C; — AICmin)}

X exp (—;AAIC;)

a4



e Pesos normalizados,

PTM
Zj:le

i

e Agora temos que 0 < w; <1le ZM Z

=1 W

= I
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