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Definigdo (Categoria de Grafos)

Um grafo direcionado € uma tripla G = (E,V, i: E — V?) com
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Grafos

Definicdo (Categoria de Grafos)

Um grafo direcionado é uma tripla G = (E,V, i : E — V?) com
conjunto aresta E, conjunto vértices V' e fungdo de incidéncia i

e€ E(G)
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Grafos

Definicdo (Categoria de Grafos)

Um grafo direcionado € uma tripla G = (E,V, i: E — V?) com
conjunto aresta E, conjunto vértices V' e fungdo de incidéncia i

e € E(G)
x e V(G) Wy € V(G)
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Subgrafos

Definicdo (Subgrafos, caminhos, ciclos e raios)
Subgrafos G’ < G de G = (E, Vi) sdo G' = (E', V', i) com

E' C E e V' C V fechados com relacdo a i.
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Subgrafos

Definicdo (Subgrafos, caminhos, ciclos e raios)

Alternativamente, podemos tomar V' C V' e tomar E' C E arestas
incidentes em vértices de V', obtendo G[V']| = (V', E’, i) chamado

grafo induzido por V'
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Subgrafos

Defini¢do (Subgrafos, caminhos, ciclos e raios)

Estd clara a definicdo de reuniao e interseccao de subgrafos.
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Subgrafos

Defini¢do (Subgrafos, caminhos, ciclos e raios)

Caminhos s3o subgrafos r cujo conjunto de vértices € imagem de
sequéncia n— v, € V(r) C V(G) injetora.

Vi
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Subgrafos

Defini¢do (Subgrafos, caminhos, ciclos e raios)

Caminhos s3o subgrafos r cujo conjunto de vértices é imagem de
sequéncia n— v, € V(r) C V(G) injetora. Se [n| < me N
dizemos que este € um caminho finito,
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Subgrafos

Definicdo (Subgrafos, caminhos, ciclos e raios)

Caminhos s3o subgrafos r cujo conjunto de vértices € imagem de
sequéncia n— v, € V(r) C V(G) injetora. Se n € N que é um
raio
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Subgrafos

Defini¢do (Subgrafos, caminhos, ciclos e raios)

Caminhos s3o subgrafos r cujo conjunto de vértices é imagem de
sequéncia n— v, € V(r) C V(G) injetora. se n € Z que é um
raio duplo.
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Subgrafos

Definicdo (Subgrafos, caminhos, ciclos e raios)

Subgrafos de raios que sdo raios, ou seja, sub-raios, sdo ditos
caudas do raio original.
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Subgrafos

Defini¢do (Subgrafos, caminhos, ciclos e raios)

Um ciclo é um caminho finito ¢ fechado, ou seja, V(c) = {Vn}n<m
tal que vop = Vip_1.
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Conexidade

Defini¢do (Conexidade, separadores)

Um caminho entre A C V e B C V subconjuntos de vértices é um

caminho finito cujo primeiro vértice € de A e o ultimo € de B.
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Conexidade

Definicdo (Conexidade, separadores)

Um grafo € dito conexo se existe caminho finito entre quaisquer

vi, v2 € V(G).
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Conexidade

Definicdo (Conexidade, separadores)

Componente conexa de v € V/(G) é subgrafo induzido por

vértices que podem ser alcancados via caminho finito.
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Conexidade

Defini¢do (Conexidade, separadores)

Note que retirando arestas ou vértices de G o niimero de

componentes conexas tende a aumentar
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Conexidade

Definicdo (Conexidade, separadores)

Mo(G\V), Mo(G\E) > Mo G
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Conexidade

Definicdo (Conexidade, separadores)

Particionando os vértices em V(G) = Vi U Va, tome D arestas

ligando Vi a V, é chamado de corte dessa particao,
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Conexidade

Definicdo (Conexidade, separadores)

Particionando os vértices em V(G) = Vi U Va, tome D arestas

ligando V1 a V, é chamado de corte dessa particdo,note que se G
é conexo G\D terd duas componentes conexas G[ V4], G[Va].
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Arvores Geradoras

Definicdo (Arvore geradora)

Uma arvore geradora(spanning tree) de uma grafo G é um

subgrafo T < G que é uma arvore e é tal que V(T) = V(G).
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Arvores Geradoras

Definicdo (Arvore geradora)

Uma arvore geradora(spanning tree) de uma grafo G é um

subgrafo T < G que é uma drvore e é tal que V(T) = V(G).

Gustavo Henrique Boska Labegalini ESpaQO de EXtI’emidadeS



Defini¢cdes basicas e Geradores do Espago de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Arvores Geradoras

Definicdo (Arvore geradora)

Uma arvore geradora(spanning tree) de uma grafo G é um
subgrafo T < G que é uma drvore e é tal que V(T) = V(G).

Note que adicionando e ¢ E(T) temos exatamente um ciclo
CeC TU{e}
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Arvores Geradoras

Chamaremos de ciclo fundamental de e com relagao a T.
Todo grafo conexo tem um arvore geradora.
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Proposicdo (Propriedade de Arvore Geradora)

Tome e aresta de uma arvore geradora.
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Proposicdo (Propriedade de Arvore Geradora)

Retire e de T, formando duas compo-
nentes conexas C; e C; de T\{e}, cada

uma contendo uma extremidade de e.
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Proposicdo (Propriedade de Arvore Geradora)

Os elementos € tais que e € (g sdo
exatamente elementos do corte entre as

componentes, tirando o proprio e.
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Espaco de Ciclos de Grafos Finitos

Definicdo (Espago de Ciclos de Grafos finitos)

Subconjuntos de arestas S € P(E) ~ 2F podem ser associados

com suas caracteristicas xs : E — {0,1}.
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Espaco de Ciclos de Grafos Finitos

Definicdo (Espago de Ciclos de Grafos finitos)

Dando 3 {0,1} a estrutura de corpo F3, 2F se torna Fa-espaco
vetorial.
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Espaco de Ciclos de Grafos Finitos

Definicdo (Espago de Ciclos de Grafos finitos)

Note que xs, + Xs, = X5,A5,
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Espaco de Ciclos de Grafos Finitos

Definicdo (Espago de Ciclos de Grafos finitos)

O espaco de ciclos € o subespaco C(G) < 2F gerado pelas

funcbes caracteristicas de circuitos de G.
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Espaco de Ciclos de Grafos Finitos

Definicdo (Espago de Ciclos de Grafos finitos)

O espaco de ciclos € o subespaco C(G) < 2F gerado pelas

fungoes caracteristicas de circuitos de G.

A cara desse espaco € a reunido disjunta de circulos de G.

O

¢ O
O
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Espaco de Ciclos de Grafos Finitos

Definicdo (Espago de Ciclos de Grafos finitos)

O espaco de ciclos € o subespaco C(G) < 2F gerado pelas

fungoes caracteristicas de circuitos de G.

A cara desse espaco € a reunido disjunta de circulos de G.

Teorema (Uma diregdo

O n3o terd demonstrag3o)

Estes sdo exatamente os
G O conjuntos que intersectam
Q todo corte em um nimero

par de arestas.
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Conjuntos geradores
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Conjuntos geradores

Um circuito, uma
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Conjuntos geradores

e uma combinacdo linear de o's dando outro circuito.
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Conjuntos geradores

Problemas de equacionamento com leis de Kirchhof.
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Conjuntos geradores

Dado um elemento no espaco de ciclos, note que se ele tem uma
, podemos decompd-lo como soma de dois ciclos sem corda
alguma
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Conjuntos geradores

Se houver um com mais de uma corda, podemos decompd-lo como
a soma de um ciclos com menos cordas.
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Conjuntos geradores

Ciclos sem cordas geram todo o espaco de ciclos C(G).
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Geradores de C(G)

Considere  uma arvore geradora e C um ciclo sem corda
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Geradores de C(G)

Considere

\v
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Geradores de C(G)

Note que <  é conexo , ndo tem ciclos e tem todos os vértices
de C.

\v
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Geradores de C(G)

Note que <  é conexo , ndo tem ciclos e tem todos os vértices
de C.

e N3o fosse S < C
encontrariamos corda trivial
¢ (uma aresta).

\v
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Geradores de C(G)

Note que <  é conexo , ndo tem ciclos e tem todos os vértices
de C.

L]
e Nesse caso S < C:

\v
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Geradores de C(G)

Note que <  é conexo , ndo tem ciclos e tem todos os vértices
de C.

L]
e Nesse caso S < C:
o degs(x) < degq(x) =2.

\ .
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Geradores de C(G)

Note que <  é conexo , ndo tem ciclos e tem todos os vértices
de C.

¢ e Nesse caso S < C:
2 .
e Nesse caso S = ¢, é
tnico T-caminho entre
dois vértices x,y € V(C):

¢
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Geradores de C(G)

Note que <  é conexo , ndo tem ciclos e tem todos os vértices
de C.

.
e Nesse caso S < C:
.
¢ e Nesse caso S = ¢, é
2 unico T-caminho entre

dois vértices x,y € V(C):

o Deve haver caminho
¢’ disjunto conectando
xeyem E(C)\E(T)
caso contrdrio T teria
ciclo.

¢
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Geradores de C(G)

Note que <  é conexo , ndo tem ciclos e tem todos os vértices
de C.

¢ e Nesse caso S < C:
2 .
e Nesse caso S = ¢, é
tnico T-caminho entre
dois vértices x,y € V(C):

¢
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Geradores de C(G)

Note que <  é conexo , ndo tem ciclos e tem todos os vértices
de C.

e Nesse caso S < C:

.
2 e Nesse caso S = ¢, é
tnico T-caminho entre
dois vértices x,y € V(C):

.

e Mas S tem todos os
vértices de C, entdo
C =C..

(4
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Geradores de C(G)

]

Teorema (Base de Circuitos no caso Finito)

Seja T arvore geradora de G, o espaco de ciclos é gerado pelas

caracteristicas de ciclos fundamentais de T.
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Geradores de C(G)

e C(6) = ({xc. : e E(G)\E( )})

]

Teorema (Base de Circuitos no caso Finito)

Seja T arvore geradora de G, o espaco de ciclos é gerado pelas

caracteristicas de ciclos fundamentais de T.
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Geradores de C(G)

e C(6) = ({xc. : e E(G)\E( )})

9

Teorema (Base de Circuitos no caso Finito)
Seja T arvore geradora de G, o espaco de ciclos é gerado pelas
caracteristicas de ciclos fundamentais de T.

Vale pra grafos infinitos?
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Problemas

Arestas pertencendo a infinitos ciclos.
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Problemas
Arestas pertencendo a infinitos ciclos.

up u»

r

rn
Vi V2
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Problemas
Arestas pertencendo a infinitos ciclos.

up u»

r

rn
Vi V2

Dlien1="7.
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Problemas
Arestas pertencendo a infinitos ciclos.

up u»

r

rn
Vi V2

Definicdo (Familias Magras de Circuitos)

Seja {Ci}icy familia de circuitos, ela € dito magra se toda aresta

e € E(G) estd em finitos circuitos C;.
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Problemas
Arestas pertencendo a infinitos ciclos.

up u»

r

rn
Vi V2

Definicdo (Familias Magras de Circuitos)

Seja {Ci}icy familia de circuitos, ela € dito magra se toda aresta

e € E(G) estd em finitos circuitos C;.

Gustavo Henrique Boska Labegalini ESpaQO de EXtI’emidadeS



Defini¢cdes basicas e Geradores do Espago de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Problemas

Arestas pertencendo a infinitos ciclos.

Problemas com dualidade... )
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Extremidades

Considere r um raio e S conjunto finito de vértices, tome C(S,r)
uma componente conexa de G\S que contém uma cauda de r.
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Extremidades

Fossem C; e (5 duas componentes contendo 7 e 7 caudas de r
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Extremidades

Fossem C; e (5 duas componentes contendo 7 e F caudas de r
teriamos absurdo pois 7 < Fou F <F
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Extremidades

Logo todo raio tem uma fungdo S — C(S, r) bem definida.
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Extremidades

Definicdo (Equivaléncia entre raios)

Considere r, s raios, dizemos que r ~s <= C(-,r)
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Extremidades

Definicdo (Equivaléncia entre raios)

Considere r, s raios, dizemos que r ~s <= C(-,r)

E equivaléncia. Intuitivamente, raios sdo equivalentes se estdo
infinitamente / co-finalmente embaragados.
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Extremidades

Defini¢do (Equivaléncia entre raios)

Considere r, s raios, dizemos que r ~s <— C(-,

Definicdo (Conjunto de extremidades)

Seja R o conjunto de raios de G, vamos definir Q(G) =R/ ~

como sendo o conjunto de extremidades [r] de G.
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Espaco topoldgico |G|

Definicdo (Espago |G|)

Dado G um grafo, vamos construir um espaco topoldgico |G|.
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Defini¢cSes basicas e Geradores do Espaco de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Espaco topoldgico |G|

Definigdo (Espago |G])

(i) [Topologia de 1-complexo] Cada aresta é cdpia de [0, 1].
Identificamos um vértice incidente com 0 e o outro com 1, obtendo

o espaco M(G).
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Defini¢cSes basicas e Geradores do Espaco de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

€

Espaco topolégico

Defini¢do (Espago |G|)

(ii) Considere agora |G| = M(G) LU Q(G).
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Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

€

Espaco topolégico

Definigdo (Espago |G|)

(ii) Considere agora |G| = M(G) U Q(G). Note que M(G) ja tem
sistema de vizinhangas.
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Defini¢ces basicas e Geradores do Espaco de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Espaco topoldgico |G|

Definigcdo (Espago |GJ)

Definimos vizinhanca bdsica st(ee)eecs([r]) de [r].

Gustavo Henrique Boska Labegalini ESpaQO de EXtI’emidadeS



Defini¢ces basicas e Geradores do Espaco de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Espaco topoldgico |G|

Definicdo (Espago |GJ)
Definimos vizinhanca bdsica st(ee)eecs([r]) de [r].
Claro, [r] estd em sua vizinhanga basica
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Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Espaco topoldgico |G|

Definicdo (Espago |GJ)
Definimos vizinhanca bdsica st(ee)eecs([r]) de [r].
Claro, [r] estd em sua vizinhanga basica
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Defini¢ces basicas e Geradores do Espaco de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Espaco topoldgico |G|

Definigdo (Espago |G|)
Definimos vizinhanga bdsica V57(ee)e€C5([r]) de [r].

Seja S conjunto finito de vértices, devemos ter C(S,[r])
componente conexa de G\S que contém cauda de r.

Gustavo Henrique Boska Labegalini ESpaQO de EXtI’emidadeS



Defini¢ces basicas e Geradores do Espaco de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Espaco topoldgico |G

Definicdo (Espa¢o |G|)
Definimos vizinhanca bdsica st(‘«e)eeCs([r]) de [r].

Seja S conjunto finito de vértices, devemos ter C(S,[r])
componente conexa de G\S que contém cauda de r.

N

T
!
|
|
|
+
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
|
|
|
|
|

c(S,r)
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Defini¢ces basicas e Geradores do Espaco de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Espaco topoldgico |G

Definigdo (Espago |G|)

Definimos vizinhanca bdsica VS’(ee)eecs([r]) de [r].

Acrescente extremidades [s| com cauda na mesma componente.
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Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Espaco topoldgico |G

Definigdo (Espago |G|)

Definimos vizinhanca bdsica VS’(ee)eecs([r]) de [r].

Acrescente extremidades [s| com cauda na mesma componente.
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Defini¢ces basicas e Geradores do Espaco de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Espaco topoldgico |G

Definigcdo (Espago |G|)
Definimos vizinhanca bdsica V57(6e)eecs([r]) de [r].

Considere o corte Cs o corte entre os vértices de C(S,[r]) e seu
complementar.
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Defini¢ces basicas e Geradores do Espaco de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Espaco topoldgico |G

Definigcdo (Espago |G|)
Definimos vizinhanca bdsica V57(6e)eecs([r]) de [r].

Considere o corte Cs o corte entre os vértices de C(S,[r]) e seu
complementar.
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Def sicas e Geradores do Espaco de
Espaco de extremidades e Extensdo da Teorla

Espaco topoldgico |G

Definigdo (Espago |G|)
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Defini¢cSes basicas e Geradores do Espaco de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Circulos e Circuitos

Defini¢do (Circulos e Circuitos)

Circulos s3o cdpias de St como

subespacos de |G|. Circuitos sio
conjuntos de arestas de circulos.

Espaco de Extremidades

Gustavo Henrique Boska Labegalini



Defini¢cSes basicas e Geradores do Espaco de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Circulos e Circuitos

Definicdo (Espaco de Circuitos
Definigcdo (Circulos e Circuitos) para Grafos Infinitos)
Circulos sdo cdpias de St como O espaco C(G) é o espago
subespagos de |G|. Circuitos sio Jll gerado por familias {xc,}ici de

conjuntos de arestas de circulos. caracteristicas de familias magras
de circuitos {C;}ic.
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Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Generalizacao do Teorema

Teorema
Seja G conexo localmente finito e T < G drvore geradora fiel de

G, entdo C(G) € gerado pelos circuitos fundamentais de T.
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Defini¢cSes basicas e Geradores do Espaco de Ciclos
Espaco de extremidades e Extensdo da Teoria

Generalizacao do Teorema

Teorema

Seja G conexo localmente finito e T < G drvore geradora fiel de

G, entdo C(G) € gerado pelos circuitos fundamentais de T.

Teorema

Seja G conexo localmente finito entdo G tem drvore geradora fiel.

(De fato, ele tem drvore normal, e drvores normais sdo fieis).

Gustavo Henrique Boska Labegalini ESpaQO de EXtI’emidadeS



	Definições básicas e Geradores do Espaço de Ciclos
	Espaço de extremidades e Extensão da Teoria

