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Cardinais limites

Definicao

Dizemos que um cardinal x é regular quando cf(k) = k.

Por exemplo, qualquer cardinal infinito sucessor é regular, como por
exemplo wy.
O cardinal X, no entanto, n3o é regular: N, = U&w N¢

Dizemos que um cardinal é limite quando n3o é sucessor nem zero,
como w. Um cardinal k sera limite forte quando, para todo a < k,
2% < k. Novamente, w é limite forte.

Definicao
Um cardinal regular serd chamado inacessivel se for nao enumeravel e
limite forte.

Existem cardinais inacessiveis?
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V. e H,

Em outras ocasides, jd usamos que H,, quando « é regular, é um
modelo para ZFC, menos o axioma das partes.

Se k for inacessivel, entdo, H, é um modelo para ZFC. Logo, a
existéncia de um cardinal inacessivel ndo pode ser provada em ZFC.

Proposicao

Quando k € incacessivel, V.. = H,..

Lembrando sobre V e H. ..
o Vo =0
o Viir = (Vo) o H,={x:|tr(x)| < k};

. tr(x) ={y€a:a=xVac
o Vs=J V, quando 3 é °
Pt tr(x)}.
limite.
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H.C V..
Dado x € H,, tr(x) < &, logo x € Vi) C V..

V. C H,.
Vamos mostrar que |V, | < &, para todo a < K.
Suponha que n3o. Seja 3 o menor cardinal tal que | V3| > k.

@ Se (3 é limite, entdo | V3| < > |Ve| < k;

£<p
@ Se [ é sucessor, entdo | V3| = 21Val para algum . Mas, pela
hipdtese de indugdo, |V, | < k e, como « é inacessivel, 2Vl < k.

Portanto, se x € V,, |x| < k. Além disso, como « é regular,
tr(x) < k. Isso pode ser visto da seguinte maneira:

tr(x)= U tr(x)N Ve
&<rank(x)
Como cada nivel tem menos que x elementos, o resultado segue.
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Parti¢oes e cardinais grandes

Dados o, 8, n € w e v, dizemos que o — () quando, para

qualquer fungdo P : [a]™ — =, existir um subconjunto homogéneo de
« isomorfo a 5 em termos de ordem.

Teorema

Ramsey
o Vnreww— (W)
o Vn,k,r€wIM e w M — (k).

A\

Estamos interessados em trabalhar com « e v maiores.

Teorema
Vn,r € ww — (w+1)7.
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Demonstracao.

Seja P : [w1]" — r. Defina uma drvore T = (w;, <) de modo que
a < [ quando:

Q a<fe

Q@ Vac[l:a]"! P(3,a) = P(33).
Veja que <C<. Logo, como w; é bem ordenado por <, < define
uma arvore.
Todos os niveis finitos da drvore tem finitos elementos (isto é, a
arvore bifurca finitamente nos niveis < w). Seja « € w; tal que
h(a) < w e Sy o conjunto dos sucessores de «.
Como | « é finito, defina [} o]" ' = {31, -+ , 3}
Defina P; : Sp — r tal que P;(x) = P(a;, x). Deve existir ¢; € r tal
que para infinitos elementos de Sy, Pi(x) = ¢;. Defina
51 = {X € 50 : Pl(X) = Cl}
Similarmente, dado m > k, deve existir ¢, tal que
Sm={x € Sn_1: Pn(x) = cn} € infinito. O
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Demonstracao.

Veja que Sk € o subconjunto de Sy tal que, para quaisquer n — 1
elementos aj, - - - ,a,_1 menores que « por <,

P(a1, - ,an_1,x) = P(a1, -+ ,an,_1,y), quaisquer que sejam
X,y € S.

Pelo que fizemos no slide anterior, S, deveria ser ndo vazio. Na
verdade, é infinito.

Mas se ha dois elementos distintos que concordam em todo
subconjunto abaixo deles, como um é menor que o outro por <,
também deve ser que um é menor que o outro por < (pela
definicdo). Portanto, eles ndo podem estar no mesmo nivel, isto €,
nao podem ser ambos sucessores de .

Como todos os niveis finitos bifurcam finitamente e a arvore tem
tamanho ws, deve haver um elemento x tal que h(x) = w. Isso
significa que | x U {x} tem ordem w + 1.

[
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Demonstracao.

Precisamos mostrar que esse conjunto é homogéneo.

Primeiro, vamos mostrar que | x é homogéneo. Podemos fazer por
indu¢do. Chame | x = (a;)j<,, com a; < a; < i < j. Se, dado m,

1 am é homogéneo, entdo P(a;, -+ ,a;_,,a;,) = P(ai, " ,ai_1,3m),
quaisquer que sejam os a;.. Portanto, | a, U {am} é homogéneo e,
assim, | x é homogéneo.

O mesmo raciocinio nos mostra que | x U {x} é homogeéneo. O

4
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Cardinais inacessiveis e particoes

Queremos estudar as relagdes entre propriedades de particoes e
inacessibilidade de cardinais. Mas especificamente, como se
relacionam e as possiveis implicagoes.

Proposicao

Se k € inacessivel, entdo xk — (a)?, para qualquer a < k.
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Construimos a drvore (k, <) da mesma maneira que no resultado
anterior. Vimos que os niveis finitos bifurcam finitamente. O que
dizer dos niveis infinitos?

Seja h(a) = . N3o podemos ter dois sucessores de o que
“concordem em cor” para todos os seus antecessores. Assim,
devemos “esgotar” todas as possibilidades de P(x,y), para x < a e
y sucessor de a.

Isto €, para cada y sucessor de o, devemos ter que y — P, € PACH
com P,(x) = P(x,y).

Se P,, = P,, e y1 < y», isso significa exatamente que y; < y». Logo,
o bifurca < 27.

Henrique Lecco (ICMC - USP) Cardinais Inacessiveis 16 de abril de 2020 10/25



Portanto, até o nivel v, temos no maximo 27 elementos. Podemos
verificar indutivamente:

Suponha que até o nivel a < v tenhamos no maximo 27 elementos.

Se o é sucessor, « = f+ 1, entdo {x : h(x) =a} = |J succ(x),
h(x)=p

em que succ(x) sdo os sucessores de x.

J4 mostramos que succ(x) tem cardinalidade < 27. Por hipétese, ha

< 27 elementos de nivel 5. Logo, trata-se de uma unido < 27 de

conjuntos com < 27 elementos. Assim, |{x : h(x) = a}| < 27.
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Suponha, agora, que « seja limite.
Entdo {x: h(x) <a} = U {x:h(x)<p} <> 27 =27

B<a
Logo, temos no maximo 27 elementos de nivel menor que . Entao,

o nivel o terd no maximo 27 x 27 “novos” elementos.
Desse modo, como ha no maximo 27 até o nivel v e 27 < Kk, pois k €

inacessivel, existe um ramo de tamanho > . Como vimos, os ramos
sao homogéneos e assim conclui-se o resultado.
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Um passo a mais

Além disso, podemos concluir mais uma propriedade caso x tenha a
propriedade de arvore, isto é:

Definicao

Dizemos que k tem propriedade de arvore se para toda arvore de
tamanho x que bifurca < x existir um ramo de altura x.

Assim,

Teorema

Se k € inacessivel e tem propriedade de drvore, entdo k — (k).

Provamos da mesma maneira que o resultado anterior, mas
precisamos dessa hipStese para conseguir um ramo de altura x (ndo é
necessariamente verdade que existe: ndo precisa existir um ramo da
altura da arvore!)
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Terminando a caracterizacao

Por fim, temos o teorema:

Teorema

Se k — (k)?, entdo r € inacessivel.

K é regular.

Seja k = |J X, e suponha sem perda de generalidade que os X,
a<cf(k)
sdo disjuntos. Defina a partigdo: P : [k]> — 2 de modo que

P(x.y) 0 seda{x,y}CX,
X? = .
y 1 caso contrario
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Seja M um subconjunto homogéneo de tamanho «.

Se M é homogéneo com o valor 0, entdo hd um conjunto com &
elementos que é uma unido de < cf(k) conjuntos < k, o0 que ndo é
possivel.

Entdo M é homogéneo com valor 1. Isso significa que para quaisquer
dois elementos de M, ndo hd um X, que contenha ambos.

Ou seja, IM N X,| = 1. Mas entdo M é uma unido de cf(k)
conjuntos com 1 elemento cada, portanto cf(k) = k.
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Kk é limite forte

Seja § < k e defina uma funcdo h: k — 2°.
Diremos que v = 7(x, y) é a primeira diferenca entre x e y € K se
h(x)(7) # h(y)(7) € h(x)|, = h(y)]..

Vamos escrever h, para h(x) (sdo fungdes € 2%).

1 seh(v(x,y)) =1

0 seh(v(x,y))=0
Isto é, f diz se h, estd a “direita” de h,. Ou seja, no nivel em que h,
e h, (ramos de 2°) diferem pela primeira vez, quem vai para a direita.
Defina entdo h, < h, se f(x,y) = 0. Esta é a ordem lexicogrifica.

Seja x < y € k e defina, agora, f(x,y) = {

Seja M homogéneo para f : [k]*> — 2.
Veja que M serd exatamente um subconjunto bem ordenado de 27,
pois é um pedaco da ordem < sobre k.

Queremos mostrar que esse subconjunto ndo pode ter tamanho &
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Vamos fortalecer um pouco a hipdtese e supor que d seja o primeiro
cardinal tal que 20 > &

Entdo, 2<% = |J 2¢ < k, pois j& temos que « é regular.
€0

Queremos mostrar que M — 2<°

Defina i : M — 2, h, > hy|_, com

v =max{0 : he(0) = he(6 + 1)}.

Isto é, i corta um ramo exatamente no ponto que testemunha que o
ramo esta antes do préximo na ordem lexicograica. Isso também diz
que i é injetor. Portanto M < [29] < k.
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Uma medida sobre um conjunto X é uma fungdo u : p(X) — [0, 1]
tal que:

o u(X)=1
o U (U A,,) = > u(An). quando os A, sdo disjuntos.
new ncw

Se a imagem de 1 é {0, 1}, dizemos que p é booleana.

Se Vx € X u({x}) = 0, entdo dizemos que p é ndo-trivial.
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Medida para ¢

—

Teorema
Néao existe uma medida booleana nao trivial para 2.

Veja que 2¢ = {f € 2¢: f(0) = 0} U {f € 2¥ : £(0) = 1}.
Algum desses dois conjuntos deve ter medida 1. Defina ag como:
@ 3p=0sepu({fe2v:f(0)=0}) =1,
@ ag=1sepu({fe2v:f(0)=1}) =1
Considere ag, ..., a, definidos. Defina, entao:
@ 3,1 =0se
p({f €2¥:f(0)=ap,...,f(n)=a, f(n+1)=0}) =1,
@ 3,1 =1se
p({f €2¥:f(0)=ap,...,f(n)=a, f(n+1)=1}) =1,
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Definag:w — 2
nw— ap

Ent3o, ¥n, o conjunto {f € 2% : f|n = g|n} tem medida 1.
Além disso, F, = {f : f| =g| Af(n)# g(n)} tem medida 0.

Veja entdo, que FpU FL U --- =2\ {g} e tem medida 0, por
o-aditividade. Portanto, p({g}) = 1 e assim p é trivial.
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Cardinais mensuraveis

Definicao
Um cardinal k é dito mensuravel se admite uma medida booleana nao
trivial e k-aditiva.

Teorema

Cardinais mensurdveis sdo inacessiveis.

Seja k mensurdvel. Vamos mostrar que é regular e limite forte.
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Suponha que n3o.

Entdo, x € uma unido de < k conjuntos menores que . Como cada
um dos conjuntos é < k, entao devem ter medida nula, pela
k-aditividade e n3o-trivialidade.

Assim, k também deveria ter medida nula.
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Kk é limite forte

Seja A < K.

Podemos seguir exatamente como na demonstracdo de que 2* nao
admite medida booleana nao-trivial para mostrar que nao ha uma
medida s-aditiva para 2*.

Agora, se 2* > k, poderiamos construir para 2* uma medida por
meio da medida de k.

Seja i : k — 2* uma injecdo. Defina para x C 2* a medida

1 ({x}) = u(i~({x})).

Veja que 4/ é uma medida booleana nio trivial e x-aditiva para 2*,
uma contradi¢ao.
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Cardinais mensuraveis: uma consequéncia

Teorema
Se existe um cardinal mensuravel, entdo V # L.

—

L é o menor universo que contém todos os ordinais. Devemos
mostrar que p & L.

Construimos o ultraproduto % com a relacao
fergen({xer: f(x)egx)}) =1

Agora, transformamos esse ultraproduto em um modelo “standard”
com T : % — M.

(] = {n(a)) : g € f}
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Seja k o primeiro cardinal mensurdvel e ;+ uma medida sobre k.

Suponha que . € M. Entdo, como M é isomorfo a %

K 7 7
VT E K é mensuravel.

Em % K é representado por uma fun¢do J,;, com J.(«) < av.
Logo, u({a < K : J(«v) é mensuravel}) =1

Mas « era o primeiro cardinal mensuravel, logo isso é uma
contradi¢do. Portanto, p &€ M e assim M [~ k é mensuravel.
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