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Teoremas de Ramsey

Teorema de Ramsey - v. infinita

Dada uma coloragio finita sobre (5), existe H C N infinito e homogéneo.
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Teoremas de Ramsey

Teorema de Ramsey - v. infinita

Dada uma coloragio finita sobre (5), existe H C N infinito e homogéneo.

v

Teorema de Ramsey - v. finita

Dados t, k € N, existe n € N tal que para toda k-coloracdo sobre
({1’2’5""}) existe H de tamanho t homogéneo.
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Teorema de Schur

Ultimo Teorema de Fermat
Dado k € N, k > 2, ndo existem a,b,c € Z, a, b, c # 0, tais que

ak + bk = ¢k
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Teorema de Schur

Ultimo Teorema de Fermat

Dado k € N, k > 2, ndo existem a,b,c € Z, a, b, c # 0, tais que

ak + bk = ¢k

v

Teorema de Schur
Dado k € N, para todo primo p suficientemente grande, existem
a,b,c €7, a,b,c # 0, tais que

ak + bk = ck

(mod p)
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Teorema de Schur

Lema (Schur) - v. infinita

Para cada coloragao finita de N, existem naturais x, y e z da mesma cor
tais que x + y = z. Em outras palavras, a equagao x + y = z possui uma
solucdo monocromatica.
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Teorema de Schur

Lema (Schur) - v. infinita

Para cada coloragao finita de N, existem naturais x, y e z da mesma cor
tais que x + y = z. Em outras palavras, a equacido x + y = z possui uma
solucdo monocromatica.

Demonstracdo: Seja ¢ uma k-coloracdo sobre N. Defina a k-coloragdo
sobre (I;I) dada por

Y({i.3) = el =)

paratodo /,j € N, i <.
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Teorema de Schur

Lema (Schur) - v. infinita

Para cada coloragao finita de N, existem naturais x, y e z da mesma cor
tais que x + y = z. Em outras palavras, a equacio x + y = z possui uma
solucdo monocromatica.

Demonstracdo: Seja ¢ uma k-coloracdo sobre N. Defina a k-coloragdo
sobre (I;I) dada por

Y({i,j}) =G =)
para todo /,j € N, i < j. Pelo Teorema de Ramsey existe um conjunto
infinito H C N homogeéneo, i.e., tal que (%) é monocromético por 7.
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Teorema de Schur

Lema (Schur) - v. infinita

Para cada coloragao finita de N, existem naturais x, y e z da mesma cor
tais que x + y = z. Em outras palavras, a equacio x + y = z possui uma
solucdo monocromatica.

Demonstracdo: Seja ¢ uma k-coloracdo sobre N. Defina a k-coloragdo
sobre (I;I) dada por

Y({i,j}) =G =)
para todo /,j € N, i < j. Pelo Teorema de Ramsey existe um conjunto
infinito H C N homogeéneo, i.e., tal que (%) é monocromético por 7.
Sejam u,v,w € H taisque u < v < w.
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Teorema de Schur

Lema (Schur) - v. infinita

Para cada coloragao finita de N, existem naturais x, y e z da mesma cor
tais que x + y = z. Em outras palavras, a equacio x + y = z possui uma
solucdo monocromatica.

Demonstracdo: Seja ¢ uma k-coloracdo sobre N. Defina a k-coloragdo
sobre (I;I) dada por

Y({i,j}) =G =)
para todo /,j € N, i < j. Pelo Teorema de Ramsey existe um conjunto
infinito H C N homogeéneo, i.e., tal que (%) é monocromético por 7.
Sejam u, v, w € H tais que u < v < w. Entdo

Y(w,v) =~(v,u) =v(w,u) .. c(w —v) =c(v—u) =c(w—u)
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Teorema de Schur

Lema (Schur) - v. infinita

Para cada coloragao finita de N, existem naturais x, y e z da mesma cor
tais que x + y = z. Em outras palavras, a equacio x + y = z possui uma
solucdo monocromatica.

Demonstracdo: Seja ¢ uma k-coloracdo sobre N. Defina a k-coloragdo
sobre (I;I) dada por

Y{ij}) =< —1i)
para todo /,j € N, i < j. Pelo Teorema de Ramsey existe um conjunto
infinito H C N homogeéneo, i.e., tal que (%) é monocromético por 7.
Sejam u, v, w € H tais que u < v < w. Entdo
Y(w,v) =(v,u) =y(w,u) . c(w —v) = c(v —u) = c(w — u)
Dessa forma, temos nossa solugdo monocromatica:
(w—v)+(v—u)=(w-—u)
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Lemas de Schur

Lema (Schur) - v. finita

Dado k € N, existe n € N tal que para toda k-coloracdo sobre
{1,2,--- ,n}, a equagdo x + y = z possui solugdo monocromatica.
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Lemas de Schur

Lema (Schur) - v. finita

Dado k € N, existe n € N tal que para toda k-coloracdo sobre
{1,2,--- ,n}, a equagdo x + y = z possui solugdo monocromatica.

Demonstracdo: Pelo Teorema de Ramsey existe n tal que, para toda
k-coloracao sobre ({1’2’5""}), existe um conjunto H C {1,2,--- ,n} de
tamanho 3 homogéneo.
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Lemas de Schur

Lema (Schur) - v. finita

Dado k € N, existe n € N tal que para toda k-coloracdo sobre
{1,2,--- ,n}, a equagdo x + y = z possui solugdo monocromatica.

Demonstracdo: Pelo Teorema de Ramsey existe n tal que, para toda
k-coloracao sobre ({1’2’5""}), existe um conjunto H C {1,2,--- ,n} de
tamanho 3 homogéneo. Seja ¢ uma k-coloragdo sobre {1,2,--- , n}.
Defina a k-coloracdo - sobre ({1’25""}) dada por

Y({i,j}) =G =)

paratodo /,j € N, i <.
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Lemas de Schur

Lema (Schur) - v. finita

Dado k € N, existe n € N tal que para toda k-coloracdo sobre
{1,2,--- ,n}, a equagdo x + y = z possui solugdo monocromatica.

Demonstracdo: Pelo Teorema de Ramsey existe n tal que, para toda
k-coloracao sobre ({1’2’5""}), existe um conjunto H C {1,2,--- ,n} de
tamanho 3 homogéneo. Seja ¢ uma k-coloragdo sobre {1,2,--- , n}.
Defina a k-coloracdo - sobre ({1’2’5""}) dada por

Y{ij}) =< —1i)
para todo i,j € N, i <j. Seja H C {1,2,---,n} de tamanho 3
homogéneo, e sejam u,v,w € H tais que u < v < w.
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Lemas de Schur

Lema (Schur) - v. finita

Dado k € N, existe n € N tal que para toda k-coloracdo sobre
{1,2,--- ,n}, a equagdo x + y = z possui solugdo monocromatica.

Demonstracdo: Pelo Teorema de Ramsey existe n tal que, para toda
k-coloracao sobre ({1’2’5""}), existe um conjunto H C {1,2,--- ,n} de
tamanho 3 homogéneo. Seja ¢ uma k-coloragdo sobre {1,2,--- , n}.
Defina a k-coloracdo - sobre ({1’2’5""}) dada por

Y({i,j}) =G =)
para todo i,j € N, i <j. Seja H C {1,2,---,n} de tamanho 3
homogéneo, e sejam u, v, w € H tais que u < v < w. Entdo

Y(w,v) =7(v,u) =v(w,u) .. c(w —v) =c(v—u)=c(w—u)
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Lemas de Schur

Lema (Schur) - v. finita

Dado k € N, existe n € N tal que para toda k-coloracdo sobre
{1,2,--- ,n}, a equagdo x + y = z possui solugdo monocromatica.

Demonstracdo: Pelo Teorema de Ramsey existe n tal que, para toda
k-coloracao sobre ({1’25""}), existe um conjunto H C {1,2,--- ,n} de
tamanho 3 homogéneo. Seja ¢ uma k-coloragdo sobre {1,2,--- , n}.
Defina a k-coloracdo - sobre ({1’2’5""}) dada por

Y{ij}) =< —1i)
para todo i,j € N, i <j. Seja H C {1,2,---,n} de tamanho 3
homogéneo, e sejam u, v, w € H tais que u < v < w. Entdo

Y(w,v) =(v,u) =y(w,u) - c(w —v) = c(v—u) = c(w — u)
Dessa forma, temos nossa solucdo monocromatica:
(w—=v)+(v—u)=(w—u)
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Miscelania sobre Z,

Seja n um ndmero natural. Considere a relacdo de equivaléncia =, sobre
7 dada por

a=pb < nla—b>b

para a,b€ Z, esejaa:={ze€Z:z=,a}.
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Miscelania sobre Z,

Seja n um ndmero natural. Considere a relacdo de equivaléncia =, sobre
7 dada por

a=pb < nla—b>b
para a,b €7, eseja a:={z € Z:z =, a}. Chamamos de Z, o conjunto
{0,1,--- ,n— 1} munido das operacdes
@ soma + : Zp X Zp — Z, dada por

at+b:=a+b
e produto - : Z, X Z, — 7Z, dada por
a-b:=a-b
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Miscelania sobre Z,

Podemos reescrever o teorema de Schur da forma

Teorema de Schur

Dado k € N, para todo primo p suficientemente grande, existem
a,b,c € Zp, a,b,c #0, tais que

Bl =
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O que sabemos sobre Z,?

Teorema

Dado p primo, Z, é um corpo, i.e., Vx,y,z € Zp

o x+(y+2z)=(x+y)+z °ox-(y-z)=(xy)z

e xty=y+x @ X y=y-Xx

e x+0=x e x-1=x

e d—x€Zy: x+(—x)=0 o IxleZ,: xx1=1,x#0

ox-(y+z)=x-y+x-z
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O que sabemos sobre Z,?

Teorema

Dado p primo, Z, é um corpo, i.e., Vx,y,z € Zp

o x+(y+2z)=(x+y)+z °ox-(y-z)=(xy)z

e xty=y+x @ X y=y-Xx

e x+0=x e x-1=x

e d—x€Zy: x+(—x)=0 o IxleZ,: xx1=1,x#0

ox-(y+z)=x-y+x-z

Teorema
Um polinbmio P de grau n sobre um corpo K possui no maximo n raizes.
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O que sabemos sobre

Teorema

Um polinémio P de grau n sobre um corpo K possui no maximo n raizes.

Demonstracdo: Prova por indugdo.

Combinando Teorema de Schur Abril 2020 9/19



O que sabemos sobre Z,7?

p

Teorema

—

Um polinémio P de grau n sobre um corpo K possui no maximo n raizes.

Demonstracdo: Prova por indugdo.

@ Caso n=0: Se P tem grau 0, entdo P é constante n3o nulo, logo,
possui 0 raizes.
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O que sabemos sobre

Teorema

Um polinémio P de grau n sobre um corpo K possui no maximo n raizes.

Demonstracdo: Prova por indugdo.

@ Caso n=0: Se P tem grau 0, entdo P é constante n3o nulo, logo,
possui 0 raizes.

o Caso n= n+1: Seja

n+1
P(x) = Z axk, ap e K
k=0

um polinémio de grau n+ 1.
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O que sabemos sobre

Teorema

Um polinémio P de grau n sobre um corpo K possui no maximo n raizes.

Demonstracdo: Prova por indugdo.

@ Caso n=0: Se P tem grau 0, entdo P é constante n3o nulo, logo,
possui 0 raizes.

o Caso n= n+1: Seja
n+1
P(x) =Y awx*, ac €K
k=0

um polinémio de grau n+ 1. Se P n3o possui raizes, acabou.
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O que sabemos sobre

Teorema

Um polinémio P de grau n sobre um corpo K possui no maximo n raizes.

Demonstracdo: Prova por indugdo.

@ Caso n=0: Se P tem grau 0, entdo P é constante n3o nulo, logo,
possui 0 raizes.

o Caso n= n+1: Seja

n+1
P(x) = Z axk, ap e K
k=0

um polinémio de grau n+ 1. Se P n3o possui raizes, acabou. Caso
contrdrio, seja « raiz de P. Entdo P(a) =0
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O que sabemos sobre Z,?

Teorema

Um polinémio P de grau n sobre um corpo K possui no maximo n raizes.

Demonstracdo: Prova por indugdo.
@ Caso n=0: Se P tem grau 0, entdo P é constante n3o nulo, logo,
possui 0 raizes.
o Caso n= n+1: Seja

n+1
P(x) = Z axk, ap e K
k=0

um polinémio de grau n+ 1. Se P n3o possui raizes, acabou. Caso
contrdrio, seja « raiz de P. Entdo P(a) =0 ..

P(x) = P(x) — P(«)
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O que sabemos sobre

Teorema

Um polinémio P de grau n sobre um corpo K possui no maximo n raizes

Demonstracdo: Prova por indugdo.

o Caso n=0: Se P tem grau 0, entdo P é constante n3o nulo, logo
possui 0 raizes.

o Caso n= n+1: Seja

n+1
P(x) = Z axk, ap e K

um polinémio de grau n+ 1. Se P n3o possui raizes, acabou. Caso
contrdrio, seja « raiz de P. Entdo P(a) =0 ..

n+1 n+1

P(x) = P(x) — P(a) = Zakx —) " a
k=0
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O que sabemos sobre

Teorema

Um polinémio P de grau n sobre um corpo K possui no maximo n raizes

Demonstracdo: Prova por indugdo.

o Caso n=0: Se P tem grau 0, entdo P é constante n3o nulo, logo
possui 0 raizes.

o Caso n= n+1: Seja

n+1
P(x) = Z axk, ap e K

um polinémio de grau n+ 1. Se P n3o possui raizes, acabou. Caso
contrdrio, seja « raiz de P. Entdo P(a) =0 ..

n+1 n+1 n+1

P(x) = P(x) — P(ax) = Z apxk — Z aak = Z ar(x* — k)
k=0 k=0
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O que sabemos sobre Z,?
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O que sabemos sobre Z,?

n+1 n+1
Zak(xk —ak) = Zak(x )X X a4 xak T2 ok Y
k=0 k=0
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O que sabemos sobre Z,?

n+1 n+1
Z a(xk —ak) = Z a(x — ) Xk 20 4 xak T2 4 0k Y
k=0 k=0
n+1
:(X—a)Zak(xk_l—l— R N )
k=0
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O que sabemos sobre Z,?

n+1 n+1
> ar(xk = ak) = a(x — a)(F T X Pt 4 xak T2 kT
k=0 k=0
n+1
:(X—a)Zak(kl—i— k2a_|_ + k2+ kl) (X—a)Q(X)
k=0
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O que sabemos sobre Z,?

n+1 n+1
Zak(xk —ak) = Zak(x )X X a4 xak T2 ok Y
k=0 k=0
n+1
=(x—a)Y alF T+ xat 4 xaF 240k = (x - 0)Q(x)
k=0

Q)

Note que @ é um polindmio de grau n, logo, pela hipétese de inducdo,
possui N0 Maximo n raizes.
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O que sabemos sobre Z,?

n+1 n+1
Zak(xk —ak) = Zak(x )X X a4 xak T2 ok Y
k=0 k=0
n+1
=(x—a)Y alF T+ xat 4 xaF 240k = (x - 0)Q(x)
k=0

Q)

Note que @ é um polindmio de grau n, logo, pela hipétese de inducdo,
possui no maximo n raizes. Além disso, 8 # « é raiz de P se, e sé se,

P(B) =(8—a)Q(B) =0
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O que sabemos sobre Z,?

n+1 n+1
Z a(xk —ak) = Z a(x — ) Xk 20 4 xak T2 4 0k Y
k=0 k=0
n+1
=(x—a)Y alF T+ xat 4 xaF 240k = (x - 0)Q(x)
k=0

Q)

Note que @ é um polindmio de grau n, logo, pela hipétese de inducdo,
possui no maximo n raizes. Além disso, 8 # « é raiz de P se, e sé se,

P(B)=(B—a)Q(B)=0..Q(B)=0ie, B éraizde Q.
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O que sabemos sobre Z,?

n+1 n+1
Zak(xk —ak) = Zak(x )X X a4 xak T2 ok Y
k=0 k=0
n+1
=(x—a)Y alF T+ xat 4 xaF 240k = (x - 0)Q(x)
k=0

Q)

Note que @ é um polindmio de grau n, logo, pela hipétese de inducdo,
possui no maximo n raizes. Além disso, 8 # « é raiz de P se, e sé se,
P(B3)=(8—a)Q(B)=0..Q(8)=0ie., 3 éraizde Q. Logo, P possui

no maximo n -+ 1 raizes.
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Miscelania sobre Z,

Dado g € Zp, g # 0, definimos a ordem de g como sendo o menor inteiro
positivo 6 tal que g = 1, e denotamos por ord(g).
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Miscelania sobre Z,

Dado g € Zp, g # 0, definimos a ordem de g como sendo o menor inteiro
positivo 6 tal que g = 1, e denotamos por ord(g).

Pequeno Teorema de Fermat

Seja p um nidmero primo e a € Z tal que p [ a. Ent3o

Combinando Teorema de Schur Abril 2020 11/19



Miscelania sobre Z,

Dado g € Zp, g # 0, definimos a ordem de g como sendo o menor inteiro
positivo 6 tal que g = 1, e denotamos por ord(g).

Pequeno Teorema de Fermat

Seja p um nidmero primo e a € Z tal que p [ a. Ent3o

a”1=1 (mod p)

Dado g € Zp, g # 0, entdo gt =1 com t inteiro positivo se, e somente se,
ord(g)|t.
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Miscelania sobre Z,

Dado g € Zp, g # 0, definimos a ordem de g como sendo o menor inteiro
positivo 6 tal que g = 1, e denotamos por ord(g).

Pequeno Teorema de Fermat

Seja p um nidmero primo e a € Z tal que p [ a. Ent3o

Dado g € Zp, g # 0, entdo gt =1 com t inteiro positivo se, e somente se,
ord(g)|t.

Demonstracdo: Sejam q,r € Z, r < ord(g), tais que t = ord(g) - g+ r.
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Miscelania sobre Z,

Dado g € Zp, g # 0, definimos a ordem de g como sendo o menor inteiro
positivo 6 tal que g = 1, e denotamos por ord(g).

Pequeno Teorema de Fermat

Seja p um nidmero primo e a € Z tal que p [ a. Ent3o

Dado g € Zp, g # 0, entdo gt =1 com t inteiro positivo se, e somente se,
ord(g)|t.

Demonstrac;ao Sejam q,r € Zy, r < ord(g), tais que t = ord(g) - g + r.

Entiao g = gord(g) atr — ( ord(g))q =1.-g =g
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Miscelania sobre Z,

Dado g € Zp, g # 0, definimos a ordem de g como sendo o menor inteiro
positivo 6 tal que g = 1, e denotamos por ord(g).

Pequeno Teorema de Fermat

Seja p um nidmero primo e a € Z tal que p [ a. Ent3o

Dado g € Zp, g # 0, entdo gt =1 com t inteiro positivo se, e somente se,
ord(g)|t.

Demonstracdo: Sejam q,r € Z, r < ord(g), tais que t = ord(g) - g+ r.
Entiao gt = gord(g)~q+r = (gord(g))qgr =1. g =g", logo
gl =1 <= g" =10 que ocorre se, e somente se, r =0, i.e., ord(g)|t.
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Miscelania sobre Z,

Se ord(g) = p — 1, dizemos que g é raiz primitiva de Z,,.
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Miscelania sobre Z,

Se ord(g) = p — 1, dizemos que g é raiz primitiva de Z,,.

Se g é raiz primitiva de Z, entdo {g,g2,--- ,g”? 1} ={1,2,--- ,p— 1}.
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Miscelania sobre Z,

Teorema

Z, possui uma raiz primitiva.
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Miscelania sobre Z,

Teorema

Z, possui uma raiz primitiva.

Demonstracdo: Seja d € Z tal que d|p — 1. Defina

Ng := {g € Zp : ord(g) = d}|
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Miscelania sobre Z,

Teorema

Z, possui uma raiz primitiva.

Demonstracdo: Seja d € Z tal que d|p — 1. Defina
Ng = 1|{g € Zp : ord(g) = d}|

Se Ny # 0, entdo 3h € Z,, tal que ord(h) = d -. h,h?,---  h? sdo todos
distintos.
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Miscelania sobre Z,

Teorema

Z, possui uma raiz primitiva.

Demonstracdo: Seja d € Z tal que d|p — 1. Defina
Ng = 1|{g € Zp : ord(g) = d}|
Se Ny # 0, entdo 3h € Z,, tal que ord(h) = d -. h,h?,---  h? sdo todos

distintos. Além disso, h, h?,--- , h¥ sdo raizes do polindmio sobre Zp,
x? — 1, portanto, as dnicas raizes.
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Miscelania sobre Z,

Teorema
Z, possui uma raiz primitiva.

Demonstracdo: Seja d € Z tal que d|p — 1. Defina
Ng = 1|{g € Zp : ord(g) = d}|

Se Ny # 0, entdo 3h € Z,, tal que ord(h) = d -. h,h?,---  h? sdo todos
distintos. Além disso, h, h?,--- , h¥ sdo raizes do polindmio sobre Zp,
x9 —1, portanto, as dnicas raizes. Como hf =1 <= d|t, t inteiro

positivo, temos que ord(h’) deve ser o menor inteiro tal que d|i - ord(h'),
ie{1,2,..d}
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Miscelania sobre Z,

Teorema

Z, possui uma raiz primitiva.

Demonstracdo: Seja d € Z tal que d|p — 1. Defina
Ng = 1|{g € Zp : ord(g) = d}|

Se Ny # 0, entdo 3h € Z,, tal que ord(h) =d - h, h?,--- , h¥ s3o todos
distintos. Além disso, h, h?,--- , h¥ sdo raizes do polindmio sobre Zp,

x9 —1, portanto, as dnicas raizes. Como hf =1 <= d|t, t inteiro
positivo, temos que ord(h’) deve ser o menor inteiro tal que d|i - ord(h'),
i€{1,2,...,d}. Dessa forma, é facil ver que ord(h') = d se, e somente se,
mde(i, d) = 1.
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Miscelania sobre Z,

Teorema

Z, possui uma raiz primitiva.

Demonstracdo: Seja d € Z tal que d|p — 1. Defina
Ng = 1|{g € Zp : ord(g) = d}|

Se Ny # 0, entdo 3h € Z,, tal que ord(h) =d - h, h?,--- , h¥ s3o todos
distintos. Além disso, h, h?,--- , h¥ sdo raizes do polindmio sobre Zp,

x9 — 1, portanto, as tinicas raizes. Como ht =1 <= d|t, t inteiro
positivo, temos que ord(h’) deve ser o menor inteiro tal que d|i - ord(h'),
i€{1,2,...,d}. Dessa forma, é facil ver que ord(h') = d se, e somente se,
mdc(i,d) = 1. Entdo Ny = ¢(d), onde ©(d) denota o ndmero de
elementos em {1,2,---  d} primos com d.
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Miscelania sobre Z,

Provamos, entdo, que Ny = 0 ou Ny = p(d).
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Miscelania sobre Z,

Provamos, entdo, que Ny = 0 ou Ny = p(d).

d|n
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Miscelania sobre Z,

Provamos, entdo, que Ny = 0 ou Ny = p(d).

> p(d)=n
d|n

Demonstracido do lema: Considere os n niimeros
1 2 3

) ) s T

n
n n n n
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Miscelania sobre Z,

Provamos, entdo, que Ny = 0 ou Ny = p(d).

> p(d)=n
d|n

Demonstracido do lema: Considere os n niimeros
1 2 3 n

s s cee =

n"n n n
Realizadas as devidas simplificacGes, obtemos para cada d divisor de n
todas as ¢(d) fragdes da forma F, onde g € {1,2,--- ,d} e
mdc(d, q) = 1.
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Miscelania sobre Z,

Provamos, entdo, que Ny = 0 ou Ny = p(d).

> p(d)=n
d|n

Demonstracido do lema: Considere os n niimeros
1 2 3 n

s s cee =

n"n n n
Realizadas as devidas simplificacGes, obtemos para cada d divisor de n
todas as ¢(d) fragdes da forma F, onde g € {1,2,--- ,d} e
mdc(d, q) = 1. Como temos n fragdes, segue que

> e(d)=n
d|n
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Miscelania sobre Z,

Como Ny =0 ou Ny = ¢(d), temos

p—1= Y Ng< > p(d)=p-1

dlp—1 dlp—1
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Miscelania sobre Z,

Como Ny =0 ou Ny = ¢(d), temos

p—1= Y Ng< > p(d)=p-1

dlp—1 dlp—1

Disso, segue que Ny = ¢(d).
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Miscelania sobre Z,

Como Ny =0 ou Ny = ¢(d), temos

p—1= Y Ng< > p(d)=p-1

dlp—1 dlp—1

Disso, segue que Ny = ¢(d). Em particular, N,_1 = p(p—1) > 1, i.e,,
Zp possui uma raiz primitiva.
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Teorema de Schur

Teorema de Schur

Dado k € N, para todo primo p suficientemente grande, existem
a,b,c € Zp, a,b,c # 0, tais que

S =
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Teorema de Schur

Teorema de Schur

Dado k € N, para todo primo p suficientemente grande, existem
a,b,c € Zp, a,b,c # 0, tais que

S =

Demonstragio: Seja g raiz primitiva de Z,. Entdo {g, g%, -+ ,gP '} =
{1,2,---,p—1}.
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Teorema de Schur

Teorema de Schur

Dado k € N, para todo primo p suficientemente grande, existem
a,b,c € Zp, a,b,c # 0, tais que

S =
Demonstragio: Seja g raiz primitiva de Z,. Entdo {g, g%, -+ ,gP '} =
{1,2,---,p—1}. Note que, para cada a € Z, existe um dnico

te{1,2,---,p—1} talque a=g*
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Teorema de Schur

Teorema de Schur

Dado k € N, para todo primo p suficientemente grande, existem
a,b,c € Zp, a,b,c # 0, tais que

S =
Demonstragio: Seja g raiz primitiva de Z,. Entdo {g, g%, -+ ,gP '} =
{1,2,---,p—1}. Note que, para cada a € Z, existe um dnico

te{1,2,---,p—1} tal que a = g*, de modo que podemos definir a
k-coloragdo sobre Z, dada por c(a) =t (mod k).
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Teorema de Schur

Teorema de Schur

Dado k € N, para todo primo p suficientemente grande, existem
a,b,c € Zp, a,b,c # 0, tais que

S =

Demonstragio: Seja g raiz primitiva de Z,. Entdo {g, g%, -+ ,gP '} =
{1,2,---,p—1}. Note que, para cada a € Z, existe um dnico
te{1,2,---,p—1} tal que a = g*, de modo que podemos definir a
k-coloragdo sobre Z, dada por c(a) =t (mod k). Pelo lema de Schur,
existe n tal que para toda k-coloragdo sobre {1,2,---, n} existe uma
solugao monocromdtica para a equagdo x + y = z.
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Teorema de Schur

Teorema de Schur

Dado k € N, para todo primo p suficientemente grande, existem
a,b,c € Zp, a,b,c # 0, tais que

S =

Demonstragio: Seja g raiz primitiva de Z,. Entdo {g, g%, -+ ,gP '} =
{1,2,---,p—1}. Note que, para cada a € Z, existe um dnico
te{1,2,---,p—1} tal que a = g*, de modo que podemos definir a
k-coloragdo sobre Z, dada por c(a) =t (mod k). Pelo lema de Schur,
existe n tal que para toda k-coloragdo sobre {1,2,---, n} existe uma
solucdo monocromdtica para a equagao x + y = z. Em particular, se p é
um primo maior que n, havera uma solu¢do monocromatica para a
equacdo x + y = z com relagdo a colora¢do descrita
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Teorema de Schur

Teorema de Schur

Dado k € N, para todo primo p suficientemente grande, existem
a,b,c € Zp, a,b,c # 0, tais que

S =

Demonstragio: Seja g raiz primitiva de Z,. Entdo {g, g%, -+ ,gP '} =
{1,2,---,p—1}. Note que, para cada a € Z, existe um dnico
te{1,2,---,p—1} tal que a = g*, de modo que podemos definir a
k-coloragdo sobre Z, dada por c(a) =t (mod k). Pelo lema de Schur,
existe n tal que para toda k-coloragdo sobre {1,2,---, n} existe uma
solucdo monocromdtica para a equagao x + y = z. Em particular, se p é
um primo maior que n, havera uma solu¢do monocromatica para a
equacdo x + y = z com rela¢do a coloragdo descrita, i.e., existem

X,¥,z € Zp com c(x) = c(y) = c(z) = r tais que

X+y=z
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Teorema de Schur

Note que
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Teorema de Schur

Note que

k-q1+r k-qa+r k-q3+r
) )

cx)=cly)=c(z)=r=x=g y=g z=g
Dessa forma, temos

x+y=z= gk~q1+r + gk~qz+r — gk'q3+r
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Teorema de Schur

Note que

k-q1+r k-qa+r k-q3+r
) )

cx)=cly)=c(z)=r=x=g y=g z=g

Dessa forma, temos

x+y=z= gk~q1+r + gk~qz+r — gk'q3+r

r

Multiplicando a equagao por g~ ", obtém-se

(M) + (g7)k = (g”)*
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Teorema de Schur

Note que

k-q1+r k-qa+r k-q3+r
) )

cx)=cly)=c(z)=r=x=g y=g z=g

Dessa forma, temos

x+y=z= gk~q1+r + gk~qz+r — gk'q3+r

r

Multiplicando a equagao por g~ ", obtém-se

(M) + (g7)k = (g”)*

Como queriamos.
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Dividas?
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Referéncias
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