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Vocabulario Inicial:

Seja G = (V/, E) um grafo. Dado v € V um vértice, o conjunto dos
vértices a ele adjacentes, designado vizinhanca de v, sera denotado por
N(v). Por grau do vértice v, nos referimos a |N(v)|.
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Seja G = (V/, E) um grafo. Dado v € V um vértice, o conjunto dos
vértices a ele adjacentes, designado vizinhanca de v, sera denotado por
N(v). Por grau do vértice v, nos referimos a |N(v)|.

Figura: O vértice em amarelo possui o conjunto dos vértices verdes como
vizinhanca. Portanto, seu grau é 3.
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Vocabulario Inicial:

Seja G = (V, E) um grafo. Dado v € V um vértice, o conjunto dos
vértices a ele adjacentes, designado vizinhanca de v, serd denotado por
N(v). Por grau do vértice v, nos referimos a |[N(v)|. Se F C V é um

subconjunto, a vizinhanga de F é definida como N(F) = U N(v)
veF

Figura: O conjunto dos vértices amarelos possui o conjunto dos vértices verdes
como vizinhanca.
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Coloracoes de Vértices:

Dado n € N um natural, uma fungdo f : V — {0,1,2,3,...,n— 1} sera
dita uma n—coloragao do grafo.
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Coloracoes de Vértices:

Dado n € N um natural, uma fungdo f : V — {0,1,2,3,...,n— 1} sera
dita uma n—coloracao do grafo.Sobre o grafo anterior, temos a seguinte
3—coloragdo, por exemplo:

Figura: Observe que os conjuntos dos vértices amarelos, dos vértices verdes e dos
vértices vermelhos particionam V.
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Dados K C V um subconjunto de vérticese 7 : K — {0,1,2,...,n— 1}
uma n—colora¢do dos vértices de K, dizemos que ' : V — {0,1,2,...,n}
estende 7 se 7’|k = .
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Dados K C V um subconjunto de vérticese 7 : K — {0,1,2,...,n— 1}
uma n—colora¢do dos vértices de K, dizemos que ' : V — {0,1,2,...,n}
estende 7 se 7’|k = 7. Vejamos um exemplo:
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Dados K C V um subconjunto de vérticese 7 : K — {0,1,2,...,n— 1}
uma n—colora¢do dos vértices de K, dizemos que ' : V — {0,1,2,...,n}
estende 7 se 7’|k = 7. Vejamos um exemplo:
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Lembrete: grafos infinitos existem!

Destacamos que todas essas definicdes ndo se restringem a grafos com
uma quantidade finita de vértices. Por exemplo, podemos considerar a
seguinte 3—coloracdo sobre o grafo infinito abaixo:
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Lembrete: grafos infinitos existem!

Destacamos que todas essas definicdes ndo se restringem a grafos com
uma quantidade finita de vértices. Por exemplo, podemos considerar a
seguinte 3—coloracdo sobre o grafo infinito abaixo:
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Particdes n-Unfriendly

Seja G = (V, E) um grafo. Fixe uma n—coloracdo

m:V —4{0,1,2,...,n—1} de G. Dado x € V, defina os conjuntos
Ax(x) ={y € N(x) : 7(y) # m(x)} e Bx(x) = {y € N(x) : 7(y) = 7(x)}
com cardinalidades ar(x) e br(x), respectivamente. Dizemos que 7 é
unfriendly para o vértice x se ar(x) > br(x). Se 7 for unfriendly para
todos os vértices de seu dominio, dizemos que essa é uma unfriendly
n-partition.
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Particdes n-Unfriendly

Seja G = (V, E) um grafo. Fixe uma n—coloracdo

m:V —4{0,1,2,...,n—1} de G. Dado x € V, defina os conjuntos
Ax(x) ={y € N(x) : 7(y) # m(x)} e Bx(x) = {y € N(x) : 7(y) = 7(x)}
com cardinalidades ar(x) e br(x), respectivamente. Dizemos que 7 é
unfriendly para o vértice x se ar(x) > br(x). Se 7 for unfriendly para
todos os vértices de seu dominio, dizemos que essa é uma unfriendly
n-partition. O exemplo anterior consiste em uma unfriendly 3—partition:
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Com 2 cores é mais dificil

O caso de interesse no estudo de unfriendly n-partitions ocorre quando
buscamos colorir o grafo com a menor quantidade de cores possivel.
Assim, procuraremos descobrir quais grafos admitem unfriendly
2-partitions, ou, de modo enxuto, unfriendly partition.
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Conjectura: (Cowan e Emerson)

Todo grafo possui uma unfriendly partition.
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Com 2 cores é mais dificil

O caso de interesse no estudo de unfriendly n-partitions ocorre quando
buscamos colorir o grafo com a menor quantidade de cores possivel.
Assim, procuraremos descobrir quais grafos admitem unfriendly
2-partitions, ou, de modo enxuto, unfriendly partition.

Conjectura: (Cowan e Emerson)

Todo grafo possui uma unfriendly partition.

Milner e Shelah [2] refutaram essa conjectura ao exibirem um grafo com
uma quantidade n3o-enumeravel de vértices que n3o possui uma unfriendly
partition.
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O que sabemos?

Proposicao:

Todo grafo finito possui uma unfriendly partition.
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Demonstracao.
Considere G = (V, E) um grafo com uma quantidade finita de vértices.
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O que sabemos?

Proposicao:
Todo grafo finito possui uma unfriendly partition.

Demonstracao.

Considere G = (V, E) um grafo com uma quantidade finita de vértices.
Assim, podemos tomar 7 : V — {0,1} uma 2—coloragdo de V que
maximiza a cardinalidade de {xy € E : w(x) # 7(y)}.
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suponha que m n3o é uma unfriendly partition e considere v € V um
vértice para o qual ela ndo é unfriendly.
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O que sabemos?
Proposicao:
Todo grafo finito possui uma unfriendly partition.

Demonstracao

Considere G = (V, E) um grafo com uma quantidade finita de vértices.
Assim, podemos tomar 7 : V — {0,1} uma 2—coloragdo de V que
maximiza a cardinalidade de {xy € E : m(x) # m(y)}.Por um momento,
suponha que m n3o é uma unfriendly partition e considere v € V um
vértice para o qual ela n3o é unfriendly.Portanto, a(v) < b;(v).
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O que sabemos?
Proposicao:
Todo grafo finito possui uma unfriendly partition.

Demonstracao

Considere G = (V, E) um grafo com uma quantidade finita de vértices.
Assim, podemos tomar 7 : V — {0,1} uma 2—coloragdo de V que
maximiza a cardinalidade de {xy € E : m(x) # m(y)}.Por um momento,
suponha que m n3o é uma unfriendly partition e considere v € V um
vértice para o qual ela n3o é unfriendly.Portanto, a;(v) < b;(v).Assim, a
particdo 7 * {v} que troca a imagem de v é tal que

3} (V) > by (v), contradizendo a escolha de m como a particdo que
maximiza a cardinalidade de {xy € E : m(x) # 7(y)}. O

v
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Para estudarmos a existéncia de unfriendly partition em casos mais gerais,
utilizaremos também a técnica da troca de cores em certas particoes.

Assim, dados m uma 2—colorac3o definida em um subconjunto de vértices
de um grafo G = (V,E) e A C dom(w), definimos uma 2—coloragdo 7 * A

como
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Para estudarmos a existéncia de unfriendly partition em casos mais gerais,
utilizaremos também a técnica da troca de cores em certas particoes.

Assim, dados m uma 2—colorac3o definida em um subconjunto de vértices
de um grafo G = (V,E) e A C dom(w), definimos uma 2—coloragdo 7 * A

como
m(v), sevdgA

(o A)(v) = 1-m(v), seveA

)¢

Figura: Dada a 2—coloragdo 7 (que é unfriendly, alids), vamos definir 7 % A.
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Para estudarmos a existéncia de unfriendly partition em casos mais gerais,
utilizaremos também a técnica da troca de cores em certas particoes.

Assim, dados m uma 2—colorac3o definida em um subconjunto de vértices
de um grafo G = (V,E) e A C dom(w), definimos uma 2—coloragdo 7 * A

como
wa={ ", S

Figura: Dada a 2—coloragdo 7 (que é unfriendly, alids), vamos definir 7 % A.
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Para estudarmos a existéncia de unfriendly partition em casos mais gerais,
utilizaremos também a técnica da troca de cores em certas parti¢oes.

Assim, dados m uma 2—colora¢3o definida em um subconjunto de vértices
de um grafo G = (V,E) e A C dom(r), definimos uma 2—coloragdo 7 * A

como
_ m(v), sevéeg A
(W*A)(V)_{ 1-7(v), seveA

Figura: Dada a 2—colorag¢do 7 (que é unfriendly, alids), vamos definir 7 x A (que
ja ndo é mais unfriendly).
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Estendendo a defini¢do dos conjuntos A (v) e B(v) para uma
2—coloragdo 7, dados X, Y C dom(r), escrevemos

Ar(X,Y)={xy e E:xeX,yeY,n(x)#n(y)} e

B:(X,Y)={xy € E:xe X,y € Y,n(x) =mn(y)}. A cardinalidade
desses conjuntos serd designada por a;(X,Y) e by (X, Y)
respectivamente. Se X = {x} é um conjunto unitario, escreveremos
Ar(X,Y)=Ax(x,Y) e Bx(X,Y) = Bz(x,Y). Caso Y = V(G), também
convencionamos A (X, Y) = Az(X) e Bx(X, Y) = Bz(X). Sobre essa
notacao, temos os seguintes calculos:

Lema: (Lema da Comparag3o)

Seja G = (V, E) um grafo com m uma 2—coloragdo sobre seus vértices.
Entdo, dados X,F C V comx € X e XN F # (0, valem que:

o aﬂ‘*{X}(X) + aTI'(X) = aTI'(X) + bﬂ(X)'
Q a..r(X)+ ax(F, X) = ax(X) + b (F, X).
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Justificativa de 1) ar.;3(X) + ar(x) = axz(X) + br(x).

S8

'T>l< {x}

Figura: As arestas rosas possuem pontas de cores distintas, enquanto as arestas
verdes possuem pontas de cores iguais.

Formalmente, A, (X) U Az(x) = Az(X) U Br(x) e
Aw*{x}(X) N Az(x) = Az(X) N Br(x) = 0.
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Justificativa de 2) ar.r(X) + ar(F, X) = ar(X) + bz (F, X).
N ’Tale F

7;/77% C )

Figura: As arestas rosas possuem pontas de cores distintas, enquanto as arestas
verdes possuem pontas de cores iguais.

Formalmente, A .r(X)UAL(F, X) = A (X)U B:(F,X) e
Aror(X) N A (F, X) = Ac(X) 0 BR(F, X) = 0.
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Dado G um grafo e F um conjunto finito de vértices de G, dizemos que
uma 2—colorag¢do 7 sobre os vértices de G é F—boa se a;(F) > a,/(F)
para qualquer outra 2—coloracdo de G que coincida com 7 quando ambas
sdo restritas a V' \ F.
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Dado G um grafo e F um conjunto finito de vértices de G, dizemos que
uma 2—colorag¢do 7 sobre os vértices de G é F—boa se a;(F) > a,/(F)
para qualquer outra 2—coloracdo de G que coincida com 7 quando ambas
sdo restritas a V' \ F. De modo mais intuitivo, m é F-boa se a
cardinalidade de A, (F) n3o aumenta se trocarmos as cores de quantos

vértices quisermos de F.
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Dado G um grafo e F um conjunto finito de vértices de G, dizemos que
uma 2—colorag¢do 7 sobre os vértices de G é F—boa se a;(F) > a,/(F)
para qualquer outra 2—coloracdo de G que coincida com 7 quando ambas
sdo restritas a V' \ F. De modo mais intuitivo, m é F-boa se a
cardinalidade de A;(F) n3o aumenta se trocarmos as cores de quantos
vértices quisermos de F. Com o mesmo argumento da prova de que todo
grafo finito possui uma unfriendly partition, concluimos que se uma
2—coloragdo é F—boa em um subconjunto finito de vértices de grau finito
em um grafo G, ent3o essa colorac3o é unfriendly para todo vértice de F.
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E para conjuntos infinitos?

Figura: Nesse grafo, conhecido como estrela infinita, considere F o conjunto de
vértices de grau 1. A 2—colorag3o representada é F—boa, mas n3o é unfriendly
para todos os vértices de F.
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Seja p uma 2—coloracdo sobre um conjunto de vértices D C V de um
grafo G = (V,E). Se cada vértice x € V '\ D possui grau finito, ent3o
existe T uma 2—coloragdo de V que estende p e é F—boa para todo
conjunto finito F C V' \ D.

Demonstracdo: Para cada conjunto finito K C V, tome m uma 2—
coloragdo de K que coincida com p em KN D e tal que a,,(K) seja
maximizado nessas condicdes.
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Seja p uma 2—coloracdo sobre um conjunto de vértices D C V de um
grafo G = (V,E). Se cada vértice x € V '\ D possui grau finito, ent3o
existe T uma 2—coloragdo de V que estende p e é F—boa para todo
conjunto finito F C V' \ D.

Demonstracdo: Para cada conjunto finito K C V, tome m uma 2—
coloragdo de K que coincida com p em KN D e tal que a,,(K) seja
maximizado nessas condicdes. Considere a familia de conjuntos finitos
T ={{v,0,1} : v € V}. Todo subconjunto finito K" C T é da forma
K" ={{v,0,1} : v € K} para um dnico K C V finito. Com isso, defina
ok ({v,0,1}) = mks(v) para todo v € K.
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Seja p uma 2—coloracdo sobre um conjunto de vértices D C V de um
grafo G = (V,E). Se cada vértice x € V '\ D possui grau finito, ent3o
existe T uma 2—coloragdo de V que estende p e é F—boa para todo
conjunto finito F C V' \ D.

Demonstracdo: Para cada conjunto finito K C V, tome m uma 2—
coloragdo de K que coincida com p em KN D e tal que a,,(K) seja
maximizado nessas condicdes. Considere a familia de conjuntos finitos

T ={{v,0,1} : v € V}. Todo subconjunto finito K" C T é da forma

K" ={{v,0,1} : v € K} para um dnico K C V finito. Com isso, defina
vk ({v,0,1}) = mks(v) para todo v € K.Portanto, pelo Lema da Selegdo
de Rado, existe m uma 2—coloracdo de V tal que, para todo L C V finito,
existe K C V também finito com L C K e 7|, = k|-
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Seja p uma 2—coloracdo sobre um conjunto de vértices D C V de um
grafo G = (V,E). Se cada vértice x € V '\ D possui grau finito, ent3o
existe T uma 2—coloragdo de V que estende p e é F—boa para todo
conjunto finito F C V' \ D.

Demonstracdo: Para cada conjunto finito K C V, tome m uma 2—
coloragdo de K que coincida com p em KN D e tal que a,,(K) seja
maximizado nessas condicdes. Considere a familia de conjuntos finitos

T ={{v,0,1} : v € V}. Todo subconjunto finito K" C T é da forma

K" ={{v,0,1} : v € K} para um dnico K C V finito. Com isso, defina
vk ({v,0,1}) = mks(v) para todo v € K.Portanto, pelo Lema da Selegdo
de Rado, existe m uma 2—coloracdo de V tal que, para todo L C V finito,
existe K C V também finito com L C K e 7|, = mk|.. Observe primeiro
que 7 estende p, pois mx(x) = p(x) sempreque x e KNDe KC V é
finito. Agora, mostraremos que m é F—boa para todo subconjunto finito
FcV\D.
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Por um momento, suponha que isso ndo ocorre e tome F C V' \ D finito
para o qual ™ n3o é F—boa. Isso significa que existe 7’ uma 2—coloracio
sobre V que coincide com m quando restrita a V' \ F, mas com

ap(F) > ax(F).
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Por um momento, suponha que isso ndo ocorre e tome F C V' \ D finito
para o qual ™ n3o é F—boa. Isso significa que existe 7’ uma 2—coloracio
sobre V que coincide com m quando restrita a V' \ F, mas com

a/(F) > ax(F). Agora, considere L = F U N(F). Por se tratar de um
conjunto finito de vértices de grau finito, F possui uma vizinhanca N(F)
finita, de maneira que L é finito.
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Por um momento, suponha que isso ndo ocorre e tome F C V' \ D finito
para o qual ™ n3o é F—boa. Isso significa que existe 7’ uma 2—coloracio
sobre V que coincide com m quando restrita a V' \ F, mas com

a/(F) > ax(F). Agora, considere L = F U N(F). Por se tratar de um
conjunto finito de vértices de grau finito, F possui uma vizinhanca N(F)
finita, de maneira que L é finito.Nessas condi¢cGes, sabemos que existe

K C V finito com L C K e tal que 7|, = mk|.. Agora, defina 7} uma
2—colorag3o sobre K definida como

o (v):{ mk(v), seve K\F
K 7' (v), seveF
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Figura: A coloragdo 7’ (em laranja) coincide com a colora¢do m (em branco) em
V\F.
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Figura: A coloragdo 7’ (em laranja) coincide com a colora¢do m (em branco) em
V\F.
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Figura: A coloracdo 7’ (em laranja) coincide com a colora¢do m (em branco) em
V' \ F. Por sua vez, a colora¢do 7k, em azul bebé, coincide com 7w quando
restrita a L (o que, didaticamente, é expresso com as bolinhas brancas). A
coloragdo ) consiste nessa disposicdo. Observe que 7}, estende p.

A Conjectura do Unfriendly Partition 10 de Mar¢o de 2020

Combinando



Figura: Note que Ay (K) \ Ax (F) = Ar (K) \ Ar, (F), uma vez que ) ndo
altera as cores de mx em K\ F.
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Figura: Observe que Ay (F) = Ar/(F) (pois mx|L = 7[L e T|v\r = 7'|v\F) e
A (F) = Az(F) (pois m|r = kL)
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Em suma, temos:
e a/(F) > az(F)
0 Ay (K)\ Ay (F) = An (K)\ Ar, (F)
° A,r;((F) = A (F)
o Anc(F) = Ax(F)
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Em suma, temos:
e a/(F) > az(F)
° An (K )\A 1 (F) = An (K) \ Aryc (F)
o Ay (F)=Ax(F)
° AﬂK(F) = Az (F)
Com iss0, ay (K) = |(Ary (K) \ Ary (F)) U Ay (F)| =
(A (K)\ Ay (F)) U Az (F)| > [(Ary (K) \ A (F)) U Ar(F)| =

|(Ar (K)\ Az (F)) U Az, (F)| = |Azc (K)| = ar,(K), contradizendo a
escolha de mg. O
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Em suma, temos:

e a/(F) > az(F)

o Ay (K)\ Ary (F) = Ar (K) \ Ay (F)

o Ay (F) = Ar(F)

o A, (F)=Ax(F)
Com isso, a,ri((K) = \(Aﬂk(K)\AW%(F)) UAW;((F)‘ =
(A (K)\ Ay (F)) U Az (F)| > [(Ary (K) \ A (F)) U Ar(F)| =
|(Arc (K)\ Arg(F)) U AL (F)| = |Arg(K)| = an,(K), contradizendo a
escolha de mg. O

Corolario:

Todo grafo localmente finito (isto é, que possui todos os vértices de grau
finito) admite uma unfriendly partition.
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Tolerancia de graus infinitos:

Com o auxilio do Lema anterior, podemos obter a existéncia de unfriendly
partitions em grafos com uma quantidade bem controlada de vértices de
grau infinito.
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Tolerancia de graus infinitos:

Com o auxilio do Lema anterior, podemos obter a existéncia de unfriendly
partitions em grafos com uma quantidade bem controlada de vértices de
grau infinito.

Proposi¢do: ([1])

Seja G = (V, E) um grafo enumerdvel e considere p uma 2—coloracdo de
um subconjunto D C V. Se V' \ D possui finitos vértices de grau infinito,
entdo existe uma 2—coloracdo w de V' que estende p e que satisfaz

ar(x) > br(x) para todo x € V \ D.
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Tolerancia de graus infinitos:

Com o auxilio do Lema anterior, podemos obter a existéncia de unfriendly
partitions em grafos com uma quantidade bem controlada de vértices de
grau infinito.

Proposi¢do: ([1])

Seja G = (V, E) um grafo enumerdvel e considere p uma 2—coloracdo de
um subconjunto D C V. Se V' \ D possui finitos vértices de grau infinito,
entdo existe uma 2—coloracdo w de V' que estende p e que satisfaz

ar(x) > br(x) para todo x € V \ D.

Demonstracdo: Seja | o conjunto (finito) de vértices de V' \ D com grau
infinito. Defina a 2—coloragdo pg : DU/ — {0,1} como

_J p(x), sexeD
po(x){ 0, sexcl
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Pelo Lema anterior, existe mg uma 2—coloracdo de V' que estende pg e que
é F—boa para todo subconjunto F C V'\ (D U /) finito.
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Pelo Lema anterior, existe mg uma 2—coloracdo de V' que estende pg e que
é F—boa para todo subconjunto F C V' \ (D U ) finito.Em particular,
ar,(x) > by,(x) para todo x € V\ (DUI).
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Pelo Lema anterior, existe mg uma 2—coloracdo de V' que estende pg e que
é F—boa para todo subconjunto F C V' \ (D U ) finito.Em particular,
ar,(x) > by,(x) para todo x € V'\ (DU I).Agora, denote

lo ={i€l:an(i) <w}. Sely=70, ndo hd o que fazer.
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Pelo Lema anterior, existe mg uma 2—coloracdo de V' que estende pg e que
é F—boa para todo subconjunto F C V' \ (D U ) finito.Em particular,
ar,(x) > by,(x) para todo x € V'\ (DU I).Agora, denote

lo ={i€l:a(i) <w}. Sely=~0, ndo hd o que fazer.Se n3o, considere
w1 = 7o * lo, garantindo-nos que 71 € unfriendly para os vértices de

l.
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Pelo Lema anterior, existe mg uma 2—coloracdo de V' que estende pg e que
é F—boa para todo subconjunto F C V' \ (D U ) finito.Em particular,
ar,(x) > by,(x) para todo x € V'\ (DU I).Agora, denote

lo ={i€l:a(i) <w}. Sely=~0, ndo hd o que fazer.Se n3o, considere
w1 = 7o * lo, garantindo-nos que 71 € unfriendly para os vértices de
I.Entretanto, podemos ter by, (x) > az,(x) para algum

xe V\(DUI.
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Pelo Lema anterior, existe mg uma 2—coloracdo de V' que estende pg e que
é F—boa para todo subconjunto F C V' \ (D U ) finito.Em particular,
ar,(x) > by,(x) para todo x € V'\ (DU I).Agora, denote

lo ={i€l:a(i) <w}. Sely=~0, ndo hd o que fazer.Se n3o, considere
w1 = 7o * lo, garantindo-nos que 71 € unfriendly para os vértices de
I.Entretanto, podemos ter by, (x) > az,(x) para algum

x € V\ (DUI).Observemos que, dado i € I, ap,«f > br,«F para todo
subconjunto finito F C V' \ (DU ).
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Pelo Lema anterior, existe mg uma 2—coloracdo de V' que estende pg e que
é F—boa para todo subconjunto F C V' \ (D U ) finito.Em particular,
ar,(x) > by,(x) para todo x € V'\ (DU I).Agora, denote

lo ={i€l:a(i) <w}. Sely=~0, ndo hd o que fazer.Se n3o, considere
w1 = 7o * lo, garantindo-nos que 71 € unfriendly para os vértices de
I.Entretanto, podemos ter by, (x) > az,(x) para algum

x € V\ (DUI).Observemos que, dado i € I, ap,«f > br,«F para todo
subconjunto finito F C V' \ (DU /).Ou seja, basta encontrar

F C V\ (DUJ) finito tal que ar,+r(x) > br,+r(x) para todo

xe V\(DUI).
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Por um momento, suponha que tal conjunto n3o existe, de modo que
podemos obter uma sequéncia de vértices xi, x2, X3, ... (ndo
necessariamente distintos) tais que ar,(x;) < b (X;), em que

i = mj—1 * {xj—1} para todo i € N.
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Por um momento, suponha que tal conjunto n3o existe, de modo que
podemos obter uma sequéncia de vértices xi, x2, X3, ... (ndo
necessariamente distintos) tais que ar,(x;) < b (X;), em que

i = mi—1 * {x;—1} para todo i € N.Uma vez que Iy é finito, obtemos que
k = ar,(lp) é finito. Assim, considere o conjunto F = {x1,x2,...,X2k+1} €
defina ' = mox 2.
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Por um momento, suponha que tal conjunto n3o existe, de modo que
podemos obter uma sequéncia de vértices xi, x2, X3, ... (ndo
necessariamente distintos) tais que ar,(x;) < b (X;), em que

i = mi—1 * {x;—1} para todo i € N.Uma vez que Iy é finito, obtemos que
k = ar,(lp) é finito. Assim, considere o conjunto F = {x1,x2,...,X2k+1} €
defina 7’ = m42. Pelo item (1) do Lema da Comparacdo, obtemos que
ar,1+F(F) = amF + br,(Xi) — br;(x;) > ar;(F) para todo

1<i<2k+1.
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Por um momento, suponha que tal conjunto n3o existe, de modo que
podemos obter uma sequéncia de vértices xi, x2, X3, ... (ndo
necessariamente distintos) tais que ar,(x;) < b (X;), em que

i = mi—1 * {x;—1} para todo i € N.Uma vez que Iy é finito, obtemos que
k = ar,(lp) é finito. Assim, considere o conjunto F = {x1,x2,...,X2k+1} €
defina 7’ = m42. Pelo item (1) do Lema da Comparacdo, obtemos que
ar,1+F(F) = amF + br,(Xi) — br;(x;) > ar;(F) para todo

1 < i< 2k+ 1.Assim, através de uma contagem recursiva, concluimos que

ap(F) > arn(F)+2k+1
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Considere agora 7" = 7’ x Iy, de maneira que 7|\ F = 70|\ F-
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Considere agora 7" = 7’ x Iy, de maneira que 7|\ = o|\\F. Agora,
pelo item (2) do Lema da Comparagio,

ar(F) = an/(F) + by (lo, F) — ap/(lo, F) = ax/(F) — ax(lo, F)
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Considere agora 7" = 7’ x Iy, de maneira que 7|\ = o|\\F. Agora,
pelo item (2) do Lema da Comparagio,

ax(F) = aw(F) + by (lo, F) — ax (o, F) > ax (F) — aw (fo, F)
Também pelo mesmo lema segue que

ar (F) = axy(F) + bry(lo, F) — an,(lo, F)
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Considere agora 7" = 7’ x Iy, de maneira que 7|\ = o|\\F. Agora,
pelo item (2) do Lema da Comparagio,

aﬂ//(F) = aW/(F) + b7r’(I07 F) — aTr/(/o, F) > aﬂ/(F) — aTr/(Io7 F)
Também pelo mesmo lema segue que
aﬂ'l(F) = aﬂo(F) + bﬂ’o(IOa F) - aﬂ'o(I07 F)

Entretanto, temos claramente que a,/(l, F) < ax,(lo, F) + bxy(lo, F).
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Considere agora 7" = 7’ x Iy, de maneira que 7|\ = o|\\F. Agora,
pelo item (2) do Lema da Comparagio,

aﬂ//(F) = aW/(F) + bTr/(I()7 F) — aTr/(/o, F) > aﬂ/(F) — aTr/(I()7 F)
Também pelo mesmo lema segue que
aﬂ'l(F) = aﬂo(F) + bﬂ’o(IOa F) - aﬂ'o(I07 F)

Entretanto, temos claramente que a,/(lp, F) < ax,(lo, F) + bxy(lo, F).Além
disso, ar,(lo, F) < ar,(lo) = k, dado que Ar,(lo, F) C Ar,(lo).
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Em suma,

= ano(F) + bro(lo, F) — ary(fo, F)
+2k+1—a(l, F)

> aﬂ'o(F) + bﬂ'o(’O: F) - aﬂo(IO, F)
+ 2k +1— ar,(lo, F) — bry(lo, F)

= aWo(F) - 2a7r0(I07 F)+2k+1

> an(F) —2k+2k+1=a,(F)+1> ar(F),

contradizendo o fato de mg ser F—boa. [J
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