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Capitulo 1

Espacos topoldgicos

1.1 Definicoes basicas

Um espago topologico é um espacgo dotado de uma nocao de proximidade.
Uma maneira de dar uma nocao de proximidade é de modo quantitativo,
como no caso de espacos métricos:

Defini¢ao 1.1.1. Seja X um conjunto. Dizemos que (X, d) é um espago
métrico, se d: X x X — R é uma funcao que satisfaz:

(a) Vo,y € X, d(z,y) >0ed(z,y) =0z =y;
(b) Va,y € X, d(z,y) = d(y, x);
(C) V%%Z S X7 d(l‘,y) < d(.’IJ,Z) + d(zay)

Desta maneira, temos que uma maneira de medir o quanto um ponto esta
préoximo do outro - simplesmente vemos o valor de d neste dois pontos. Um
ponto esta mais préximo de outro o quanto menor for o valor de d calculado
nestes dois pontos.

Exemplo 1.1.2. Uma métrica sobre o conjunto dos reais R é a funcao
d(z,y) = |xr — y|. Esta é a métrica usual sobre R.

Para muitos casos, essa nocao de proximidade é suficiente. Mas ela nao
cobre uma gama grande (e importante) de nogoes em matemaética.

O seguinte exemplo é um caso simples onde o conceito nao é aplicavel:
considere um rio com uma correntenza razoavelmente forte. Para simplificar,
pensemos que esta correnteza anda para a direita e seja tao forte que nao
seja possivel andar rio acima (ou seja, andar para esquerda). Podemos

7

Para espacos de fungoes
em geral nao é possivel de-
finir métricas.



Veja também o Exercicio
1.1.69.

Vamos adotar o * aqui
para nao confundir com
o conceito de vizinhanga
que sera  apresentado
em 1.1.13. Faremos o
andlgo em mais algumas
defini¢bes abaixo.
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X 3

Figura 1.1: Uma correnteza forte

representar este rio usando a reta real, mas precisamos de uma nocao de
proximidade diferente da usual: ao tomarmos dois pontos x,y com x < y
queremos que y esteja perto de z mas nao que x esteja perto de y (pois
a correntenza nao permite sair de y e chegar em x). Note que isso nao é
possivel ao usar uma métrica, uma vez que terfamos d(zx,y) = d(y, x).

Uma maneira de contornar isso é simplesmente abandonar o conceito
quantitativo de proximidade dado pela métrica e usarmos um conceito qua-
litativo. Para isso, vamos precisar de um conceito diferente:

Definicao 1.1.3. Seja X um conjunto. Dizemos que uma familia nao vazia
F de subconjuntos de X é um filtro sobre X se:

(a) 0 ¢ F;
(b) se A,B € F, entao ANB € F;
(c) se Ae Fe AC B, entao B € F.

Agora, em vez de usarmos uma funcao distancia, “atribuimos” a cada
ponto um filtro:

Definicao 1.1.4. Seja X um conjunto e x € X. Dizemos que uma cole¢ao
Y de subconjuntos de X é um sistema de vizinhangas* para x se V é um
filtro sobre X e cada elemento V' € V é tal que x € V. Chamamos cada
V €V de vizinhanga* de x.
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Figura 1.2: O ponto y é o mais préximo de x

A intuicao por tras desta definicdo é que cada elemento de V representa
uma colegao de pontos “préximos” de z. Vocé pode pensar que um ponto y
fixado esta mais préximo de x quanto maior for o conjunto

{(VeV:iyeV}

Desta maneira, na situagao representada pela figura, o ponto mais préoximo
de z é y (e nao z).

O préximo exemplo dd uma maneira de traduzirmos para a ideia de
vizinhancgas o conceito de proximidade dado pela métrica usual em R.

Exemplo 1.1.5. Fixado = € R, temos que V = {V : existem a < z < b tais
que Ja,b[C V'} é um sistema de vizinhancas™ para z.

Ao mudarmos ele ligeiramente, obtemos a ideia do exemplo do rio:

Exemplo 1.1.6. Fixado z € R, temos que V = {V : existe a > x tal que
[x,a[C V} é um sistema de vizinhangas* de x. Ao conjunto dos reais munido
com tal conceito de vizinhancas® damos o nome de reta de Sorgenfrey.

Para tentarmos ver que algo da nossa intuicao estd sendo capturado
neste exemplo, vamos analisar um caso especifico. Considere as vizinhangas™
de 0 como definidas acima. Note que nimeros positivos estdo muito mais

Sim, parece estranho agora
que isso seja realmente
uma tradugao. Mas vere-
mos isso mais formalmente
no Alongamento 1.1.55.



Veja o Alongamento 1.1.54
para ver tal condigao é ne-
cessaria.

Veja a definicao “defini-
tiva” em 1.1.12.
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préximos de 0 do que os numeros negativos. Note também que isso nao
ocorre no caso mais simétrico do exemplo anterior.

Com todo esse material, podemos finalmente definir um espaco topolégico.
Intuitivamente, um espaco topoldgico nada mais é que um conjunto tal que
todos os pontos possuem uma medida qualitativa de proximidade, mais
uma condicdo mais técnica, que garante uma certa compatibilidade entre
as nocoes de proximidade de diferentes pontos. Esta condicao serd dada em
termos de certas vizinhancas™ especiais:

Definigao 1.1.7. Seja X um conjunto e seja (V,)zex de forma que cada
V; é um filtro para z. Dizemos que A C X é um aberto* (com relagao a
(Va)zex) se, para todo a € A, A € V,. Ou seja, A é uma vizinhanca* de
todos os seus pontos.

Definigao 1.1.8. Dizemos que (X, (V),cx) é um espago topolégico* se,
para cada z € X, V, é um sistema fundamental de vizinhangas™ para x.
Além disso, para qualquer z € X e qualquer V € V,, existe A € V, aberto*
tal quex € AC V.

Esta nao é a definicdo que iremos trabalhar. Optamos por apresentar
esta versao por entendermos que a intuicao por tras dela é mais aparente do
que na definicao “definitiva”.

Vejamos alguns exemplos de espagos topolégicos™.

Exemplo 1.1.9. Considere R como no Exemplo 1.1.5 e sejam a,b € R com
a < b. Note que um intervalo |a,b[ é aberto*. De fato, dado qualquer
x €]a,b[, o préprio conjunto |a, b atesta que |a,b] é uma vizinhanca* de x.
Por outro lado, o conjunto [a, b[ ndo é aberto™ pois [a, b] ndo é vizinhanga™*
de a. Note que, assim, isso forma um espago topoldgico®, pois, para cada
x € X, sempre existe A aberto tal que A € V,.

Exemplo 1.1.10. Se considerarmos a reta de Sorgenfrey (como no Exemplo
1.1.6) e tomamos a,b € R com a < b, temos que ]a, b[ é aberto™, pois, para
cada z €]a,b[, temos que [z, b[ atesta que ]a,b[ é uma vizinhanga*® de z. De
maneira andloga, podemos mostrar que [a, b[ também é aberto*.

Os abertos* tem algumas propriedades a se destacar:

Proposicao 1.1.11. Seja X wm espaco topoldgico. Temos:

(a) 0 e X sdao abertos*;

(b) se A e B sao abertos*, entao AN B também é;
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c) se A € uma familia de abertos*, entdo A € um aberto*.
AcA

Demonstracdo. Veja o Alongamento 1.1.51. O

Essas propriedades da tltima proposigao na verdade motivam a defini¢ao
usual de espago topoldgico:

Defini¢ao 1.1.12. Dizemos que (X,7) é um espago topolégico se X é
um conjunto e 7 C p(X) é uma familia que satisfaz:

(a) X,0 € T;
(b) se A,BerT,entao ANB € T;
(c) se AC T, entao |Jyeq AET.

Cada elemento de 7 é chamado de aberto e a propria familia 7 é chamada
de topologia.

Temos que a definigdo de espaco topoldgico e a definicdo de espaco to-
polégico* aqui apresentadas sdo equivalentes. Comecando com um espaco
topolégico*, note que o conjunto dos abertos* forma uma topologia (basi-
camente, isso é a Proposigao 1.1.11). Mas como recuperar o conceito de
vizinhanca*? Para isso, basta fazer a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.1.13. Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Dado x € X, dizemos
que V C X é uma vizinhanca de X se existe A aberto tal que x € A C V.

A colegao das vizinhancas de um ponto, de fato, forma um filtro (ver
o Alongamento 1.1.52). Desta maneira, se comeg¢amos com um espago to-
poldgico*, temos como definir um espaco topoldgico e vice e versa. Além
disso, essas construgoes comutam (veja os Alongamentos 1.1.52 e 1.1.53).

Alguns exemplos de espacos topoldgicos

Vejamos alguns exemplos de espagos topoldgicos. Outros exemplos serao
dados no decorrer do texto.

Exemplo 1.1.14. Seja X um conjunto qualquer. Entao 7 = {(), X} é uma
topologia sobre X (chamada topologia cadtica).

Exemplo 1.1.15. Seja X um conjunto qualquer. Entdao 7 = p(X) é uma
topologia sobre X (chamada topologia discreta).

A topologia discreta tem uma caracterizagao util:

Esta é a definicao oficial
para espacos topoldgicos.
p(X) é a colecao de todos
os subconjuntos de X.



Veja o Alongamento 1.1.55
para notar que diversas
maneiras definir a topolo-
gia nos reais chegam ao
mesmo lugar.

Veja Alongamento 1.1.57.
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Proposicao 1.1.16. Seja X um conjunto qualquer e o uma topologia sobre
X. Entao, o € a topologia discreta se, e somente se, para todo x € X,
{z} €o.

Demonstragao. Se o é a topologia discreta, segue da definicdo que para todo
zxe X, {z}eo.

Reciprocamente, dado um conjunto qualquer A C X, ele pode ser es-
crito da forma A = (J,.4{z}. Logo, pela definicdo de topologia, A € o e,
portanto, o é a topologia discreta. O

Exemplo 1.1.17. O conjunto R é um espaco topoldgico, com a topologia
T={ACR:Vze€ A e >0, |t —e,z+e[C A}. Esta é chamada de
topologia usual em R.

Exemplo 1.1.18. Seja X um conjunto qualquer. Considere 7 ={A C X :
X ~\ A é finito} U {0}. Temos que 7 é uma topologia sobre X (chamada
topologia cofinita - veja também o Exercicio 1.1.67).

De fato, note que X,0) € 7. Seja A uma familia de elementos de 7.
Temos que

X N U A= m (XN A
AcA AcA

Note que o lado direito da equacao é finito pois é intersecao de conjuntos
finitos. Logo, (Jycq A € 7. Agora, sejam A1, Ay € 7. Note que

X\(AlﬂAg):(X\Al)U(X\Ag)

Novamente o lado direito é finito, pois é uniao finita de conjuntos finitos.
Portanto, A1 N Ay € 7 e 7 é uma topologia sobre X.

Também podemos definir um espago “menor” que um ja fixado:

Definicao 1.1.19. Seja (X,7) um espago topolégico e seja Y C X. A
topologia de subespaco sobre Y induzida por (X,7) é dada por 7y =
{ANY :Aert}.

A menos de mengao contraria, sempre que tomarmos Y C X, onde (X, 7)
é um espago topoldgico, Y serd considerado com a topologia de subespaco.
Finalmente, associada a uma métrica, sempre existe uma topologia.

Proposigao 1.1.20. Seja (X,d) um espago métrico. Entao, 7 = {A C X :
Ve € A,3r > 0,B,(x) C A}, onde B.(z) = {y € X : d(x,y) < r}, € uma
topologia sobre X, chamada topologia induzida pela métrica d.
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Demonstragio. Note que X € 7 trivialmente e que ) € 7 por vacuidade.
Agora, sejam A1, As € 7. Se A1N Ay = (0, nada hé a provar. Caso contrério,
seja x € A1 N Az. Sejam e1,e2 > 0 tais que B, (x) C A1 e Bg,(z) C Ag.
Seja £ = min{eq,e2}. Note que B.(z) C A; N As. Finalmente, seja A C 7.
Novamente, podemos supor que (J o4 A # 0 pois caso contrario nada hé a
provar. Seja x € (J 4 A Seja A € A tal que x € A. Seja ¢ > 0 tal que
B.(z) C A. Note que B.(x) C|Jsecy A e, portanto, (Jyc 4 A € 7. O

Fechados

Um importante conceito é o de conjunto fechado:

Definigao 1.1.21. Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Dizemos que F' C X
é um conjunto fechado se X ~\ F é aberto.

Exemplo 1.1.22. Em qualquer espago topoldgico (X, 7), X e () sdo fecha-
dos, pois seus complementares sao abertos (em particular, X e () sdo abertos
e fechados).

Exemplo 1.1.23. Em R, [0, 1] é fechado ja que R\[0, 1] =]—o00, 0[U]1, +00].

Exemplo 1.1.24. Na topologia discreta, qualquer conjunto é fechado. Para
isso, basta notar que o complementar de qualquer conjunto é ainda um
membro de p(X) e, portanto, é aberto.

Exemplo 1.1.25. Nareta de Sorgenfrey, [a, b[ é fechado, onde a < b. Vamos
mostrar que R \ [a,b] é aberto. Se z € R \ [a,b[, entdo ha dois casos a
considerar:

e x > b: basta tomar o aberto [z,z + 1|, cuja intersegdo com [a,b[ é
vazia;

e z < a: podemos considerar o aberto [z, a[, que também estd contido
no complementar de [a, b.

Portanto, o complementar de [a, b] é aberto, como queriamos.

Fecho, interior e fronteiras

Algo muito comum de se fazer é tomar o menor fechado contendo um deter-
minado conjunto:



Note que esta definigao di-
fere da definicao que da-
remos para ponto de acu-
mulagao.

Vale um resultado andlogo
para o interior de um con-
junto A. Em particular, A
é aberto se, e somente se,
;1 = A (ver Alongamento
1.1.61).
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Definigao 1.1.26. Sejam (X, 7) um espago topolégico e A C X. Definimos
A={F CX:F éfechado e A C F} (fecho de A, também denotado por
Cl(A)).

Definimos A4 = U{V € X : VéabertoeV C A} (interior de A,
também denotado por Int(A)).

Proposigao 1.1.27. Sejam (X, 7) um espago topolégico e A C X. Entao
A ¢é fechado e ;1 € aberto.

Demonstracao. Decorre diretamente da definicao e das propriedades de con-
juntos abertos e fechados. O

Pensando que os abertos que contém um ponto sao as possiveis nogoes
de “perto do ponto”, podemos definir a nogao de um ponto estar perto de
um conjunto se toda vez que olhamos para “perto do ponto”, interceptamos
o conjunto:

Definigao 1.1.28. Sejam (X, 7) um espago topolégico e A C X. Dizemos
que x € X é ponto aderente a A se para todo aberto V tal que x € V
valer VN A # ().

Vamos mostrar que o fecho de um conjunto basicamente é a colecao de
todos os pontos préximos do conjunto:

Proposigao 1.1.29. Sejam (X, 7) um espaco topolégico e A C X. Entao
A={x € X :x é ponto aderente de A}.

Demonstracao. Chame de D o conjunto dos pontos aderentes a A. Vamos
provar que A C D. Seja x € A. Seja V aberto tal que z € V e suponha
VNA=0. Logo, AC X ~V que é fechado. Assim, pela definicio de A,
segue que A C X \ V, contradicdo com o fato que z € Aex € V.
Provemos que D C A. Seja x € D e suponha x € A. Logo, z € X \ A
que é aberto. Como x € D, temos que (X ~ A) N A # (). Contradicio, pois
ACA. O

Proposicao 1.1.30. Sejam (X, T) espaco topolégico e A, B C X. Temos
(a) Se A C B, entdo A C B;
(b) A=14;

(c) A= A se, e somente se, A é fechado.
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Demonstracdo. Dado x € A, segue que U N A # () para todo aberto U que
contém z. Como A C B, segue em particular que U N B # (). Isto prova (a).

Provemos (c). Naturalmente se A = A, obtemos que A é fechado, pois
seu fecho é fechado. Reciprocamente, se A é fechado, segue que A = ({F C
X : F é fechadoe A C F} = A. O item (b) segue entdo diretamente de (c),
por A ser fechado. O

Exemplo 1.1.31. Considere um conjunto X com a topologia discreta.
Como todo subconjunto A de X é fechado, segue que A = A (e também

que A= A).

Exemplo 1.1.32. Em R, [a,b] = [a,b]. De fato, b é o tinico ponto for ade
[a, b] que é aderente a [a, b].

Exemplo 1.1.33. Na reta de Sorgenfrey, [a,b] = [a,b]. Para isso, basta
lembrar que [a, b[ é fechado.

Exemplo 1.1.34. Em R, Q =R e Q = (). Ambas as igualdades se devem
ao fato de que dado qualquer ponto ¢ € Q e £ > 0, |x — €,z + ¢ contém
pontos de Q e de R\ Q. O mesmo vale na reta de Sorgenfrey.

Algumas vezes, um ponto pode estar préximo tanto de um conjunto,
como de seu complementar:

Definigao 1.1.35. Sejam (X, 7) um espago topolégico e A C X. Dizemos
que x € X é um ponto de fronteira de A se para todo V C X aberto tal
quez € V,temos VNA#PeVN(X A #0D.

Notacao 1.1.36. 9A = {z € X : x é ponto de fronteira de A}.

Exemplo 1.1.37. Em R, J[a, b[= {a,b}. Enquanto que na reta de Sorgen-
frey temos que d|a, b[= 0.

Observacao 1.1.38. A igualdade acima vale de modo geral. Se A é um
subconjunto aberto e fechado de um espaco topoldgico (X, 7), entdo A = .

Exemplo 1.1.39. Em R (ou na reta de Sorgenfrey), 0Q = R.

Bases

Uma base nada mais é que uma subfamilia de abertos que ¢ suficiente para
recuperarmos todos os abertos por meio de uniodes:



Veja a figura 1.3.
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A

B

Figura 1.3: O desenho bésico de uma base

Definigao 1.1.40. Seja (X, 7) um espago topolédgico. Dizemos que B C 7
é uma base para (X, 7) se para todo aberto nao vazio A € 7, existe uma
familia A C B de elementos da base tal que A = (Jzc 4 B.

Uma importante caracterizagao para bases é o seguinte resultado:

Proposigao 1.1.41. Uma familia B de subconjuntos de T € uma base para
(X,7) se, e somente se, para todo aberto ndo vazio A € T e todo © € A,
existe B € B de forma que x € B C A.

Demonstragao. Suponha que B seja uma familia como no enunciado e seja
A € 1. Para cada elemento x € A, existe um conjunto B, € B tal que
xr € B, C A. Segue, entdo, que A = (J 4 Bz.

Reciprocamente, sejam x € X e A € 7. Como podemos escrever A =
UB' com B’ C B, tomamos B € B’ tal que x € B. Além disso, temos que
B C A. O

Exemplo 1.1.42. B = {|a,b[: a,b € Q} é uma base para a topologia usual
de R.

De fato, seja z € R e A € 7. Pela definicao de 7, existe € > 0 tal que tal
que |z — e,z + ¢[C A. Note que existem a,b € Q tais que

r—e<a<zr<b<z+e
Logo, B =la,ble Bex € B C A.
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Exemplo 1.1.43. Seja (X,d) um espago métrico qualquer. Entao, B =
{Bi(x):z € X,n € Nyg} é uma base para (X, d) (ver Alongamento 1.1.64).

Exemplo 1.1.44. Seja X um conjunto qualquer. B = {{z} : z € X} é uma
base para a topologia discreta sobre X (ver Alongamento 1.1.64).

Exemplo 1.1.45. A familia B = {[z,y[: z < y} é uma base para a reta de
Sorgenfrey (ver Alongamento 1.1.64).

Em algum sentido, uma base é um conjunto suficiente para determinar
todos os abertos. Podemos fazer o analogo para vizinhancas:

Defini¢ao 1.1.46. Sejam (X, 7) um espago topolégico e z € X. Dizemos
que V é um sistema fundamental de vizinhangas de x se

(a) Para todo V € V, V é vizinhanga de ;
(b) Para todo aberto A C X tal que x € A, existe V€ Vtalquex € V C A.

No caso em que os elementos de V sao abertos, chamamos )V de base local
para x.

Exemplo 1.1.47. Em R, V} = {Jz — 1,2 + 1[: n € N5} ¢ um sistema
fundamental de vizinhancas de z (mais que isso, como todos os membros de
V) sao abertos, V) é uma base local de ).

Vo ={[z—1,z4+1]:n € Nyo} é um sistema fundamental de vizinhangas
de x.

Exemplo 1.1.48. Na reta de Sorgenfrey, V = {[z,z + 1[: n € N5} é um
sistema fundamental de vizinhangas de z.

Exemplo 1.1.49. Considere X com a topologia discreta. V; = {{z}} é um
sistema fundamental de vizinhangas de x, bem como Vo = {A C X : x € A}.

O préximo resultado mostra como bases do espaco original se relacionam
com as de um subespaco:

Proposigao 1.1.50. Se B € uma base para (X, 1), entao B'={BNY : B €
B} € uma base paraY C X com a topologia de subespago.

Demonstragao. Sejam A’ € 7y e x € A’. Pela definicao de topologia de
subespaco, existe A € 7 tal que A’ = ANY e, assim, x € A. Logo, pelo fato
de B ser base, existe B € B tal que x € B C A. Logo, x € BNY C ANY
e, portanto, B’ é uma base para (Y, 7y). O

Veja o Exercicio 1.1.78

Podemos fazer o andlogo
com sistemas fundamen-
tais de vizinhancas.
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Alongamentos
Alongamento 1.1.51. Mostre a Proposicao 1.1.11.

Alongamento 1.1.52. Fixe um espago topoldgico (X, 7). Considere para
cada x € X, V, a colecao de todas as vizinhancas de x.

(a) Mostre que cada V, é um filtro.
(b) Mostre que (X, (Vz)zex) é um espago topolégico™.
(c) Mostre que {A C X : A é aberto*} = 7.

Alongamento 1.1.53. Fixe um espago topoldgico® (X, (Vy)zex). SejaT =
{A C X : A é aberto*}.

(a) Mostre que T é uma topologia sobre X.

(b) Para cada x € X, seja W, = {V C X : V é vizinhanca de z em (X, 7)}.
Mostre que, para cada z € X, W, = V.

Alongamento 1.1.54. Este é um exercicio para mostrar que a hipotese de
compatibilidade na defini¢ao de espaco topoldgico™ é necesséria. Considere
X=R, Fo={ACR:0€ AeR~\ A éenumeravel} e, para cada = # 0,
Fr = {R}.

a) Note que, de fato, cada F, é um filtro.

(a)
(b) Considere T={AC X :Vac A Ac F,}.

(c) Mostre que 7 é uma topologia sobre R.

(d) Seja Vy a colegao de todas as vizinhancas de 0 na topologia 7. Mostre
que Vo € Fo.

Alongamento 1.1.55. Vejamos que os abertos em R podem ser obtidos de
varias maneiras. Mostre que os abertos sao os mesmos se:

(a) fizermos como no Exemplo 1.1.17;
(b) usamos as vizinhangas como em 1.1.5
(c) usamos a métrica de 1.1.2 e depois a Proposigao 1.1.20.

Alongamento 1.1.56. Mostre que todo aberto usual nos reais é um aberto
na reta de Sorgenfrey.
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Alongamento 1.1.57. Mostre que, de fato, a topologia de subespago é
uma topologia.

Alongamento 1.1.58. Considere [0, 1] com a topologia de subespaco de R.
Mostre que [0, 1[ é aberto em [0, 1] mas ndo é aberto em R.

Alongamento 1.1.59. Seja (X, 7) um espago topolédgico. Mostre que sao
verdadeiras:

(a) X, 0 sao fechados;
(b) Se F,G C X sao fechados, entao F'U G é fechado;
(c) Se F ¢ uma familia nao vazia de fechados, entao (. F' é um fechado.

Alongamento 1.1.60. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e A C X. Dize-
mos que x € X é ponto interior de A se existe V aberto tal quexz € V C A.

o
Mostre que A = {z € X : z é ponto interior de A}.

Alongamento 1.1.61. Mostre o anédlogo a Proposicao 1.1.30 para o inte-
rior.

Alongamento 1.1.62. Sejam (X, 7) espago topoldgico e A C X. Mostre
as seguintes afirmacoes:

(a) 0A=ANX A
(b) ANAA=0
() A=A~ A
(d) A= AUOA

Alongamento 1.1.63. Mostre que a fronteira de um conjunto sempre é
fechada.

Alongamento 1.1.64. Mostre as afirmagcoes dos Exemplos 1.1.43, 1.1.44 e
1.1.45.

Alongamento 1.1.65. Seja (X, 7) espago topoldgico. Sejam z € X e V
aberto tal que x € V. Mostre que {A € 7 : z € A C V} é um sistema
fundamental de vizinhancas para .

Alongamento 1.1.66. Sejam (X, 7) espaco topoldgico, z € X, V sistema
fundamental de vizinhancas de x e W C X vizinhanca de x. Mostre que
{VNW:V €V} é um sistema fundamental de vizinhangas de x.



20 CAPITULO 1. ESPACOS TOPOLOGICOS

Exercicios

Exercicio 1.1.67. Na definigao da topologia cofinita (Exemplo 1.1.18), po-
deriamos pedir, em vez que os abertos tivessem complementar finito, que os
abertos simplesmente fossem infinitos?

Exercicio 1.1.68. Dizemos que duas métricas sobre um mesmo espaco X
sao métricas equivalentes se elas induzem a mesma topologia. Mostre
que se (X, d) é um espago métrico qualquer, entao existe uma outra métrica
d' sobre X equivalente a d e que é limitada (isto é, existe L > 0 tal que
d'(z,y) < L para todo z,y € X).

Exercicio 1.1.69. Seja X um conjunto. Chamamos de assimétrica (na
maioria dos livros, quasi-métrica), uma funcao d : X x X — R satisfa-
zendo:

(i) Va,y € X, d(z,y) >0 e d(z,y) =0 &z =y;
(i) Vo,y,z € X, d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

(a) Mostre que 7 = {A C X : Vo € A,3r > 0,B,(x) C A}, onde B,(x) =
{y € X :d(x,y) < r} é uma topologia sobre X (como fizemos com uma
métrica);

(b) Considere seguinte funcao sobre R:

Jy—z sey>z
d(z,y) = { 1 caso contrario

para x,y € R. Mostre que d é uma assimétrica sobre R. Mostre que a
topologia induzida por ela é a mesma da reta de Sorgenfrey.

Exercicio 1.1.70. Sejam (X, d) um espago métrico e Y C X. Note que a
restricao de d a Y induz uma métrica sobre Y. Mostre que a topologia in-
duzida por tal métrica e a topologia induzida de subespaco de X coincidem.

Exercicio 1.1.71. Sejam (X, 7) um espago topolégico e Y C X subespaco.
Mostre que F' C Y é fechado em Y se, e somente se, existe F/ C X fechado
em X tal que F = F'NY.

Exercicio 1.1.72. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e Y C X subespago
fechado. Mostre que F' C Y é fechado em Y se, e somente se, F' é fechado
em X.



1.1. DEFINICOES BASICAS 21

Exercicio 1.1.73. Encontre o andlogo do Exercicio 1.1.72 para abertos.

Exercicio 1.1.74. Seja (X,d) um espa¢o métrico. Dados A C X néao
vazio e x € X, definimos d(z, A) (distancia de ponto a conjunto) como
d(z,A) = inf(d(x,a) : a € A}. Mostre que = € A se, e somente se, d(z, A) =
0.

Exercicio 1.1.75. Considere 7 = {A C Z : para todo a € A, existe b € N5
tal que {a +bz:2z € Z} C A}

(a) Mostre que 7 é uma topologia sobre Z.
b) Mostre que nao existe um aberto nao vazio que seja finito.
q q )

(¢) Mostre que, dados a € Z e b € N5, o conjunto S(a,b) = {a+bz : z € Z}
é aberto e fechado.

(d) Mostre que Z~ {-1,1} = U 5(0,p).

p é primo
(e) Mostre que existem infinitos primos.

Exercicio 1.1.76. Sejam (X,7) um espaco topolégico, A C X, z € X e
VY um sistema fundamental de vizinhancas para x. Mostre que x € A se, e
somente se, para todo Ve V, VN A # (.

Exercicio 1.1.77. Seja X um conjunto e sejam 7 e o topologias sobre X.
Sejam B e C bases para (X, 7) e (X, o) respectivamente.

(a) Suponha que para todo z € X e todo B € Be C € C tais que x € B
ex € Cexistam C' €CeB €Btaisquex e C'c Bex e B cC.
Mostre que 7 = o.

(b) Suponha que para todo = € X e todo B € B tal que = € B exista C € C
tal que ¢ € C C B. E verdade que 0 = 77 Se nao for verdade, vale
alguma das inclusoes?

Exercicio 1.1.78. Seja (X, 7) espaco topoldgico. Para cada z € X, seja V,
um sistema fundamental de vizinhangas para x. Mostre que, dado A C X, A
é aberto se, e somente se, para todo x € A existe V € V, talquexz € V C A.

Exercicio 1.1.79. Dizemos que (X, 7) é um espago zero-dimensional se
ele possui uma base formada por abertos fechados.

(a) Mostre que a reta de Sorgenfrey é zero-dimensional.



Num espago T, os abertos
“diferenciam” pontos, isto
é, dados dois pontos dis-
tintos, existe ao menos um
aberto que os distingue.
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(b) Mostre que tanto R ~\ Q quanto Q s@o zero-dimensionais (considerados
com a topologia de subsespago).

(c) Mostre que se Y é subsepago de um espago zero-dimensional, entdo Y
também é zero-dimensional.

Exercicio 1.1.80. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e B base para (X, 7).
Mostre que 7 é a menor topologia que contém B. Isto é, mostre que 7 =
N,er o onde T'= {0 : 0 é uma topologia para X tal que B C o}.

Exercicio 1.1.81. Dado um conjunto X e uma familia B de subconjuntos
de X, chamamos de topologia gerada por X o conjunto [B] = () 7,
onde T'= {7 C p(X) : 7 é topologia sobre X e B C 7}.

(a) Mostre que T" definido acima é nao vazio (e, portanto, podemos tomar
a interseccao).

(b) Mostre que [B] é uma topologia sobre X.
(c) Mostre que, se B satisfaz:

(i) Vx € X, 3B € B tal que = € B;
(i) VA,Be B,Vxr € ANB,3C € Btal que x € C C AN B.

entdo B é uma base para (X, [B]).

1.2 Axiomas de Separacao

Muitas vezes, s6 a definicao de topologia é muito simples para que possamos
trabalhar. Nesta secao veremos algumas hipéteses adicionais que podemos
pedir num espaco topoldgico. As hipdteses desta secao tem como objetivo,
por exemplo, exigir que a topologia sobre o espago seja rica o suficiente para
diferenciar os pontos do espaco, ou separar os pontos entre si ou até mesmo
separar fechados. Apresentaremos as propriedades em ordem de “forga”
(veja o Exercicio 1.2.27).
Num espaco Ty, pelo menos um dos abertos da Figura 1.4 existe.

Defini¢ao 1.2.1. Dizemos que um espaco topolégico (X, 7) é Ty se para
quaisquer x,y € X distintos existir um aberto A tal que (z € Aey ¢ A) ou
(xgAeyeA).
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Figura 1.4: Abertos diferentes para pontos diferentes

Vejamos alguns exemplos de espacos que nao sao T1yp. Exemplos que
satisfazem tal propriedade serao dados no decorrer do texto (veja também
o Exercicio 1.2.24).

Exemplo 1.2.2. Qualquer conjunto X com mais de dois pontos, munido
da topologia cadtica nao é Tj.

Exemplo 1.2.3. Seja X um conjunto qualquer com pelo menos dois ele-
mentos. Fixe z,y € X distintos e defina 7 = {A C X : z,y € A ou A = 0}.
E facil ver que (X,7) é um espago topolégico. Contudo, ndo existe aberto
em X talquex € AeyZ Aouye Aex & A. Logo (X, 7) nao é Tp.

Proposicao 1.2.4. Um espago topolégico (X, T) €Ty se, e somente se, para
quaisquer x,y € X distintos e para quaisquer bases locais B, B, para x ey
respectivamente, tivermos que By # By.

Demonstragao. Suponha (X, 7) Ty. Tomemos x,y € X pontos distintos e
B, B, bases locais arbitrdrias para x e y respectivamente. Por X ser Tp,
existe um aberto A tal que x € Aey & A,oux & Aey € A. Sem perda
de generalidade, suponha o primeiro caso. Por B, ser base, existe B € B,
tal que x € B C A. Como y € A, segue que y € B e, por tanto, B ¢ By,
mostrando que B, # B,.

Reciprocamente, suponha que para quaisquer z,y € X distintos, toda
base local de x seja distinta de qualquer base local de y. Em particular,

Esse resultado deixa claro
que os pontos préximos de
um ponto sao diferentes
dos préximos a outro num
espaco Tp.



Note que ser T; é “mais
forte” do que ser Ty, pois
enquanto o ultimo exige
a existéncia de um aberto
que satisfaga ao menos um
dentre dois casos, ser T}
exige a existéncia de aber-
tos que satisfacam ambos
0S €Aasos.

Num espaco de Hausdorff,
os abertos “separam” pon-
tos.
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B, ={Aer:2€ At eB,={A € 7:y e A} sdo bases locais de z e y
respectivamente. Logo, B, # B, pela hipdtese. Assim, existe B € B, tal
que B & B, ou existe B € By, tal que B ¢ B,. O

Ja nos espacos 11, exigimos que ambos os abertos da Figura 1.4 existam.

Definicao 1.2.5. Dizemos que um espago topoldgico (X, 7) é T} se, e so-
mente se, para quaisquer z,y € X distintos, existir A aberto tal que x € A
ey & A.

Provavelmente a caracterizacao mais importante de 711 é a seguinte:

z

Proposigao 1.2.6. (X,7) é T} se, e somente se, para todo x € X, {x} é
fechado.

Demonstragao. Suponha (X, 7) um espago T7. Sejam z,y € X tais que
x # y. Como (X, 1) é Ty, existe um aberto A tal que y € A e x ¢ A, isto
é, An{xz} = 0. Logo, y & @ Assim, o Unico ponto que pode pertencer a
{z} é o préprio x. Ou seja {x} = {z}.

Reciprocamente, sejam x,y € X distintos. Como {z} é fechado para
qualquer z € X, entao X \ {z} é um conjunto aberto. Assim, X ~\ {z} é
um aberto tal que y € X \ {z} e z & X ~ {z}. O

Exemplo 1.2.7. Um conjunto X com a topologia cofinita é sempre T7. De
fato, dados z,y € X distintos, o complementar de {z} é um aberto que nao
contém x mas contém y.

Para espagos de Hausdorff, ja exigimos que os abertos em volta dos
pontos sejam disjuntos.

Definicao 1.2.8. Dizemos que (X,7) é T, (espago de Hausdorff) se,
para todo z,y € X distintos, existem A, B abertos tais que x € A, y € B e
ANB=0.

Exemplo 1.2.9. X munido da topologia cofinita é T}, mas nao é T se X
for infinito. De fato, sejam z,y € X distintos e abertos A, B tais que x € A
ey € B. Temos que A = X \ F; e B= X ~ Fy, com F}, F5 finitos. Logo,
ANB =X\ (F1UF,) e, como X é infinito, A N B é necessariamente nao
vazio.

Proposicao 1.2.10. Considere (X, d) um espago métrico. Entdo tal espago
¢ de Hausdorff (com a topologia induzida pela métrica).
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>\

Figura 1.5: Comportamento de vizinhangas em espacos T3

Demonstragdo. Sejam x,y € X distintos. Seja r = d(z,y) > 0. Vamos
mostrar que Br (2)N Bz (y) = 0. Suponha que néo. Seja a € Bz (z)N Bz (y).
Entao
roor
d(z,y) <d(z,a)+d(a,y) < 2 + 5 ="
absurdo, pois d(z,y) = r. 0

Definigao 1.2.11. Dizemos que (X, 7) é T3 se, para quaisquer x € X e Num espago topolégico re-
F C X fechado tais que z ¢ F existirem A, B abertos tais que x € A, gular, os abertos “sepa-
F CBeANB = 0. Se, além disso, (X,7) é T, dizemos que (X,7) é um ram” pontos de fechados.
espaco regular!.

O préximo resultado é provavelmente a principal caracterizacao de espagos
Tg:

Proposigao 1.2.12. Seja (X,7) um espago topoldgico. (X,7) é Ts se, e Veja a Figura 1.5.
somente se, para todo x € X e para todo aberto V' tal que x € V, existe um
aberto A tal quex € ACACYV.

Demonstragdo. Suponha (X, 7) espaco T5. Sejam z € X e V € 7 tal que
x € V. Note que X \V é um fechado e x ¢ X \ V. Entao existem A, B

1Essa nomenclatura néo é padréo - as vezes se supde 1) para regulares, 4s vezes nao.
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abertos disjuntos tais que z € Ae X ~\V C B. Assim, A C X \ B que é
fechado. Logo, AC X ~ B CV.

Reciprocamente, mostremos que (X,7) é T3. Sejam x € X e FF C X
fechado tais que x € F. Entdo X ~ F é aberto e contém x. Logo, existe
A abertotal que x € AC AC X~ F. Notequex € A, F C X~ Ae
AN(X N A)=0. O

Corolério 1.2.13. Um espago topologico (X, T) € T3 se, somente se, para
todo x € X existe um sistema fundamental de vizinhancas fechadas para x.

Demonstragdo. Veja o Alongamento 1.2.22. O

Neste e no préximo exem- Exemplo 1.2.14. R é regular. De fato, para cada z € R,
plo ja estamos supondo 1
claro que os espacos em {[l‘ - —, T+ —] ne N}
questao sao T7. " "
é um sistema fundamental de vizinhancas fechadas para x.

Exemplo 1.2.15. A reta de Sorgenfrey é regular (veja o Exemplo 1.1.48, e
considere o Corolério 1.2.13).

Veja o Exercicio 1.2.30 para um exemplo de um espaco de Hausdorff que
nao seja regular.

Num espago mnormal, os Definicao 1.2.16. Dizemos que (X, 7) é Ty se, para quaisquer F,G C X
abertos separam os fecha- fechados disjuntos, existirem A, B abertos disjuntos tais que ' C A, G C B.
dos disjuntos. Se, além disso, (X,7) é Ty, dizemos que (X, 7) é espago normal?.

Exemplo 1.2.17. Vamos mostrar mais para frente que todo métrico é nor-
mal (Corolario 2.2.4).

Exemplo 1.2.18. A reta de Sorgenfrey é normal. Vamos provar tal afirmacao.
Primeiramente, note que ela é T7.

Sejam F,G fechados disjuntos. Para cada a € F e cada b € (G, sejam
x(a) e y(b) de forma que

[a,z(a)[NG =0 e [b,y(b)[NF = 0.

Podemos fazer isso pois os complementares de F' e G sdo abertos. Sejam

A=laz@feB=Jby®)

acF beG

2Novamente, tal nomenclatura néo é completamente padréo. As vezes se supde T1, as
vezes nao.
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Note que FF C A e G C B, os quais sdo abertos. Vamos mostrar que
AN B = (. Suponha que nao. Entao existe ¢ € AN B. Para tanto, existem
a € Febe G tais que ¢ € [a,z(a)[N[b,y(b)[.

Caso a < b: entao z(a) < b, pois b & [a, z(a)], logo [a, z(a)[N[b,y(b)[= 0,

absurdo. Se b < a, obtém-se uma contradigdo de maneira andloga. E claro
que a = b nao pode ocorrer por estarmos supondo F'NG = .

Exemplo 1.2.19. Veremos mais para frente que o quadrado da reta de
Sorgenfrey é regular mas nao é normal (Proposicao ?77).

Veremos que até regularidade, as propriedades desta secao sao “bem
comportadas” e muitas vezes a verificagao de se um espago tem ou nao a
propriedade é elementar. Mas com a normalidade, a situagao muda. Desta
forma, um tipo de resultado bastante 1til é quando podemos “subir” alguma
propriedade até a normalidade. O préximo resultado vai nesta diregao:
veremos que para um espago enumeravel ser normal basta ele ser regular. A
ideia para a demonstracao sera usada outras vezes no decorrer do texto:

Proposicao 1.2.20. Todo espaco enumerdvel e reqular ¢ normal.

Demonstragao. Sejam F' e G fechados disjuntos. Faca F' = {x, : n € N} e
G = {yn : n € N}. Como o espago é regular, para cada m € N, existe A,,
aberto tal que x,, € Ay, e A, NG = 0 (pela Proposicao 1.2.12), bem como
B,, aberto tal que y,, € B, e B,, N F = {).

Para cada n € N, defina

Ay = A, N UEeB;:Bn\ U/Tk

k<n k<n

Note que A’ e B sao abertos (pois ANB = AN(X~\B) para A, B C X).

Sejam A = {J,en A5 € B = U,en Byy- Note que F C Ae G C B (em
particular, observe que A* N F = A,, N F). Vamos mostrar que AN B = ().
Suponha que nao. Entao existe z € AN B. Sejam m,n € N tais que z € A},
ezc B

Vamos fazer o caso n < m, o outro é andlogo. Entao z € A; =

Ap N Upen Br € z € B, B N~ U< Ak- Note que, como m > n,
z ¢ ngm/Tk D A, D A, D A%, contradicio, pois supomos z € AZ. O
Alongamentos

Alongamento 1.2.21. Mostre que um espaco finito é T se, e somente se,
tem a topologia discreta.

Note que na verdade es-
tamos provando que todo
espacgo T3 enumeravel é Ty.
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Alongamento 1.2.22. Demonstre o Corolario 1.2.13.

Alongamento 1.2.23. Seja (X, 7) espaco topolégico. Mostre que Ty é
equivalente a seguinte propriedade: “Para todo F' fechado e todo V' aberto
tal que F' C V, existe um aberto U tal que FF C U Cc U C V”.

Exercicios
Exercicio 1.2.24. Dé um exemplo de um espaco Ty que nao seja 17.

Exercicio 1.2.25. (X, 7) é Ty se, e somente se, para quaisquer x,y € X

distintos tivermos {z} # {y}.

Exercicio 1.2.26. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Sao equivalentes:
(a) (X,71) é T;

(b) Vo € X, existe A uma colegao de abertos tal que (), 4 A = {z};

(c) Vo € X existe V, um sistema fundamental de vizinhangas para x tal
que ey, V = {z};

Exercicio 1.2.27. Prove a cadeia de implicagoes: (X, 7) é normal = (X, 1)
éregular = (X, 7) éTh = (X,7) é T1 = (X, 1) é Tp.

Exercicio 1.2.28. Sejam (X, 7) espago topoldgico e Y C X subespaco.
Mostre que se (X, 7) é T; para i =0, ..., 3, entdao Y também é.

Exercicio 1.2.29. Mostre que se Y ¢é subespago fechado de um espaco
normal, entao Y também é normal.

Exercicio 1.2.30. Considere R com a topologia gerada pelos conjuntos da
forma

la,b|\C

onde a < b€ Qe C CR éenumerdvel. Vamos chamar tal espaco de reta
esburacada.

(a) Mostre que isso é uma base para tal topologia;

(b) Mostre que tal espago é de Hausdorff;

(¢) Mostre que todo subconjunto enumeravel é fechado;
(d) Mostre que tal espaco nao é regular.

Exercicio 1.2.31. Mostre que Q com a topologia induzida pela reta de
Sorgenfrey é normal.
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1.3 Axiomas de Enumerabilidade

Nesta secao vamos comecar a investigar quando a existéncia de determinados
conjuntos enumeraveis nos dao propriedades importantes sobre o espaco.
Tais propriedades serao muito usadas no decorrer do texto.

Definigao 1.3.1. Dizemos que um espaco topolégico (X, 7) satisfaz o pri-
meiro axioma de enumerabilidade (1st countable) se, para todo = € X,
existe um sistema fundamental de vizinhangas enumerdvel. Neste caso,
também dizemos que (X, 7) tem bases locais enumeraveis.

Exemplo 1.3.2. Todo espago métrico (X,d) satisfaz o primeiro axioma
de enumerabilidade. Para isso, basta notar que {Bi(z) : n € Nyg} é um
sistema fundamental de vizinhangas para cada z € X.

Exemplo 1.3.3. A reta de Sorgenfrey satisfaz o primeiro axioma de enu-
merabilidade, ja que {[z,z + 1[: n € N5¢} é um sistema fundamental de
vizinhancas para cada x € X.

O primeiro axioma de enumerabilidade tem bastante em comum com o
conceito de sequéncia convergente:

Definigao 1.3.4. Seja (X,7) um espaco topoldgico. Seja (zp)neny uma
sequéncia de pontos de X. Dizemos que (z,)nen converge para x € X
se, para toda vizinhanca V de z, existe ng € N tal que para todo n > ny,
x, € V. Notagao: x, — x.

Proposicao 1.3.5. Seja (X, 7) um espago topoldgico e x, — x. FEntao,
z € {x,:neN}L

Demonstragao. Seja V' vizinhanga de x. Seja ng da definicao de convergéncia.

Note que z,, € V N {x, : n € N}. O
Coroldrio 1.3.6. Seja (X, 7) espago topoldgico e Y C X. Sejam x € X e
(Yn)nen uma sequéncia de pontos de Y. Se y, — x, entdo z € Y.

Para espacos que satisfazem o primeiro axioma de enumerabilidade, ser
ponto aderente pode ser caracterizado por limite de sequéncias:

Proposigao 1.3.7. Seja (X, 7) um espago topoldgico com bases locais enu-
merdveis. Sejam'Y C X ex € X. Entdo, x € Y se, e somente se, existe
(Yn)nen sequéncia de pontos de'Y tal que y, — x.

Veja o Alongamento 1.3.24
para ver que um ponto ter
um sistema fundamental
de vizinhancas enumeravel
é equivalente a ter uma
base local enumeravel.

Note que esta definicao
permanece equivalente se
trocarmos vizinhanca por
aberto contendo o ponto
(veja o  Alongamento
1.3.25).

A hipotese sobre as bases
locais é necesséaria. Veja o
Exemplo 1.3.9.



30 CAPITULO 1. ESPACOS TOPOLOGICOS

Figura 1.6: Aderéncia em termos de convergéncia

Demonstragao. Um lado jé estd feito (vale mesmo sem a hipStese sobre as
bases).

Suponha que z € Y e seja V = {V,, : n € N} sistema fundamental de
vizinhancas para x. Para cada n € N, escolha y,, € (ﬂk<n Vk> NY. Mostre-
mos que Yy, — x. Seja V vizinhanca de . Como V é sistema fundamental

de vizinhancas de z, existe ng € N tal que V,,, C V. Seja n > ng. Note que
Yn € k<n Vi C Vi C V. O

Espacos de Hausdorff tem a propriedade da unicidade de limites:

Proposicao 1.3.8. Seja (X, ) um espaco topoldgico de Hausdorff. Se x,, —
T exT, =Yy, entao x =1y.

Demonstragdo. Suponha, por contradigdo, que = # y. Sejam U e V abertos
disjuntos tais que x € U e y € V. Entao, existem ni,no € N tais que para
todo n > nq, x, € U e para todo n > ng, z, € V. Seja ng = max{ni,na},
segue que =, € UNV, que é uma contradigao. ]

Exemplo 1.3.9. Na reta esburacada, se uma sequéncia (x,)nen € tal que
T, — x para algum z, entdo existe n € N tal que x,, = x. De fato, temos
que {z, : n € N} é fechado por ser enumerével (veja o Exercicio 1.2.30).
Em particular, note que 0 € |0, 1[ mas nao existe sequéncia em ]0,1[ que
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e ° 0 o o

Figura 1.7: A unicidade de limites de sequéncias
converge para 0. Com isso, temos que a reta esburacada nao tem bases
locais enumeraveis.

Definicao 1.3.10. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que uma sequéncia
(n)nen de pontos de X é uma sequéncia de Cauchy se, para todo
e € Ry, existe ng € N tal que para n,m > ng, d(zy, Tn) < €.

Proposicao 1.3.11. Seja (X, d) um espago métrico e (x,)neny wma sequéncia
de pontos de X tal que x,, — x. Entdo, (xy)nen € uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Seja € € Rsg. Seja ng tal que, para todo n > n, d(z,,x) <
5. Assim, dados n,m > ng, temos

d(xp, ) < d(Tp,x) +d(x, 20) < €
0

Definicao 1.3.12. Seja (X,d) um espago métrico. (X,d) é dito espago
métrico completo se toda sequéncia (x,),en de Cauchy é convergente.

O segundo axioma de enumerabilidade é uma versao global do primeiro:

Defini¢ao 1.3.13. Dizemos que (X, 7) satisfaz o segundo axioma de
enumerabilidade (2nd countable) se admite uma base enumeravel.



Note que a reta de Sorgen-
frey nos da que a hipotese
de metrizabilidade é ne-

cesséria.
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Exemplo 1.3.14. A reta real satisfaz o segundo axioma de enumerabili-
dade, ja que {]a,b[: a,b € Q} é uma base.

Proposicao 1.3.15. Se um espago topoldgico (X, T) satisfaz o sequndo axi-
oma de enumerabilidade, entao também satisfaz o primeiro arioma de enu-
merabilidade.

Demonstragao. Seja B uma base para (X, 7). Entao, B, = {B € B:z € B}
é uma base local para x. O

Exemplo 1.3.16. A reta de Sorgenfrey nao satisfaz o segundo axioma de
enumerabilidade. De fato, suponha, por contradicao, que satisfaca. Seja B
uma base enumeravel. Para cada x € X, seja B, € B tal que ¢ € B, C
[z,z + 1[. Note que se = # y, entdo B, # B,. De fato, sem perda de
generalidade, suponha que < y e note que x ¢ By, pois By C [y,y + 1[.
Logo, f : R — B definida por f(z) = B, é injetora, o que é uma contradicao,
pois B é enumeravel e R nao.

Definigao 1.3.17. Seja (X, 7) um espaco topolégico. Dizemos que D C X
é denso em X se D = X.

Definigao 1.3.18. Dizemos que (X, 7) satisfaz o terceiro axioma de enu-
merabilidade (3rd countable) se admite um subconjunto denso enumeravel.
Neste caso, dizemos também que (X, 7) é um espago separavel.

Exemplo 1.3.19. Temos que a reta real e a reta de Sorgenfrey sao se-
paraveis pois em ambos os casos Q é denso.

O segundo axioma de enumerabilidade implica no terceiro (e ja vimos
que ele implica no primeiro também):

Proposicao 1.3.20. Se um espago topolégico (X, T) satisfaz o sequndo axi-
oma de enumerabilidade, entao ele € separdvel.

Demonstragao. Seja B = {B,, : n € N} uma base para (X, 7). Para cada
n € N, seja x,, € B,, (podemos supor sem perda de generalidade que B,, # 0).
Vamos mostrar que D = {z,, : n € N} é denso. Sejam = € X e V vizinhanca
de x. Como B ¢ base, existe B,, € B tal que x € B,, C V. Note que z,, € B,,.
Portanto, x, € VN D. ]

No caso de métricos, vale a volta:

Proposicao 1.3.21. Se (X,d) é um espaco métrico e separdvel, entao
(X,d) satisfaz o sequndo axioma de enumerabilidade.
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Demonstragdao. Seja {z, : n € N} denso em X. Considere
B={Bi(x,):n€NmeN}.

Vamos mostrar que B é base. Sejam A aberto e x € A. Seja ¢ € Ry

tal que B.(z) C A. Seja m € N tal que = < £. Como {z, : n € N} ¢

denso em X, existe z, € B1 (x). Vamos mostrar que x € B1 (z,,) C B:(z).

Primeiramente, note que z € B (zy,), pois d(z,2,) < +. Temos também

que Bi (x,) C Be(x), pois, dado a € B1 (z,,), temos

Defini¢ao 1.3.22. Dizemos que o espago topolégico (X, 7) é um espago
metrizavel se existe uma métrica sobre X que induz a topologia 7.

Com o que temos até o momento, ja conseguimos dizer em alguns casos
quando um espaco nao é metrizavel:

Exemplo 1.3.23. A reta de Sorgenfrey nao é um espago metrizavel. De
fato, temos que este é um espaco separavel mas que nao admite uma base
enumeravel. Assim, pela Proposicao 1.3.21, que ele ndo é metrizavel.

Veremos outros critérios ao longo do texto.

Alongamentos

Alongamento 1.3.24. Sejam (X, 7) espago topoldgico e x € X. Mostre
que sao equivalentes:

(i)  admite um sistema fundamental de vizinhancas enumeravel;
(ii) = admite uma base local enumerdavel.

Alongamento 1.3.25. Sejam (X, 7) espago topoldgico, z € X e (Ty)nen
sequéncia de pontos de X. Mostre que sao equivalentes:

(i) zp, — x.

(ii) para todo V aberto tal que z € V, existe ng tal que, se n > ng, entao
x, €V.
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(iii) dado V sistema fundamental de vizinhangas para x, para todo V € V,
existe ng tal que, se n > ng, entao z,, € V.

Alongamento 1.3.26. Seja (X, 7) um espago topolégico. Mostre que D C
X é denso se, e somente se, para todo aberto nao vazio A, AN D # ().

Alongamento 1.3.27. Mostre que se (X, 7) é um espaco topoldgico enu-
meravel que satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade, entao (X, )
também satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

Alongamento 1.3.28. Mostre que todo subespaco de um espago que sa-
tisfaga o primeiro axioma de enumerabilidade também satisfaz o primeiro
axioma de enumerabilidade.

Alongamento 1.3.29. Mostre que todo subespaco de um espaco com base
enumeravel tem base enumeravel.

Alongamento 1.3.30. Mostre que se (X, 7) satisfaz o primeiro axioma
de enumerabilidade, entdao todo z € X admite um sistema fundamental
de vizinhangas abertas enumeravel e decrescente, isto é, (V,,)nen € tal que
Vot1 C V.

Exercicios
Exercicio 1.3.31. Mostre que a reta esburacada nao é metrizavel.

Exercicio 1.3.32. Mostre que na reta esburacada as tnicas sequéncias
convergentes sdo as quase constantes. Uma sequéncia (z,)pen ¢ dita uma
sequéncia quase constante se existem x e ng tais que x,, = x para todo
n > ng.

Exercicio 1.3.33. Seja (X, 7) um espago topolégico. Seja D C X denso.
Considerando D como subespaco, mostre que se £ C D é denso em D, entao
FE é denso em X.

Exercicio 1.3.34. Mostre que todo subespaco de um espaco que tenha base
enumeravel é separavel.

Exercicio 1.3.35. O exemplo deste exercicio é chamado de plano de Ni-
emytski.
Considere X = {(z,y) : z,y € R,y > 0} com a topologia de forma que:

(i) se (z,y) é tal que y > 0, entdo uma vizinhanga bésica de (z,y) é da
forma de uma bola aberta centrada em (x,y) que nao intercepta o eixo
x, isto é B:((z,y)) com 0 < & < y;
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(ii) Para os pontos da forma (x,0), uma vizinhanca de tal ponto é da

forma de uma bola aberta contida em {(a,b) : b > 0} e que tangencie
o0 eixo = no ponto (z,0) (inclua o ponto em tal vizinhanga). Ou seja,

By((z,y)) U{(x,0)}.

onde B,.((z,y)) é a bola com a métrica usual do R2.

(a)
(b)
(c)
(d)
()

Mostre que isso define uma topologia.
Mostre que tal espago é de Hausdorff.
Mostre que tal espago é regular.
Mostre que tal espago é separavel.

Mostre que o eixo = ({(x,0) : x € R}) com a topologia de subespago
tem a topologia discreta.

Mostre que tal espago nao tem base enumeravel.
Mostre que tal espago nao é metrizavel.

Mostre que nao é verdade que todo subespaco de um espacgo separavel
é separavel (compare com o Exercicio 1.3.34).

Exercicio 1.3.36. Mostre que a reta esburacada nao é separavel.

Exercicio 1.3.37. Mostre que, se (X, 7) é um espago regular que satisfaz
o segundo axioma de enumerabilidade, entao (X, 7) é um espago normal.

Exercicio 1.3.38. Sejam (X, 7) um espago topoldgico, B uma base enu-
meravel para (X, 7) e seja C uma base qualquer para (X, 7). Entao, existe
uma familia enumeravel C' C C que é base para (X, 7).
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Capitulo 2

Funcoes

2.1 Funcgoes continuas

Uma maneira de entender a definicao de funcao continua é a seguinte: ima-
gine que f seja uma maquina de transformar algo em outra coisa. Para
exemplificar, imaginemos que f transforma farinha em pizza. Assim, se
queremos obter “y m? de pizza”, precisamos fornecer z kg de farinha, de
forma que f(x) =y. Mas, como toda medigdo acarreta em erros, este pro-
cesso nao tem precisdo absoluta. Desta forma, para obtermos “y m? de
pizza” dentro de uma margem de erro T (tolerancia), precisamos fornecer x
kg dentro de uma precisao P (exigida pela f). Vamos dizer que f é continua
se dada uma tolerancia qualquer, sempre podemos encontrar uma precisao
que satisfaca o processo.

Traduzindo para a nossa linguagem, dados (X, 7) e (Y, p) espagos to-
polodgicos, f serad continua no ponto x se para toda tolerancia 7" em torno
de f(x), existe uma precisao P em torno de x de forma que f[P] C T. Note
que essa ultima condigao simplesmente quer dizer que todo os pontos que
satisfazem a precicdo tem imagem dentro da tolerancia. Finalmente, note
que estar dentro de uma precisao ou de uma tolerancia é simplesmente es-
tar “proximo” de um determinado ponto. Ou seja, basta trabalharmos com
estes dois conceitos como sendo vizinhancas:

Definigao 2.1.1. Sejam (X, 7) e (Y, p) espacos topolégicos eseja f : X — Y
uma funcao. Seja também x € X. Dizemos que f é uma funcao fungao
continua no ponto z se, para toda vizinhanga A de f(z) existe uma
vizinhanca B de x tal que f[B] C A.

Da mesma forma que obtemos uma definicio mais simples (e menos
intuitiva) quando abandonamos vizinhancas e definimos abertos diretamente

37

O que nao seria nada ruim.
Mas nao sei de onde viria o
molho.

Veja o Alongamento 2.1.17
para ver que esse conceito
de fato generaliza aquele
normalmente visto em cur-
sos de Calculo.



Este resultado é lido como

“composta de  fungoes

continuas é continua’.
que era de se esperar.

0]
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de uma forma global para o espago, também temos uma definicao para
fungdes continuas (de maneira global):

Definicao 2.1.2. Sejam (X, 7) e (Y, p) espagos topoldgicos e seja f : X — Y
uma funcao. Dizemos que f é uma fungao continua se, para todo aberto
A de Y, temos que f~![A] é aberto em X (i.e., VA € p f71[A] € 7).

De fato, os conceitos apresentados sao versoes globais e locais de uma
mesma coisa:
Proposigao 2.1.3. Sejam (X, 1) e (Y,0) espacos topoldgicos e f: X =Y

uma funcdo. Entdo f € continua se, e somente se, para todo x € X, [ €
continua no ponto x.

Demonstragdo. Suponha f continua e z € X. Seja A vizinhanca de f(x) e
A’ aberto tal que f(x) € A’ C A. Assim, f~![A’] é aberto, com = € f~1[A4’]
(portanto, vizinhanga de z) e f[f~1[A4']] ¢ A’ C A.

Agora, suponha que para todo x € X, f é continua em x. Seja A aberto
em Y. Para cada x € X tal que f(z) € A, seja B, vizinhanga de z tal
que f[Bz] € A. Como B, é vizinhanga de z, existe Bj aberto tal que
r € B!, C B,. Assim, f1[A] = Uses-114) Bz € aberto. O

Exemplo 2.1.4. Considere (X, 7) um espago topoldgico. Entao a fungao
I: X — X dada por I(z) = x para todo z € X (fungao identidade) é
continua (a verificacao é imediata).

Exemplo 2.1.5. Qualquer funcao constante é continua. De fato, sejam
(X,7) e (Y,0) espacos topoldgicos e considere uma funcao constante f :
X — Y dada por f(x) = k. Seja A um aberto de (Y, o). Entao,

g [0 kgA
fl[A]{X, ke A

Ou seja, em ambos os casos f~[A] é um aberto de (X, 7).

Com a definicao global de continuidade, prova-se o seguinte resultado
facilmente:

Proposicao 2.1.6. Sejam (X1,71), (Xo,72) e (X3,73) espacos topoldgicos
e sejam g : X1 — Xo e f: Xo — X3 funcgoes continuas. Entao, fog: X1 —
X3 € continua.

Demonstracao. Seja A um aberto em X3. Como f é continua, temos que
f~Y[A] é aberto em X5. Agora, como g é continua, g~'[f![A]] é aberto em
X1. Mas, como g~ ![f![A]] = (f o g)"'[A], a proposicio estd provada. [l
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é‘@‘{t{\\ P
— —
X, X, X 3

Figura 2.1: Composta de continuas é continua (va da direita para a esqueda)

Densos sao “empurrados” por funcoes continuas:

Proposicao 2.1.7. Sejam (X, 1) e (Y, p) espagos topoldgicos e f : X — Y
uma fungao continua sobrejetora. Se D C X € denso em X, entao, f[D] é
denso em Y.

Demonstragdo. Seja A C'Y aberto nio vazio. Note que f~1[A] é aberto em
X. Como f é sobrejetor, f~1[A] # 0. Logo, existe d € D tal que d € f~1[A],
ou seja, f(d) € A. Portanto, f[D] N A # 0. O

Corolario 2.1.8. Imagem continua de um espago separdvel € separdvel.
O seguinte exemplo serd 1util no estudo de sequéncias convergentes:

Exemplo 2.1.9. Considere o conjunto N U {oco} com a topologia gerada
pelos conjuntos

(a) {n}, neN;
(b) {oc0} UA, em que A C Ne N~ A é finito.

Note que, desta forma, um conjunto contendo oo é aberto se, e somente
se, apenas uma quantidade finita de elementos de N nao pertence a ele.
Chamamos este espaco de espago da sequéncia convergente.
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Figura 2.2: Tipica vizinhanca de oo

Proposicao 2.1.10. Seja (X, ) espago topoldgico e seja f: NU{oo} — X
uma fung¢ao (N'U {oc} com a topologia do exemplo anterior). Entao, f €
continua se, e somente se, f(n) — f(o0) (i.e., a sequéncia (xn)nen, em que
cada x, = f(n), € convergente para x = f(c0)).

Demonstragdo. Suponha f continua. Seja A aberto tal que f(oo) € A.
Como f é continua, f~![A] é aberto. Logo, N~ f~1[A] é finito, ou seja,
existe ng € N tal que para n > ng, n € f~1[A]. Logo, para n > ng,
f(n) € A.

Agora, suponha que f(n) — f(co). E imediato que f é continua em
todo n € N. Mostremos que f é continua em oco. Seja A aberto tal que
f(o0) € A. Como f(n) — f(o0), existe ng tal que para n > ng, f(n) € A.
Logo, {n:n>ng} C flAlecc € {n:n>no}U{oco} C fLA] O

Fungoes continuas também “empurram” sequéncias convergentes:

Proposigao 2.1.11. Sejam (X, 7) e (Y, p) espagos topoldgicos, f: X — Y
fungao continua e (x,)nen uma sequéncia convergente para x € X. Entdo,

f(xn) = f(2).

Demonstragao. Considere a funcao h : NU {occ} — X, com h(n) = x, e
h(oo) = x. Note que h é continua pela proposi¢ao anterior. Note também
que f o h é continua, pois é composta de continuas. Note que (f o h)(n) =
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f(zyn), paran € Neque (foh)(oco) = f(00). Logo, pela proposicao anterior,
aplicada a f o h, temos f(x,) — f(z). O

No caso de espagos “ricos” em sequéncias convergentes, também temos
a volta do resultado anterior:

Proposicao 2.1.12. Sejam (X, 1) e (Y, p) espagos topolégicos, onde (X, T)
possui bases locais enumerdveis. Dada [ : X — Y uma func¢do, temos que
f € continua se, e somente se, para toda sequéncia (Ty)nen em X tal que
Ty — x, temos que f(x,) — f(x).

Demonstracao. Ja esta feito supondo f continua.

Para a reciproca, sejam = € X e (By)nen base local para z. Seja A
aberto em Y tal que f(x) € A. Mostremos que existe V aberto tal que
x € V C f7'[A]. Suponha, por contradicio, que ndo existe. Entdo, para
todo n € N, temos que (<, Bx ¢ f'A]. Seja z, € N, Br tal que
f(z,) ¢ A. Agora, observe que x,, — z. De fato, seja V 3 x aberto. Existe
n € N tal que x € B, C V. Portanto, para todo m > n, z,, € V. Note,
também, que f(x,) - f(x). De fato, veja que f(z) € A, que é aberto e
para todo n € N, f(z,) ¢ A, que é contradicao. O

Corolario 2.1.13. Sejam (X, d1) e (Y,d2) espagos métricos e f : X =Y
uma funcao. Entao, f € continua se, e somente se, para toda sequéncia
(Zn)nen em X tal que x, — x, temos que f(x,) — f(x).

Alongamentos

Alongamento 2.1.14. Mostre que f : X — Y é continua se, e somente
se, fL[F] é fechado (em X) para todo F C Y fechado.

Alongamento 2.1.15. Mostre que na definicao de funcéo continua po-
derfamos supor os abertos da imagem como sendo sendo basicos (isto é, os
abertos em Y serem elementos de uma base B fixada previamente).

Alongamento 2.1.16. Mostre o analogo do alongamento anterior para a
definigao de continuidade num ponto, trocando vizinhanca por “elemento de
uma base local” fixada.

Alongamento 2.1.17. Sejam (X1,d;) e (X2,d2) espagos métricos e f :
X1 — X9 uma funcao. Mostre que, para cada = € X1, sao equivalentes:

(a) f continua em z (com as topologia induzidas pelas métricas);

(b) Ve > 0,36 >0, Vy € X, di(z,y) <0 — dao(f(2), f(y)) <e.

Veja também o Exercicio
2.1.22.

Para aqueles que gostam
de e’s e d’s.
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Alongamento 2.1.18. Sejam (X, 7) e (Y, 0) espagos topoldgicos e Z C X
subespago de X. Seja f : X — Y uma fungao continua. Mostre que(f | Z) :
Z — 'Y é continua.

Exercicios

Exercicio 2.1.19. Seja (X, 7) espaco topolégico. Seja A um aberto fechado
em X. Mostre que a fungao caracteristica de A é continua. Isto é, que a
funcao x4 : X — {0,1} dada por

{1 sexe A

Xa(x) = 0 caso contrario

é continua (considere em {0, 1} a topologia discreta (ou a induzida por R,
que d4 na mesma)).

Exercicio 2.1.20. Sejam (X, 7) e (Y, 0) espagos topoldgicos. Sejam F1, ..., F,, C
X fechados tais que |J;_; F; = X. Seja f: X — Y uma fungao.

(a) Mostre que se f | F; é continua para todo i = 1, ...,n, entao f é continua;
(b) Note que a volta é imediata (mesmo que cada F; ndo seja fechado).

(c) Dé um exemplo para mostrar que a hipétese de que cada F; ser fechado
é necessaria no item (a).

Exercicio 2.1.21. Sejam (X, 7) e (Y, 0) espagos topoldgicos. Seja (A;)icr
familia de abertos de X tal que (J;c; Ai = X. Seja f: X — Y.

(a) Mostre que se f [ A; é continua para todo i € I, entao f é continua.

(b) Note que a volta é imediata (mesmo que cada A; nao seja aberto).

Exercicio 2.1.22. Sejam (X,7) e (Y, p) espagos topolégicos, sendo que
(X, 7) satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade. Mostre que podemos
melhorar a Proposigao 2.1.12 para f : X — Y é continua se, e somente,
para toda sequéncia (z,)nen convergente em X, temos que (f(x,))nen é
convergente.

Exercicio 2.1.23. Considere (X, 7) como sendo a reta esburacada e seja
(Y, p) um espago qualquer. Seja f : X — Y. Mostre que se (Z,)nen é
uma sequéncia convergente em X, entao (f(x,))nen € uma sequéncia con-
vergente em Y. Conclua que a hipdtese a hipotese sobre o primeiro axioma
de enumerabilidade ¢é essencial no exercicio anterior (e na Proposigao 2.1.12).
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2.2 Lema de Urysohn

Nesta segao veremos uma equivaléncia entre a normalidade e a existéncia de
determinadas fungoes continuas. Comecemos com o “lado facil”:

Proposicao 2.2.1. Seja (X,7) um espago topoldgico de modo que, para
todos F,G C X fechados disjuntos, existe uma funcdo continua f : X —
[0,1] tal que, para todo x € F, f(x) = 0 e, para todo y € G, f(y) = 1.
Entao, (X, 1) € Ty.

Demonstragdo. Note que F C f~1[[0, %H eGcC f! []%, 1]] e, por f ser uma
funcao continua, tais conjuntos sao abertos e disjuntos. O
Com este resultado, podemos mostrar facilmente a normalidade de espacos

métricos:

Definigao 2.2.2. Sejam (X, d) espago métrico e A, B C X conjuntos nao
vazios. Definimos d(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}. No caso A = {a},
denotamos d(A, B) = d(a, B) (analogamente para B = {b}).

Exemplo 2.2.3. Sejam (X, d) espago métrico e A C X um conjunto nao
vazio. Entao, a fungado f: X — R, dada por f(z) = d(x, A) é continua.

Demonstragao. Seja a € A e sejam z,y € X. Temos que d(z,a) < d(z,y) +
d(y,a). Logo, d(z, A) < d(z,y) + d(y, A). Assim,

Analogamente, temos

Portanto, |f(x) — f(y)| = |d(x, A) — d(y, A)| < d(z,y). Com isso, temos
que, dado € > 0, para z,y € X, temos que d(z,y) < ¢ implica que |f(x) —
f(y)] < e. O que mostra que tal fungao é continua (ver Alongamento 2.1.17
e lembre que a métrica usual em R é dada por d(z,y) = |z — y]). O

Corolério 2.2.4. Seja (X,d) um espago métrico. Entdo, (X,d) € normal.

Demonstragdo. Ty é imediato (ja feito).
Sejam F,G C X fechados disjuntos. Considere a fungao f : X — [0,1]

dada por
d(z, F)(1 —d(z,Q))

1@ = = P T de.0)
Note que f satisfaz as hipdteses da Proposicao 2.2.1 e portanto segue o
resultado. 0

A continuidade segue da
continuidade de operagoes
bésicas (exercicio) e de
que composta de fungoes
continuas é continua.



Atengao com a ordem aqui:
nao estamos usando a or-
dem dos naturais, mas
sim a ordem dos racionais.
Por exemplo, suponha que
@0 =0 q=1q¢ =1,
q3 = % e q = % Entao
terfamos que Uy C Uy C
U3CU3CU2CﬁQC

U4CU4CU1
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Figura 2.3: Abertos intercalados

Agora vamos provar o “lado dificil” da equivaléncia. Nesta demonstragao
usaremos muitas vezes o seguinte fato: Se (X,7) é Ty e F' é um fechado
contido num aberto A, entdo existe um aberto B tal que F C BC BC A
(note que isto é, na verdade, equivalente a ser Ty, vide o Alongamento
1.2.23).

Teorema 2.2.5 (Lema de Urysohn). Seja (X, 7) um espago topoldgico
Ty. Sejam F,G C X fechados disjuntos. Entao existe uma func¢ao continua
f: X — [0,1] tal que, para todo x € F, f(x) = 0 e, para todo x € G,

f(2) = 1.

Demonstragao. Seja {qn : n € N} =QnN|[0, 1], de forma que g =0, g1 =1 e
¢i # qj se i # j. Vamos definir por indugao uma familia {U,, },,cn de abertos
de X, de forma que, para todo n,m € N:

(a) FCcU,cU,CX\G,
(b) se gn < qm, entdo U, C Up,.

Mostremos que existe tal familia.

Seja Uy aberto tal que F C Uy C Uy C X ~ G (note que Uy existe por
(X, 1) ser Ty). Seja Uy aberto tal que Uy C Uy C Uy C X \ G (novamente,
tal U; existe por (X, 7) ser Ty). Note que as condicoes (a) e (b) impostas
acima estao satisfeitas.
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Seja Uy aberto tal que Uy C Uy C Uy C U;. Vale lembrar que o indice
2 em U, faz referéncia ao racional ¢s e que este € tal que 0 < ¢o < 1. Em
particular, U, satisfaz (a) e (b).

Suponha U; definido para todo j < k, com k > 2, de forma que estejam
satisfeitas as condigdes (a) e (b) (vamos chamar isso de “hipétese de indugao”
(HD)).

Seja i < k de forma que

qi = maX{Qn :n < k;%z < Qk+1}-

Note que ¢; esta bem definido, devido a gy = 0. Seja j < k de forma que

¢; = min{gn : n <k, qry1 < ¢n}-

Novamente, tal nimero estd bem definido, devido a ¢ = 1.
Por HI, temos U; C Uj; por (X, 7) ser Ty, podemos tomar Uy aberto
tal que U; C Ugy1 C Ugq1 C U;. Vamos mostrar Uy, satisfaz (a) e (b).
De fato, temos (a) pois

FCU CU CUp1 CUn CU; CU; CX NG

Note que tanto a primeira quanto a ultima inclusao decorrem de HI.

Para a condicdo (b), seja m < k. Temos dois casos: ¢, < Qg+1 €
qk+1 < ¢m- Vamos fazer o caso em que qr11 < ¢ (0 outro caso é andlogo
e é o Alongamento 2.2.9). Note que ¢,,, > ¢;. Temos dois subcasos aqui: se
dm = gj, segue trivialmente de nossas hipéteses, ja que

Uk+1 CU;j
Agora, se qj < gm, segue de (HI) que
Uk+1 C Uj C Uj c Up,.

Agora vamos construir a funcao do enunciado. Seja f : X — [0,1] dada
por
f(z) =inf({g, : x € Uy} U{1}),

para todo x € X. Claramente, f(x) € [0, 1] para qualquer z € X. Suponha
que z € F. Neste caso, temos por construcao que x € Up e, portanto,
f(x) = 0. Se tivermos = € G, entdao x ¢ U,, para todo n € N e, portanto,
f(z) =1 (note que, em ambos os casos, utilizamos a condigdo (a)). Resta
apenas mostrar que f é continua. Considere as seguintes afirmagoes sobre
a €]0,1[:

Fazendo o mesmo exem-
plo que apresentamos an-
tes, quando k£ + 1 = 2,
terfamos que ¢; =0 e ¢; =
1. J4 quando £+ 1 = 3,
terfamos ¢; = qo € ¢; = qo.
Os ntimeros g; e g; idicam
o “lugar” onde Ugy, deve
ser encaixado.



Boa parte do argumento
aqui segue diretamente do
fato dos U, ’s estarem en-
caixados na mesma ordem
que os respectivos ¢,’s.

Alguns lugares chamam
um espago completamente
regular de um espago de
Tychonoff.
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(i) f7Y[0,]] é aberto: Seja x € X tal que 0 < f(x) < a. Seja g, € Q tal
que f(z) < gn < o. Vamos mostrar que

z €U, C fH0,af].

Primeiramente, note que x € U, pois, caso contrario, teriamos que
f(x) > gp, contrariando nossa hipdtese. Agora seja y € U,. Assim,
f(y) < ¢, e, portanto, f(y) € [0, af como queriamos.

(i) f~![a,1]] é aberto: Seja x € X tal que a < f(z) < 1. Seja g, € Q tal
que o < ¢, < f(x) < 1. Vamos mostrar que

r€XNU, C fHe,1]).

Primeiramente, note que x € X . U,. Pois, caso contrario, terfamos
que z € U, C U, para todo m tal que ¢, > ¢,. Logo, f(z) < ¢,
contrariando nossa hipdtese. Agora seja y € X \ U,. Note que f(y) >

gn €, portanto, f(y) €]gn, 1] como queriamos.

Note que abertos da forma |, 3], [0, ], ] 3, 1] formam uma base para [0, 1]
e que |a, B[= [0, B[N]a, 1]. Como f~[AN B] = f~1[A] N f~1[B] em geral,
concluimos que a imagem inversa de um aberto de uma base fixada é aberta.
Logo, f é continua (veja o Alongamento 2.1.15). O

Corolério 2.2.6. Um espago topolégico (X,T) € Ty se, e somente se, para
quaisquer fechados F,G C X disjuntos existir uma fung¢do continua f : X —
[0,1] tal que f(x) =0 para todo x € F e f(x) =1 para todo x € G.

Corolério 2.2.7. Um espago topoldgico (X, 7) Th € normal se, e somente
se, para quaisquer fechados F,G C X disjuntos existir uma funcdo continua
f:X —1[0,1] tal que f(x) =0 para todo xz € F e f(x) =1 para todo x € G.

Podemos pensar que espagos normais sao aqueles em que fungoes continuas
separam fechados disjuntos. Ao tentarmos fazer o analogo para separacao
entre pontos e fechados, obtemos um novo axioma de separacao:

Definigao 2.2.8. Dizemos que (X, 7) é T3% se, paratodor € X e FF C X
fechado tal que x ¢ F existir f : X — [0, 1] continua, tal que f(xz) =0 e
f(y) =1, para todo y € F. No caso que (X, 7) também é T}, dizemos que
(X, 7) é um espago completamente regular.
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Alongamentos

Alongamento 2.2.9. Complete a demonstracao do Lema de Urysohn, para
o caso em que m < k € ¢ < Q41

Alongamento 2.2.10. Mostre que todo espago completamente regular é
um espaco regular.

Exercicios

Exercicio 2.2.11. Seja (X,d) espago métrico. Sejam F C X fechado.
Mostre que, dado x € X, d(z, F) = 0 se, e somente se, x € F.

Exercicio 2.2.12. Mostre que subespacos de espagos T51 sao Ty1.
2 2

Exercicio 2.2.13. Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que =< é uma
ordem parcial sobre X se, dados a,b,c € X temos:

(i) a 2
(ii) se a 2 beb =< a, entdo a = b;
(ili) sea X=beb=<r¢c, entdo a = c.

Mostre que a seguinte relagdo é uma ordem parcial sobre subconjuntos
de um espago topolégico: A < B se, e somente se, A C B ou A = B.

Exercicio 2.2.14. Considere {U,, : n € N} como na demonstracao do Teo-
rema 2.2.5 e < como definida no exercicio anterior.

(a) Mostre que < é uma ordem total (isto é, dados a,b, temos que a < b
ou b < a) sobre {U,, : n € N};

(b) Mostre que existe um isomorfismo de ordem! entre {U, : n € N}
com a ordem < e QN 0,1] com a ordem usual.
2.3 Extensoes de funcgoes

Definicao 2.3.1. Sejam (X, 7) e (Y, p) espacos topoldgicos. Seja A C X.
Dadas f: A — Y e g: X — Y funcoes continuas, dizemos que g é uma
extensao continua de f se f(a) = g(a) para todo a € A.

(X, =) é isomorfo a (Y, <) se existe f : X — Y bijetora tal que, para todo a,b € X,
f(a) < f(b) se, e somente se, a < b.



Na verdade, dada qualquer
f : R — R, existe um
denso D C R tal que f é
continua em tal denso [1].

48 CAPITULO 2. FUNCOES

Os valores num denso determinam, no maximo, uma fun¢ao continua:

s

Proposigao 2.3.2. Sejam (X,7) e (Y, p) espagos topoldgicos, onde (Y, p) é
de Hausdorff. Se D C X édensoe f: X — Y eg: X — Y sdo duas
fungées continuas tais que f(d) = g(d) para todo d € D, entio f = g.

Demonstragao. Suponha que nao. Seja x € X tal f(x) # g(x). Sejam A e
B abertos disjuntos tais que f(x) € A e g(z) € B. Note que f~[A]Ng~![B]
é um aberto contendo x. Logo, existe d € f~'[A] N g ![B]. Note que
f(d) = g(d) € AN B, contradigao. O

Dissemos “no maximo” pois existem casos que uma funcao continua num
denso nao admite qualquer extensao continua:

Exemplo 2.3.3. Considere f : N — [0, 1] dada por

f(”):{(l) se n é par

se n é impar

Note que f é continua, N é denso em NU{oco} (espaco da sequéncia conver-
gente) e nao existe g : NU {oco} — [0, 1] continua que estenda f.

Note que no mesmo exemplo, temos que f esta definida num aberto e nao
pode ser estendida continuamente ao espago todo. Vamos agora apresentar
um resultado sobre quando podemos estender uma funcgdo definida num
fechado:

Teorema 2.3.4 (Teorema da Extensao de Tietze). Seja (X,7) um
espaco Ty. Sejam M C X fechado e f : M — R uma fung¢do continua.
Entao existe g : X — R uma extensao continua de f.

Note que vale a volta, isto é, se (X, 7) for um espaco topolégico tal que
para qualquer funcao continua f : M — R, com M C X fechado, existir uma
extensao continua g : X — R, entao (X,7) é Ty. De fato, dados F,G C X
fechados disjuntos, a funcao f : FUG — {0,1} dada por f(z) =1sex € Fe
f(z) =0 caso x € G; é continua, donde segue que existe g : X — R continua
com g(z) =1sex € F e g(z) =0 caso x € G; note que g~ [|0,3[] D G e
g7 [13,1[] D F sdo abertos disjuntos.

Antes de demonstrarmos o teorema, vamos provar alguns lemas auxilia-
res.

Lema 2.3.5. Sejam (X, 1) Ty, M C X fechado e fo : M — R uma fungao
continua tal que | fo(z)| < ¢, para todo x € M (com ¢ € Rsg fizado). Entao
existe g : X — R continua, tal que
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-C
Figura 2.4: A ideia para o Lema 2.3.5

(a) |g(z)| < 3¢, para todo x € X;

(b) |fo(z) — g(z)| < 3¢, para todo x € M.

Demonstragao. Sejam A = fo_l [[—c, —%cﬂ e B = fo_1 [[%c, c]] Note que
A e B sao disjuntos e fechados de M, pois sdo imagens inversas de fechados
via funcao continua. Como M é fechado em X, temos A e B sao disjuntos
e fechados em X.

Pelo Lema de Urysohn, existe h : X — [0, 1] continua tal que h[A] = {0}
e h[B] = {1}. Note que a func¢io g(z) = Zc- (h(z) — §) satisfaz as condigdes
(a) e (b) desejadas (ver Alongamento 2.3.8). O

Lema 2.3.6. Sejam (X, 7) Ty, M C X fechado e f : M — [—1,1] continua.
Entao existe g : X — [—1, 1] uma extensao continua de f.

Demonstragdo. Vamos definir (gn)nen fungoes continuas de X em [—1,1]
satisfazendo

(a) lgi(z)| < 3 (%)Z, para todo z € X;

(b) ’f(:v) — Z;":o gj(x)‘ < (%)Z, para todo x € M.
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Para definir go, aplicamos o Lema 2.3.5 para f e ¢ = 1 (note que tal
valor de ¢ se deve ao fato de f ser limitada por 1 pela hipdtese deste lema).

Suponha definidas go, ..., g;, de modo a valer (a) e (b). Vamos definir g;1.

Aplique o lema anterior para f — Z;‘:o(gi [ M)ec= (%)Z Note que

f- Z;":o(gi [ M) é continua (por ser soma de fungdes continuas) e limitada
pela constante ¢ escolhida (pois go, . . ., g; satisfazem b). E imediato verificar
que g;+1 satisfaz (a) e (b).

Defina g : X — [—1,1] como g(x) = E;io gi(x), para todo x € X (note
que tal definigao faz sentido devido & condicao (a)). Pela condigao (b), temos
que g estende f. Resta apenas mostrar que g é continua.

Sejam ¢ > 0 e z € X. Tome ny € N tal que > 2 o1 (3 < 5. Como
cada g; é continua, existe A; vizinhanca de x tal que para todo y € A;,
l9i(z) — 9i(y)| < 3 g1y Seja A = N2y Ai (note que A é vizinhanca de x).
Seja y € A Temos

)’H-l

l9(x) =g < YZolgi@) — gi(y)
= 320 19i(2) — gy + 222 011 19i(2) — gi(y)]
< Yolgi(@) = gi(y)| + 200241 (gi(@)] + 1gi(w)])
< Y 19i@) - 9i(w)| + T (53 +3(3))
< Y0 lgi(@) — g + X (2) (3 + 1)
< Y lgi@) — gi@)] + S0 (2)
< (0 + Do T3

3

Finalmente, podemos passar a demonstragao do Teorema:

Demonstragao do Teorema da Extensao de Tietze (2.3.4). Note que basta mos-
trarmos o resultado para f : M —] — 1,1 (pois existe ¢ :] — 1,1[— R bi-
jetora continua com inversa continua e, portanto, o argumento segue via
composicoes adequadas - veremos mais sobre isso em 2.4.14).

Pelo Lema 2.3.6, existe g : X — [—1,1] continua que estende f. Seja
M' = g'[{—1,1}]. Note que M e M’ sdo fechados disjuntos. Pelo Lema de
Urysohn, existe h : X — [0, 1] continua tal que h[M] = {1} e h[M'] = {0}.
Finalmente, note que a fungao desejada é F' : X —| —1,1[ dada por F(z) =
g(z)h(x). O
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Exemplo 2.3.7. Considere (X, 7) como o plano de Niemytski (ver Exercicio
1.3.35). Vamos mostrar que tal espago nao é normal. Faremos isso de duas
maneiras (ambas usam um argumento de cardinalidade - escolha a que deixar
vocé mais confortavel).

Por ser T, afirmar que X nao é normal equivale a afirmar que X nao
é Ty. Suponha, por absurdo, que X seja Ty. Note primeiramente que R =
R x {0} = {(2,0) : x € R} é fechado em X e, como R é discreto, qualquer
subconjunto F' C R é fechado em R e, portanto, também ¢é fechado em X.
Note que F' e R\ F sao disjuntos e fechados em X. Vamos agora terminar
de duas maneiras diferente:

e Aplicando o Teorema de Tietze, temos que, para cada F' C R, existe
fr : X — R continua tal que frp[F] = {0} e fp[R \ F] = {1}.
Note que, se F' # G, entao fr # fg. Logo, temos uma quantidade
maior igual que |p(R)| de fungdes continuas saindo de X e chegando
em R. Por outro lado, seja D C X denso enumeravel. Entao exis-
tem |p(N)| = |R| fungoes (continuas ou nao) saindo de D e chegando
em R. Logo, pela Proposicao 2.3.2, existem, no maximo |R| fungoes
continuas saindo de X e chegando em R. Como |p(R)| > |R|, temos
uma contradicao.

e Aplicando diretamente o definicao de Ty, para cada F C R, existem
abertos (em X) A(F) e B(F) disjuntos tais que F C A(F) e R\ F C
B(F).

Vamos mostrar que, se F' # G, entao A(F) # A(G). Sejam F,G C
R com F # G. Sem perda de generalidade, suponha F'\ G # .
Como F'\ G = FN(R\ G), segue que B(G) N A(F) # 0, mas como
A(G) N B(G) = 0, temos necessariamente A(F) # A(G).

Seja D denso enumerével em X. Defina A'(F) = A(F)ND e B'(F) =
B(F)ND. Por argumentacao anéloga a anterior, vemos que se F' # G,
entdo A'(F) # A'(G). Assim, obtemos ¢ : p(R) — p(D) dada por
o(F) = A'(F), uma funcao injetora, o que é absurdo, uma vez que
[p(R)| > [p(D)]

Estas duas demonstracoes apresentadas aqui podem ser generalizadas pelo
Lema de Jones (ver Exercicio 2.3.11).
Alongamentos

Alongamento 2.3.8. Prove que a funcao g : X — R dada na demonstracao
do Lema 2.3.5 satisfaz as condigbes (a) e (b).

Isso é um fato que po-
der ser facilmente provado
usando-se um pouco de te-
oria dos conjuntos.



E légico que as vezes é
dificil de encontrar um ho-
meomorfismo, mas isso é
outra histéria.

Por causa desse tipo de
truque, na pratica muitas
vezes a situacao é o in-
verso do que a intuicao
pode dizer num primeiro
momento, ja que em ge-
ral é muito mais facil ve-
rificar invariantes do que
construir homeomorfismos
no braco.
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Alongamento 2.3.9. Mostre o Lema de Urysohn a partir do Teorema de
Tietze.

Exercicios

Exercicio 2.3.10. Seja (z,)neny uma sequéncia de pontos de R tal que
Tp — x € R, &y # xy S€e 0 £ m e x, # x para todo n. Seja também
(Yn)nen sequéncia de pontos de R tal que y, — y € R. Mostre que existe
uma funcao continua f : R — R tal que f(z) = f(y) e f(zn) = f(yn) para
todo n € N.

Exercicio 2.3.11. Prove o seguinte caso particular do Lema de Jones:
Seja (X, T) espago topolégico separavel. Se existe D C X discreto fechado
tal que |D| = ¢ (cardinalidade do continuo), entao (X, 7) nao é Ty.

2.4 Homeomorfismos

Nesta secao vamos apresentar como formalizar a ideia que dois espacos sao
o mesmo do ponto de vista topoldgico.

Definicao 2.4.1. Sejam (X, 7) e (Y, 0) espagos topolégicos. Dizemos que
uma funcao f: X — Y é um homeomorfismo, se f é bijetora, continua e
f~1 é continua. Neste caso, dizemos que (X, 7) e (Y, o) sio homeomorfos.

Intuitivamente, mostrar que dois espagos dados sao homeomorfos é “facil”:
basta exibir um homeomorfismo. Por outro lado, mostrar que dois espagos
nao sao homeomorfos costuma ser uma tarefa mais “dificil”: precisamos
mostrar que nao existe um homeomorfismo. Nesse sentido, encontrar inva-
riantes topoldgicos é bastante 1til, j4 que se um dos espagos satisfaz algum
invariante enquanto o outro nao, ja temos automaticamente a nao existéncia
de homeomorfismos.

Definicao 2.4.2. Chamamos uma propriedade P de um invariante to-
polégico, se ela é preservada por homeomorfismos (isto é, se (X, 7) e (Y, 0)
sao espagos homemorfos, entdao (X, 7) tem a propriedade P se, e somente
se, (Y,0) tem).

Exemplo 2.4.3. Todos os axiomas de separacao e de enumerabilidade que
apresentamos sao invariantes topolégicos. Por exemplo, provamos no Co-
rolario 2.1.8 que se X é separavel e f : X — Y é continua e sobrejetora,
entdo Y também é separdvel. Assim, se f é um homeomoforfismo entre X e
Y, temos que o fato de X ser separavel implica Y ser separavel. Ja a funcao
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f~! nos dé que Y ser separavel implica que X também é. Veja também o
Exercicio 2.4.25.

Nem tudo que é discutido no ambito de espacos métricos é topoldgico,
como o proximo exemplo ilustra:

Exemplo 2.4.4. Seja o conjunto X = {1 : n € Nyg}. Sobre este con-
junto podemos ter a métrica di, herdada da métrica usual em R e, também,
podemos ter a métrica discreta do, dada por
_J 0, z=y
d2(xay) - { 17 x%y
1
n
Cauchy que nao converge em (X,d;). Por outro lado, (X,ds) é completo,
pois com a métrica discreta, qualquer espago é completo.
A métrica d; induz a topologia 7 sobre X que é a topologia induzida de
R sobre X. Por outro lado, a métrica ds induz a topologia discreta ¢ sobre
X. Note que, neste caso, 7 = o. Portanto, a fungao f : (X,d;) — (X, da),
dada por f(x) = 2 é um homeomorfismo.

O espago (X,d;) nao é completo, pois (7 )nenfo} ¢ Uma sequéncia de

Logo, apesar da propriedade “ser sequéncia convergente” ser um invari-
ante topoldgico, a propriedade “ser sequéncia de Cauchy” nao é.

Vamos terminar esta secao mostrando alguns resultados envolvendo a
topologia da ordem e dando uma caracterizagao para o reais (a menos de
homeomorfismos).

Definigao 2.4.5. Seja (X, <) um conjunto ordenado. Dizemos que < é uma
ordem total se, para todo z,y € X, vale x <y ou y < x.

Definigao 2.4.6. Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado. Chama-
mos de topologia da ordem sobre (X, <) a topologia gerada pelos seguin-
tes conjuntos (para todo a,b € X):

(a) Ja,b[={r € X :a <z <b};
(b) [a,b[={zr € X :a <z < b}, caso a = min X;
(c) Ja,b] ={x € X :a <z < b}, caso b = max X.

Exemplo 2.4.7. As topologias usuais sobre R, Q, N e [0, 1] sao as topologias
induzidas pelas ordens usuais dos respectivos conjuntos.

Veja o Alongamento 2.4.16



Note que no caso 3 usa-
mos que Y tem ordem
densa. Faca um rascu-
nho para perceber que a
nao existéncia de maximo
e minimo sao usados nos

outros dois casos.
Veja o Exercicio 2.4.19
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Definicao 2.4.8. Sejam (X, <) e (Y, <) espacos ordenados. Dizemos que
f: X — Y é um isomorfismo de ordem se f é bijetora e, para todo
a,b e X, temos a < b se, e somente se, f(a) < f(b).

Definigao 2.4.9. Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado. Dizemos
que < é uma ordem densa se para todo x,y € X, com z < y, existe z € X
tal que z < z < y.

Exemplo 2.4.10. Os conjuntos R, Q e [0,1] tém as ordens usuais densas
enquanto N nao tem.

Vamos apresentar uma maneira de caracterizar os reais com esta lingua-
gem. Para isso, vamos apresentar antes outra caracterizacao interessante,
mas esta sobre os racionais. O seguinte lema sera bem 1itil na demonstragao:

Lema 2.4.11. Seja {ag,...,ant1} conjunto totalmente ordenado e seja Y
um conjunto totalmente ordenado com ordem densa e sem maior nem menor
elemento. Dada f : {ag,...,an} — Y funcdo injetora que preserva ordem,
existe f: {ag, ...,any1} —> Y extensao de f que € injetora e que preserva a
ordem.

Demonstracao. Note que s6 precisamos definir f (an+1) de forma a preservar
a ordem. Temos trés casos. Caso 1, an4+1 < ai para todo k < n; caso 2,
an+1 > a para todo k < n; caso 3, existem 7,5 < n tais que a; < ant1
e apy1 < aj. Vamos resolver o caso 3, os outros sao andlogos. Sja F =
max{a; : a; < apy1,t < n} e D =min{a; : any1 < aj,j < n}. Note que,
como a ordem de Y é densa, existe y €]f(E), f(D)[. Defina f(ani1) =y. O

Teorema 2.4.12. Todo conjunto enumerdvel, totalmente ordenado com
uma ordem densa e sem maior nem menor elementos € isomorfo (e, por-
tanto, homeomorfo ) a Q.

Demonstragdo. Seja (X, <) como no enunciado e {z, : n € N} uma enu-
meragao para X. Seja, também, {g, : n € N} uma enumeragao para Q.
Vamos definir indutivamente f : X — Q um isomorfismo de ordem. Primei-
ramente, definimos f(z¢) = qo.

Agora aplique o lema anterior para os conjuntos {xg,z1} e Q ~ {qo}-
Desta forma, agora temos definidos f(zg) e f(x1). Agora invertemos um
pouco o papel e estendemos f~! da seguinte forma: aplicamos o lema para
Im(f)U{qr} e X ~dom(f) onde k = min{n : g, ¢ Im(f)}. Dai estendemos
f~! para g;. No passo seguinte, invertemos novamente e aplicamos o lema

para dom(f) U {xzr} e Q ~ Im(f), onde k = min{n : x, ¢ dom(f)} e
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estendemos f para xj. Continuamos esse processo, sempre alternando a
extensdo (entre f e f=1).

Note que, no final, temos que a f obtida preserva ordem e é injetora.
Note que ela esta definida para todo z,, ji que sempre tomamos o menor
indice na hora de estender f e, da mesma forma, temos que f é sobrejetora
pois sempre tomamos ¢, de menor indice na hora de estender f~!. O

Finalmente, a caracterizacao para os reais:

Teorema 2.4.13. Todo espaco totalmente ordenado, com ordem densa, sem
maior nem menor elementos, completo e separdvel ¢ homeomorfo a R.

Demonstragdo. Seja (X, <) como no enunciado. Seja D C X denso e enu-
meravel. Vamos mostrar que D satisfaz as hipdteses do teorema anterior
(Teorema 2.4.12).

Suponha por contradi¢ao que D possua maior elemento m. Sejam x1,xo €
X tais que m < x; < z (tais elementos existem pois X nao possui maior ele-
mento). Note que |m, z2[# 0 e |m, z2[ND = (. Mas isso é uma contradi¢ao
pois D é denso em X. Analogamente, D nao tem menor elemento.

Suponha que a ordem de D nao seja densa. Entao, existem di,ds € D
tais que di < dg e |dy,d2[ND = (. Mas, como a ordem em X é densa,
|dy, da[# 0, o que é, novamente, uma contradi¢ao com o fato de D ser denso
em X.

Desta forma, podemos tomar f : D — Q o isomorfismo dado pelo teo-
rema anterior. Vamos estender f para X da seguinte formas:

f(a) = sup{f(d) : d € D,d < z}
Note que, pela densidade de D, f preserva a ordem. Pela completude de X,

temos que f é bijetora (veja o Exercicio 2.4.18). O

Corolério 2.4.14. Sejam a,b € R, com a < b. Entdo, |a,b| é homeomorfo
a R.

Alongamentos

Alongamento 2.4.15. Mostre que composicdo de homeomorfismos é um
homeomorfismo.

Alongamento 2.4.16. Mostre que “ser uma sequéncia convergente” é um
invariante topoldgico.

Alongamento 2.4.17. Seja {1 :n € N5} U {0} com a topologia induzida
por R. Mostre que tal espago e o espago da sequéncia convergente (Exemplo
2.1.9) sao homeomorfos.
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Exercicios

Exercicio 2.4.18. Mostre que a funcao f construida na demonstracgao de
2.4.13 ¢ bijetora.

Exercicio 2.4.19. Se X e Y sao conjuntos totalmente ordenados e com
a topologia da ordem, mostre que se f : X — Y é um isomorfismo de
ordem, entdo f é um homeomorfismo (quando X e Y sdo considerados com
as topologias da ordem).

Exercicio 2.4.20. Mostre que todo espago com uma topologia da ordem
sempre é de Hausdorff.

Exercicio 2.4.21. Seja (X, <) conjunto totalmente ordenado e com a to-
pologia da ordem. Mostre que se X tem um ponto isolado (z ¢é isolado se
{z} é aberto) entdao < nado é uma ordem densa. Dé um exemplo de que nao
vale a volta.

Exercicio 2.4.22. Mostre que Q e Q . {0} sdo homeomorfos.

Exercicio 2.4.23. Dizemos que (X,7) é um espago homogéneo se para
todo z,y € X, existe f : X — X homomorfismo de forma que f(z) = y.

(a) Mostre que R é homogéneo.
(b) Mostre que ]a,b[ é homogéneo.

(¢) Mostre que NU{oo} como no espago da sequéncia convergente (Exemplo
2.1.9) nao é homogéneo.

Exercicio 2.4.24. Dizemos que f : X — Y é uma funcao aberta se
f[A] é aberto para todo A aberto em X (definimos uma fungao fechada
de maneira andloga). Mostre que, se f é um homeomorfismo, entao f é
aberta.

Exercicio 2.4.25. Seja f : X — Y uma funcao continua, injetora e aberta.
Mostre que, se B é uma base em Y, entdo {f~![B] : B € B} é uma base em
X.



Capitulo 3

Produto

3.1 Definicao e conceitos basicos

Nesta secao, vamos apresentar como fazer o produto entre espagos topoldgicos.
Vamos comecar com o produto finito e provar algumas propriedades bésicas.
Depois, quando fizermos o produto geral, veremos que esses resultados sao
casos particulares. Mas optamos por esta ordem para acostumar o leitor
com algumas notacoes e ideias.

Definicao 3.1.1. Sejam (X,7) e (Y,0) espacgos topolégicos. Definimos a
topologia produto sobre X x Y como a topologia gerada pelos conjuntos
da forma A x B,onde A€ 71¢e B €o.

Observagao 3.1.2. Se B; e By sao bases para (X, 7) e (Y,0) respectiva-
mente, entdo B = {By X By : By € By, By € By} é base para X x Y (veja o
Alongamento 3.1.10).

Proposigao 3.1.3. Se (X, 7) e (Y, 0) sdo espagos de Hausdorff, entio X xY
também €.

Demonstragao. Sejam (a,b), (z,y) € X x Y distintos. Suponha, sem perda
de generalidade, x # a. Entao, existem U,V € 7 disjuntos tais que x € U
e a € V. Note que (z,y) € U XY, (a,b) € V xY e tanto U x Y, quanto
V XY, sao abertos disjuntos. O

Proposigao 3.1.4. Sejam (X, 1) e (Y,0) espagos topoldgicos, sendo (Y, o)
espaco de Hausdorff e f: X — Y uma funcdo continua. Entdo, o grafico

de f (G={(z, f(x)):x € X}) € fechado em X x Y.

o7
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Demonstracdao. Seja (x,y) ¢ G. Entao, y # f(x). Sejam A, B € o disjuntos
tais que y € A e f(x) € B. Como f é continua, seja V aberto de X tal que
x € Ve f[V] C B. Note que (z,y) € Vx Ae (VxA) NG = 0. De fato, se
z € V, entao f(z) € B. Portanto, f(z) ¢ Ae (2, f(2)) ¢ V x A. O

Considere a fungao 7x : X xY — X dada por mx(z,y) = x. Note que 7x
é continua (71')_(1 [A] = A xY). Esta fungao é chamada de fungao projecao
em X. O fato de querermos que este tipo de funcao seja continua motiva a
defini¢do da topologia produto em geral: faremos a “menor” topologia que
faz com que estas funcoes sejam continuas.

Definicao 3.1.5. Seja F uma familia de fungoes da forma f, : X — Y,
a € A, em que X é um conjunto e cada (Y, 7,) é um espago topoldgico.
Chamamos de topologia fraca induzida por F a topologia sobre X gerada
pelos conjuntos da forma f;![V], onde o € A e V € 7,. Note que, desta
forma, cada f, é continua (veja o Alongamento 3.1.13).

Agora temos todo o material para definir o produto no caso geral:

Definicao 3.1.6. Seja ((Xa,7a)),ca
Defina o produto dos ((X,, Ta))aeA

uma familia de espagos topoldgicos.

como

H Xo = {(xa)aeA 1 Tq € Xa}
acA

com a topologia fraca induzida pelas fungoes (74 )aec4 onde cada m, : [ geA X —
X4 é dada por 74 ((Ta)aca) = To (chamamos z, de a-ésima coordenada
de (za)aca)-

Esta topologia é chamada de topologia produto sobre [] .4 Xao (ou
topologia de Tychonoff).

Observagao 3.1.7. Note que tal topologia é gerada pelos conjuntos da
forma [[4c 4 V3, onde

|V seB=a
VB_{XL; se B# «

onde V' é um aberto de X,. Isso é verdade pois 7, ' [V] = [[3e4 V-

Fechando tal familia por interse¢oes finitas, temos uma base para a to-
pologia. Ou seja, uma base para tal espago é formada por conjuntos da
forma:
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11 ve
a€cA
onde {a € A : V, # X,} é finito e cada V, é aberto em X,. Chamare-

mos tais abertos de abertos basicos do produto. Neste caso, também se
costuma chamar de suporte do aberto o conjunto finito {a € A : V,, # X, }.

Em geral, produto de abertos nao é aberto: por exemplo, o produto
A = T],en]0,1 + n[ ndo é um aberto em [[,.yR. De fato, o ponto z =
(%)nEN € A, mas nao existe um aberto basico contendo z e contido em A.
Para ver isso, suponha que V seja um aberto bésico tal que x € V C A.
Seja n fora do suporte de V. Note que o ponto y = (yx)ren onde

1
_ 5 sek#mn
yk—{ _1

caso contrario

étal quey € V masy ¢ A.
Apesar de produto de abertos nem sempre ser aberto, o produto de
fechados sempre ¢é fechado:

Proposicao 3.1.8. Se (Fy)aca € uma familia tal que cada Fy, € um fechado
em Xa, entdo [[,cq Fa € fechado em ], c 4 Xa-

Demonstragao. Seja © = (Ta)aca € [laca Xa ™ [laea Fa- Logo, existe
a € A tal que x, ¢ F,. Note que V = H,BeA Vs onde

Vi — XoNF, sef=a
A= X3 se B# «

é um aberto tal que x € V e VN [[ 4 Fa = 0. O

Vamos terminar esta secao mostrando como algumas propriedades de
separagao se comportam no produto:

Proposigao 3.1.9. Se cada X, €T;, entao [[,c 4 Xo €T3, parai € {0,1,2,3} Discutiremos as proprieda-
des T31 e Ty na proxima
Demonstracdo. Ty Exercicio. S€¢ao.

T1 Pela proposicao anterior e pela caracterizagao dos unitarios serem fe-
chados.



Um dos erros mais co-
muns aqui é simplesmente
tomar uma vizinhanga fe-
chada em cada coordenada
e tomar o produto de to-
das elas. O problema §é
que, apesar disso ser fe-
chado, nao é vizinhanga
(lembrando que produto
infinito de abertos nao ne-

cessariamente é aberto).
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Ty Sejam = # y e a € A tais que o # Yo Sejam U e V abertos disjuntos
de X, tais que zo € U e yo € V. Note que HBeA Ug e HBeA Vg, onde

|
o

sao abertos que separam x e y.

U sef=a«a
X caso contrario

V sef=a«a
Xp caso contrario

T3 Seja x € [[,ca Xa € seja [[,ca Vo aberto basico (i.e., cada V, é aberto
em X, e {a € A:V, # X,} é finito). Para cada « tal que V, # X,
seja W, aberto em X, tal que x, € W, C W, C V,, (usando T3). Note
que [[,c4 Wi é uma vizinhanca fechada de = onde

wi={

Note, também, que [[,ca W5 C [1pca Va-

Wa,
Xa,

Vo # Xa
Vo = Xq

Alongamentos

Alongamento 3.1.10. Sejam (X1, 71), (X2, 72) espagos topoldgicos e sejam
B e By bases para eles respectivamente. Mostre que B = {Bj x By : B; €
Bi, By € By} é uma base para X1 x Xo.

Alongamento 3.1.11. Mostre que um espaco (X, 7) é de Hausdorff se, e
somente se, D = {(z,2) € X x X : x € X} é fechado em X x X.

Alongamento 3.1.12. Sejam (X, 7) e (Y, o) espacos topolégicos nao vazios.
Sejay €Y.

(a) Mostre que (X, 7) é homeomorfo a X x {y};
(b) Se (Y,0) é T1, mostre que X X {y} é fechado (em X x Y).
Alongamento 3.1.13. Seja (fo)aca familia de fungoes da forma f,, : X —

X,. Mostre que a topologia fraca em X induzida por tal familia é a menor
topologia sobre X tal que cada f, é continua.
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Exercicios

Exercicio 3.1.14. Seja ((Xa,Ta))aca familia de espagos topoldgicos. Para
cada a € A, seja By, C Xq. Mostre que [[,c4 Ba = [[oeca Ba-

Exercicio 3.1.15. Sejam (Xi,d1) e (Y1,d1) espagos métricos.

(a) Mostre que dg : (X1 x X2)2 — R dada por dg((z1,72), (y1,%2)) = O melhor para fazer
\/(xl —141)? + (22 — y2)? é uma métrica sobre X; x Xo (métrica eu- esse exercicio é olhar os

clidiana). exercicios extras abaixo.

(b) Mostre que dr : (X1 x X2)* — R dada por dr((z1,22), (y1,92)) =
|z1 —y1| + |72 — y2| é uma métrica sobre X; x Xs (métrica do taxista).

(c) Mostre que dy : (X1 x X2)2 — R dada por dp((z1,22), (y1,72)) =
max{|z1 — y1],|z2 — y2|} é uma métrica sobre X; x Xy (métrica do
maximo).

(d) Mostre que todas a métricas dos itens anteriores induzem a topologia
do produto entre X; x Xo (e, portanto, sdo todas equivalentes).

Exercicios extras )
Vamos apresentar aqui o

Definigao 3.1.16. Seja V um espaco vetorial sobre R. Chamos uma fungao conceito de norma que, em

(-,-) : V xV — R de um produto interno se sao satisfeitas as seguintes particular, ajuda a provar

condigoes, para quaisquer a,b,c € Ve A € R: que a métrica euclidiana é
de fato uma métrica.

Exercicio 3.1.17. Mostre que ((a,b), (z,y)) = ar+by é um produto interno
em R?. Este é o produto interno usual de R?.

Exercicio 3.1.18. Seja V espaco vetorial sobre R com produto interno (-, -).
Sejam a,b € V.

(a) Suponha a # 0. Mostre que (a,b — Aa) =0, onde A\ = {ab)

(a,0) "

(b) Suponha a # 0. Mostre que (b,b) = (b — Aa,b— Aa) + A\*(a,a), onde A

é 0 mesmo acima.
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(a,)?
(a,0)

(d) Mostre que {(a,b)? < (a,a)(b,b). Esta é a desigualdade de Cauchy-
Schwarz.

(¢) Suponha a # 0. Mostre que (b,b) >

Definicao 3.1.19. Dado um espaco vetorial V' sobre R, dizemos que uma
fungao ||-|| : V. — R é uma norma sobre V se, dados u,v € V e A € R:

() Jloll > 0 se v # 0;
(b) A0l = [Al[joll:
() flu+ o]l < llul + [lo].

Exercicio 3.1.20. Seja V espaco vetorial sobre R com produto interno (-, -)
Mostre que a fungao ||-|| : V' — R>( dada por ||a|| = \/(a,a) é uma norma
sobre V. Chamamos tal norma de norma induzida pelo produto interno

<’>

Exercicio 3.1.21. Dada uma ||-||, mostre que d(z,y) = ||z —y| é uma
métrica. Esta é a métrica induzida pela norma ||-|.

Exercicio 3.1.22. Mostre que a métrica euclidiana em R? é a métrica
induzida pela norma induzida pelo produto interno usual de RZ.

3.2 Algumas propriedades sobre produtos

Vamos comecar esta secao provando que os axiomas de enumerabilidade sao
preservados por produtos enumeraveis. Alguns destes resultados podem ser
melhorados - veja a segao de exercicios extras abaixo.

Proposigao 3.2.1. Seja ((Xn,Tn))neN familia de espagos que satisfazem
0 i-ésimo axioma de enumerabilidade. Entdo, [],cny Xn também satisfaz o
1-éstmo axioma de enumerabilidade.

Demonstragao. e Primeiro axioma de enumerabilidade (base locais enu-
meraveis): seja £ = (Tn)neN € [[,cny Xn- Seja, também, V), base local
enumeravel para cada x,. Sem perda de generalidade, suponha que
X, € V. Note que

{I] Vo : Voo € Vi, {m € N1 Vpy # X0} € finito}
neN
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é enumeravel! e é uma base local para z. De fato, seja A = [Len An
aberto basico tal que z € A. Para cada n € N tal que A, # X, seja
Vi, € V,, de forma que z,, € V,, C A,, (existe pois V,, é base local para
xn). Para n tal que A,, = X, defina V,, = X,,. Note que

T € I]:V%<: II«An

neN neN

e Segundo axioma de enumerabilidade (base enumerével): anélogo (veja
Alongamento 3.2.15).

e Terceiro axioma de enumerabilidade (separabilidade): para cada n €
N, seja D,, denso enumerédvel em X,,. Fixe x = (2, )nen € HneN X,
Defina

D = {(yn)nen : IF C N finito tal que, para todo n € F, y, € Dy,
e, para todo n ¢ F, y, = x,}.

Note que D é enumeravel. Seja [], .V aberto béasico nao vazio. Seja
F C N finito tal que, paran ¢ F, V, = X,,. Para cada n € F, seja
Yn € Vo N Dy. Note que (yn)nen € D N [],en Va, onde y, = x,, para

O

O proximo resultado é um bom teste para verificacao de continuidade
de uma fungao:

Teorema 3.2.2. Seja f: X — [[,c4 Xa uma fungao. Entdo f é continua
se, e somente se, para todo o € A, g o f € continua.

Demonstragao. Se f é continua, entdo m, o f é continua (composta de
continuas). Por outro lado, seja V' = [],c4 Vo um aberto bésico e F' =
{a € A:V, # X,} (note que F' é finito). Temos assim

f_l[V] = f_l [ﬂaEF ﬂ'glgva]]
= Naer(Tao f)7 [Val-
Note que o ultimo termo é aberto pois ¢é intersecao finita de abertos. O

Observagao 3.2.3. Note que o uso do resultado anterior muitas vezes se
d& nesta forma:

f(x) dada por (fo(z))aca é continua se, e somente se, cada f, é continua.

!Note que a quantidade de conjuntos finitos de N é enumerdvel e que, para cada F
finito fixado, sé existe uma quantidade enumeravel de possibilidades de abertos.

Um bom teste para ver se
vocé estd entendo é ver
quem sao o dominio e o
contra dominio de cada

Tq 0 f.
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Vejamos agora o comportamento dos tltimos axiomas de separacao com
relagao ao produto, comegando com a propriedade 751, que é preservada:
2

Proposigao 3.2.4. Se cada (Xo, 7o) € Ty1, entdo [[eq Xo € T51.
2 2

Demonstragdo. Seja © = (Ta)aca € [[pea Xa € F C [ ca Xa fechado tal
que x ¢ F. Seja V = [],c4 Vo um aberto basico tal que z € Ve VNF = ().
Seja G = {a € A:V, # X,}. Para cada a € G, seja fo : Xo — [0,1]
continua tal que fo(zq) =0 ¢ fo[Xa \ Vo] = {1} (estamos usando T3% nas
coordenadas).

Considere f : [],c4 Xa — [0,1] dada por f(y) = max{fa(ya) : @ € G}.
Note que f(z) = 0. Além disso, f[F]| = {1}, pois se y € F, entao existe
a tal que y(a) € Vi, com a € G (caso contrario, terfamos V N F # () e,
portanto, fo(yo) = 1. Resta provar que f é continua. De fato, para cada
a € G, defina g, = foom,. Note que cada g, é continua (pois é composta de
continuas) e também que f(z) = max{g,(x) : « € G}. Assim, f é continua
(ver Alongamento 3.2.13). O

Agora veremos que a propriedade Ty nao é preservada:

Proposicao 3.2.5. Rg x Rg nao € um espaco normal, onde Rg € a reta
de Sorgenfrey. Em particular, produto de espacos normais nao € necessari-
amente normal.

Demonstragao. Considere Rg. Como ja vimos, Rg é normal. Vamos mostrar
que Rg x Rg nao é normal. Considere D = {(x,—z) : z € Rg}. Note que
D é discreto e fechado: os conjuntos da forma [z, z + 1[N[—z, —x + 1[ND =
{(—z,x)} sdo abertos, donde segue que D é discreto; para verificar que é
fechado, basta notar que seu complementar é aberto (Exercicio 3.2.14).
Note que Rg x Rg é separavel. Logo, Rg x Rg tem um denso enumeravel
e um discreto fechado de tamanho continuo. Logo, pelo Lema de Jones
(Exercicio 2.3.11), Rg x Rg nao é normal. O

Vamos agora caminhar para um teorema que iremos usar diversas vezes
no texto: o Teorema da Imersao.

Definigao 3.2.6. Sejam ((Xa, 7a))aca uma familia de espagos topoldgicos,
(X, 7) um espago topolégico e (fo)aca uma familia de fungoes da forma
fo : X = X,. Chamamos de fungao diagonal a fungao

AaeAfa X - HaEA on
AL (fa(x))ozeA
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Observagao 3.2.7. Se cada f, é continua, entdo Ayecafo € continua (por
3.2.2).

Veremos agora condigoes para que exista uma cépia de X dentro de um
produto. Depois, veremos que tal produto tem boas propriedades, sendo
algumas hereditarias - o que vai permitir concluir novas propriedades sobre
o proéprio X.

Definicao 3.2.8. Dizemos que f : X — Y é uma imersaose f : X — f[X]
¢ um homeomorfismo. Dizemos neste caso que Y contém uma cépia de X
(como subespago).

Definicao 3.2.9. Seja F = {f, : X — X,|la € A}. Dizemos que F
separa pontos se para quaisquer x,y € X distintos, existe f € F tal que
f(z) # f(y). Dizemos que F separa pontos de fechados se, para todo
x € X e F C X fechado tal que = ¢ F, existe f € F tal que f(x) & f[F].

Teorema 3.2.10 (Teorema da imersao). Seja F = {fo : X = X,|a €
A} familia de funcgées continuas. Se F separa pontos, entio Agcafo : X —
[loca Xa € injetora. Se, além disso, F separa pontos de fechados, entdo
Ascafa € uma imersao.

Demonstragao. Sejam x,y € X, distintos. Entao existe § € A tal que

fa(x) # fp(y). Entdo
(AaEAfa(x))ﬁ 7& (AozeAfa(y))g

pois (Ancafo(2); = f5(2) ¢ (Bacafalu); = fo(y).

Ja temos que a aplicacao é continua pela Observagao 3.2.7. Do pardgrafo
acima, A,cafqo € injetora. Resta mostrar que AyecafolF| é fechado (na
imagem) para todo F' C X fechado (pois disso segue que sua “inversa” é
continua).

Sejam z € ApcafalF] N AncafalX] e z € X tais que Ayecafol(z) = 2.
Vamos mostrar que x € F' (e, portanto, que z € Ayeafo[F]). Suponha que
nao. Logo existe € A tal que fz(z) & fs[F] (pois tal familia separa pontos
de fechados). Seja V3 C Xg aberto tal que fg(z) € Vg e VzN fg[F] = 0.
Para todo o € A, com a # 3, denote Vi, = X,. Seja V = [[,c4 Voo Note
que z € V, pois zg = fg(x) € Vz. Note que V N AncafalF] = 0, pois
Vg N f[F] = 0. Logo z & AqecafalF], contradigao. O

J4 vamos mostrar uma aplicagao importante (e um pouco surpreendente)
de tal teorema:
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Proposicao 3.2.11. Seja (X, 7) um espago completamente regular. Entao
F=A{f:X —10,1]|f € continua} separa pontos de fechados.

Demonstragao. Decorre diretamente da forma como construimos F e do fato
de X ser completamente regular. O

O fato de podermos “co- Corolario 3.2.12. Seja (X, 7) espago topoldgico. Entio (X,T) € completa-
locar” X dentro de um mente reqular se, e somente se, existe A tal que (X, T) é homeomorfo a um
espaco desta forma terd subespaco de [],c4[0,1].

muitas consequenclas inte- Demonstragdo. Como [0,1] é completamente regular, [, c4[0,1] é com-

pletamente regular e, portanto, qualquer um de seus subespacos também
é. Reciprocamente, se (X,7) for completamente regular, basta indexar
F=Af:X — [0,1]|f é continua}. Assim, o resultado segue pelo Teo-
rema da Imerséo. O

ressantes.

Alongamentos

Alongamento 3.2.13. Mostre que, se fi,...,fn : X — R sao fungoes
continuas, entdo g(zr) = max{fi(z),..., fn(z)} é continua (isso termina a
demonstracao da Proposicao 3.2.4).

Alongamento 3.2.14. Mostre que o conjunto D construido na demons-
tragao da Proposigao 3.2.5 é fechado.

Alongamento 3.2.15. Mostre que, se cada (X,,7,)nen tem base enu-
merdvel, entao [[,cy Xn também tem base enumeravel.

Alongamento 3.2.16. Mostre diretamente que se (X, 7) e (Y,0) sdo se-
paraveis, entdo X x Y é separavel.

Exercicios

Exercicio 3.2.17. Considere ((X,,, d,))nen espagos métricos. Sem perda de
generalidade, podemos supor que cada d,, é limitada por 1 (ver o Exercicio
1.1.68).

(a) Mostre qued : [[,cny XnX[[,eny Xn — R dada por d(z,y) = sup{d,(z(n),y(n)) :
n € N} é uma métrica sobre [], . Xn. Esta é chamada de métrica
produto.

(b) Mostre que nao necessariamente a topologia induzida pela métrica pro-
duto é a mesma que a topologia produto (induzida pela topologia de
cada uma das coordenadas). Uma delas tem mais abertos que a outra.
Qual?
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(c) Mostre que se o produto tiver apenas finitas coordenadas, ambas topo-
logias coincidem.

Exercicio 3.2.18. O objetivo deste exercicio é mostrar que Rg (reta de
Sorgenfrey) nao tem base enumeravel de uma maneira alternativa.

(a) Suponha que Rg tem base enumeravel. Note que Rg x Rg também tem.

(b) Considere D o conjunto determinado em 3.2.5. Note que tal conjunto
nao tem base enumeravel.

(c) Lembre que subsespago de conjunto com base enumeravel também tem
base enumeravel. Chegue numa contradigao.

Exercicio 3.2.19. Mostre que se (X;);c; é uma familia ndo enumeravel
tal que cada X; tem pelo menos dois pontos, entdao todo G5 nao vazio em
[Lic; Xi tem pelo menos dois pontos.

3.3 Exercicios extras

Exercicio 3.3.1. O objetivo deste exercicio é mostrar que [[, .4 N ¢é se-
paravel se |A| < ¢ (N com a topologia usual).

(a) Note que podemos supor sem perda de generalidade que A C R. Seja
By = {]p,q|NA : p < ¢ € Q}. Note que By é enumeravel.

(b) Para cada n > 0, defina B,, o conjunto de todos os subconjuntos de By
com exatamente n elementos e que sejam 2-2 disjuntos. Note que cada
B,, é enumeravel (use o fato que a quantidade de subconjuntos finitos

de um conjunto enumerdvel é enumerdvel).

Fixe n > 1. Para cada (ai,...,a,) € N" e cada {J1, ..., J,} € By, (vamos
supor que J; < J; se 1 < j Isto é, todo elemento de J; € menor que todo
elemento de J;). Defina f,,  a.).45,..7.) + A —> N por

a; se o€ J;
0 caso contrario

ftar,an) {J1sdn} () = {

Note que o conjunto de todas estas fungoes é enumeravel (com n fixado).
Seja D o conjunto de todas essas fungoes (com n variando). Note que
D também é enumeravel.

(d) Note que D C [[,ea N

Aqui vamos apresentar o
resultado que mostra que
a separabilidade ainda
é preservada, mesmo
com produtos de compri-
mento continuo. Nestes
exercicios, vamos usar um
pouco mais de argumentos
de teoria dos conjuntos do

que o usual neste texto.
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(e) Mostre que D é denso em J] .4 N.

Exercicio 3.3.2. O objetivo deste exercicio é mostrar que se cada (X, 7o)
é separavel, entao ], .4 Xo também é separdvel se [A| < c.

(a) Fixe Dy C X4 denso enumerdvel em cada X,. Mostre que [] .4 Do é
denso em [], 4 Xa;

(b) Para cada o € A, seja ¢, : N — D, bijetora. Note que cada ¢, é
continua.

(c) Defina f: [[,ca N — [[oca Da- Mostre que f é continua.

(d) Conclua que [],c4 Xa € separdvel.



Capitulo 4

Compactos

4.1 Definicao e propriedades basicas
Uma das propriedades topolégicas mais importantes é a compacidade:

Definigao 4.1.1. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que A é uma
cobertura (ou recobrimento) de X se |J, 4 A = X. Neste caso, chama-
mos A de cobertura aberta se os elementos de A sao abertos.

Definicao 4.1.2. Dizemos que o espago topoldgico (X,7) é um espago
compacto se para toda cobertura aberta A de X existe uma subcobertura
A (e, A C AelUyen A= X) finita.

Exemplo 4.1.3. Qualquer espaco finito é compacto.

Antes de darmos exemplos mais interessantes, vamos provar o fato bas-
tante 1til que para testar compacidade, é suficiente testar coberturas por
abertos basicos:

Proposigao 4.1.4. E equivalente a ser compacto: “toda cobertura formada
por abertos bdsicos admite subcobertura finita”.

Demonstracao. Que compacto implica tal propriedade é imediato.

Por outro lado, seja B uma base para (X, 7) e seja A cobertura aberta
para X. Para cada x € X, existe A, € A tal que z € A,. Para cada
x, seja B, € B tal que ¢ € B, C A;. Sejam x1,x2,...,2, € X tais que
Ui, Bz, = X (aqui, usamos o fato que {B, : € X} é uma cobertura por
abertos bdsicos). Note que |J;~; Az, = X (pois cada Ay, D By,). O

69

Na verdade, veremos na
préxima secao que é sufi-
ciente testar ainda menos
coberturas.
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Um exemplo de um compacto bastante importante é o intervalo [0, 1].
Como consequéncia de que este espago é compacto, obteremos diversos ou-
tros exemplos posteriormente.

Exemplo 4.1.5. Com a topologia usual, [0, 1] é compacto.
De fato, seja A uma cobertura aberta para [0, 1] formada por abertos
bésicos (intervalos). Sejam

C ={x€]0,1] : 34’ C A finito, com U AD0,z]}
Ae A’

a=supC

Tal supremo estd bem definido ja que 0 € C e por C ser limitado por
1. Vamos mostrar que a = 1. Suponha que nao. Ou seja, a < 1. Seja
la,b[C A € A tal que a €]a,b]. Como « é supremo, existe 5 €]a,b[NC.
Logo, existe uma subcobertura finita A’ para [0, 3]. Note que A" U {A} é
uma subcobertura finita para |0, O‘T*'b], 0 que contraria a escolha de «, pois
a < O‘TH’ Logo, a = 1.

Seja ]a, 1] € A (existe pois 1 é coberto por algum elemento de A). Como
a = supC, existe 8 €]a,1] N C. Isto é, existe subcobertura finita A’ para

[0, 3]. Note que A" U {A} é subcobertura finita para [0, 1].
Ao contrario do intervalo [0, 1] ser compacto, a reta toda nao é.

Exemplo 4.1.6. Com a topologia usual, R ndo é compacto. Para ver isso,
basta tomar a cobertura {] —n,n[: n € N}.

Como verificar a compacidade pela definicao muitas vezes é trabalhoso,
o seguinte resultado é bem pratico:

Proposicao 4.1.7. Seja (X, 7) espago compacto e seja F C X fechado.
Entao F € compacto.

Demonstragdo. Seja A uma cobertura aberta para F' e, para cada A € A,
seja A* aberto em X tal que A* N F = A. Seja A* = {A*: A € A}. Note
que A*U{X \ F'} é uma cobertura aberta para X. Como X é compacto, tal
cobertura admite subcobertura finita B. Note, também, que B ~ {X \ F'}
induz uma subcobertura finita de A. O

Se um espaco é de Hausdorff, ele separa pontos de compactos (vamos ver
que dé para melhorar ainda mais esse resultado depois).
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Lema 4.1.8. Seja (X, 7) um espago de Hausdorff. Sejam x € X e K C X
compacto tal que x ¢ K. FEntao existem A e B abertos tais que © € A,
KcBeANB=4.

Demonstragao. Para cada y € K, sejam A, e B, abertos tais que x € A,,
y € By e AynNn B, = 0. Como K é compacto, existem y1,...,y, € K tais
que J, By, D K. Agora, sejam

n n

A=(4, e B=|JB,

i=1 =1

Note que ambos sao abertos, r € A e ' C B. Vamos mostrar que ANB = (.
Suponha, por contradigao, que z € AN B. Seja i tal que z € B,,. Note que,
assim, z € A,,, que é contradi¢do com o fato que Ay, N By, = 0. O

Uma implicacao do resultado anterior é que em espacos de Hausdorff, os
compactos sao fechados:

Proposicao 4.1.9. Sejam (X, 7) espaco de Hausdorff e FF C X compacto.
Entao F € fechado.

Demonstragao. Pelo resultado anterior, temos em particular que se x ¢ F,
existe A aberto tal que z € A C X \ F. O

Juntanto com o que tinhamos antes, temos que em compactos de Haus-
dorff, os fechados sao exatamente os compactos:

Coroldrio 4.1.10. Sejam (X, 7) um espago compacto de Hausdorffe F C X
um conjunto. Entao, F € fechado se, e somente se, F' ¢ compacto.

Vamos ver que, na verdade, espagos de Hausdorff separam compactos
disjuntos.

Proposicao 4.1.11. Seja (X, 7) espago Hausdorff. Sejam F,G C X com-
pactos disjuntos. Entao existem A, B abertos disjuntos tais que F' C A e

G C B.

Demonstragcdo. Sejam F,G C X compactos disjuntos. Pelo Lema 4.1.8, para
cada y € G, existem A, B, abertos tais que A, D F, y € By e AyNB, = 0.
Como G é compacto, existem yi,y2,...,yn € G tais que J;; By, O G.

Sejam
n n
A=(\4, e B=|]JB,.
=1 =1

Note que A e B sao abertos, F C A,GC Be ANB = 0. O
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Com isso, temos que em espacos compactos, basta a propriedade de
Hausdorff para termos a normalidade:

Proposicao 4.1.12. Todo espago compacto de Hausdorff é normal.

Demonstracao. Basta notar que fechados sado compactos e aplicar o resul-
tado anterior. O

Outro resultado importante sobre a compacidade é que ela é preservada
pela continuidade:

Proposicao 4.1.13. Sejam (X, 7), (Y,0) espagos topoldgicos onde X €
compacto e f : X — Y uma fungdo continua e sobrejetora. Entdo Y é
compacto.

Demonstragdo. Seja A uma cobertura aberta para Y. Note que B = {f~![A] :
A € A} é uma cobertura aberta para X. Entao, existe B’ subcobertura fi-
nita. Assim, se para cada B € B’ tomamos Ap € A tal que B = f~![Ap],
temos que {Ap € A: B € B’} é uma subcobertura finita para Y. O

Corolério 4.1.14. Sejam (X, 1) e (Y, 0) espagos topoldgicos, sendo'Y espago
de Hausdorff, e seja f : X — Y wuma funcdo continua. Se F C X € com-
pacto, entao f[F| € fechado.

Demonstragao. Segue imediatamente do resultado anterior e da Proposicao
4.1.9. O

Corolario 4.1.15. Sejam (X,7) e (Y,7) espagos de Hausdorff, sendo X
compacto, e seja f : X — Y uma funcdo continua e bijetora. Entao, f €
um homeomorfismo.

Demonstragao. Basta usar o resultado que se imagem inversa de fechado é
fechado, entao a fungao é continua (Alongamento 2.1.14). O]

Vamos agora olhar para uma versao local da compacidade:

Definigao 4.1.16. Dizemos que o espago topoldgico (X, 7) é localmente
compacto se todo x € X admite um sistema fundamental de vizinhangas
compactas.

Para espacos de Hausdorff, a propriedade global implica na local:

Proposicao 4.1.17. Se (X,7) € um espago compacto de Hausdorff, entao
X € localmente compacto.
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Demonstragcao. Note que X é regular. Portanto, todo z € X admite um
sistema fundamental de vizinhancas fechadas, logo, compactas. O

Ja a propriedade local nao implica na global:

Exemplo 4.1.18. Com a topologia usual, R é localmente compacto, pois
cada [a,b] é compacto (ver Alongamento 4.1.27).

Vimos que, para espagos de Hausdorff, a compacidade implica na nor-
malidade. Para espacos localmente compactos, conseguimos garantir a pro-
priedade de ser completamente regular:

Proposicao 4.1.19. Seja (X, 1) um espago localmente compacto de Haus-
dorff. Entao (X,T) € completamente regular.

Demonstragao. Sejam x € X e F C X fechado tais que ¢ F. Entao
x € X N\ F, que é aberto. Logo, existe V' vizinhanca compacta de z, tal que
V C X \F. Seja A aberto tal que z € A C V. Note que V ~ A é fechado
(em V). Como V é compacto, V é completamente regular (pois é normal).
Entao existe g : V' — [0,1] continua tal que g(z) = 0 e g[V ~ 4] = {1}.
Defina f: X — [0, 1] como

fay={ S ey

Note que f é a fungao desejada (veja Alongamento 4.1.25). O

Alongamentos

Alongamento 4.1.20. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Seja B uma base
para (X, 7). Mostre que B é um recobrimento aberto para (X, 7).

Alongamento 4.1.21. Mostre que a reta de Sorgenfrey nao é compacta.
Alongamento 4.1.22. Caracterize os compactos discretos.

Alongamento 4.1.23. Dizemos que uma familia de subconjuntos F satisfaz
a propriedade da intersecgao finita (p.i.f.) se, para todo F' C F finito,
temos que (gep G # 0. Seja (X, 7) espaco topoldgico. Mostre que “X ser
compacto” é equivalente a “toda F familia de fechados de X com p.i.f., é
tal que Nger G # 07,

Alongamento 4.1.24. Seja (X, 7) espago compacto. Seja (Y, o) espago de
Hausdorff tal que Y D X. Mostre que X é fechado em Y.
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Alongamento 4.1.25. Mostre que a fungao f da Proposicao 4.1.19 é a
funcao desejada.

Alongamento 4.1.26. Mostre que compacidade é um invariante topoldgico
(isto é, é preservada via homeomorfismos).

Alongamento 4.1.27. Sejam a,b € R. Mostre que [a,b] é compacto (na
topologia usual).

Alongamento 4.1.28. Seja (X, 7) espago de Hausdorff. Mostre que (X, 7)
¢é localmente compacto se, e somente se, para todo x € X existe V' aberto
tal que x € V e V é compacto.

Exercicios

Exercicio 4.1.29. Mostre que [0, 1] nao é homeomorfo a R.

Exercicio 4.1.30. Seja (X, d) espago métrico. Mostre que se FF C X é
compacto, entao F' é fechado e limitado (um conjunto A é dito limitado se
existe € Ry tal que A C B, (x) para algum z € X).

Exercicio 4.1.31. Seja (X, 7) Hausdorff. Mostre que X é localmente com-
pacto se, e somente se, para cada x € X existe )V sistema fundamental de
vizinhancas para z tal que V é compacto para cada V € V.

Exercicio 4.1.32. Seja (X, 7) Hausdorff. Mostre que X é localmente com-
pacto se, para todo x € X existe K vizinhanca compacta de x.

Exercicio 4.1.33. Seja (X, 7) espaco de Hausdorff. Dizemos que (Y, 0)
espaco de Hausdorff é uma compactificagcao de X se X é um subsespaco
denso de Y e (Y, 0) é compacto. Dizemos que uma compactificacao (Y, o) é
uma compactificacado de Alexandroff se Y = X U {z} onde = ¢ X.

(a) Seja (X, ) espago topolégico de Hausdorff que admite uma compacti-
ficagao. Mostre que (X, 7) é completamente regular.

(b) Considere (X,7) espago localmente compacto. Defina ¥ = X U {z}
onde z ¢ X. Defina o topologia sobre Y de forma que 7 C o e todo
{z} U (X W K) € 0 onde K C X é compacto. Mostre que (Y, o) é uma
compatificacdo de Alexandroff de X.

(c) Seja (X, T) espago de Hausdorff e suponha que exista (Y, o) compacti-
ficacdo de Alexandroff para X. Mostre que (X, 7) é localmente com-
pacto.

(d) Conclua que um espago de Hausdorff é localmente compacto se, e so-
mente se, admite uma compactificacao de Alexandroff.
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4.2 Teorema de Tychonoff

Nesta secao, vamos apresentar o resultado que diz que produto de compactos
é compacto. Para isso, o conceito de sub-base serd util:

Definigao 4.2.1. Seja (X, 7) um espago topolégico. Dizemos que B é uma
sub-base para X se {B1N---N B, : By, ..., B, € B,n € N} é uma base para
X.

Proposicao 4.2.2 (Lema da sub-base de Alexander). Sejam (X, )
espago topoldgico e B uma sub-base para X. Se toda cobertura para X feita
por elementos de B admite subcobertura finita, entao X € compacto.

Demonstracdo. Suponha que X nao seja compacto. Considere C a familia
de todas as coberturas abertas para X que nao possuam subcobertura finita.
Note que, se S C C é uma cadeia em C, entao (g5 S € C (ver Alongamento
4.2.7). Desta forma, pelo Lema de Zorn, podemos tomar C' € C elemento
maximal. Vamos provar que C' N B é uma cobertura para X. Note que
isso é uma contradicao, ja que, desta forma, C' admite subcobertura finita e
portanto nao pertence a C.

Suponha que C N B nao seja uma cobertura. Entao existe x € X tal que
x ¢ B para todo B € C' N B. Mas, como C é cobertura, existe A € C tal
que x € A. Como B é sub-base, existem By, ..., B, € B tais que

reBinNn---NB, CA.

Como z nao é coberto por C' N B, temos que cada B; ¢ C' N B. Ou seja,
cada B; ¢ C. Pela maximalidade de C, temos que, para cada i = 1,...,n,
C U {B;} admite subcobertura finita, digamos {B;} U C;, onde C; C C é
finito. Vamos mostrar que {A} UCy U --- U (), é uma cobertura para X (o
que é uma contradigdo, ja que tal familia seria uma subcobertura finita de
C). De fato, temos

AulUL, UG

.

Zle UU?:ICi
T B UUC;

)

<.

U U
)

O]

Teorema 4.2.3 (de Tychonoff). Seja ((Xa,7a))aca familia de espagos
compactos. Entao [[,cq Xa € compacto.

Uma sub-base é algo que,
se fecharmos por inter-
seccoes finitas, vira uma
base
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Demonstragao. Pelo lema anterior, basta mostrar que toda cobertura C
para [],c4 Xa feita por abertos da forma 7 '[V] onde V é aberto em X,
admite subcobertura finita.

Para cada «, seja

Co={Ver, m;lV]eC}

Vamos mostrar que existe o € A tal que C, é uma cobertura para X,.
Suponha que nao. Entado para cada o € A, existe z, € X, tal que z, ¢
U Co. Note que (z4)aca ¢ |JC, contradicao.

Seja B € A tal que Cg ¢ cobertura para Xg. Como Xg ¢ compacto,
existem Vy,...,V, € Cp tais que Xg = |, V;. Note que [[,cq Xa =
U, Wﬁ_l[Vi]. Como cada ﬂﬂ_l[Vi] € C, obtemos o resultado. O

Com este resultado, podemos caracterizar a topologia produto de uma
maneira um tanto quanto inesperada:

Proposicao 4.2.4. Seja (X,7) um espago compacto de Hausdorff. Seja,
também, o 2 T uma topologia sobre X. Entao, (X, T) ndo é compacto.

Demonstragdo. Seja A € o ~ 7. Entao, X \ A ndo é fechado em (X, 7).
Logo, X ~. A nao é compacto em (X,7). Seja C cobertura (em 7) para
X ~ A que nao admite subcobertura finita.

Entao, C U {A} é uma cobertura (em o) sem subcobertura finita. Logo,
(X, 0) nao é compacto. O

Teorema 4.2.5. A topologia produto € a unica que faz com que as projecoes
sejam continuas e o produto de compactos de Hausdorff seja compacto.

Demonstracao. Seja T a topologia produto e o uma topologia satisfazendo
o enunciado. Pela definicao de 7, se o é tal que as projecoes sao continuas,
entao 7 C o. Por outro lado, se 7 C o, pelo resultado anterior, o produto

=

nao é compacto. Logo, 7 = 0. O

Também conseguimos uma caracterizacdo para os espagos completa-
mente regulares:

Proposicao 4.2.6. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Entao (X,T) € com-
pletamente regular se, e somente se, existe (Y, o) compacto de Hausdorff tal
que X C Y.

Demonstracao. Se existe tal Y, entao Y é normal e, portanto, X é comple-
tamente regular. Por outro lado, se X é completamente regular, temos que
X ¢ homeomorfo a um subespaco de [],c4[0,1] (ver Coroldrio 3.2.12) que
é compacto. ]
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Alongamentos

Alongamento 4.2.7. Mostre que se S é uma cadeia de coberturas para um
espaco, cada uma delas sem subcobertura finita, entdo | JS também é uma
cobertura sem subcobertura finita.

Alongamento 4.2.8. Mostre a volta do Teorema de Tychonoff: Se [[,x. Xa #
() é compacto, entao cada X, é compacto.

Exercicios

Exercicio 4.2.9. Seja ((Xq4,7a))aca uma familia de espagos topoldgicos.

Chamamos de topologia da caixa a topologia gerada pelos conjuntos da

forma [],c4 Vo onde cada V,, é aberto em X,. Aqui deixamos de pedir
que o suporte dos abertos

(a) Mostre que a topologia da caixa contém a topologia produto. bésicos seja finito.

(b) Considere {0,1} com a topologia discreta. Note que [],x{0,1} é com-
pacto com a topologia produto. Mostre que [[,cn{0,1} ¢ discreto (e
infinito) com a topologia da caixa (e, portanto, ndo é compacto).

Exercicio 4.2.10. Considere Rg a reta de Sorgenfrey.

Note que Rg x Rg é completamente regular mas nao é normal.
Mostre que existe K compacto de Hausdorff tal que Rg x Rg C K.
Conclua que nem todo subespaco de espaco normal é normal.

Generalize o resultado anterior: Todo espaco completamente regular que
nao é normal gera um exemplo de espaco normal com um subespago nao
normal.

Exercicios extras

Vamos apresentar uma demonstragao alternativa para o Teorema de Tycho-
noff. O roteiro dela é o seguinte: caracterizamos a compacidade em termos
de ultrafiltros e depois provamos a caracterizacao no produto, usando que
ela vale em cada coordenada.

Defini¢ao 4.2.11. Seja X um conjunto. Dizemos que F C p(X) é um
filtro sobre X se

(a) 0 ¢ F (condigao de nao trivialidade);
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(b) se a,be€ F,entao anb € F;
(c) seac FebDa,entdaobe F.

Dizemos que F' é um ultrafiltro se F' é maximal (i.e., se G D F' é um filtro,
entdo G = F).

Exercicio 4.2.12. ). Sejam (X, 7) um espago topoldgico e z € X. Mostre
que F'={A C X : A é vizinhanca de x} é um filtro sobre z.

Exercicio 4.2.13. Seja X um conjunto e x € X. Mostre que F' = {A C
X 1z € A} é um ultrafiltro.

Exercicio 4.2.14. Sejam X # () e F C p(X) com a propriedade da inter-
secgao finita. Mostre que

n
F'={ACX:3By,..,B, € F,( | Bi C A}
i=1
é um filtro sobre X (o chamamos de filtro gerado por F)).

Exercicio 4.2.15. Seja F' um ultrafiltro e seja Y ¢ F. Mostre que existe
A€ Ftalque ANY = 0.

Exercicio 4.2.16. Sejam X um conjunto nao vazio e F' um filtro sobre X.
Mostre que sao equivalentes:

(i) F é ultrafiltro;
(ii) para todo Y C X, temos que Y € Fou X \Y € F.

Exercicio 4.2.17. Seja (X, 7) infinito. Considere F ={F C X : X N\ F ¢
finito}.

(a) Mostre que F satisfaz a p.i.f.

(b) Mostre que qualquer G C F ultrafiltro nao é da forma {A C X : z € A}
para algum x € X. Note que, de fato, existe algum G D F ultrafiltro.

Exercicio 4.2.18. Sejam X um conjunto nao vazio e F uma cadeia de
subconjuntos de X, cada um deles com a propriedade da interseccao finita.
Entao, |Jpcr F' tem a propriedade da intersecgao finita. (F ¢é uma cadeia
se para todo A, B € F temos A C Bou B C A.)

Exercicio 4.2.19. Sejam X um conjunto nao vazio e F' um filtro sobre X.
Entéo, existe G D F' que é ultrafiltro sobre X.
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Definigao 4.2.20. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e F' um filtro sobre
X. Dizemos que x € X é um ponto aderente a F se, para todo A € F,
temos z € A.

Dizemos que F' converge para X se, para toda vizinhancga de x, temos
que V € F. (Notagao: F — x.)

Exercicio 4.2.21. Mostre que se (X, 7) é de Hausdorff, entao cada ultra-
filtro sobre X converge para, no maximo, um ponto.

Exercicio 4.2.22. Seja (X, 7) um espaco topolégico. Mostre que sdo equi-
valentes:

(i) (X, 7) é compacto;
(ii) Todo filtro sobre X tem ponto aderente;
(iii) Todo ultrafiltro sobre X converge.
Exercicio 4.2.23. Seja F um ultrafiltro sobre [] 4 Xa.
(a) Mostre que, se F' € F, entdo 7, '[ro[F]] € F para todo o € A.
(b) Mostre que, para todo a € A, {m,[F]: F € F} é ultrafiltro sobre X,.
Exercicio 4.2.24 (Teorema de Tychonoff). Seja (X, 7o )aca uma famila
de espacos topoldgicos compactos. Entao, X = [[ X,, é compacto.
4.3 Algumas aplicacoes

Nesta secao vamos trabalhar com um conceito que é usado muitas vezes com
a compacidade:

Definigao 4.3.1. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Dizemos que x € X é
um ponto de acumulagao de A C X se z € A~ {z}.

Note que se x é ponto de acumulacio de A, entdo z € A. Mas nio
necessariamente vale a volta (veja o Alongamento 4.3.14).

Proposigao 4.3.2. Seja (X,7) espago Ti. Entao x € X ¢é ponto de acu-
mulagdo de A C X se, e somente se, para todo V' aberto tal que x € V' temos
que V N A € infinito.



VenNA={z}sexcAde
V., N A =0 caso contrario.

Cuidado que essa caracte-
rizagdo nao vale em geral.
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Demonstragao. Seja V aberto tal que x € V. Suponha V N A finito. Entao
V=V (VN (A~ {z})) um aberto tal que z € V' e VN A C {z} e,
portanto, x nao é ponto de acumulacao.

Por outro lado, se para todo V aberto tal que x € V temos que VN A é

infinito, entdo V N (A \ {z}) # 0 e, portanto, x é ponto de acumulagio de
A. O

A compacidade implica na existéncia de pontos de acumulacao para con-
juntos infinitos:

Proposicao 4.3.3. Seja (X,7) compacto. Entao todo suconjunto infinito
admite ponto de acumulacao.

Demonstragdo. Seja A C X um conjunto infinito. Suponha que todo z € X
nao é ponto de acumulacao de A. Assim, para todo x € X, existe V. aberto
tal que x € V e V; N A C {z} . Note que isso d4 uma cobertura aberta para
X e, portanto, tem subcobertura finita. Assim, existem x1,...,x, € X tais
que X C U, Vz,. Em particular, A C |J!; V;,. Mas note que isso implica
que A C {z1, ..., z,}, contradigdo com a infinitude de A. O

No caso de espacos métricos, podemos caracterizar a compacidade em
termos de sequéncias. Isso é o que vamos provar nos préximos resultados.

Proposicao 4.3.4. Seja (X,7) com base locais enumerdveis, compacto e
T1. Entao toda sequéncia admite subsequéncia convergente.

Demonstragdo. Seja (x,)neny uma sequéncia. Note que podemos supor que
{zy, : n € N} é infinito (caso contrario, terfamos uma subsequéncia constante
convergente). Assim, seja x € X ponto de acumulagao para {z, : n € N}.
Seja (Vn)nen base local para x decrescente. Seja zp, € Vy. Para cada
k+1 € Ny, escolha x,, ., € Vp, ., N{zn : n > ni}. Note que (o, )ren
converge para . OJ

Para provarmos a volta do resultado acima no caso de espagos métricos,
o seguinte resultado serd util:

Proposicao 4.3.5. Seja (X, d) espago métrico. Suponha que toda sequéncia
de pontos de X admite subsequéncia convergente. Entdo dada C cobertura
aberta para X, existe r > 0 tal que, para todo x € X, existe C' € C tal que
B,(z) C C.

Demonstragao. Seja C cobertura e suponha que nao vale o enunciado. Entao
para cada n € Ny, existe z, € X tal que Bi(z,) ¢ C para todo C € C.
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Vamos mostrar que (x,)neny nao admite subsequéncia convergente, contra-
riando nossa hipétese. Suponha que z,, — x para algum z. Seja C' € C
tal que x € C. Seja n € N tal que Bz (x) C C (existe pois C é aberto).

Seja ny, tal que zp,, € Bi(x) com n—lk < % (existe pela convergéncia). Seja
y € B1 (zp,). Temos
3

d(:(}, y) (.’E, xnk) + d(x’ﬂk? y)

d
1 1
Y
2
n

Nk

VANVANRVAN

Ou seja, y € Bz (x) C C para todo y € B 1 (xy,) contrariando a escolha de
Ty, - O

Proposicao 4.3.6. Seja (X,d) métrico tal que toda sequéncia admite sub-
sequéncia convergente. Entao X é compacto.

Demonstragao. Suponha que nao. Seja C sem subcobertura finita. Seja
r > 0 dado pelo resultado anterior. Seja xg € X. Para cada n > 0, seja

Ty € X~ (Bp(xg) U---UBp(2,-1))

Note que sempre podemos tomar tal x, pois, para cada ¢ = 0,...,n — 1,
existe C; € C tal que B, (z;) C C; e U, C; # X por ser um subconjunto
finito de C. Note que (x,)neny nao admite subsequéncia convergente pois
d(xp, xm) > r para todo m # n e, portanto, (,),en nNa0 tem subsequéncias
de Cauchy. O

Juntando os resultados anteriores, temos:
Coroldrio 4.3.7. Seja (X, d) espago métrico. Sao equivalentes:
(a) (X,d) é compacto;
(b) Todo subconjunto infinito de X admite ponto de acumulagio em X ;
(¢) Toda sequéncia de pontos de X admite subsequéncia convergente.
Corolario 4.3.8. Todo métrico compacto é completo.

No caso de R™, os compactos sdo exatamente os subespacos fechados e
limitados (ver o Exercicio 4.3.15). Para podermos fazer o resultado analogo
para outros espacos métricos, precisamos de um outro conceito:
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Definigcao 4.3.9. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que A C X é
totalmente limitado se, para todo ¢ > 0, existe F' C A finito tal que

| B:(x) > 4

zeF

Lema 4.3.10. Seja (X,d) espago métrico totalmente limitado. Se'Y C X,
entao Y € totalmente limitado.

Demonstracao. Seja € > 0. Como X é totalmente limitado, existe F' C X
finito tal que X = {J,cp Bg(z). Para cada x € I, se Bs(z) NY # (), defina
Yz € Bs(z) NY. Considere F’ o conjunto de tais y,’s. Note que F/ C Y é
finito. Vamos mostrar que Y C J e Be(y). Seja a € Y. Como Y C X,
existe z € F' tal que a € Bs(z) NY. Assim, existe y, € Bz(xz) NY. Note
que a € B.(yy). O

Proposicao 4.3.11. Seja (X, d) espago métrico. Entao (X,d) é compacto
se, e somente se, (X,d) é completo e totalmente limitado.

Demonstragdo. Suponha (X, d) compacto. Ja temos que (X, d) é completo.
O totalmente limitado segue diretamente do fato que cada B:(x) é um
aberto.

Agora suponha (X, d) completo e totalmente limitado. Seja (x,)neny uma
sequéncia de pontos de X. Vamos mostrar que (z,,)nen admite subsequéncia
convergente. Se {z, : n € N} é finito, existe (x,, )ren subsequéncia conver-
gente. Vamos supor entdo que {x,, : n € N} é infinito. Como X é totalmente
limitado, {z,, : n € N} também é. Considere ¢9 = 1 e Fy C {z, : n € N}
finito tal que {z, : n € N} C U, e, Beo (7). Note que, para algum z,, € Fp,
Bey(xo) N {zy, : n € N} é infinito. Continuamos este processo fazendo,
para cada k + 1, tomando €41 = %ﬁ, escolhendo Fjy; finito de forma
que {x, : n > ng} C UwGFk+1 Be,.,(z). Dafi escolhemos xp, 11 € Fiq1 de
forma que B, | (2n,,,) N {zn : n > ny} seja infinito. Note que a sequéncia
(@, )ken € uma sequéncia de Cauchy e, portanto, convergente. O

s

Coroldrio 4.3.12. Seja (X,d) espago métrico completo. Entio A C X é
compacto se, e somente se A € fechado e totalmente limitado.

O totalmente limitado é necesséario de fato:

Exemplo 4.3.13. Considere N com a métrica discreta. Note que, com tal

Basta notar que as unicas métrica, N é completo. Note também que N é limitado (basta, por exemplo,
sequéncias de Cauchy sdo tomar a bola Ba(0)).

as quase constantes
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Alongamentos

Alongamento 4.3.14. Mostre que N como subespago de R tem pontos
aderentes mas nao pontos de acumulacao.

Exercicios

Exercicio 4.3.15. Mostre que em A C R"™ é compacto se, e somente se, é
um fechado limitado.

Exercicio 4.3.16. Mostre que D C X é fechado e discreto se, e somente
se, D nao admite pontos de acumulagao.

Exercicios extras

Vamos apresentar nos proximos exercicios uma aplicagao um tanto estranha
do Teorema de Tychonoff.
Considere S nada mais é que o con-

junto das sequéncias limi-
S={(z:)zez:3L>0 — L <z, < L para todo z € Z}. tadas reais, mas que esta-

. . . N mos indexando em Z.
Note que S é um espago vetorial. Vamos dizer que uma fungao linear p :

S — R é uma média se, para todo (x,).cz € S

inf z, < p((22).ez) < supz,.
z€Z 2€Z

Exercicio 4.3.17. Note que as proprias fungoes inf e sup nao sdo médias.
Exercicio 4.3.18. Note que uma fun¢ao constante nao é uma média.
Exercicio 4.3.19. Seja F' C Z finito e nao vazio. Mostre que pr dada por
1
HEF = 77 :E::irz
|l7‘z€l7
é uma média.

Exercicio 4.3.20. Seja (a.).cz € S tal que a, > 0 paracada ze ) ., a. = Essa seria uma média com
1. Mostre que p dada por pesos.

i((@2)sz) = 3

ATz

também é uma média.
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O problema com os tipos de médias apresentados acima é que se “deslo-
camos” a sequéncia, sua média muda. Para formalizar, considere o seguinte
operado shift: dado (z.),ez € S, denotamos por s((x).cz) = (T241):c2-
Note que enquanto inf e sup sao invariantes quanto a aplicagoes de s, os
exemplos acima nao sao. Nosso trabalho agora se resume a provar que
existe uma média invariante por s. Comegamos com uma aproximacao:

Exercicio 4.3.21. Mostre que existe uma sequéncia (g, )nen de médias tal
que, para qualquer x € Z € S, temos

lim [py(s(x)) — pn ()| =0

n—oo

Podemos considerar o conjunto M de todas as médias como um sub-
conjunto de [ [, 4R simplesmente tomando p como (j(s))ses. Desta forma,
podemos ainda melhorar e tomar o conjunto M como sendo um subconjunto

de
[1m(s), M(s)]

sES

onde m(s) é o infimo de s e M é o supremo de s. Desta forma, pelo Teorema
de Tychonoff, temos que M é um subconjunto de um espago compacto.

Exercicio 4.3.22. Se convenca das afirmacoes acima.

Exercicio 4.3.23. Mostre que o conjunto M de todas as médias é fechado
no espago descrito acima e, portanto, é compacto.

Exercicio 4.3.24. Considere (un)nen sequéncia como no Exercicio 4.3.21.
(a) Mostre que {py, : » € N} tem um ponto de acumula¢ao em M.

(b) Mostre que tal ponto de acumulagao é uma média invariante por shifts.
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Conexos

5.1 Definicao e propriedades basicas

Vamos apresentar agora outro importante invariante topolégico:

Definigao 5.1.1. Seja (X, 7) espago topolégico. Dizemos que X é conexo
se, dados quaisquer abertos A e B de X disjuntos tais que AUB = X, temos
que A= 0 ou B =0.

Os intervalos sao exatamente os subconjuntos conexos na reta real:

Defini¢ao 5.1.2. Seja (X, <) um conjunto ordenado. Chamamos I C X
de intervalo se, para quaisquer a,b,c € X taisque a,b € Tea <c <D
tivermos c € I.

Proposigao 5.1.3. A C R ¢ conexo se, e somente se, A € um intervalo.

Demonstragdo. Suponha que A nao seja um intervalo. Entéo existem a,b €
Aexz e Rtaisquea <z <bex ¢ A Entao A = (] — oco,z[NA) U
(Jx, +00[NA), que sao abertos disjuntos nao vazios de A e, portanto, A nao
é conexo.

Seja agora A um intervalo. Suponha que A nao seja conexo. Entao
existem V, W abertos em A, disjuntos, tais que A =V UW. Sejam v € V
e w € W. Sem perda de generalidade, vamos supor v < w. Considere
a =sup{z € V : [v,z] C V} (note que tal definicao faz sentido pois v €
{r € V : [v,z] C V} e tal conjunto é limitado superiormente). Note que
a &€V pois, se a € V), existiria € > 0 tal que |a — e, + ¢[C V e, portanto,
a+5e€Vea+§ <w,oque contraria a definicao de . Logo a ¢ V', 0 que
implica o« € W (pois A =V UW). Como W é aberto, existe § > 0 tal que
Jao = 0,0 4+ 0[C W. Assim, o — § € W, contrariando a definicao de a. O

85

A ideia aqui é que nao d4
para dividir o espago em
dois abertos nao triviais.

Tais conjuntos sao nao va-
zios pois a €] — 0o, z[NA e
b €]z, +o0[NA



Note que esse resultado
simplesmente estd dizendo
que a imagem de f é um
intervalo.
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Ja na topologia da reta de Sorgenfrey, os intervalos nao sao conexos:

Exemplo 5.1.4. A reta de Sorgenfrey nao é conexa. Basta notar que | —
00, 0[U[0, +00[= Rg, com | — 00, 0, [0, +-00[ abertos disjuntos e nao vazios de
Rg.

Conexidade é uma propriedade preservada por fungoes continuas:

Proposicao 5.1.5. Sejam (X,7),(Y,0) espagos topolégicos e f : X — Y
continua e sobrejetora. Se X € conexo, entdo Y € conexo.

Demonstragdo. Sejam A, B C Y abertos disjuntos tais que ¥ = AU B.
Note que X = f~HAJU f~Y[B] e f Al N f[B] = 0. Se A e B forem
ambos nao vazios, entdo f~![A] e f~![B] seriam abertos nio vazios (pois f
é sobrejetora), implicando em X nao ser conexo. ]

Com isso, podemos provar facilmente um importante resultado de Calculo:

Corolério 5.1.6 (Teorema do Valor Intermediario). Sejam (X, 1) um
espago topoldgico conexo e f : X — R continua. Sejam f(a) < f(b), para
a,be X. Sey e R € tal que f(a) <y < f(b), entdo existe x € X tal que

f(z)=y.

Demonstragdo. Basta notar que o resultado anterior implica que f[X] é
conexo em R e lembrar que os conexos em R sao os intervalos. ]

Também obtemos facilmente um resultado sobre a cardinalidade dos co-
nexos completamente regulares:

Corolério 5.1.7. Seja (X, 7) espaco topoldgico completamente regular, co-
nexo e com mais de um ponto. Entao |X| > |R].

Demonstracao. Sejam x,y € X distintos. Por X ser completamente regular,
existe f : X — [0, 1] continua tal que f(x) =0e f(y) = 1. Como X é conexo,
f[X] é um intervalo em R, mas 1,0 € f[X], logo f[X] = [0,1]. O

Um outro jeito de caracterizar conjuntos conexos é em termos de con-
juntos mutuamente separados:

Definicao 5.1.8. Seja (X, 7) espago topoldgico. Dizemos que A, B C X
sdo mutuamente separados se ANB=0e ANB=10

Exemplo 5.1.9. | — 00, 0] e |0, +00[ sdo mutuamente separados em R.
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Proposicao 5.1.10. Seja (X, T) espago topoldgico. EntaoY C X é conexo
se, e somente se, ndao existem A,B # () mutuamente separados tais que
Y=AUB.

Demonstragao. Suponha que existam A, B C X ndo vazios e mutuamente
separados tais que Y = AU B. Vamos mostrar que Y néo é conexo. Sejam
U*=X\A, V*=X\B. Considere U =U*NY,V =V*NY. Note que
U e V sao abertos em Y. Temos

e UNV =1 Suponha que nao. Entao existe y tal que y € UNV. Note
quey€eY, yd Aey & Be, portanto, y ¢ Aey ¢ B. Logoy €Y,
contradicao;

e U # (): Suponha U = 0. Assim, U*NY = (. Logo, Y C X \U* = A.
Como AN B = (), obtemos BNY = ) o que é uma contradicao ja que
terfamos que B = {);

e V #£(): Andlogo ao caso anterior.

Disso segue que Y = U UV, com U,V abertos disjuntos nao vazios de Y,
isto é, Y nao é conexo.

Por outro lado, suponha Y nao conexo. Entao existem U,V C Y abertos
nao vazios, disjuntos, tais que UUV =Y. Sejam U* e V* abertos de X tais
que U*NY =U e V*NY = V. Vamos mostrar que U e V sdo mutuamente
separados. Sem perda de generalidade, suponha que x € U N V. Assim
x € UNV*. Logo, pela definicao de U, existe a € U N V*. Note que a € Y,
donde a € V*NY =V, e daf obtemos a € UNV/, contradicao com UNV = ().
Portanto, U e V sao mutuamente separados. ]

Com isso, podemos mostrar que um conjunto conexo nao pode ser divi-
dido em dois subconjuntos mutuamente separados:

Coroldrio 5.1.11. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e Y C X conexo. Se
A, B C X sdo mutuamente separados e Y C AUB, entdoY C AouY C B.

Demonstragao. Como Y = (Y NA)U (Y N B), basta mostrarmos que Y N A
e Y N B sao mutuamente separados. Sem perda de generalidade, suponha
que existaz € YNAN (Y NB). Entioz € Bex € YNA C A. Logo,
x € AN B, contradicdo. O

Vamos terminar esta se¢cao com alguns resultados que implicam na co-
nexidade de alguns subconjuntos:

Proposicao 5.1.12. Seja (X, ) espago topoldgico.
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(a) Se X = U,er Xa, onde cada X, € conexo e XoNXpg # 0 para quaisquer
a, B € I distintos, entdo X € conexo.

(b) Se para quaisquer x,y € X existir A C X conexo tal que x,y € A, entdo
X € conexo.

Demonstragao. (a) Suponha que X nao seja conexo. Sejam A, B C X mu-
tuamente separados nao vazios tais que AU B = X. Note que, para
cada a € I, X, C A ou X, C B. Suponha que existam «, 8 € I tais
que Xo C Ae Xg C B. Como X,NXg#0eANB =, temos uma
contradicao. Sem perda de generalidade, podemos supor que X, C A,
para todo a € I. Logo X C A e dai B = (), contradigao.

(b) Fixe x € X. Para cada y € X, seja A, conexo tal que z,y € A,. Por
(a), concluimos que X = (J, ¢y Ay é conexo.
O

Proposicao 5.1.13. Sejam (X, 7) um espacgo topoldgico e A C X conexo.
Entdo para todo B C X tal que A C B C A, temos B conexo.

Demonstragao. Suponha que nao. Sejam U e V mutuamente separados nao
vazios tais que B = U U V. Note que A C U UV, entao, por A ser conexo,
temos A C U ou A C V. Suponha, sem perda de generalidade, que A C U,
entdio A C U, logo ANV =0 e assim V = ) (pois V C A). O

Alongamentos

Alongamento 5.1.14. Mostre que “ser conexo” é um invariante topoldgico.

Alongamento 5.1.15. Mostre que (X, 7) é conexo se, e somente se, 0s
unicos subconjuntos de X que sdo abertos e fechados ao mesmo tempo sao
() e o préprio X.

Exercicios

Exercicio 5.1.16. Seja (A,,)nen familia de conjuntos conexos tais que A, N
Aps1 # 0. Mostre que |J,,cny An é conexo.

Exercicio 5.1.17. Mostre que se um espaco tem um subespaco denso co-
nexo, entao o espago todo é conexo.

Exercicio 5.1.18. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e A, B C X conexos
e nao mutuamente separados. Mostre que A U B é conexo.
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Exercicio 5.1.19. Este exercicio é um roteiro para mostrar que produto
finito de conexos é conexo.

(a) Sejam (X, 1), (Y,0) conexos. Mostre que X x{y} é conexo para qualquer
y € Y. Use essa ideia e a Proposi¢ao 5.1.12 para mostrar que X x Y é
Conexo.

(b) Conclua que produto finito de conexos é conexo.

Exercicio 5.1.20. Este exercicio é um roteiro para mostrar que produto
qualquer de conexos é conexo (usa o anterior). Seja (Xg)aca familia de
espacos conexos. Seja (aa)aca € [[oea Xa-

(a) Seja F' C A finito. Mostre que Dp : {(ba)aca € [[oca Xa : ba = aq se
a ¢ F'} é homeomorfo a [] . Xa (e, portanto, é conexo pelo exercicio
anterior).

(b) Seja F = {F C A : F ¢ finito}. Mostre que |Jpcz Dr ¢ denso em
HaeA Xa-

(c) Mostre que (aq)aca € Dr para todo F € F.

(d) Mostre que |Jper DF é conexo.

(e) Mostre que [],c4 Xao € conexo.

Exercicio 5.1.21. Mostre que (R x R) \ (Q x Q) é conexo.

Exercicio 5.1.22. Se vocé achou o dltimo exercicio interessante, tente pro-
var que (R x R) N\ E, onde F é enumerdvel, é conexo. Provavelmente vocé
vai precisar de um argumento (simples) de cardinalidade.

5.2 Componentes e conexidade por caminhos

Um conceito que ajuda bastante na hora de trabalhar com conexos é a
componente conexa:

Definicao 5.2.1. Sejam (X, 7) espago topolégico e z € X. Definimos a
componente conexa de x como [ J e Aonde A={ACX:zcAeAé
conexo }.
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Note que, pela Proposicao 5.1.12, temos que a componente conexa de x
é sempre conexa. Desta forma, é facil ver que a componente conexa de x é
o maior (no sentido da inclusdo) subconjunto conexo de X contendo z.

Algo que nédo é tao ébvio a partir da definicdo é que as componentes
conexas sao sempre fechadas:

Proposicao 5.2.2. Componentes conexas sdo fechadas.

Demonstracao. Seja C, componente conexa para r € X. Temos por de-
finicao C, C C,. Como C, é conexo, temos que C, é conexo (e contém x).
Logo C, C C,. O

Uma ideia que se poderia ter para se definir conexidade seria a “existéncia,
de caminhos” entre pontos. Essa ideia pode ser formalizada da seguinte
maneira:

Definicao 5.2.3. Seja (X, 7) um espago topolégico. Dizemos que (X, 1) é
conexo por caminhos se, para quaisquer x,y € X, existir f : [0,1] = X
continua tal que f(0) = x e f(1) = y. Neste caso, dizemos que f é um
caminho de = para y.

A conexidade por caminhos implica na conexidade:
Proposicao 5.2.4. Se (X, 7) € conexo por caminhos, entio (X, T) € conexo.

Demonstragao. Pela Proposicao 5.1.12, basta mostrarmos que, para quais-
quer =,y € X, existe C conexo tal que z,y € C . De fato, sejam z,y € X
distintos. Como X é conexo por caminhos, existe f : [0,1] — X continua
tal que f(0) =z e f(1) =y. Note que f[[0, 1]] é conexo (por f ser continua
e [0,1] ser conexo) e z,y € f[[0, 1]]. O

A volta do resultado anterior ndo vale em geral:

Exemplo 5.2.5. Espaco Pente: Espago conexo que nao é conexo por
caminhos.

Considere A = {(ﬁ,y) €ER?:yeRsp,n € N} U{(z,0) : z € Ryp}

e B = {(0,y) : y € Ryp}. Note que tanto A quanto B sao conexos por
caminhos, logo, A e B sao conexos. Considere X = AU B.

Fato: X é conexo.

Note que B C A e, portanto, A C AU B C A. Logo, como A é conexo,
temos o resultado pela Proposicao 5.1.13.

Fato: X nao é conexo por caminhos.

Suponha que exista f : [0,1] — X continua tal que f(0) = (0,1) e
f(1) = (1,1). Considere a = sup{x € [0,1] : f(z) € B}. Temos dois casos:
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e f(a) € A. Sejar > 0 tal que B,(f(a)) N B = 0 (o que é possivel
pois B U {(0,0)} é fechado em R?). Como f é continua, existe V
vizinhanca de « tal que f[V] C B,(f(a)). Note que existe ¢ > 0
tal que Ja — g,a[C V. Pela defini¢ao de «, f[la —¢e,a[] N B # 0,
contradigao.

o f(a) € B. Sejar > 0 tal que (0,0) € B,(f(«w)). Como f é continua,
existe um intervalo aberto V tal que a € V e f[V] C B,(f(«)). Seja
e > 0 tal que Ja, a + ¢[C V. Pela definicao de «, existe 8 €la, a + €]
tal que f(B) € A, contradicao com o fato que f[V] é conexo.

Proposicao 5.2.6. Sejam (X,7),(Y,0) espagos topoldgicos e f : X — Y
fungdo continua e sobrejetora. Se (X, 1) € conexo por caminhos, entio (Y, o)
€ conexo por caminhos.

Demonstragao. Sejam a,b €Y e, S € X tais que f(a) = ae f(8) = b. Seja
h:[0,1] — X continua tal que h(0) = ae h(1) = 8. Entao foh:[0,1] =Y
é uma funcao continua tal que (foh)(0) =ae (foh)(l) =b. O
Alongamentos

Alongamento 5.2.7. Mostre que “ser conexo por caminhos” é um invari-
ante topoldgico.

Alongamento 5.2.8. Mostre que se existe um caminho de = para y, existe
um caminho de y para .

Alongamento 5.2.9. Mostre que se existe um caminho de x para y e um
caminho de y para z, entao existe um caminho de x para z.

Exercicios

Exercicio 5.2.10. Considere a relacao z ~ y dada por “existe um caminho
de z para y”.

(a) Mostre que tal relagao é uma relagao de equivaléncia.

(b) Mostre que, fixado x, o conjunto {y : existe um caminho de x para y} é
exatamente o conjunto dos y’s equivalentes a x por ~. Chamamos tal
conjunto de componente conexa por caminhos de z.

(c) A componente conexa por caminhos de um ponto é sempre fechada?
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Exercicio 5.2.11. Mostre que, dado ¢ € QQ, a componente conexa de ¢ é
{q} (dentro do espago Q com a topologia induzida).

Exercicio 5.2.12. Mostre que se um espaco tem uma quantidade finita de
componentes conexas, entao cada componente é aberta.

5.3 Propriedades locais de conexidade

Nesta se¢ao vamos apresentar versoes locais das propriedades de conexidade
apresentadas anteriormente:

Definigao 5.3.1. Um espaco topoldgico (X, 7) é localmente conexo por
caminhos se todo ponto de X admite uma base local conexa por caminhos.

Conexidade local por caminhos é suficiente para fazer um espaco conexo
ser conexo por caminhos:

Proposicao 5.3.2. Se (X,7) é um espago conexo e localmente conexo por
caminhos entdo, (X, T) € conexo por caminhos.

Demonstragao. Sejam x € X e
C ={y € X : existe um caminho de z para y}

Vamos mostrar que C' é aberto e fechado (portanto, C' = X, pelo Alon-
gamento 5.1.15).

C ¢ aberto. Sejay € C. Como X ¢ localmente conexo por caminhos,
existe A aberto e localmente conexo tal que y € A. Note que, se mostrarmos
que A C C, teremos que C é aberto. Assim, seja a € A. Como a € (| existe
um caminho de y para a. Como existe um caminho de x para y, temos que
existe um caminho de x para a (ver o Alongamento 5.2.9). Logo, a € C
como queriamos.

C € fechado. Sejay € X~C. Como X é localmente conexo por caminhos,
existe A aberto e conexo por caminhos y € A. Note que, se mostrarmos que
ANC = 0, terminamos. Suponha que nao. Sejab € CNA. Como b € C,
existe um caminho de x para b e, como b € A, existe um caminho de y para
b. Logo, existe um caminho de x para y, contradigao. O

Defini¢ao 5.3.3. Um espago topoldgico (X, 7) é localmente conexo se
todo ponto admite uma base local conexa.

Exemplo 5.3.4. O exemplo do pente (Exemplo 5.2.5) com o ponto (0,0)
incluido é um espago conexo por caminhos.



5.4. ALGUMAS APLICACOES 93

Exemplo 5.3.5. O exemplo do pente (Exemplo 5.2.5) (com ou sem (0,0))
¢ um conexo que nao ¢ localmente conexo.

Exemplo 5.3.6. [0, 1[U]1,2] é localmente conexo, mas nao é conexo.

Proposicao 5.3.7. Se (X, 1) € localmente conexo, todo ponto de X tem
componente conexa aberta.

Demonstragao. Sejam x € X e C' componente conexa de z. Seja y € C.
Como X é localemente conexo, existe A aberto e conexo tal que y € A.
Note que C' U A é conexo (pois y € C N A). Assim, como C' é o maior
conexo contendo z, temos que C U A C C. Ou seja, A C C e portanto C é
aberto. O

Exercicios

Exercicio 5.3.8. Mostre que Q nao é locamente conexo.

Exercicio 5.3.9. Dé um exemplo de um espago tal que toda componente
conexa seja aberta, mas que nao seja localmente conexo.

5.4 Algumas aplicagoes

Um tipo de aplicagdo em que argumentos sobre conexidade sao bastante
comuns é se mostrar que certos espagos nao sao homeomorfos.

Proposicao 5.4.1. R e R? ndo sdo homeomorfos.

Demonstracdo. Suponha que exista f : R — R? homeomorfismo. Entao
f TR\ {0} — R?\ {f(0)} também é um homeomorfismo. Mas R\ {0} nao
é conexo, enquanto R%\ {£(0)} é. O

Proposicao 5.4.2. [0,+oo[ e R ndo sdo homeomorfos.

Demonstragao. Suponha que exista f : [0, +00[— R homeomorfismo. Entao
£ 110, +00[— R\ {f(0)} também ¢ um homeomorfismo. Contudo, ]0, +oo[ é
conexo enquanto que R\ {f(0)} nao é. O

Proposigao 5.4.3. S' = {(z,y) : 22+y? = 1} ndo é homeomorfo a qualquer
subespaco de R.
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Demonstragdo. Suponha que exista f : S — A C R homeomorfismo. Como
S1 é conexo (basta notar que S é imagem continua de um intervalo da reta),
segue que A é um conexo de R, isto é, A é um intervalo. Considere a € A
tal que a nao seja uma extremidade de A (isto é, existem b,c € A tais que
b<a<ec) Entio f [ S'\ {f!(a)} = A\ {a} é um homeomorfismo, mas
S\ {f~1(a)} é conexo e A\ {a} nio é. O

Exemplo 5.4.4 (No mundo real, literalmente). Considere a superficie da
Terra T' com a métrica usual. Vamos supor que a funcao ¢t : T — R,
onde t(z) é a temperatura no local x, seja continua. Entao existem dois
pontos antipodas! na Terra que possuem a mesma temperatura. De fato,
considere F' : T — R dada por F(z) = t(x) — t(y) onde y é o ponto
antipoda de xz. Temos que F' é uma funcao continua (a funcdo que leva z
no seu antipoda é continua). Seja xy um ponto qualquer em T e seja yo
seu antipoda. Seja f : [0,1] — T uma fungao continua tal que f(0) = x
e f(1) = yo. Note que F(f(0)) = —F(f(1)). Assim, pelo Teorema do
valor intermedidrio (Corolario 5.1.6), temos que existe r € [0,1] tal que
F(f(r)) = 0. Isto é, f(r) é um ponto em que sua temperatura é a mesma
que a do seu antipoda.

Exemplo 5.4.5 (Funcgao base 13 de Conway). Considere os seguintes
algarismos numa base 13:

0123456789 + —,

Para cada x € R, considere sua expansao na base acima. Defina a seguinte
funcao f: R — R:

a1a9 -+ Qp,b1bg by - - se a expansao de r na base acima fixada
termina com +a1ag - - ap,b1by by -
f(z) = —aqag -+ ap,biba---b, -+ se a expansao de r na base acima fixada
termina com —ajas - - - @y, b1by by -
0 caso contrario

Onde os a,’s e b,’s sdo algarismos entre? 0 e 9. Note que f é sobrejetora.
Mais que isso, dado qualquer intervalo da forma [a,b] com a < b, f[[a,b]] =
R. Note também que f é nao continua em todo ponto x € R. Esta f serve de
contraexemplo para a afirmacao que se uma funcao de R em R leva conexos
em conexos, entao ela é continua.

Tsto é, simétricos em relacdo ao centro da Terra.

2a0 formalizar-se tal exemplo, deve-se tomar cuidado com as expansdes decimais que
terminem em 9999999... e com as expansoes na base 13 fixada que terminem em , ,,,,,,,....
Mas isso pode ser feito facilmente.
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Exercicios

Exercicio 5.4.6. Mostre que [0,1] e |0, 1[ ndo sao homeomorfos em R.

Exercicio 5.4.7. Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado e conexo
(com a topologia da ordem). Mostre que < é uma ordem densa.

Exercicio 5.4.8. Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado e conexo.
Mostre que < é uma ordem completa.

Exercicio 5.4.9. Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado, sem maior
ou menor elementos, separavel e conexo. Mostre que (X, <) é homeomorfo
a R.
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Capitulo 6

Homotopia

6.1 Definicao e resultados basicos

Comegamos com uma definicdo de quando uma funcao pode ser obtida de
uma outra a partir de uma “deformacao”:

Definicao 6.1.1. Sejam (X, 7) e (Y, 0) espagos topolégicos e f,g: X — Y
fungoes continuas. Dizemos que f é homotdpica a g se existe uma funcao
continua H : X x [0,1] = Y tal que H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(x), para
todo z € X. Neste caso, dizemos que H é uma homotopia entre f e g.
Notacao: f ~g.

Um jeito de imaginar essa situacao é uma analogia temporal: pense em
H(z,t) como uma familia de fungdes variando com o tempo - representado
com a variavel t. Assim, a cada instante g, temos que H (-, tp) : X — Y uma
funcao continua. Além disso, a mudanca das fungoes ao longo do tempo é
continua e as funcgoes inicial e final sao, respectivamente, f e g.

Vejamos um exemplo simples, mas que terd algumas consequéncias im-
portantes:

Exemplo 6.1.2. Em R”, considere f : R” — R” dada por f(z) = x e
g : R" — R™ dada por g(x) = 0, para todo z € R". Entao, f ~ g. De fato,
basta tomar H(z,t) = (1 —t)x.

Na verdade, a convexidade nos permite generalizar o truque anterior:

Exemplo 6.1.3. Sejam A C R™ um conjunto convexo e (X, 7) espago to-
polégico. Entdo quaisquer f,g: X — A funcbes continuas sdo homotépicas.
Basta tomar H(z,t) = tg(z) + (1 —t) f(z).

97
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Se estamos interessados em como funcoes podem ser deformadas umas
nas outras, é interessante notar que essa relagdo é uma relacao de equi-
valéncia:

Proposigao 6.1.4. ~ ¢ uma relacdo de equivaléncia.

Demonstra¢do. Vamos provar a transitividade, deixando as outras como
exercicio. Sejam f,g,h : X — Y fungdes continuas tais que f ~ g ~ h.
Vamos mostrar que f ~ h. Sejam H; e H» tais que, para todo = € X,

Hy(2,0) = f(x) Hs(z,0) = g(x)
Hy(z,1) =g(z) Ha(z,1)=h(z

~—

Defina
_ H1<1',2t),
H{(z,t) = { Hy(z,2t — 1),

A
— D=

= O
IA IA

O]

Definicao 6.1.5. As classes de equivaléncia da relacao ~ sao chamadas de
classes de homotopia.

O préximo resultado tem demonstragao puramente técnica. Mas é bas-
tante util e sua demonstracgao ilustra bem como proceder quando homotopias
precisam ser construidas explicitamente um funcao de outras.

Proposigao 6.1.6. Composicoes de funcdes homotdopicas sGo homotdpicas.

Demonstragao. Sejam (X,7), (Y,0) e (Z,u) espagos topoldgicos e sejam
fi,fo: X =Y tailsque f1 ~ fo e gi,92: Y — Z tais que g1 ~ go.
Vamos mostrar que g1 o fi é homotdpica a g2 o fo. Sejam Hx e Hy tais
que
Hx(z,0) = fi(z) Hy(y,0) = 91(y)
Hx(z,1) = fo(z) Hy(y,1) = g2(y).
Defina H'(z,t) = Hy (f1(z),t). Note que H'(z,0) = g1 0 f1(z) e H'(z,1) =
g2 o fi(z). Portanto, g1 o f1 ~ g2 0 f1.
Defina H"(z,t) = go(Hx(x,t)). Note que H"(z,0) = g2 0 fi(x) e
H"(x,1) = go 0 fo(z). Portanto, go o f1 =~ g2 0 fo.
Logo, g1 0 f1 > g2 0 fa. O

Com o que temos, ji podemos definir um importante invariante to-
polégico:
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Definigao 6.1.7. Um espago topoldgico (X, 7) é dito contratil se idx :
X — X (idx(x) = z, para x € X) é homotdpica a alguma fungao constante.

Formalmente, o espago é contratil se existe uma funcao constante ho-
motopica & funcao identidade. Mas, na pratica, nessa situacao a funcao
identidade é homotdpica a qualquer funcdo constante (veja o Alongamento
6.1.18). Para maior clareza, vamos utilizar o seguinte abuso de notacao:
dado ¢ € X, denotaremos também por ¢ a fungao constante z — ¢ (a funcao
que leva todo z € X em c¢).

O exemplo que fizemos anteriormente nos da o seguinte resultado:

Exemplo 6.1.8. Qualquer conjunto convexo A C R™ é contratil.

Em vez de apresentar um exemplo explicito de espago nao contratil, apre-
sentamos uma implicacao que ja nos garante uma gama grande de exemplos:

Proposicao 6.1.9. Se (X, 1) é contrdtil entao, (X,T) € conexo por cami-
nhos.

Demonstracdo. Seja ¢ € X tal que idx =~ c. Note que é suficiente mostrar-
mos que, para todo x € X, existe um caminho de x para c. Seja H tal que
H(x,0) =x e H(x,1) = c. Note que 7 : [0,1] — X dada por v(t) = H(a,t)
¢ o caminho desejado. O

O préximo resultado dé4 uma caracterizagao externa para os espacos
contrateis :

Proposicao 6.1.10. Um espago topoldgico (X, T) € contrdtil se, e somente
se, para todo espago topoldgico (T,o) e para todas as fungoes continuas
f,9:T — X continuas temos que f ~ g.

Demonstragdo. (<) Basta tomar T'= X, f = idx e g alguma fungao cons-
tante.

(=) Suponha que idx ~ c. Sejam f,g: T — X funcoes continuas. Lem-
brando que f ~ f e g ~ g e que compostas de homotodpicas sao homotodpicas,
temos:

f=idxof~cof=cog~idxog=yg.
Logo, f ~g. O

Podemos generalizar o conceito de homeomorfismo neste contexto:

Defini¢ao 6.1.11. Espacos topoldgicos (X,7) e (Y,0) sao ditos homo-
topicamente equivalentes se existem funcoes continuas f : X — Y e
g:Y — X taisque fog ~idy e go f ~ idx. Neste caso, g é dita uma
inversa homotdpica de f (e vice versa).

Mas nao vale a reciproca
(veja o Exercicio 6.1.19).



A ideia aqui é conseguir
fazer a deformacao que
leva uma func¢ao na ou-
tra deixando uma parte da
fungao fixa.
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Note que, de fato, espagos homeomorfos sao homotopicamente equiva-
lentes. Mas a reciproca nao é verdadeira, como o préoximo resultado ilustra.

Proposicao 6.1.12. Um espago topoldgico (X, T) € contrdtil se, e somente
se, (X, 7) é homotopicamente equivalente a um espago unitdrio.

Demonstragao. Suponha (X, 7) contratil, ou seja, idx ~ ¢ para algum ¢ €
X. Sejam Y = {c} e j:Y — X a funcao inclusdo. Note que coj = idy e
joc=c~idy.

Agora suponha que f : X — {a} e g : {a} — X sdo inversas ho-
motdpicas. Note que g o f é constante (= g(a)) e, por hipdtese, g o f ~
idx. O

Definigao 6.1.13. Seja (X, 7) um espago topolégico. Dizemos que o con-
junto A C X é uma retragao (retrato) de X se existe uma fun¢ao continua
r: X — A (chamada de retragao) tal que r(a) = a, para todo a € A. Se
r ~ idx chamamos a retracao de retracao de deformacao

Proposigao 6.1.14. Seja (X, 7) um espago topolégico. Se o conjunto A C
X € uma retracao de deformacao, entdo A e X sdo homotopicamente equi-
valentes.

Demonstracao. Sejam j : A — X a funcao inclusao e r a retracao de de-
formacao. Note que roj =idg e jor =r ~idx. O

Definigao 6.1.15. Chamamos (X, A) de par topolégico se X é um espaco
topoldgico e A C X.

Denotamos por f: (X, A) — (Y, B) se f é uma fungao f : X — Y tal
que f[A] C B.

Dizemos que f, g : (X, A) — (Y, B) sao homotdpicas se existe uma funcao
continua H : X x [0,1] — Y tal que H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(x) e
H(a,t) = f(a) = g(a), para todo a € A. (Note que, entao, f [a=g [a.)

Se f,g9:(X,A) — (Y, B) sao homotdpicas, dizemos que f é homotépica
a g relativamente a A.

Exemplo 6.1.16. Note que se f e g sao homotdpicas relativamente, entao
elas sdo homotépicas. Mas a reciproca nao é verdadeira, mesmo que f|s =
gla, para algum conjunto A. Vamos usar o exemplo do pente com o ponto
(0,0) (vamos chamar tal espaco de X). Note que idx ~ (0,1) (ver o
Exercicio 6.1.21). Mas, idx e a fungao constante (0, 1) nao sdo homotépicas

relativamente a {(0,1)}. De fato, suponha que sejam. Isto é, existe H :
X x [0,1] —» X tal que H(z,0) = z, H(z,1) = (0,1) para todo z € X e
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H((0,1),t) = (0,1), para todo ¢ € [0,1]. Considere V = [0,1]x]3,1] N X.
Temos que (0,1) € V. Como H ¢ continua, existem € > 0 e A C V tais que
H[Ax]1 —¢,1]] C V.

Fato. Para cada n > 0 tal que (£,1) € A, existe t,, € [0,1 — ] tal que
H((2,1),t0) ¢ A.

Demonstragao do Fato. Suponha que isso nao acontega, entao vy : [0, 1] —
X dada por y(t) = H((%, 1),t) tem imagem contida em A e nao conexa
(contém, por exemplo, (0,1) e (1,1)). O

Considere todos os t,’s dado pelo Fato. Como todos os t,’s estdo em
0,1 — €], existem (t,,)keny € to € [0,1 — €] tais que tnk — t9. Logo,
(1), t) = (0, 1), o). Mas, H((0,1),0) = (0,1) € H((-,1),t,,) ¢ A.

Alongamentos

Alongamento 6.1.17. Mostre que Q nao é contratil.

Alongamento 6.1.18. Mostre se X é contratil, entao idx ~ c, para qual-
quer ¢ constante.

Exercicios

Exercicio 6.1.19. Mostre que {(z,0) : z € R} U{(0,y) : y € R} é contrétil
(apesar de nao ser convexo).

Exercicio 6.1.20. Sejam X = R? < {(0,0)} e S' = {(x,9) : 2% + ¢y = 1}.

1

Vr24y?(z,y)

(a) Mostre que 7 : X — S1 dada por r(z,y) = é uma retragao

de deformacao.
(b) Mostre que X e S' sdo homotopicamente equivalentes.

Exercicio 6.1.21. Mostre que o espaco do pente (com o ponto (0,0)) é
contratil.

6.2 Grupo Fundamental

A ideia nesta secdo é dar uma maneira de caracterizar quais “lacos” num
espaco podem ser deformados de um para o outro. Uma intuigdo é que lagos
em torno de um buraco nao podem ser deformados para lagos que nao dao
voltas em buracos e vice e versa.
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Definigcao 6.2.1. Sejam (X, 7) espago topoldgico e g € X. Chamamos
de lago no ponto zy uma funcgao f : [0,1] — X continua tal que f(0) =

Definicao 6.2.2. Sejam f, g : [0,1] — X lagos no ponto xg. Dizemos que
f e g sao lagos homotopicos se f e g s@o homotdpicos relativamente a

{0,1}.
Notagao 6.2.3. f ~; g.

Observacao 6.2.4. A relacao ~;, é uma relagao de equivaléncia. Denota-
mos a classe de equivaléncia de f por [f]. O conjunto de tais classes serd
denotado por 71 (X, xg).

Observagao 6.2.5. Lembremo-nos de que podemos “concatenar”dois lacos:

F2).  se0<t
s ={ o2 EVE,

Um aspecto bastante interessante nisso é que podemos dar uma estrutura
de grupo para as classes dos lagos, tomando como operacao a concatenacao
de seus representantes:

\/\ |/\

1
2
1

Proposicao 6.2.6. Sejam (X, 1) espaco topoldgico e xog € X. Definimos
0 m(X, o) X (X, x0) = (X, o) por [f] *[g] = [f *g]. Tal operagio
estd bem definida.

Demonstragdo. Basta mostrar que se f1 ~, f2 € g1 >z, g2, entao (fy *
91) o (f2 % g2). O

Proposicao 6.2.7. Sejam (X, ) espago topoldgico e xg € X. Entao (m1(X, xp),

€ um grupo.

Demonstragdo. Associatividade: Note que f* (g xh) # (f * g) * h, pois no
1° caso, f tem “metade do tempo”, ja4 no segundo caso, tem “4 do tempo”.
Considere

1

]
8
+

F(E).  seo<ts<

H(z,t)= g4t —1—2), se @l <t<
h<1—4(1_t)> se T2 <t <

2—x ) 4 =7 =

8 &
+

2

Jr

]
— e

Um célculo direto mostra que H é uma homotopia entre fx*(g*h) e (f*g)*h
relativamente a {0, 1}.

*)
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Elemento Neutro: Considere e o lago constante igual a xg. Vamos mos-
trar que [e] é o elemento neutro. Para tanto, basta mostrar que f % e ~;,
f ~z, e* f. De fato, para o primeiro caso, faremos

2 2—
{15, oz
o, se%T’”<t<1

Elemento Inverso: Dado f lago em g, seja f~ dado por f~(z) = f(1—z).
Definimos [f]™ = [f7]. Se mostrarmos que f * f~ ~; e ~;, [~ * f, seguird
que [f]~ estd bem definido. Para o primeiro caso, fazemos

S,  se0<t<ig
H(z,t)={ f(t+z), selZf<t<l-—z .
xo, sel—xx<t<1

O

Defini¢ao 6.2.8. (X, zp) é dito um espago com ponto base se X é
um espaco topoldgico e zp € X. Denotamos por f : (X,z9) — (Y,v0)
se f: X =Y e f(xg) =yo-

Proposicao 6.2.9. Toda [ : (X,x0) — (Y,y0) continua induz um homo-
morfismo 1% s (X, 20) = 71(Y, o).

Demonstragdo. Para cada lago g sobre xg defina (f'(g))(t) = f(g(t)). Note
que f'(g) é um laco sobre yo. Defina f¥ : (X, z9) — 71 (Y, o) como
4 ([g]) = [f'(9)]. Note que f* estd bem definida (exercicio).

Resta entao mostrar que f#([g] * [A]) = f*([g]) * fH([h]). Note que

o) — flg20)) = (f'(9))(22),  se0<a <5y o
flg+h) = { Fh(ze— 1) — (P20 1), sei<zei =1 @B

O
Proposicao 6.2.10. (a) (Idx)* = Ide (X 20);
(b) f,g9:(X,20) = (Y,0) tais que f ~ g com relagdo a {xo}, entio f* = g*;
(c) Se f:(X,20) = (Y,40) e g: (Y,y0) = (Z,20), entdo (go f)* = g* o f*.
Demonstragao. (a) Imediato.

(b) Seja h lago sobre xy. Temos que mostrar que f'(h) ~;, ¢'(h) (a de-
monstracao segue de maneira analoga a prova de que composta de ho-
motopicas é homotdpica, tomando cuidado com x).
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(c) Seja h lago sobre xg. Dado t € [0,1], temos ((g o f) (h))(t) = (g o

D) = g'(f(h(@B))) = ((g" o F)R)(2). .

Proposigao 6.2.11. Se (X, z) e (Y, yo) sdo homotopicamente equivalentes,
entao m (X, x0) e m(Y,yo) sdo isomorfos.

Demonstragdao. Sejam f: (X, z0) = (Y,y0) e g : (Y,y0) — (X, zo) continuas
tais que f o g ~ Idy relativamente a yg e g o f ~ Idx relativamente a x.
Assim, (g o f)ﬂ = ldr) (X 00) © (fo g)ﬁ = Ldr, (v,y,), mas (go f)ti =giofle
ffo gt Logo, f¥e g* sdo isomorfismos. O

Corolério 6.2.12. Se (X,7) e (Y,0) sao tais que m(X,z0) e m(Y,0)
ndao sao isomorfos, entdo ndo existe homeomorfismo f : X — Y tal que

f(@) = yo.

Exercicios

Exercicio 6.2.13. Seja X = R2? < {(0,0)}. Mostre que m (X, (1,0)) e
m1(SY, (1,0)) sdo isomorfos.



Capitulo 7

Aplicacoes

7.1 Metrizabilidade

Nesta secao, vamos fazer alguns casos simples de quando podemos concluir
que um espago topoldgico tem uma métrica associada. Também vamos ver
alguns critérios para ver se podemos tomar tal métrica completa. Vamos
comecar com alguns resultados bésicos:

Proposicao 7.1.1. Seja (X,d) um espago métrico completo. F C X €
completo se, e somente se, € fechado.

Demonstracdo. Basta notar que F é fechado se, e somente se, F' = F e que
uma sequéncia de Cauchy em F' é sequéncia de Cauchy em X. O

No que se segue, convém lembrar do resultado do Exercicio 1.1.68 que diz
que, para todo espago métrico completo (X, d), existe d’ métrica completa
limitada por 1 que é equivalente a d.

O proximo resultado basicamente diz que existe uma métrica no produto
enumeravel de métricos que induz a topologia produto. Além disso, podemos
tomar tal métrica completa se cada um dos espacos for completo:

Proposicao 7.1.2. Sejam ((X,,, dn))nen espagos métricos tais que cada d,, €
limitada por 1. Entaod : [],cxy XnX[[,en Xn — R dada por d((zn)nen, (Yn)nen) =

Y neN % ¢ uma métrica sobre [ [, oy Xn que induz a topologia produto
sobre [ [,eny Xn. Além disso, se cada d,, for completa, entio d é completa.

Demonstracdo. Exercicio. ]

Coroldrio 7.1.3. Eziste uma métrica completa sobre [0,1]N = T],, [0, 1]
que nduz a topologia produto deste espago.

105
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Demonstragao. Segue diretamente da proposicao anterior e do fato de R com

a métrica usual ser completo (tomando-se o cuidado de usar uma métrica
limitada). O

Teorema 7.1.4. Seja (X, 7) espago T1. Sao equivalentes:
(a) X €T3 e tem base enumerdvel;

(b) X ¢é separdvel e metrizavel;

(c) X é homeomorfo a um subespaco de [0, 1]N.

Demonstragao. Claramente b = a, ja que X ser metrizavel implica em ser
regular e, para espagos métricos, ser separavel implica a existéncia de base
enumeravel.

¢ = a. Note que [0, 1] tem base enumeravel (pois é produto enumerével
de espagos com base enumeravel) e é regular (produto de regulares é regu-
lar). Logo, (X, 7) tem tais propriedades, pois ambas sao preservadas para
subespacos.

¢ = b. Como [0,1]N tem base enumerdvel, X também tem. Logo X é
separavel. Note que subespaco de métrico é metrizével.

a = c. Sejam (By)nen base para X e C = {(m,n) : By, C B,}. Note
que (X, 7) é normal (espaco regular com base enumerdvel é normal). Para
cada (m,n) € C, seja fmn : X — [0,1] continua tal que fy, n[Bm] = {0}
e fmnlX \ Bn] = {1} (cuja existéncia se deve a normalidade). Seja F =
{fmn : (m,n) € C'}. Note que F separa pontos de fechados.

De fato, seja x € X e FF C X fechado tal que x ¢ F. Seja B, um
aberto da base tal que x € B, C X \ F. Como X é regular, existe By,
tal que © € By, C By, C B,. Note que fn, 6 tal que fon(x) = 0 e
fmnlF] = {1}. Pelo Teorema da Imersao, X é homeomorfo a um subespaco
de [0,1]7, mas como F é enumerdvel, segue que X é homeomorfo a um
subespaco de [0, 1]N. O

Agora vamos analisar quando a métrica encontrada pode ser completa.
Aqui vamos fazer um processo diferente do completamento de espagos métricos.
L4, estendemos o espaco e a métrica até fazer com que o total fique completo.
Aqui, vamos trocar a métrica por uma equivalente, mas que seja completa.

Definigao 7.1.5. Seja (X, 7) espaco topoldgico. Dizemos que (X, 7) é com-
pletamente metrizavel se ele é homeomorfo a um espaco métrico com-
pleto.
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Exemplo 7.1.6. O espago {n%rl :n € N} com a métrica usual ndo é com-
pleto, mas é um espago completamente metrizavel pois a métrica discreta
(que é equivalente a usual) é equivalente a esta.

Enquanto subespagos fechados de métricos completos sdo métricos com-
pletos, o subespacos abertos sao completamente metrizaveis:

Proposicao 7.1.7. Sejam (X, d) espago métrico completo e A C X aberto.
Entao A € completamente metrizdvel.

Demonstragao. Considere g : X — R dada por g(z) = d(z, X \ A). Note
que g é continua e, para todo a € A, g(a) > 0 (pois A é aberto). Assim,
f: A — R dada por f(a) = ﬁ é continua e positiva. Considere entao
G ={(z,f(z)): x € A} C X x R. Vamos mostrar que G é completo. Para
isso, basta mostrar que G é fechado em X x R. Definindo ! : X xR — R por
l(x,y) =y -g(x) (que é continua), vemos que G = {(z,y) : y-g(x) =1} =
I71[{1}], isto é, G é a imagem inversa de um fechado via fun¢do continua,
logo G ¢ fechado, como queriamos.

Por fim, note que h : A — G definida por h(z) = (x, f(z)) é um ho-
meomorfismo: h é claramente bijetora; por ser continua nas coordenadas,
segue que h é continua; a inversa de h é a “projecdo”w : G — A dada por
m((x, f(x)) = x, a qual é continua por ser restricdo de mx. Portanto, A é
completamente metrizavel. ]

Podemos melhorar ainda mais o resultado anterior:

Teorema 7.1.8. Todo Gs ' num espaco métrico completo é completamente
metrizdvel.

Demonstragdo. Sejam (X, d) espago métrico completo e G = (), .y An, onde
cada A, é aberto em X. Seja d, métrica completa equivalente a d so-
bre A,. Podemos supor d, limitada por 1. Assim, existe uma métrica
completa sobre [],.xAn que induz a topologia produto. Considere A =
{(a,...,a,...) € [en An : @ € Npen An}- Note que A é fechado em [, .y An
(por ser Ty). Logo, A é métrico completo.

Note que f : (),eny An — A dada por f(a) = (a)pen ¢ um homeomor-
fismo. Portanto, G é completamente metrizavel. O

Com isso, obtemos facilmente um resultado bastante contra intuitivo:

Corolario 7.1.9. FExiste uma métrica completa equivalente a usual sobre
R\ Q.

1. ~ .
interse¢do enumerdvel de abertos.
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Demonstragao. Note que R\ Q = ﬂquR \ {¢} é um Gjs e, portanto o
resultado segue pelo teorema anterior. ]

Alongamento

Alongamento 7.1.10. Sejam (X1,d;), (X2,d2) espagos métricos comple-
tos. Mostre que X7 x Xy com a métrica d((x1,x2), (y1,y2)) = di(z1,y1) +
da(z2,y2) é métrico completo.

Exercicios

Exercicio 7.1.11. Sejam (X, d) e (Y, d’) espagos métricos completos. Seja
F C X fechado e A C Y aberto. Mostre que F X A é completamente
metrizavel.

Exercicio 7.1.12. Mostre que todo métrico separavel (X,d) estd contido
num métrico compacto de base enumerével (Y,d') (ndo necessariamente a
métrica d é uma restricao de d’, mas essas duas métricas sao equivalentes
em X).



Dicas de alguns exercicios

1.1.62

d Para olado A C AU JA, considere z € A. Note que se x € A, é trivial.
No caso que = ¢ A, mostre que x € JA.

1.1.75
e Suponha que nao e use os itens anteriores.
1.1.77

a Comece com A € 7 ex € A. Use o fato que B é base. Depois use a
propriedade do enunciado. Mostre que A € o.

1.2.21 Veja a Proposicao 1.1.16.
1.2.30
a Mostre que tal conjunto é fechado por interseccoes finitas.

d Considere o conjunto {1 : n € N\ {0}}. Mostre que tal conjunto néo
pode ser separado do ponto 0.

1.2.31 Lembre que os racionais s@o enumeraveis.

1.3.27 Fixe uma base local enumeravel para cada ponto, mostre que a uniao
de todoas elas forma uma base.

1.3.37 Veja a demonstracao da proposicao 1.2.20. Use o fato da existéncia
de uma base enumeravel para construir o anédlogo das familias (A, )nen €

(Bn)neN-

109
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1.3.38 Considere A = {(B1,By) € B> : By C By}. Fixe C' € C. Para
cada (B1,Bs) € A, se existir C € C de forma que By C C C By, entao
escolha Cp, B, como um destes elementos. Se nao existir, simplesmente
faca Cp, B, = C'. Note que C' = {Cp, B, : (B1,B2) € A} é enumerdvel.
Mostre que C’ é base.

2.1.20
a Use o Alongamento 2.1.14.
¢ Considere X = [0,1], F; = {0} e F;, =]0,1].

2.1.22 Suponha z, — x. Note que a sequéncia yo, = Tpn € Yopt1 = T
também é convergente.

2.4.16 Mostre que se f : X — Y é um homeomorfismo, entao (z,)nen
é uma sequéncia convergente em X se, e somente se, (f(zp))nen € uma
sequéncia convergente em Y. Lembre que fungoes continuas levam sequéncias
convergentes em sequéncias convergentes (Proposigao 2.1.11).

2.4.18 Para mostrar que f é bijetora, considere x € RR, mostre que f(a) =
x, onde asup{d € D : f(d) < z}.

2.4.21 Considere [0,1] U [2,0].
2.4.23
b Use o Corolério 2.4.14 e o item (a).

3.1.13 Mostre que em tal topologia, cada uma das f,’s é continua. Mos-
tre que se um dos abertos da definicao da topologia fraca nao estiver na
topologia, entao alguma das f,’s nao é continua.

3.2.14 Considere (x,y) ¢ D. Mostre que existe uma vizinhanca bésica de
(z,y) que nao intercepta D. Faga um desenho e separe em casos que fica
mais facil.

3.2.15 Considere conjuntos da forma HneN B,, onde B,, é elemento de al-
guma base se n < ng e B, = X, caso contrario.

b Primeiro tome o conjunto de todos os subconjuntos com n elementos.
Tal conjunto é enumeravel pelo resultado do enunciado. Depois tome o
subconjunto deste cujo os elementos sejam 2-2 disjuntos.
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c Elas sdo indexadas por coisas enumeraveis (com n fixado).

e Fixe um aberto basico. Olhe as coordenadas em que ele é diferente de N.
Escolha intervalos abertos disjuntos (de R) em torno de tais coordenadas
(que sao finitas). Construa uma f € D com tais intervalos e que esteja no
aberto basico.

3.3.2
b Basta notar que N é discreto.

d Use o fato que imagem continua de separavel é separavel e que denso em
denso ¢ denso.

4.1.29 Use o fato que [0, 1] é compacto.
4.1.33
a Basta notar que é subespaco de um compacto Hausdorff.

c EscrevaY = X U{z}. Seja a € X. Sejam A, B abertos (em Y') disjuntos
tais que a € A, x € B. Note que A C X é compacto.

4.2.15 Caso contrario, F'U {Y} teria a p.i.f.

4.3.17 Nao sao lineares.

4.3.21 Defina p,((x,).ez) = n%rl Yo s

4.3.22 Leia com calma e faga uns desenhos.

5.1.20

d Use o fato que cada Dp é conexo e a Proposigao 5.1.12.
e Use o exercicio 5.1.17.

5.2.10

¢ Pegue um pente.

5.3.9 Um conexo nao localmente conexo serve.

6.1.21 Primeiro “achate” o espago para o eixo x, depois “comprima” tudo
para um ponto.
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Solucoes de alguns exercicios

1.1.59

b Vamos mostrar que X \ (FUG) é aberto. Se mostrarmos que X \ (FUG) =
(X N F)N (X N\ G), seguird que o complementar de F'U G é aberto por ser
a intersecao (finita) de abertos, o que acarretard que F U G é fechado. De
fato, se z € X N (FUG), segue que z € X ex ¢ F e x ¢ G, e dai decorre
que x € (X N\ F)N (X \ G). Reciprocamente, se z € (X ~ F) N (X \ G),
segueque x € X ex &€ F e x &€ GG, ou equivalentemente, vt € X ex ¢ FUG,
acarretando a igualdade desejada.

c Note que se A é uma familia ndo vazia de conjuntos, entao

X\ﬂA:UX\A

AcA AcA

Da igualdade acima, e do fato de que cada membro de F possui o comple-
mentar aberto, o temos (c).

1.1.60 Por definicdo, A é a reunido dos abertos contidos em A. Dai, se

o
x € V para algum V aberto contido em A, temos x € A. A reciproca é
imediata.

1.1.71 Seja F' C Y fechado em Y. Entao Y ~ F é aberto em Y. Logo,
existe A C X um aberto em X tal que ANY =Y \ F. Vamos mostrar que
F' = X \ A satisfaz o que desejamos. Primeiramente, note que F’ é fechado
em X (pois é complementar de um aberto). Agora s6 precisamos mostrar
que, de fato,

F=FnY

Sejay € F. Entao y ¢ Y ~ F e, portanto, y ¢ A. Assim, y € X \ A e,
portanto, y € YN (X \ A) = F’. A outra inclusdo segue de maneira ansloga
(e é um bom alongamento para o leitor).
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Agora precisamos mostrar que, dado F’ fechado em X, F'NY é fechado
em Y. Isso decorre imediatamente do fato que Y~ (Y NF') =Y N(X N F).
Logo, Y~ (Y N F’) é aberto em Y e, portanto, Y N F’ é fechado em Y.

1.1.72 Suponha F' C Y fechado em Y. Entao existe F/ C X fechado em
X tal que FFNY = F. Logo, F é fechado em X (por ser interse¢ao de
fechados). Agora suponha F' C Y fechado em X. Note que FF = FNY e,
portanto, F' é fechado em Y.

1.1.73 Sejam (X, 7) um espaco topolégico e Y C X um subespago aberto.
Entdo A C Y é aberto em Y se, e somente se, for aberto em X.
A demonstracao é anédloga a da Proposicao 1.1.72.

1.1.76 Suponha x € A. Seja V € V, entdo existe U C V aberto tal que
x € U. Como z € A, obtemos U N A # () e, portanto, VN A # (.

Suponha que para todo V € V, VN A # (. Seja U C X aberto tal que
x € U. Como V ¢ sistema fundamental de vizinhancas de z, existe V € V
tal que x € V C U. Logo, como V N A # (), segue que U N A # ().

1.2.22 Supondo (X,7) T3 e fixando z € X, a famflia V, = {A: A€ T e
x € A} é um sistema fundamental de vizinhangas fechadas para z. Recipro-
camente, supondo a existéncia de um sistema fundamental de vizinhangas
fechadas podemos concluir que (X, 7) é T5.

1.2.25 Procedamos pela contrapositiva.

Suponha m = @, para quaisquer x,y € X distintos. Isso equivale a
afirmar que a é ponto aderente de {z} se, e somente se, a é ponto aderente
de {y} ou, equivalentemente, todo aberto que contém x também contém y,
isto é, (X, 7) nao é Tp.

1.2.26 Supondo (X, 7) T3, provemos (b). Basta considerar A = {A € 7 :
x € A}. Por construgao, vale que {z} C [).A. Por outro lado, se existisse
y # z tal que y € (A, entdo todo aberto de A que contém z também
conteria y, o que contraria a hip6tese de estarmos supondo (X, 7) 7.

Agora suponha que para todo x € X, existe uma colecao A, de abertos
tal que (A, = {x}. Defina B, = {A € 7|lx € A} eV, = {U € 7 :
(3A,B)(A € A, e B € B;)(U = An B)}. Claramente, V, é sfv para x e
NV. = {a}.

Finalmente, se para cada = € X existir um sfv V, para z tal que (| V, =
{z}, entao para = # y, segue que existem sistemas de vizinhancas V, e V),
para x e y, respectivamente, tais que {z} = |V, # [V, = {y}, ou seja,
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existem abertos A, € Vy e A, € V, taisque x € A, masy € A, ey € A,
mas x ¢ Ay, donde (X, 1) é T7.

1.2.27 Se (X, 7) é normal, entdao em particular {z} é fechado. Assim, sejam
F um fechado e x € X tais que z € F, isto é, {x} e F sao fechados disjuntos.
Por X ser Ty, existem abertos A e B disjuntos tais que {z} C Ae F C B,
isto é, (X, 7) é T3 e, por ser Ty, X é regular.

Se (X, 1) for regular, novamente {z} é fechado, para qualquer z € X.
Em particular, se x # y, € {y}, logo existem abertos disjuntos A, B tais
que z € A e {y} C B, logo (X, 1) é de Hausdorff.

Dali, se (X, 7) é Hausdorff, dados = # y elementos de X, existem abertos
disjuntos A, B tais que z € A e y € B, em particular, por serem disjuntos,
re€Aeyd Aey € Bex ¢ B, implicando em (X, 7) ser T;.

Se (X, 1) é Ty, entao claramente também é Tj.

1.3.26 Suponha que exista um aberto nao vazio A tal que AND = (). Entao,
X \ A é um fechado diferente de X de modo que D C (X \ A). Entao, como
D ¢ a intersecao de todos os fechados que contém D, segue que D # X e D
nao é denso.

Agora, suponha que para qualquer aberto nao vazio A, temos que AND #
(). Seja F um fechado tal que D C F, segue que X \ F é um aberto tal que
(X NF)ND=0. Logo X \ F =0 e, entao, F' = X. Portanto, X é o tnico
fechado que contém D e D = X.

2.1.18 Seja A um aberto em Y. Entdo, como f é continua, f~![A] é um
aberto em X, e portanto, f~1[A] N Z é um aberto de Z. Por outro lado,
como (f | Z)71[A] = f~A] N Z, temos que f | Z é continua.

2.4.20 Sejam (X, <) um conjunto totalmente ordenado e z,y € X tais
que x #* y. Suponha, sem perda de generalidade, que x < y. Entéao,
se x # min X e y # max X, temos que existem Z,7 € X de modo que
T < r <y < y. Primeiramente, vamos fazer o caso em que existe ¢ € X tal
que = < ¢ < y. Neste caso, temos que x €)%, c[, y €]c,g[ e |z, c[N]e, y[= 0. J&
no caso em que nao existe tal ¢, temos x €)%, y[, y €]z, y[ e 1, y[N]z, y[= 0.

Para os casos x = min X ou y = max X, basta tomar conjuntos como
[z,y] e ]x,y] e trabalhar como anteriormente.

3.1.11 Suponha que (X, 7) seja espaco de Hausdorff. Seja (a,b) € X x X,
com a # b. Sejam, também, A, B € 7 disjuntos tais que a € A e b € B.
Note que (A x BYND =0 e (a,b) € AX B.
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Suponha que D seja fechado. Sejam a,b € X, com a # b. Logo, (a,b) ¢
D e existem A, B € 7 tais que (a,b) € A x B e (Ax B)N D = (). Portanto,
ANB=0.

3.2.13 Basta mostrar paran = 2. Sejaz € X e € € Ryg. Como cada f; é
continua, existe V; tal que f;[V;] C]fi(z) — ¢, fi(x) +€[. Seja V =V N V.
Sem perda de generalidade, vamos supor que fi(z) < fa(x) (e, portanto,
g(z) = fa(z)). Assim, dado y € V, temos:

max{ f1(y), f2(y)}

max{ f1(r) + ¢, fo(x) + €}
fo(x) +¢

g(z) +e¢

9(y)

A Al

Analogamente, provamos que g(y) > g(x) — € e, portanto, g é continua no
ponto x.

4.2.18 Suponha que nao. Entao, existem Ai,..., A, € UpcrF tais que
AinN---NA, =0. Sejam Fi,...,F, € F tais que A; € F;. Note que existe
F; tal que F; D F;, para i = 1,...,n. Logo, Ai,..., A, € Fj}, portanto,
A1 N---NA, #0, que é uma contradigao.

4.2.19 Considere F = {G C p(X) : G D F e G é filtro} ordenado pela
inclusao. Pelo Lema de Zorn, existe G € F maximal. G é um ultrafiltro que
contém F'.

4.2.22 (i = ii) Seja F filtro sobre X e considere F' = {A : A € F}. Note
que F’ tem p.i.f. (pois F também tem). Assim, pela compacidade (ver
Alongamento 4.1.23), existe & € (Vg A. Note que tal z é aderente a F.

(it = dii) Sejam F' ultrafiltro sobre X e x ponto aderente a F. Vamos
mostrar que F' — x. Seja V vizinhanca de x e suponha que V' ¢ F. Logo,
XNV € Fmas, z ¢ XV (de fato, seja A aberto tal que z € A C V.
Note que AN (X \ V) =0). Portanto, z nao é aderente.

(791 = i) Seja F uma familia de fechados em X com p.i.f. Vamos mostrar
que per F # 0. Seja G D F ultrafiltro. Sejam z € X tal que G — z e
H € F. Veremos que x € H. Suponha que nao, assim, x € X \~ H. Como
G — x, temos que X \ H € G (pois X \ H é aberto que contém z). Mas
HeGe(XNH)NH e G, que é uma contradicao.

4.2.24 Seja F' um ultrafiltro sobre X. Para cada a € A, seja F, = {m,[B] :
B € F'}. Note que F, é um ultrafiltro sobre X, (Veja o exercicio 4.2.23).
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Seja xo € X, tal que F, — x,. Vamos mostrar que F' — & = (Z4)acA-
Note que é suficiente mostrar que todo aberto bésico contendo x é elemento
de F' (exercicio).

Sejam V = [[ V,, aberto basico talque x €e Ve F ={a € A:V, # X,}.
Para cada o € F, temos que V,, € F, (pois F, — x,). Logo, existe B, € F'
tal que V,, = ma[Ba]. Portanto, 7, '[Va] € F (pois By C 7, '[V,]). Entdo,
Mocr 72 [Va € F.

5.1.19

a Sejam (z,y), (a,b) € X xY. Note que X x {y} e {a} xY sdo conexos, pois
sao homeomorfos a X e Y, respectivamente (ver Alongamento 5.1.14). Logo
A= (X x{y})U({a} xY) é conexo, pois (a,y) € (X x{y})N({a} xY) (pela
Proposigao 5.1.12). Assim, A é um conexo de X xY tal que (z,y), (a,b) € A.
Logo, pela Proposicao 5.1.12, temos que X x Y é conexo.

5.4.7 Suponha que nao seja verdade. Entao, existem a < b € X tais que
nao existe ¢ € X de modo que a < ¢ < b. Note que {x € X : z < b} e
{r € X : 2 > a} sao abertos, AUB =X e AN B = (. Além disso, A # ()
(pois b € A) e B # ) (pois a € B). Logo, X nao é conexo.

5.4.8 Suponha A C X um conjunto limitado superiormente tal que A nao
tenha supremo. Sejam W ={rx € X :Jac€ A,z <a}eV ={x € X :Va €
Aya <z}

W € aberto. Sejam w € W e a € A tais que w < a. Seja, também, a’ € A
tal que a < a’ (pois A nao tem supremo). Note que {r € X :z < d'} C W
é aberto e contém w.

V € aberto. Seja v € V de modo que v majora A. Como v nao é o
supremo de A, existe v' € X, com v/ < v, que também majora A. Logo,
{z € X : v/ <z} é um aberto contido em V e que contém v.

Além disso, WNV =0, WUV = X (ordem total), W # @) (pois W D A)
e V # () (pois A é limitado superiormente. Logo, X nao é conexo.
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