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1 Introducao

Apresentaremos duas aplicagoes de métodos basicos de Teoria dos Conjuntos
na Matematica: uma aplicagao do axioma da escolha no estudo de médulos
livres, e uma aplicacao de recursao transfinita em teoria da medida.

2 Modulos livres

Informalmente, um médulo M sobre um anel' R (um R-médulo) é sim-
plesmente um espago vetorial sobre R. Formalmente, dizemos que espagos
vetoriais sao modulos sobre corpos e dai as terminologias se encaixam. Como
ocorre com os corpos, um anel R é um R-mddulo sobre si mesmo e, mais
ainda, os R-submédulos de R sao exatamente os seus ideais?. Um médulo
¢ livre se ele possui um conjunto gerador linearmente independente, a.k.a.
base.

Uma vantagem sobre médulos livres é que eles sao completamente deter-
minados pelas cardinalidades de suas bases. De fato, quaisquer duas bases
de um R-médulo livre tém a mesma cardinalidade® — que dai é denotada
por dimgr M, a dimensao de M — e, se dois R-modulos livres tém a mesma
dimensao, entao sao isomorfos.

Sabemos que (em ZFC) médulos sobre corpos sao livres. Uma possivel
demonstracao consiste em tomar uma boa ordem =< para o seu k-mddulo M
(onde k é um corpo), e notar que Byy ={r e M :x ¢ (ye M 1y < x)} é

LComutativo, com unidade.

2Subconjuntos fechados por combinacoes R-lineares.

3K possivel provar diretamente, mas podemos usar um argumento rapido via produto
tensorial: se M = @iel R = @jeJ R, entdo tensorisando por R/m (para qualquer ideal
maximal m de R) temos M/mM = @, ; R/m = @;c; R/m, um isomorfismo entre
R/m-médulos, i.e., um isomorfismo entre R/m-espagos vetoriais. Dai, |I| = |J|.



uma base. Podemos tentar repetir o mesmo argumento para um R-modulo
N, na esperanca de que By seja uma base para N. Contudo, embora By
seja um gerador maximal para N, nao hé como garantir sua independéncia
linear! De fato, tomando uma combinacao R-linear ) .. «;z; = 0, com

a; # 0 e x; € By para todo i < n (e supondo zg < x3 < -+ < Ty),
nao podemos necessariamente multiplicar a expressiao por «;,' para obter
T, € (xg,...,Tp_1), contrariando assim a hipétese x,, € By.

Um exemplo, um pouco frustrante mas ainda valido, é considerar o Z-
médulo M = Z/27 = {0,1}: {1} é um conjunto gerador de M, mas nio é
Z-linearmente independente, pois 2# 0e 2-1 = 0.

Agora, se N é um R-submodulo livre de um R-moédulo livre M de di-
mensao finita m, entao dimg N < m. O problema? Nao ha garantias de que
se N for R-submédulo de um R-moédulo livre M, entao N sera livre! Por
exemplo: para R = R[z,y], temos dimg R[x,y] = 1, mas (z,y) := {fr+ gy :
f,9 € R[z,y]} ndo é livre?!

De fato, mais geralmente, se D for um dominio®, entdao os tinicos sub-
modulos livres de D sao os ideais principais, i.e., os ideais gerados por um
unico elemento: se um conjunto de geradores B de um submédulo I de D
contém dois elementos nao nulos, digamos a e b, entdo a-b+ (—b) -a =0 ¢
uma combinac¢ao nao trivial, mostrando que B é 1.d.

Contudo, as coisas se comportam bem se R for um dominio de ideais
principais: um dominio no qual todo ideal é principal.

Teorema 1. Sejam R um D.I.P. e M um R-mddulo livre. Se N C M € um
R-submodulo de M, entao N € livre e dimp N < dimpg M.

Demonstracdao. Seja B uma base para M e fixemos uma boa ordenacao para
B, digamos B = {z, : @ < k}. Defina entao

M :=(xp: 8 <a)e M, =M, ®(z,).

Note que M = |J,., My Agora, chamando por N, = NN M, e N, =
NN M,, temos N, = NN M) = NN (M,NM.)=N,nN M., logo

N, N, QNQJFM;CMQQR
N, N,nM, M, My 7

donde segue que N, /N, é isomorfo a um submddulo de R, o qual é principal
por hipétese. Assim, N,/N! =0, ou N, /N, é isomorfo a um ideal principal

4Nao confundir com R[z,y] visto como R-espago vetorial, neste caso dimg R[z, y] = Ro!
®Um anel em que o3 = 0 com « # 0 implica 8 = 0. E o caso de R[z, y], por exemplo.



de R e, por conseguinte, N, /N é isomorfo a R (como R-mddulos!)®. Nesta
situagado, afirmamos que existe n, € N, \ {0} tal que N, = N/, @ (n,). Como
a demonstracao desse resultado usa somente uma generalizagao do Teorema
do Ntcleo e da Imagem, assumiremos a existéncia de tal n,, e prosseguiremos
com a demonstragao.

Afirmamos que B’ = {n € N : o < k(n = n,)} é uma base para N. Uma
vez verificada tal afirmagao, teremos o resultado provado, pois |B’| < |B].

Para cada m € M, seja pu(m) = min{a < K : m € M,}. Em particular,
note que se n € N/, entdo pu(n) < a. Se N' = (B’) C N, entdo existe
v =min{p(n) : n € N\ N'}, e podemos tomar v € N \ N’ tal que pu(u) = 7.
Ora, u € NN M, = N, e N, = N, ou N, = N @ (n,): como o primeiro
caso contraria a minimalidade de 7, necessariamente existem tinicos n' € N}
er € R\ {0} tais que u = n’ +rn,. Note que n’ ¢ N’ e, por n’ € N! temos
pu(n') <, o que contraria a minimalidade de .

Resta provar a independeéncia linear: ora, se mnqo, + -+ + "mNa,, = 0,
com o < -+ < ay, € 73 # 0 para todo i, entao rpng,, € (Na,,) NN, , 0 que
contraria o fato de que N, N (n,, ) =0. O

Observacao 2. Vale frisarmos algumas coisas:

1. Na demonstragao acima, se v = 0, entao Nj = 0 e assim resta somente
No = (n0>

2. Se M é um R-modulo livre, entao qualquer sequéncia exata curta
0NN —-»M—=0

cinde, o que significa, entre outras coisas, que N' = N & M.

3. No final da demonstragao, tinhamos r,, # 0, n,,, # 0 e concluimos
TmQm # 0, mas a principio nada impede que - m # 0 se r € R\ {0}
e m # 0. Implicitamente usamos o fato de que existe um isomorfismo
de R-médulos ¢ : N, /N/ — (x), para algum = # 0 de R, dai como
para quaisquer v € (z) \ {0} vale “ro =0 =-r = 0", o mesmo deve ser
valido para N,,, /N, .

6Se x € R\ {0}, entdo ¢ : (x) — R que faz rz — r é um isomorfismo de R-médulos
(estd bem definido e é injetor pois R é dominio, é sobrejetor por defini¢ao).



3 Construcao de o-algebras

Uma das coisas que se faz em teoria da medida é generalizar o conceito de inte-
gral. Para isso, define-se uma medida g numa colecao A “bem comportada”
de subconjuntos do seu espaco X, dai a integral de fungoes caracteristicas
de elementos de A é definida em termos da medida de tais elementos, e a
complexidade das defini¢oes vai aumentando junto com a complexidade das
fungoes que se deseja integrar. Assim, duas coisas sao essenciais: a medida,
e a familia bem comportada.

Consideremos X = R" e digamos que a familia bem comportada seja
A = p(R™). Nesse contexto, espera-se que uma medida g seja uma funcao
sobre os subconjuntos de R™ que se comporte como gostariamos que uma
medida se comportasse, isto é, pu : p(R") — [0,00] é uma fun¢do com as
seguintes propriedades:

(i) Se Eq, Es,... é uma sequéncia (in)finita de conjuntos disjuntos, entao

(ii) Se E = F a menos de rotac¢ao/translacao/reflexao, entao pu(F) = u(F);

(i) (@) =1, onde @ é o cubo unitério (aberto) em R™ (pontos (z1, ..., x,)
tais que 0 < z; < 1).

Tal fungdo, contudo, nao existe em ZFC. Fagamos n = 1 e, sobre [0, 1)
defina a relagao de equivaléncia x ~ y sse x — y € Q. Tal relagao particiona
[0, 1) em classes de equivaléncia, de modo que podemos tomar um elemento de
cada classe e formar um conjunto N de representantes para ~. Considerando
Q =QnNJ0,1), tomamos para cada r € ) o conjunto

N.={a+r:aeNn[0,1-n}u{a+r—1:ae NN[l—-r1)}.

Podemos assim reescrever [0, 1) fazendo

[0,1) = reQNT'

De fato, a inclusao 2O é imediata, ao passo que se x € [0, 1), existe um
tnico a € N tal que x — a € Q, donde segue que x € N(,_,) caso z > «,
oux € Niy_gq) caso z < « (neste caso, * — a + 1 = r é um racional e
x = a+r—1). Para verificar que os N,’s sdo disjuntos, podemos avaliar caso
a caso, por exemplo: se x € N,NN, com r # s de modo que x = a+r = o’'+s,
para «,a’ € N distintos, terfamos a ~ ', o que contradiz o modo como
escolhemos os elementos de N.



Agora obtemos as contradigoes: para qualquer r € @ temos (por (i) e
p(N) = p((NO[O, 1=r)O(NN[L=r,1)) = p(NN[0, 1=r))+p(NN[1=r,1)) =

=u(NN[0,1=r)+r)+puNN[1—=r1)+ (r—1)) = u(N,),

donde segue pela forma como reescrevemos [0, 1) que

p([0,1)) =Y T u(N:) =D p(N),

reQ reQ

cujo valor é 0 (se u(IN) = 0) ou oo (caso contrario), o que contraria a hipétese
u([0,1)) = 1.

Moral da histéria: se desejamos uma “medida” bem comportada num
conjunto X, nao podemos esperar medir tudo... Dai vem a ideia das o-
algebras.

Uma algebra num conjunto X é uma familia A de subconjuntos de X
fechada por complementar e por reunioes finitas (logo, por intersegbes — via
De Morgan); A é uma o-algebra sobre X se, além de ser uma dlgebra sobre
X, for fechada por reunides enumeraveis (logo, por interse¢oes enumeraveis).
Em particular, como p(X) é uma o-dlgebra e a intersecao de o-algebras é
o-algebra, segue que para um dado E C X existe a menor o-algebra que
contém FE, denotada por o(F).

Caso X seja um espaco topoldgico, podemos considerar sobre X a menor
o-algebra que contenha todos os abertos de X, a chamada o-algebra de
Borel, que denotaremos por Zx. Em particular, caso B seja uma base
enumeravel para a topologia de X, vale o(B) = Zy.

Proposicao 3. Seja M uma o-dlgebra infinita sobre X.

(a) M contém uma sequéncia infinita de conjuntos disjuntos;

(b) M| = [p(N)|.

Demonstragao. (a). Afirmamos que se N é uma o-algebra infinita sobre um
conjunto Y, entdo existe A € N\ {0, Y} tal que Ny :={ENA: E€ N} CN
é infinito: de fato, dado A € N\ {0,Y}, N4 ou Ny\4 devem ser infinitos,
caso contrario, dado B € N podemos fazer B = (BNA)U(BN (Y \ A)), o
que acarretaria que N ¢é finito.

Agora, se E € N, entao Ng é uma o-algebra sobre FE.

Assim, se M é uma o-élgebra infinita sobre X, entao existe Ey € M \
{0, X} tal que Mg, C M é uma o-dlgebra infinita sobre Ey; repetindo o
argumento para Ey, vemos que existe F; € Mg, \ {0, Eo} tal que (Mg,)g, C

b}



Mg, C M é uma o-algebra infinita sobre E;. Procedendo indutivamente,
obtemos uma familia { £, },eny € NV estritamente decrescente com respeito a
inclusdo. Dai basta definir U,, = E,, \ E,+1 € M para cada n € N.

(b). Defina ¢ : p(N) = M por ¢(N) = |U,cn Un, onde U,, ¢ uma sequéncia
com a propriedade (a), que garante a injetividade de (. O

Assim, para X = R por exemplo, podemos considerar B uma base enu-
meravel para a topologia de X, de modo que Xy = |B| < |o(B)], e a pro-
posi¢ao acima acarreta que |o(B)| > ¢. Agora, construiremos o(B) explici-
tamente, a fim de limitar a cardinalidade de o(B) superiormente.

Proposicao 4. Sejam X um conjunto ndao vazio, € = €y C p(X) e defina
para cada o < wa:

e C,i1 € a colecao das reunioes de enumerdveis elementos de €, bem
como de complementares de elementos de E,;

e se a ¢ ordinal limite, €, = Uz, Es-

Entao o(€) = Ea-

a<wi

Demonstragao. Como o(€) é a menor o-algebra que contém &, temos Eg C
o(€). Se a < wy é tal que €5 C o(€) para todo f < «, entao claramente
Ea C 0(€) caso a seja limite; se o for sucessor, temos €, = Ez41, € cada
elemento de €, é uma reuniao de enumerdveis elementos de €3 C ¢(€) ou o
complementar de um elemento de €z C (&), donde segue que &, C o(€).
Assim, por indugao transfinita, segue que &, C o(€) para todo a < w;
e a inclusao “C” segue-se. A outra inclusao se obtém ao provarmos que
N = Ugcw, €a € uma o-dlgebra (que contém &), E claro que se A € N entéo
X\ A €N; agora, se I; € &, para cada j € N (a; < w; para todo j), entao
temos F = UjeN E; e SSuijNaj C N, pois a = SUpjen @ < Wi € €a; C Eq
para todo j. O]

As duas dltimas proposigoes acarretam que se 8y < || < ¢, entdo por um
lado vale ¢ < |o(€)] e, por outro lado, 0(€) = U, €a, onde [E,] = [E] < ¢
para todo «, donde temos |o(€)| < ¢. Desse modo, |Bg| = ¢.

E possivel definir uma medida p sobre %r de modo que a medida de
intervalos da forma [a,b) seja b — a. Tal medida, porém, nao satisfaz uma
condicao de completude: uma medida v sobre uma o-algebra A é completa
se p(A) C A para todo A € A tal que v(A) = 0. De fato, o conjunto de
Cantor K ¢ um fechado (logo, K € %) com cardinalidade ¢ e de medida
nula, donde segue que |p(K)| = 2° e, por conseguinte, p(K) ¢ $r. Em
particular, o completamento .Z de A com respeito a j, a chamada o-algebra
de Lebesgue, satisfaz |.Z| = 2°.
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