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Capitulo 1

Conceitos basicos

1.1 Métricas

Um espago métrico nada mais é que um conjunto com uma nogao de distancia:

Definicao 1.1.1. Dado X um conjunto nao vazio, chamamos de uma métrica A ideia é: distancia é

sobre X uma funcao d : X x X — R satisfazendo, para todo z,y, z € X:
(a) d(z,y) > 0sex #y;

(b) d(z,z) =

(¢) d(z, y)«—-d(y7 x);

(d) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2);

Tal fungao chamamos de distancia ou métrica. A um conjunto X munido
de uma métrica d damos o nome de um espago métrico e denotamos por
(X,d).

Exemplo 1.1.2. A reta real com a funcdo d(x,y) = |z — y| é um espago
métrico. A métrica d é dita a métrica usual de R. Para exemplificar, vamos
mostrar a condigao (d) de métrica, deixando as outras como exercicio. Sejam
x,y,z € R. Temos

dz,z) = |z —2z|
= |lt—z+y—yl
< |z —yl+y— 2|
= |z —y|l+ [z —y

= d(z,y) +d(y,2)

7

algo positivo, s6 da 0
se é o proprio lugar,
distancia da ida e da
volta é a mesma e,
se vocé passa por al-
gum lugar no cami-
nho, a distancia nao
pode diminuir.
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Esta é a métrica usual de R.

Exemplo 1.1.3. O conjunto R™ da n-uplas de nimeros reais admite uma
métrica dada por d(x,y) = Y |zi — yi| onde x = (21,..,2,) e y =
(Y1, .-, Yn). Como exemplo, vamos mostrar a condi¢ao (c) de métrica, dei-
xando as outras como exercicio. Sejam = = (z1,....,2,) € Y = (Y1, ..., Yn)-

Temos
d(z,y) = > lwi— il
= S5y
= d(y, )

Exemplo 1.1.4. Considere o conjunto das sequéncias (a,),eny onde cada
a, € [0,1]. Tal conjunto admite uma métrica d(a, b) = sup{|a, —b,| : n € N}
onde a = (ap)nen € b = (bp)nen. Como exemplo, vamos mostrar a condigdo
(a) de métrica, deixando as outras como exercicio. Sejam a = (ap)nen €
b = (by)neny como acima. Suponha a # b. Isto é, existe k € N tal que
ay # by. Temos:

d(a,b) = sup{la, —b,| : n € N}
> ak — bkl
> 0

Exemplo 1.1.5. Dado um espago vetorial V' sobre R, dizemos que uma
fungao ||-|| : V' — R é uma norma sobre V se, dados u,v € V e A € R:

(a) [[oll > 0 se v 7 0;
(b) [[xvll = [Alfl]l;
() Jlu+vll < ffull + ol

Nestas condigoes, V' admite a métrica dada por d(u,v) = ||u — v|| (chamamos
esta métrica de métrica induzida pela norma ||-||). Como exemplo, vamos
mostrar que d satifaz a condi¢ao (b) de métrica. Seja u € V. Temos

d(u,u) = |Ju—ull
= o]
= l0-0f
= 0o
=0

E claro que sobre um mesmo conjunto podemos ter métricas diferentes:
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Exemplo 1.1.6. Se X é um conjunto nao vazio, uma métrica sobre X é a
funcao
|1 sex#y
d(x,y)—{ 0 sex=y

Esta é chamada a métrica discreta sobre X.

Definicao 1.1.7. Seja (X,d) um espago métrico. Dizemos que Y é um
subespaco de X se Y C X e adotarmos em Y a métrica d restrita a Y.

Observacao 1.1.8. Note que, de fato, se Y é um subespaco do espago
métrico (X, d), entao (Y,d’) também é um espago métrico, onde d’ é a res-
tricao de d a Y.

Exemplo 1.1.9. Sejam (X, d;) e (X3, da) espagos métricos. Definimos sobre
X7 x X5 a seguinte métrica, que chamamos de métrica produto:

d((z1,22), (Y1, 92)) = di(z1, 1) + da(22, )
onde (x1,x2), (y1,y2) € X1 X Xo.

Vamos agora mostrar que a nocao de distancia euclidiana que temos so-
bre o R™ de fato nos dd uma métrica no sentido considerado aqui. Vamos
aproveitar para ver tal resultado dentro de um panorama mais geral:

Definicao 1.1.10. Seja V um espaco vetorial sobre R. Chamos uma fungao
(-,-) : V xV — R de um produto interno se sao satisfeitas as seguintes
condicoes, para quaisquer a,b,c € V e A € R:

Proposicao 1.1.11 (desigualdade de Cauchy-Schwartz). Seja V' um
espago vetorial sobre R com um produto interno (-,-). Entdo, para quaisquer
a,b €V, vale a sequinte desigualdade:

{a,b)* < (a,a)(b,b)

Se o espago conside-
rado é sobre C, a de-
finicado é um pouco
diferente. Mas, para
0 que vamos consi-
derar aqui, nao faz
muita diferenga.
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Demonstra¢ao. Se a = 0, a desigualdade vale trivialmente (pois (0,b) = 0).

253 e ¢ = b— Xa. Note que

Vamos supor a # 0. Defina A =

{a,¢) = {a,b— \a)
= (a,b) — Xa,a)
= (a,b) — {#%(a,a)
= (a,b) — (a,b)
= 0
Logo:
(b,b) = (c+ Aa,c+ Aa)
= (c,c+ Aa) + X a,c+ Aa)
= {(¢,¢) + Nc,a) + Ma, c) + N\*{(a,a)
= (¢,¢) + \*{a,a)
> Ma,a)
= fuap (@)
IS
(a,a)

Ou seja, obtemos

como queriamos. O

Proposicao 1.1.12. Seja V' um espaco vetorial sobre R com um produto
interno (-,-). Entao a funcdo ||| : V — R dada por ||a|| = /{a,a) para
a €V é uma norma. Chamamos esta norma de a norma induzida pelo
produto interno (-, -).

Demonstra¢ao. Vamos apenas verificar que, dados a, b € V', temos que ||a + b|| <
la|| + ||b]l, deixando as outras condigdes como exercicio. Temos:

la -+ b||”

I
P e e
8
S
~
_l’_
—~
8
=

a,a) + 2+/{a,a)(b,b) + (b,b)
jall* + 2|aljofl + o]
lall +1l611)

I IAE |

—_—
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Juntando com o que fizemos anteriormente, obtemos:

Exemplo 1.1.13. O conjunto R" é um espaco métrico com a funcao

n

Z(% —yi)?

i=1

onde z = (x1,...,2,) € y = (y1,...,Yn). Esta é conhecida como métrica
euclidiana do R". Para verificar este exemplo, basta mostrar que (x,y) =
> i, x;y; ¢ um produto interno. Depois, é sé mostrar que a norma induzida
por tal produto interno induz a métrica definida acima.

Vamos terminar esta secao apresentando uma métrica nao usual sobre QQ:

Definicao 1.1.14. Seja p um ntmero primo. Dados a,b € Z, sejam u,v €
7 tais que a = up™, b = vp™, onde m,n € N e p nao divide uv. Considere
vp : Qg — Z dada por:

a
Up(g) =m-n

Observacgao 1.1.15. Note que v, estd bem definida, isto é, ela independe
de quais valores de a e b foram escolhidos para representar 7. Note também
que vale a seguinte igualdade:

vp(a) = vp(D)

Exemplo 1.1.16. v;(1) =0—-0=0, pois 1 =1-7°.
v(7)=1—0="7,pois 7=1-7"
vr(38) =2—0=2, pois 98 =2-7% e 30 = 30 - 7°.

Proposicao 1.1.17. Sejam p primo e x,y € Q. Considere N, : Q — R
dada por N,(q) = p~**9 para todo q € Qy e N,(0) = 0.

(a) Se Ny(z) =0, entdo x = 0;

(b) Np<x +y) < maX{Np(m)v
Ny(z) + Ny(y))-

Demonstracdo. (a) Basta notar que p~*®) = 0 para todo x # 0 (nem defi-
nimos v,(0)).

Ny(y)} (note que isso implica que Ny(z +y) <

A ideia aqui é que

m seja a maior

poténcia de p que

divide a.

Basta notar que
vp(1) = 0, uma vez
que 1 = 1p°.

Note que N, pa-
rece satisfazer pro-
priedades parecidas
com a nogao de
norma apresentada
aqui. De fato, ela
satisfaz o conceito
de norma para um
corpo, que nao abor-
daremos aqui.



Aqui, pode
ser  que (wv +
(uoptr+n)=men)
possa ser divisivel
por p, mas dai te-
mos a desigualdade
desejada. Se nao for
divisivel, temos a
igualdade.
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(b) Vamos fazer o caso em que z,y # 0, os outros casos ficam como exercicio.
. . . /
Sejam a,b,a’, b’ € Zyo. Primeiramente, vamos mostrar que v,(§ + %) >

min{vp(%),vp(Z—,')}. Sejam m,n,m’,n’ € N e u,v,u',v" € Z tais que

a=up™, b=uvp", d =up™, b =vp" e tais que p ndo divide u, v, v, v’
Sem perdade de generalidade, vamos supor que v,(5) < vp(b,) Isto é,

m—n <m’—n'. Assim, obtemos

m4+n <m' +n

Com isso, temos:

I~

ab’+a’ b)

!
ulzg+%) = vy

= vp(up™'p™ + u'p™up )—vp(vp”v’p”') /
NP+ (u 0)p™ ) — o ((vr!)pm )
) (m’+n)—(m+n’))) _

= vp((w
= o (P (w' + (uf

> m+n —(n+n)

(

= vy(ab +d ) — vp(bb’)
(u
(

(1.1)

n—i—n’)

Assim, obtemos o resultado. De fato, suponha N,(z) < N,(y). Entao,
—vp(z) < —vp(y). Ou seja, v,(x) > v,(y) e, portanto, v,(z +y) > v,(y).

Assim, N,(z +y) =

piUP(I‘H'J) S pfvp(y) — Np(y)

O

Definicao 1.1.18. Seja p primo. Definimos d,, : QxQ — R como d,(z,y) =

N,(z — y) para todo z,y € Q.

Proposicao 1.1.19. (Q,d,) é um espagco métrico para qualquer p primo.

Demonstracao. Ver Exercicio 1.1.24.

Alongamentos de 1.1

Alongamento 1.1.20. Mostre que as fungoes definidas nos exemplos acima

sao de fato métricas.

]

Alongamento 1.1.21. Se (X, d) é um espaco métrico, mostre que (X, d’)

também é um espago métrico onde d'(z,y)

= min{d(z,y), 1}.
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Exercicios de 1.1

Exercicio 1.1.22. No Exemplo 1.1.4, teriamos algum problema se em vez
de tomarmos cada a, € [0,1], tomassemos cada a,, € R?

Exercicio 1.1.23. Mostre que uma defini¢ao equivalente a que apresentamos
de uma métrica é a de que d : X x X — R satisfaz, para a,b,c € X:

(a) d(a,b) =0 se, e somente se, a = b;
(b) d(a,c) < d(a,b) +d(c,b).

Exercicio 1.1.24. Mostre que d, é de fato uma métrica sobre p.

1.2 Bolas, conjuntos limitados e distancias en-
tre conjuntos

Comecemos com a nocgao de bola:

Defini¢ao 1.2.1. Sejam (X, d) um espaco métrico, x € X e r € Ryy. Cha- A definigao impor-

mamos de bola aberta de centro = e raio 7 em X o conjunto

e chamamos de bola fechada de centro x e raio r em X o conjunto

Se o X em questao estiver claro no contexto, denotaremos respectivamente

por B.(z) e B,[x].

Um vez com a nocao de bola, fica facil definir o conceito de conjuto

limitado:

BX(x)={y € X :d(z,y) <r}.

BX[z]={y € X :d(x,y) <r}.

tante aqui é a de
bola aberta. A de
bola fechada vamos
utilizar sé poucas ve-
Z€s.

Faca o desenho de
B1((0,0)) em R?
com a métrica usual
para entender o
nome. Mas note que
se mudar a métrica,
o desenho pode
ser completamente

Definigao 1.2.2. Sejam (X, d) um espago métrico e Y C X. Dizemos que diferente.

Y é limitado se existem x € X e r > 0 tais que Y C B,(z).
Exemplo 1.2.3. O subconjunto [0, 1] é limitado em R com a métrica usual.

Caber numa bola é equivalente a caber em finitas bolas:
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Proposicao 1.2.4. Seja (X, d) um espago métrico. Dado A C X, sdo equi-
valentes:

(a) A € limitado;
(b) existemxy,...,x, € X ery,...,r, € R positivos tais que A C J,_, By, (x:);

Demonstracao. Suponha A limitado. Entao existe r > 0 e z € X tal que
A C B,(z) e, portanto, temos (b).

Agora suponha que existam z,...,z, € X e ry,...,7, € R positivos tais
que A C U, By, (z;). Sejam j; = max{ry,...r,} e jo = max{d(z,z;) : i =
2,...,n}. Vamos mostrar que A C B,.(z1), onde r = j; + jo + 1. Seja a € A.
Entao existe i tal que a € B,,(z;). Temos:

d(a,xy) d(a,z;) + d(x;, 1)
ri + J2
J1+ J2
-

AVANVANIVAN

Logo, A C B,(x1). O

Com isso, obtemos um resultado que facilita na hora de testar se um
conjunto ¢ limitado:

Corolario 1.2.5. Sejam (X, d) um espa¢o métrico e Ay, ..., A, C X conjun-
tos limitados. Entao | J;_, A; € um conjunto limitado.

Demonstracao. Para cada A; existem z; e r; > 0 tais que A; C B, (x;).
Portanto, J;_, A; C U, Br,(2;) é um conjunto limitado pela proposi¢ao
anterior. n

Encerramos esta secao apresentando a ideia de distancia entre dois con-
juntos:

Defini¢ao 1.2.6. Sejam (X, d) um espac¢o métrico de A e B subconjuntos nao
vazios de X. Definimos a distancia entre A e B por d(A, B) = inf{d(a,b) :
a € Abe B}. Nocaso em que A = {a} ou B = {b} denotamos por d(a, B)
e d(A,b) no lugar de d({a}, B) e d(A, {b}) respectivamente.

Note que a distancia entre dois conjuntos pode ser 0 mesmo que os con-
juntos nao tenham intersec¢ao (veja os exercicios desta segao).
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Alongamentos de 1.2

Alongamento 1.2.7. Dé um exemplo de um espaco métrico X, z € X
e r > 0 tais que B,.(x) = B.[z]. Em R (com a métrica usual) isso pode
acontecer?

Alongamento 1.2.8. Sejam (X, d) um espago métrico, z € X e r > 0.
Mostre que, se s > 0 e s < r, entdo Bs(z) C B,(x).

Alongamento 1.2.9. Mostre que se trocarmos B,(x) na definigdo de con-
junto limitado por B,[r] obtemos uma definicdo equivalente. Isto é, um
conjunto satisfaz a definicao “velha” se, e somente se, satisfaz a “nova”.

Alongamento 1.2.10. Sejam z,y pontos distintos num espaco métrico e
€= @. Mostre que:

(a) Be(z) N B:(y) = 0;
(b) Exiba um espago métrico X e z,y € X onde B.[z] N B.[y] # 0.
(c) Exiba um espaco métrico X e z,y € X onde B.[z] N B.[y] = 0.

Alongamento 1.2.11. Mostre que se (X, d) é um espago métrico e z € X,
entao:

(8) Nuen Bo (1) = {z}:

(b) Uyen Bosi(2) = X.

Exercicios de 1.2

Exercicio 1.2.12. Mostre que sao equivalentes para um subconjunto A de
um espaco métrico:

(a) A é limitado;
(b) existe k > 0 tal que d(z,y) < k para todo x,y € A.
Exercicio 1.2.13. Mostre que se Y é limitado e Z C Y, entao Z ¢é limitado.

Exercicio 1.2.14. Mostre que a interseccao de uma familia de conjuntos
limitados é um conjunto limitado.



A ideia aqui é a
seguinte: se f é
continua em  z,
dada qualquer
“tolerancia” que
queremos para
o valor de f(x)
(¢), existe uma
“precisao” (d) que

podemos exigir para
y de forma que f(y)
caia na tolerancia.

Noés
mais geral e melhor

vamos fazer
que isso mais para

frente, mas fica
como um exercicio
para praticar traba-

lhar com métricas.
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Exercicio 1.2.15. Considere R com a métrica usual. Calcule d(0, {-L :

n+1
n € N}).

Exercicio 1.2.16. Considere R? com a métrica euclidiana. Calcule d(A, B)
onde A é o eixo x e B é o gréafico da fungao i para x €0, +o0l.

Exercicio 1.2.17. Seja (X, d) um espago métrico. Suponha que para algum
r € X ealgum r > 0, A = B,[z] \ B.(x) # 0. Calcule d(x, A).

1.3 Funcoes continuas

Vejamos a definicao de funcao continua entre espagos métricos. Note que a
definigdo é muito parecida com a aquela vista em Célculo (veja o Alonga-
mento 1.3.6).

Defini¢ao 1.3.1. Sejam (Xi,d;) e (X3, dy) espagos métricos. Dizemos que
uma funcao f : X; — X, é uma fungao continua no ponto z € X se,
para todo £ > 0, existe > 0 tal que, para todo y € X; tal que d;(z,y) < 0,
temos do(f(x), f(y)) < . Se f é continua em todo ponto x € X, dizemos
simplesmente que f é uma funcao continua. Se f é bijetora e sua inversa
também é continua, dizemos que f é um homeomorfismo.

Um exemplo facil de fungao continua é o seguinte:

Proposicao 1.3.2. Seja (X,d) um espaco métrico. Entao a funcdio f :

X — X dada por f(x) = x € continua.

Demonstracao. Sejam x € X e ¢ > 0. Defina 6 = ¢. Temos, para y € X tal
que d(z,y) <4, que d(f(z), f(y)) = d(z,y) <e. O

Exemplo 1.3.3. Sejam (X;,d;) e (Xs,dy) dois espagos métricos, sendo que
d; é a métrica discreta. Entao toda f : X; — X, é continua. De fato,
dado z € X7 e € > 0, basta tomarmos § = % Assim, se dy(z,y) < 0, entao
da(f(z), f(y)) =0, ja que para di(z,y) < 0, temos que x = y.

Proposicao 1.3.4. Seja(X,d) um espago métrico. Sejam f: X — X e
g: X — X fungoes continuas. Entio fog: X — X dada por (fog)(z) =
f(g(x)) para x € X € uma fungao continua'.

Note que com a demonstracio apresentada aqui, podemos mostrar que fog é continua
em z se f é continua em g(z) e g é continua em x.
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Demonstracao. Sejam x € X e € > (0. Como f é continua, existe d; > 0 tal
que, para todo y € X tal que, se d(g(x),y) < 01, entao

d(f(g(x)), f(y)) <e.

Como ¢ é continua, existe 6 > 0 tal que, para todo z € X, se d(z,z) < 9,
entao

d(g(x),9(2)) < d1.
Assim, dado y € X tal que d(z,y) < 9, temos que d(g(x),g(y)) < & e,
portanto, d(f(g(z)), f(9(y))) <e. O

Alongamentos de 1.3

Alongamento 1.3.5. Sejam (X1, d;) e (Xs, ds) espagos métricose f : X; —
X5 uma funcao. Dado x € X, mostre que sao equivalentes:

(a) f é continua em z;
(b) para todo £ > 0 existe § > 0 tal que f[B; ' (x)] C BX2(f(z)).

Alongamento 1.3.6. Mostre que a nogao de continuidade apresentada aqui
com relacao a R com a métrica usual é equivalente com relagao a nocao
normalmente apresentada em cursos de célculo.

Alongamento 1.3.7. Mostre o resultado analogo a Proposicao 1.3.4 para o
caso em que f: Xo — X3, 9: X7 — Xy e (X1,d1), (Xo,dz) e (X3,d3) sdo
espacos métricos.

Alongamento 1.3.8. Mostre que toda funcao constante é continua.

Exercicios de 1.3

Exercicio 1.3.9. Sejam (X7, d;) e (X3, dy) espagos métricos. Seja f : X; —
X, sobrejetora tal que do(f(z), f(y)) = di(z,y). Uma fungado como essa é
dita uma isometria entre X; e X5 e, neste caso, (Xi,d;) e (Xa,ds) sao ditos
espacos isométricos. Mostre que:

(a) f é injetora;

(b) a inversa de f também é uma isometria;
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(c) f é continua.

Exercicio 1.3.10. Sejam (X, d) e (Y,d') espagos métricos. Dizemos que f :
X — Y é uma funcao uniformemente continua se, para qualquer € > 0
existe 6 > 0 tal que, dados a,b € X, se d(a,b) < § entdo d'(f(a), f(b)) < e.
Mostre que:

(a) toda func¢ao uniformemente continua é continua;

(b) a composta de fungdes uniformemente continuas também é uniforme-
mente continua.

(¢) Mostre que f :]0, +oo[— R (tudo com a métrica usual) dada por f(z) =
% nao é uniformemente continua.

Exercicio 1.3.11. Sejam (X, d) espago métrico e p € X. Considere f : X —
X dada por f(z) = d(z,p). Mostre que f é continua.

1.4 Exercicios do Capitulo 1

Exercicio 1.4.1. Sejam (X, d) um espago métrico e Y subespaco de X.
(a) Sey €Y er >0, entdao B) (r) = BX(r)NY.

(b) Se z € X e r > 0, entdo, para qualquer y € Y N BX(z) existe s > 0 tal
que y € BY (y) Y N BX(x).

Exercicio 1.4.2. Seja (X, d’) um espa¢o métrico dado como no Alongamento
1.1.21. Mostre que X é um conjunto limitado.

Exercicio 1.4.3. Sejam (X, d;) e (Z, dy) espacos métricos e Y um subespago
de X.

(a) Mostre que, dada f : X — Z continua, a restrigao de f a Y também é
uma func¢ao continua.

(b) Mostre um contraexemplo para a afirmagao “Dada g : Y — Z continua,
existe f : X — Z continua tal que g é a restricao de f a Y.

Exercicio 1.4.4. Sejam (Xi,d;) e (X3, ds) espacos métricos, onde X, é li-
mitado. Mostre que o conjunto F (X7, Xs) de todas as fungoes f : X; — Xo
admite uma métrica d dada por d(f,g) = sup,cx, d(f(x),g(x)). Obs.: De-
finimos C(X7, X3) como o subespago de (F(X,Y),d) formado pelas funcoes
continuas de X; em Xo.



Capitulo 2

A topologia nos espacos
métricos

2.1 Abertos e fechados

Veremos agora alguns conceitos topoldogicos. Tais conceitos vao nos auxiliar
muito no decorrer do trabalho.

Defini¢ao 2.1.1. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que A C X é A ideia aqui é que
aberto se, para todo = € A, existe r € Ry tal que B,.(z) C A. Dizemos que os pontos de um
' c X é fechado se X ~ F' é aberto. aberto cabem com

folga dentro dele.
Exemplo 2.1.2. Seja (X, d) um espago métrico. Entao os conjuntos ) e X Olga Ceiro dele
sao abertos e fechados.

Proposicao 2.1.3. Sejam (X,d) um espago métrico, v € X er € Ryg.
Entao

(a) B.(z) € aberto;
(b) B,|x] é fechado.

Demonstracao. (a) Seja y € B.(z). Seja s = r — d(x,y) (note que s > 0).
C

Vamos provar que Bg(y) C B,.(z). De fato, seja z € Bs(y). Temos
d(z,z) < d(z,y)+d(y, z)
< s+d(z,y)
= T—d(l’,y)—f-d({["y)
=

19



Isso na verdade,
junto com o fato de
X e () serem aber-
tos, é a definicao de
topologia.
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(b) Seja a ¢ B,[x]. Vamos mostrar que existe s > 0 tal que Bs(a) C X ~\
B,[z]. Como a ¢ B,[z], temos que d(x,a) > r. Considere s = d(z,a)—r.
Note que s > 0. Vamos mostrar que Bs(a) C X ~\ B,[z], isto é, que
Bg(a) N B,[z] = (. Suponha que exista b € B,(a) N B,.[z]. Entao

d(z,a) < d(x,b)+d(b,a)
< r+s

= d(z,a)

contradicao.

Proposicao 2.1.4. Seja (X, d) espago métrico. Temos:
(a) Se A e B sao abertos, entdo AN B é aberto,
(b) Se F € uma familia de abertos, entio |J,.r A € um aberto.

Demonstragao. (a) Sejax € ANB. Como A é aberto, existe r € Ry tal que
B.(x) € A. Como B é aberto, existe s € Ry tal que By(z) C B. Seja
t = min{r, s}. Vamos motrar que que Bi(z) C AN B. Seja y € B(x).
Como t < r, By(x) C B,(z) C A. Como t < s, Bi(z) C Bs(z) C B.
Logo, Bi(x) C AN B.

(b) Seja x € [Jyer A Seja A € F tal que z € A. Como A é aberto, existe
r € Ry tal que B, (x) C A. Logo, B,(z) C U er A
[

Corolario 2.1.5. Seja (X,d) espago métrico. Seja A C X. Se, para todo
a € A, existe V, aberto tal que a € V, C A, entao A € aberto.

Demonstragdo. Basta notar que A = J,c4 Va. O

O préximo exemplo mostra que abertos e fechados podem ter comporta-
mento bem diferente do que ocorre em R:

Exemplo 2.1.6. Seja (X, d) onde d é a métrica discreta sobre X. Entao,
dado A C X, A é aberto e é fechado.

Um conceito as vezes util é o de fronteira:
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Defini¢ao 2.1.7. Sejam (X, d) um espago métrico e A C X. Chamamos
de fronteira de A o conjunto 0A = {x € X : para qualquer r € R.q,
B (z)NA#0e B.(x)N (X N A) #0}.

Exemplo 2.1.8. Considere R com a métrica usual. Entao 00, 1[= {0, 1}.

Exemplo 2.1.9. Considere X com a métrica discreta. Entao todo A C X é
tal que 0A = (.

Os pontos de um aberto estao “longe” dos de fora:

Proposigao 2.1.10. Sejam (X, d) um espago métrico e A C X. Entio A é
aberto se, e somente se, ANOA = (.

Demonstracao. Seja A C X aberto. Seja x € A. Entao existe r > 0 tal
que B.(z) C A. Logo, B,(z) N (X \ A) = () e, portanto, x ¢ OA. Assim,
ANOA=0.

Seja A C X tal que JAN A = (. Seja z € A. Temos que mostrar
que existe r > 0 tal que B,(z) C A. Como z ¢ JA, existe r > 0 tal que
B.(z)NA=0ouB.(z)N(X N A) =0. Como z € B,(z) N A, temos que
B(z)N (X N A)=0. Isto é, B.(x) C A. O

Proposigao 2.1.11. Sejam (X,d) um espago métrico e A C X. Entao 0A
€ um conjunto fechado.

Demonstracao. Temos que mostrar que, para qualquer x € X ~\ 0A, existe
r > 0 tal que B,(x) C (X \ 0A). Seja z € X \ 0A. Entao existe r > 0 tal
que B.(z) N A =0 ou B,(z) N (X~ A) = 0. Suponha que B,.(z)NA =1
(o outro caso é andlogo). Seja y € B,(x), vamos mostrar que y ¢ 0A. Note
que existe s > 0 tal que s < s tal que Bs(y) C B,(z). Note também que
Bs(y) N A=10. Logo, y € X \ 0A e, portanto, B,(x) C X \ 0A. ]

Proposigao 2.1.12. Sejam (X,d), (Y,d') espagos métricos e f : X — Y
uma func¢ao. Sao equivalentes:

(a) [ € continua;
(b) f7YA] € aberto para qualquer A C'Y aberto.

Demonstra¢ao. Suponha f continua. Seja A aberto em Y nao vazio (o caso
vazio ¢ trivial). Seja x € f7'[A]. Como A é aberto, existe r > 0 tal que
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BY(f(z)) ¢ A. Como f ¢ continua, existe § > 0 tal que f[Bf(z)] C
By (f(x)). Ou seja, Bif (x) C fH[A].

Agora suponha que vale (b). Sejam z € X e ¢ > 0. Como BY(f(x))
é aberto, f~'BY(f(x)] é aberto. Logo, existe § > 0 tal que B§(x)

C
fUBY(f(@))], isto &, f[B5 (x)] € BY (f(x)). U

No que se segue, estaremos considerando a métrica produto usual quando
tivermos um produto de dois métricos.

Proposicao 2.1.13. Sejam (X1,d;) e (Xa,dy) métricos. Se A C X, e B C
Xo sdo abertos, entao A X B € aberto.

Demonstragao. Seja (a,b) € A x B. Como A é aberto, existe r, € Ry tal

que B, (a) C A. Analogamente, existe 1, € Ry, tal que B, (b) C B. Seja

r = min{r,,r,}. Vamos mostrar que B,((a,b)) C A x B. De fato, seja

(z,y) € B.((a,b)). Temos:
di(z,a) di(z,a) + da(y, b)

d((x,y), (a,b))

,

o

INA A

Logo, © € B, (a). Analogamente, y € B,, (b). Assim, (z,y) € B, (a) x
B,,(b) C Ax B. O

Em geral, nao vale a volta (veja o Alongamento 2.1.20).

Definigao 2.1.14. Sejam (X1, d;), (Xa, d2) espagos métricos e f : X3 — Xo
funcado. Chamamos de grafico de f o conjunto {(z, f(z)) : z € X;} C
X1 X XQ.

Proposicao 2.1.15. Sejam (X1,d1), (X2, ds) espagos métricos e f: X3 —>
X5 funcgdo continua. FEntao o grdfico de f ¢ um subconjunto fechado de
X1 X XQ.

Demonstragao. Seja G o gréifico de f. Seja (z,y) ¢ G. Seja r = w.
Note que, assim, B,(y) N B.(f(z)) = 0. Como f é continua em z, existe
0 > 0 tal que Bs(z) C B,.(f(z)). Note que (z,y) € Bs(x) x B,.(y) e Bs(z) X
B,.(y) NG = 0. Como Bs(z) x B.(y) é aberto, temos o resultado. O

Em geral, nao vale a volta:
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Exemplo 2.1.16. Note que f : R — R (R considerado com a métrica
usual) dada por
0
flz) = { 1

é uma funcao com o grafico fechado mas que nao é continua.

sex =0
caso contrario

Alongamentos de 2.1

Alongamento 2.1.17. Dados (X,d) um espago métrico e x € X, mostre
que {z} é fechado. Mostre que todo subconjunto F' C X finito é fechado.

Alongamento 2.1.18. Mostre que se (F;);c; é uma familia nao vazia de
fechados de um espago métrico, entao (., F; também é fechado.

Alongamento 2.1.19. Mostre que se Fi, ..., F,, sao fechados num espagco
métrico, entao F; U---U F,, também é fechado.

Alongamento 2.1.20. Encontre um exemplo em R? de um aberto que nao
seja o produto de dois abertos.

Exercicios de 2.1

Exercicio 2.1.21. Mostre que composta de fung¢oes continuas é uma funcao
continua usando a caracterizacao da Proposicao 2.1.12.

Exercicio 2.1.22. Sejam (X, d) e (X', d’) espagos métricos. Mostre que se
F C X e G C X' sao fechados, entao F' x G é fechado.

Exercicio 2.1.23. Mostre, por contraexemplos, que nao valem as seguintes
afirmagoes num espago métrico qualquer:

(a) unido qualquer de fechados é um fechado;

(b) intersecgao qualquer de abertos é um aberto;

(¢) Bylz] \ B.(z) = 0B, (x).

Exercicio 2.1.24. Sejam (X, d) um espago métrico, z € X e r > 0.
(a) Encontre (F,)en fechados tais que B, (z) = (U, ey Fui

(b) Encontre (A, )nen abertos tais que B[z] = [,cy An-

Existe um teorema
para espacos de Ba-
nach que diz que vale
a volta, mas 1la as
funcoes consideradas
sao lineares.

Formalmente, para

esse exercicio ser

mais interessante,

vocé deveria con-

siderar em R? a
métrica do produto
(e ndo a FEuclidi-
ana). Mas vamos
ver depois que, na
faz

verdade, nao

diferenca.



Note que um ponto
que pertence a um
conjunto Y é au-
tomaticamente ade-
rente a ele - isso
nao necessariamente
ocorre com ser de
acumulagao.
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2.2 Aderéncia, acumulacao e fecho

Definigao 2.2.1. Sejam (X, d) um espago métrico, A C X ez € X. Dizemos
que x é um ponto aderente a A se, para qualquer r € R.g, B.(z) N A # (.
Dizemos que X é um ponto de acumulagao de A se x é um ponto aderente

a AN {z}.

Exemplo 2.2.2. Considere R com a métrica usual. Entao qualquer ponto
xr € R é ponto de acumulacao de R. Temos que os pontos aderentes de
10,1} U {2} sao [0, 1] U {2} enquanto que os de acumulagao sao [0, 1].

Exemplo 2.2.3. Considere X nao vazio com a métrica discreta. Entao,
dado x € X, x é ponto aderente a X mas nao é de acumulacao de X.

Exemplo 2.2.4. Sejam (X, d) um espago métrico e A C X. Entao qualquer
ponto a € A é ponto aderente de A.

Podemos caracterizar os fechados via aderéncia:

Proposicao 2.2.5. Sejam (X,d) um espago métrico, v € X e FF C X um
fechado. Entao x € F' se, e somente se, x € aderente a F'.

Demonstracao. Seja x € F. Note que = é aderente a F. Agora, seja x
aderente a F'. Suponha z ¢ F'. Como F é fechado, X \ F é aberto. Logo,
existe 7 > 0 tal que B,(x) C X \ F. Isto é, B,(x) N F = (). Portanto, z nao
¢é aderente a F', contradicao. O

Os pontos aderentes a um conjunto sao tao 1teis que teremos uma notagao
para eles:

Definigao 2.2.6. Sejam (X, d) um espago métrico e A C X. Chamamos de

fecho de A em X o conjunto At = {z € X : x é ponto aderente de A}.
Quando estiver claro no contexto, omitiremos o X.

Exemplo 2.2.7. Considere R com a métrica usual. Entao |0, 1] = [0, 1].

Exemplo 2.2.8. Considere X nao vazio com a métrica discreta. Dado A C
X, A=A.

Vejamos algumas propriedades basicas do fecho:

Proposicao 2.2.9. Sejam (X,d) um espago métrico e A C X. Temos:
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(a) AC A

(b) A € fechado;

(c) A= A se, e somente se, A € fechado;

(d) A=A

Demonstragao. (a) Dado a € A, temos que a € B,.(a) N A para qualquer
r > 0.

(b) Seja z ¢ A. Entdo existe r > 0 tal que B.(x) N A = (). Note que para
todo y € B,(z), existe s > 0 tal que By(y) C B,(x) e, portanto, y ¢ A.
Assim, B,(z) C X \ A.

(c) Se A = A, temos que A é fechado pelo item anterior. Agora suponha
A fechado. Seja r € X N A. Como A ¢é fechado, existe 7 > 0 tal que
B.(x) N A =10. Logo, x ¢ A. Assim, A C A. Como A C A, temos

A=A

(d) Como A é fechado, o resultado segue do item anterior.
O

O fecho também tem um comportamento bom com relagao a inclusoes:
Proposicao 2.2.10. Sejam (X, d) espago métrico e A, B C X. Temos:
(a) Se A C B, entdo A C B;

(b) Se AC B e B ¢ fechado, entdo A C B.

Demonstracio. (a) Seja a € A. Seja r € Ryg. Como B,(x) N A # ), temos
que B.(z) N B # 0. Logo, x € B.

(b) Basta notar que A C B = B.
[

Proposigao 2.2.11. Sejam (X,d) um espago métrico, A C X ex € X.
Entio x € A se, e somente se, d(z, A) = 0.
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Demonstragdo. Suponha x € A. Entdo, para qualquer n € N, existe a, € A
tal que d(z,a,) < n%l Logo, d(z, A) < n+r1 para todo n € N e, portanto,
d(z,A) =0.

Suponha d(z, A) = 0. Entao para todo n € N, existe a, € A tal que
d(z,a,) < nLH Assim, para todo € > 0, B.(x) N A # () j& que existe n tal
que n%l < e. O

Note que o resultado analogo para dois conjuntos nao ¢é verdadeiro:

Exemplo 2.2.12. Considere R? com a métrica usual. Note A = {(z,1) : z €
R} e B ={(z,0) : x € R} sao dois conjuntos fechados, tais que d(A, B) =0
e ANB=10.

Outra maneira de se enxergar o fecho é “o conjunto mais sua fronteira”:

Proposicao 2.2.13. Sejam (X,d) um espago métrico e A C X. Entao
A=AUO0A.

Demonstragio. Sejaa € A. Suponha que a ¢ A. Vamos mostrar que a € OA.
Seja r > 0. Entdo, como a € A, temos que B,(a) N A # (. Como a ¢ A,
temos também que B,.(a) N (X ~\ A) # (). Assim, a € JA.

Seja a € AUODA. Se a € A, entao a € A (Proposicao 2.2.9). Se a ¢ A,
temos que a € JA. Dado r > 0, temos que B.(a) N A # () e, portanto,
a € A O

Alongamentos de 2.2

Alongamento 2.2.14. Seja (X, d) um espago métrico. Sejam A, B C X.
Mostre que:

ox]

(a) AUB = AUB;
(b) ANBC ANB;

(c) Mostre que, em geral, nao vale a igualdade no item anterior.

Alongamento 2.2.15. Mostre que, se x é ponto de acumulacao de A e
B D A, entao x é ponto de acumulacao de B.
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Exercicios de 2.2

Exercicio 2.2.16. Considere R com a métrica usual. Mostre que o conjunto
Q dos nimeros racionais é tal que Q = R.

Exercicio 2.2.17. Seja (X, d) um espago métrico. Mostre que sao equiva-
lentes paraum z € X e A C X:

(a) x é ponto de acumulagao de A;

(b) para qualquer r > 0, B,.(xz) N A é infinito.

Exercicio 2.2.18. Mostre um exemplo de espa¢o métrico onde B,.(z) =
B, [z] para todo z € X e todo r € R.(. Mostre outro exemplo onde isso nao
ocorre.

Exercicio 2.2.19. Sejam (X, d) espaco métrico e A C X. Mostre que A =
Nper F onde F ={F C X : F é fechado e A C F}.

2.3 Sequéncias

Sequéncia convergente é um dos conceitos mais importantes em espagos
métricos:

Definigao 2.3.1. Seja (X,d) um espaco métrico. Damos a uma familia
(Zn)nen de pontos de X o nome de sequéncia. Dizemos que (z,)nen é uma
sequéncia convergente se existe x € X tal que, para todo r > 0, existe
no € N tal que, se n > ng, entdo z,, € B,(x). Neste caso, chamamos x de
limite da sequéncia e denotamos por x = lim,,__,,, x, ou x,, — .

Exemplo 2.3.2. Sejam (X, d) um espacgo métrico e z € X. Entdo a sequéncia
(n)nen onde cada z,, = x é convergente.

Um teste util para convergéncia de sequéncias é a convergencia das distancias:
Proposicao 2.3.3. Seja (X,d) um espago métrico. Sejam x € X e (x,)nen

uma sequéncia de pontos de X. Entdo x, — x se, e somente se, d(x,,r) —
0 (considerando-se a métrica usual em R).
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Demonstracao. Suponha que x, — x. Seja € > 0. Temos que existe ng € N
tal que, se n > ng, d(z,,z) < . Isto é, se n > ng, |d(z,,x) — 0| < . Logo,
a sequéncia (d(x,, x))nen converge para 0.

Agora suponha que d(x,,x) — 0. Seja ¢ > 0. Temos que existe ny € N
tal que, se n > ng, |d(z,,z) — 0] < e. Logo, d(x,,z) < € e, portanto, (z,)nen
converge para x. O

Exemplo 2.3.4. Considere R com a métrica usual. Entao a sequéncia
(Tp)neny onde x, = n+r1 é uma sequencia convergente para 0. Considere
Y = R~ {0} com a métrica de subespaco de R. Entao, em Y, (z,),en nao

é convergente.
Temos a unicidade da convergéncia das sequéncias:

Proposicao 2.3.5. Seja (X, d) um espago métrico. Seja (x,)neny uma sequéncia
convergente para x € X. Sey € X € tal que y = lim,en T, entao y = x.

Demonstra¢ao. Suponha d(z,y) > 0. Seja ¢ = @. Note que B.(x) N
B.(y) = 0. Como (z,)nen converge para z, existe n, tal que, para todo
n > ng, &, € B:(z). Como (z,)nen converge para y, existe n, tal que, para
todo n > ny, =, € B.(y). Seja n > ng,n,. Entdo x, € B.(x) N B.(y),

contradigao. O]

Veremos com os proximos resultados que sequéncias convergentes sao
suficientes para caracterizar fechados:

Proposicao 2.3.6. Sejam (X, d) um espago métrico e (x,)nen uma sequéncia
convergente para x € X. Seja F' C X fechado. Se cada x,, € F, entdox € F.

Demonstra¢ao. Suponha x ¢ F. Como X ~\ F' é aberto, existe r > 0 tal que
B.(x) C X N\ F. Isto é, B,(z) N F = e, portanto, z,, ¢ B,(x) para todo
n € N. Contradigdo com o fato de que (z,,),en converge para . ]

Proposicao 2.3.7. Sejam (X,d) um espago métrico e A C X. FEntao o
conjunto B = {x € X : existe (x)nen Sequéncia em A convergente para x}
¢ iqual a A.

Demonstragao. Seja x € B. Seja (,)neny uma sequéncia de pontos de A que
converge para x. Note que, para qualquer r > 0, B,(x) N A # () pois contém
pontos de (2, )nen. Assim, z € A.

Seja x € A. Para cadan € N, seja x,, € B%(a:) N A. Vamos mostrar que
(n)nen definida assim converge para x. Seja r > 0. Seja ng tal que ﬁ <.

Note que todo z,, com n > ng é tal que d(z,z,) < n+r1 <. ]



2.3. SEQUENCIAS 29

Coroldrio 2.3.8. Sejam (X,d) um espago métrico, A C X ex € X. Se
x € A, existe uma sequéncia (x,)nen de pontos de A que converge para .

Proposicao 2.3.9. Sejam (X,d), (Y,d') espacos métricos e f : X — Y
uma fungao. Sao equivalentes:

(a) [ € continua;

(b) para qualquer (x,,)nen sequéncia em X convergente parax € X, (f(x,))nen
¢ uma sequéncia convergente em'Y para f(x).

Demonstragao. Suponha f continua. Seja (z,)neny sequéncia convergente
para x € X. Como f é continua, existe § > 0 tal que f[B{(z)] C BY (f(z)).
Como z = lim,,_, z,, existe ng tal que, para todo n > ngy, =, € Bs(x).
Logo, para todo n > ng, f(x,) € BY (f(x)), isto é, (f(xn))nen converge para
f(@)

Suponha que vale (b) e que f nao é continua em z. Entao existe ¢ > 0
tal que, para todo § > 0, existe y € B (x) tal que f(y) ¢ BY (f(z)). Para
cada n € N, defina z,, tal que x,, € B)il (z) e f(x,) ¢ BY(f(x)). Note que

n+

x = lim, . x, (exercicio) e que (f(x,))nen nd0 é convergente para f(x)
(exercicio), contradigdo com (b). O

Definicao 2.3.10. Sejam (X, d) um espago métrico e (2, ),en uma sequéncia
de pontos de X. Chamamos (z,, )ren de subsequéncia de (z,)nen s€ (1k)ken
¢ uma sequéncia crescente de niimeros naturais.

Alongamentos de 2.3

Alongamento 2.3.11. Seja (X, d) um espago métrico. Seja (y,)nen € (Yn)nen
duas sequéncias em X, ambas convergindo para x € X. Mostre que a
sequéncia (z,)nen dada por zo, = x, € za,41 = Y, para todo n € N também
é uma sequéncia convergente para x.

Alongamento 2.3.12. Sejam (X,d) um espaco métrico e (Z,),eny uma
sequéncia em X. Dizemos que (z,),en é quase constante se existe x e
n € N tal que xy = = se k > n. Mostre que, nesse caso, (z,)nen converge
para x.



Veremos mais a
frente uma maneira
mais economica de
analisar diversas
métricas equivalen-
tes sobre R™.
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Exercicios de 2.3

Exercicio 2.3.13. Seja X com a métrica discreta. Mostre que as tnicas
sequéncias convergentes em X sao as quase constantes.

Exercicio 2.3.14. Mostre que se (x,),en é uma sequéncia convergente num
espago métrico, entao toda subsequéncia sua também é convergente (e para
0 mesmo limite).

Exercicio 2.3.15. Mostre que se uma sequéncia (x,,),eny DUmM espago métrico
admite duas subsequéncias convergentes para pontos distintos, entao (z,)nen
nao é convergente.

Exercicio 2.3.16. Seja (X, d) um espago métrico. Se (xp,)nen € (Yn)nen SA0
sequéncias convergentes para limites distintos, entao existem ng € Ne r > 0
tais que d(x,,y,) > r para todo n > ng.

2.4 Meétricas equivalentes

Vamos terminar este capitulo analisando quando duas métricas induzem a
mesma topologia sobre o espaco. Essa é exatamente a definicao topoldgica
de duas métricas equivalentes. Daremos uma defini¢ao alternativa do ponto
de vista das métricas e provaremos a equivaléncia na Proposicao 2.4.3.

Definicao 2.4.1. Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que as métricas
dy e dy sobre X sao equivalentes se, para quaisquer z € X e r > 0:

(a) existe s > 0 tal que {y € X : dy(z,y) < s} C{y € X : do(z,y) <r};
(b) existe t > 0 tal que {y € X : do(z,y) <t} C{y € X : di(z,y) < r};
Exemplo 2.4.2. Sio métricas equivalentes sobre R?:

(a) di(z,y) = /(21 — 1) + (22 — y2)%

(b) da(z,y) = 1 — yn| + |22 — ya;

(c) ds(x,y) =

onde x = (x1,22) e y = (y1,42). De fato, as equivaléncias podem ser faci-
mente demonstradas a partir das seguintes desigualdades:

max{|r; — y1|, |72 — y2|};
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Ve —y)? + (22 —y2)? < V2max{(z1 —y1)? (12 — 32)%}
= ﬂmaX{’fUl — 1l |z2 — 2|}

o |z1—uyi|+]re—we| < 2max{|r; —wyil, T2 — vol}

IN

o max{|z; — y1|, T2 — y2|} |1 — 1| + |22 — 32

vmax{|r, — i, lv2 — 1p[}?

max{|r1 — y1l, |2 — yo|} =
< Vi —)? + (22— 12)?

Proposicao 2.4.3. Seja X um conjunto nao vazio e dy e dy duas métricas
sobre X. Sao equivalentes:

(a) dy e dy sao métricas equivalentes;
(b) (X,dy) e (X,ds) tém os mesmos abertos.

Demonstracao. Suponha que d; e dy sao equivalentes. Vamos mostrar que
todo aberto de (X, d;) é um aberto de (X, dy). Que todo aberto de (X, ds) é
aberto de (X, d;) é andlogo. Seja A um aberto de (X, d;). Sejaxz € A. Como
A é aberto em (X, d;), existe € > 0 tal que {y € X : dy(x,y) < e} C A.
Como d; é equivalente a da, existe s > 0 tal que {y € X : do(z,y) < s} C
{y € X 1 di(z,y) < e}. Assim, {y € X : da(x,y) <t} C A e, portanto, A é
aberto em (X, dy).

Agora suponha (b). Sejax € X er > 0. Como {y € X : dy(z,y) <r}é
um aberto de (X, d;) e, portanto, de (X, dy), existe s > 0 tal que {y € X :
do(z,y) < s} C{y € X : di(z,y) < r}. Analogamente, mostramos que, para
qualquer r > 0, existe s > 0 tal que {y € X : dyi(z,y) < s} C {y € X :
do(z,y) < r}. O

Proposicao 2.4.4. Seja (X, d) espago métrico. Se X € finito, entio d é
equivalente a métrica discreta.

Demonstracao. Pela Proposi¢ao 2.4.3, basta provarmos que (X, d) e (X,d')
tem os mesmos abertos, onde d’ é a métrica discreta. Ja vimos que todo sub-
conjunto de (X,d') é aberto (Exemplo 2.1.6). Entao s6 precisamos mostrar
que todo subconjunto de (X, d) é aberto. Para isso, basta mostrarmos que
todo subconjunto de (X, d) é fechado. Como todo subconjunto de X é finito,
temos o resultado pelo Alongamento 2.1.17. ]
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Alongamentos de 2.4

Alongamento 2.4.5. Seja X um conjunto nao vazio. Mostre que “ser equi-
valente a” é uma relacao de equivaléncia sobre as métricas sobre X. Isto é,
mostre que, dadas d;, ds, d3 métricas sobre X, d; é equivalente a d;; que, se
dy é equivalente a dy, entao dy é equivalente a d;; que, se d; é equivalente a
ds e dy é equivalente a ds3, entao d; é equivalente a ds.

Exercicios de 2.4

Exercicio 2.4.6. Sejam X um conjunto nao vazio e d; e dy métricas sobre
X. Sao equivalentes:

(a) dy e dy sao equivalentes;

(b) a funcao f : X — X dada por f(x) = x é continua se considerada de
(X,dy) em (X,ds) e se considerada de (X, dy) em (X, dy).

Exercicio 2.4.7. Sejam X um conjunto nao vazio e d; e dy métricas sobre
X. Sao equivalentes:

(a) di e dy sao equivalentes;
(b) (X,d;) e (Xds) tem as mesmas sequéncias convergentes.

Exercicio 2.4.8. Sejam (X1,d;) e (X3, dy) espagos métricos. Mostre que as
seguintes métricas sao equivalentes em X; x Xjs:

(a) d, onde d é a métrica produto;
(b) d' dada por d'((x1, 1), (v2,12)) = max{di(z1,y1), da(72,92) };
(¢) d" dada por d"((x1,1), (x2,42)) = \/di(21,91)? + da(w2,y2)*.

Exercicio 2.4.9. Dizemos que duas normas sao equivalentes se suas métricas
induzidas também forem equivalentes. Mostre que sao equivalentes:

(@) || -]l1 e ]| - ||2 sdo equivalentes;
(b) existem m, M € R, tais que, para todo x vale

mlvfly < Jvfl < MJv];.
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2.5 Exercicios do Capitulo 2
Exercicio 2.5.1. Sejam (X, d) um espago métrico e Y C X. Mostre que
{ACY:Aéabertoem Y} ={BNY : B éaberto em X}

{FCY:Féfechadoem Y} ={GNY :G éfechado em X}

Exercicio 2.5.2. Considere C' = {5 : n € N} U {0} com a métrica usual
induzida por R. Seja (X,d) um espago métrico. Mostre que um sequéncia
(Zn)neny em X é convergente para um ponto x € X se, e somente se, a fungao
f: C — X definida por f(n#ﬂ) =z, e f(0) =z é continua.

Exercicio 2.5.3. Mostre que um subconjunto A de um espaco métrico é
fechado se, e somente se, toda sequéncia convergente de pontos de A converge
para um ponto de A.

Exercicio 2.5.4. Mostre que todo espaco métrico (X, d) admite uma métrica
d' equivalente a d que torna X limitado.

Exercicio 2.5.5. Seja uma sequéncia (x,)nen tal que, se n # m entao z,, #
T, e tal que z,, — . Mostre que x é ponto de acumulagao de {z,, : n € N}.
Qual o problema se tirarmos a hipétese de que dados n # m, x, # x,,7

Exercicio 2.5.6. Seja (X, d) um espago métrico. Sejam (z,)nen € (Yn)nen
sequéncias em X convergentes para z e y respectivamente. Mostre que:

(b) lim, e d(Tp, yn) = d(x,y)

Exercicio 2.5.7. Sejam (X,d) e (X,d’) duas métricas sobre um mesmo
espaco. Mostre que d e d' sao equivalente se, e somente se, para cada y € X,
temos que f,(z) = d(z,y) é continua em (X, d’') e g,(z) = d'(x,y) é continua
em (X, d).

Exercicio 2.5.8. Considere (Q, d7) e a sequéncia x,, = 2+7". Esta sequéncia
é convergente?
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Capitulo 3

Conexidade

3.1 Conjuntos mutuamente separados e con-
juntos conexos

Vamos apresentar neste capitulo um importante invariante topoldgico: a
conexidade.

Definigao 3.1.1. Seja (X, d) um espago métrico. Sejam A, B C X. Dizemos
que A e B sao mutuamente separados se ANB=0e ANB = .

Exemplo 3.1.2. Os conjuntos | —oo, 0] e ]0, +-00[ sdo mutuamente separados
em R com a métrica usual.

Proposigao 3.1.3. Sejam (X, d) um espago métrico e A, B C X dois subcon-
Juntos nao vazios. Se d(A, B) > 0, entio A e B sdo mutuamente separados.

Demonstracdo. Vamos mostrar que AN B = (). Mostrar que AN B = () é
andlogo. Seja b € B. Como d(A, B) > 0, d(b,A) > 0. Assim, existe r > 0
tal que B,.(b) N A = (. Logo, b ¢ A. O

Note que o exemplo anterior mostra que nao vale a volta.

Defini¢ao 3.1.4. Sejam (X, d) um espago métrico e A C X. Dizemos que
A ¢é desconexo se existem B e C' nao vazios e mutuamente separados tais
que A = BUC. Dizemos que A é conexo caso contrario.

Definicao 3.1.5. Dizemos que I C R é um intervalo se para quaisquer
a,b € I tais que a < b, dado x € R tal que a < x < b, temos que x € I.

35

Nao tome o fecho
de ambos os conjun-
tos ao mesmo tempo
- veja o exemplo
abaixo.



Tal supremo existe
uma vez que O con-
junto é limitado por
y e x é um elemento
do conjunto.
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A seguinte caracterizacao vai ser muito importante mais para frente.

Proposigao 3.1.6. Considere R com a métrica usual. Temos que A C R é
conexo se, e somente se, A € um intervalo.

Demonstra¢ao. Suponha A conexo e que nao seja um intervalo. Entao exis-
tem a < b < c tais que a,c € A e b ¢ A. Considere os seguintes conjuntos
Ay ={r e A:x<bte Ay ={z € A:x > b}. Note que A, Ay sdo nao
vazios e que A = A; U Ay. Note que, A} C] —00,b] e Ay C [b, +o0, A; N Ay
e Ay N A, sdo vazios, o que contraria o fato de A ser conexo.

Suponha que A seja um intervalo e que nao seja conexo. Entao existem
Ay, Ay C A nao vazios e mutuamente separados tais que A = A; U Asy. Seja
x € A;. Vamos mostrar que todo y € A tal que y > x é tal que z € A;. O
caso em que y < x ¢ analogo. Note que isso é suficiente ja que isso implica
que Ay = (). Seja y € A tal que y > z. Suponha que y € A,. Seja

a=sup{z € [z,y] : [z,2] C A1}

Note que, se a € Ay, entdo A, N A; # (. E se a € Ay, entdo A; N Ay # 0.
Em ambos os casos, A; e Ay ndo sao mutuamente separados. n

O seguinte lema, apesar ser facil de demonstrar, é bastante 1til na hora
de provar que certas coisas sao conexas:

Lema 3.1.7. Sejam (X, d) espaco métrico e A, B C X mutuamente separa-
dos e nao vazios. Seja C C AU B conexo. Entio C C A ou C C B.

Demonstragao. Suponha que nao. Considereil’ =CnNAeB =CnNB. Note
que C = A UB eque ANB=10=ANDB (pois A e B sdo separados).
Como C é conexo, A’ = () ou B’ = () e temos o resultado. ]

Proposicao 3.1.8. Seja (X, d) espago métrico.

a) Se X = X,, onde cada X, € conexo e X, N X3 # 0 para quaisquer
acl B
a, B € I distintos, entao X € conexo.

(b) Se para quaisquer x,y € X existir A C X conexo tal que x,y € A, entdo
X € conexo.

Demonstragao. (a) Suponha que X nao seja conexo. Sejam A, B C X mu-
tuamente separados nao vazios tais que A U B = X. Note que, para



3.1. CONJUNTOS MUTUAMENTE SEPARADOS E CONJUNTOS CONEXOS37

cada o € I, X, C A ou X, C B. Suponha que existam «, 3 € [ tais
que X, C Ae Xz C B. Como X,NXg#0e AN B =), temos uma
contradicao. Sem perda de generalidade, podemos supor que X, C A,
para todo o € I. Logo X C A e dai B = (), contradigao.

(b) Fixe x € X. Para cada y € X, seja A, conexo tal que z,y € A,. Por
(a), concluimos que X = J,.x A4, ¢ conexo.

]

Definigao 3.1.9. Sejam (X, d) um espago métrico e x € X. Chamamos de
componente conexa de x o conjunto (o, C, onde C, = {C C X : C ¢
conexo e z € C}.

Proposicao 3.1.10. Sejam (X, d) espago métrico, x € X e C,, a componente
conexa de x. Entao C, € conexo e, dado A C X conexo tal que x € A, temos
que A C C,.

Demonstra¢ao. Que a componente conexa contém x é claro ja que {z} é
conexo. Que a componente conexa é de fato um conjunto conexo segue da
Proposicao 3.1.8. Finalmente, se A é conexo, entao pela definicao de C,
temos que A C C,. ]

Proposigao 3.1.11. Sejam (X, d) um espago métrico e x,y € X. Se existe
um conexo A C X tal que x,y € A, entdo as componentes conexas de x e de
Y S0 1guais.

Demonstracao. Sejam C, e C, as componentes conexas de x e y respecti-
vamente. Note que A C C,,C,. Logo, z,y € C, N C,. Assim, C, UC, é
conexo (Proposigao 3.1.8). Como C, UC,, é um conexo que contém x, temos
que C, UC, C C,. Isto ¢, C, C C;. Analogamente, C;, C C,. Assim,
C, = C,. ]

Proposicao 3.1.12. Seja (X, d) espago métrico. Entao o a familia C =
{C C X : existe x € X tal que C é a componente conexa de x} forma uma
particao de X.

Demonstracao. E claro que Jpee C© = X (pois cada ponto pertence a sua
componente conexa (Proposi¢ao 3.1.10). Vejamos que tal familia é disjunta.
Sejam A, B € C tais que AN B # ). Seja a tal que A é a componente conexa
de a. Seja x € AN B. Como A é conexo e x € A, temos que a componente
conexa de x é igual a A (Proposigao 3.1.11). Por outro lado, como B é conexo
e x € B, a componente conexa de x é igual a B. Logo, A = B. O



Uma interpretacao
para este exercicio
é: X é conexo se,
e somente se, nao
existe uma forma
continua de pintar
X com duas cores.
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Alongamentos de 3.1

Alongamento 3.1.13. Seja (X,d) um espago métrico. Sejam A, B C X
nao vazios e mutuamente separados. Seja C' C AU B tal que AnNC e BNC
sao nao vazios. Mostre que AN C e BN C sao mutuamente separados (isto
é, que C' nao é conexo). Mostre por um contraexemplo que as hipé6teses de
que ANC e BN C sejam nao vazios é essencial.

Exercicios de 3.1

Exercicio 3.1.14. Sejam (X, d) um espago métrico. Mostre que X é conexo
se, e somente se, nao existirem dois abertos U, V nao vazios, disjuntos e tais

que X =UUV.

Exercicio 3.1.15. Mostre que um espago métrico (X, d) é conexo se, e so-
mente se, os Unicos conjuntos que sao abertos e fechados em X sao o préprio
X e o conjunto vazio.

Exercicio 3.1.16. Seja (X, d) espago métrico. Mostre que X é conexo se, e
somente se, para toda f : X — {0,1} ({0, 1} com a métrica usual) continua
¢é constante.

Exercicio 3.1.17. Mostre que num espac¢o métrico com a métrica discreta,
0s Unicos conexos nao vazios sao os conjuntos unitarios.

Exercicio 3.1.18. Mostre que Q com a métrica usual é tal que os tnicos
conexos Nao vazios sao os conjuntos unitarios.

Exercicio 3.1.19. Dé um exemplo de um espago métrico (X,d) tal que
B, (x) nao seja conexo para todos os r >0 ez € X.

Exercicio 3.1.20. Suponha que cada C; para ¢ € N seja conexo e que

C; N Cipq # 0 para todo ¢ € N. Mostre que |J;o C; € conexo.

Exercicio 3.1.21. Seja (X,d) um espago métrico. Sejam A, B C X nao

mutuamente separados. Se A é conexo e B é conexo, mostre que AU B ¢é
conexo (note que isso inclui o caso em que AN B # ().

Exercicio 3.1.22. Dé um exemplo de A, B conexos tais que AN B nao seja
CONexo.

Exercicio 3.1.23. Mostre que o produto cartesiano de dois conexos é conexo.
Sugestao: Considere os conjuntos Cr, ) = {(a,y) :a € X} U{(x,b) : be Y}
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3.2 Funcoes continuas e conexidade por ca-

minhos

A maior relacao entre entre continuidade e conexidade se da pelo seguinte
resultado:

Proposicao 3.2.1. Sejam (X1,dy) e (Xo,d2) espagos métricos. Seja f :
X7 — Xy uma fungao continua. Se X, é conexo, entio f[X1] também é.

Demonstragao. Suponha que f[X;] ndo é conexo. Sejam A, B conjuntos
nao vazios, mutuamente separados e tais que f[X;] = AU B. Note que
f7YA] e f71[B] sao dois conjuntos nao vazios tais que X; = f~[A]U f~![B].
Vamos mostrar que f~'[A] e f~'[B] sao separados. Suponha que exista
x € f7HA] N f71B]. O caso em que existe x € f~[A] N f~1[B] é andlogo.
Como z € f~![A] existe uma sequéncia (z,)nen de pontos de f~1[B] que
converge para . Como f é continua, (f(x,)),en converge para f(z). Mas
isso é contradigao com o fato que f(x) € A e que cada f(z,) € B. ]

Como conexidade é preservada por funcoes continuas, podemos ver os
casos quando a conexidade de R pode ser “empurrada” para o espago:

Defini¢ao 3.2.2. Sejam (X, d) um espac¢o métrico e A C X. Dizemos que A
é conexo por caminhos se, para quaisquer a,b € A, existe f : [0,1] — A
continua (considerando-se [0,1] com a métrica usual) tal que f(0) = a e

F(1) =b.

Proposicao 3.2.3. Sejam (X,d) um espago métrico e A C X. Se A é
conexo por caminhos, entao A € conezo.

Demonstracao. Seja x € A. Por hipdtese, para cada y € A, existe f, :
[0,1] — A continua tal que f,(0) =z e f,(1) = y. Logo, C,, = f,[[0,1]] é
conexo (Proposicao 3.2.1). Com isso, basta notar que A = J,_4 Csy € que
x € C,, para todo y € A e usarmos a Proposicao 3.1.8. [

yeA

Da mesma forma que a conexidade, a conexidade por caminhos também
é preservada por funcoes continuas:

Proposicao 3.2.4. Sejam (X,d) e (Y,d') espagos métricos. Se X é conexo
por caminhos e f : X — Y € uma fun¢do continua, entio f[X] € conexo
por caminhos.

A ideia aqui é: “ima-
gem de conexo é co-
nexa’.
Aqui estamos
usando a métrica na
prova (ao tomarmos
as sequéncias con-
Mas o

resultado vale para

vergentes.

espaco  topologico

em geral).



Este espaco é conhe-
cido como “espago
do pente”. Faca um
desenho dele para
entender o motivo.
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Demonstragao. Sejam z,y € f[X]|. Sejam a,b € X tais que f(a) = z e
f(b) =y. Como X é conexo por caminhos, existe g : [0,1] — X continua
tal que g(0) = a e g(1) = b. Note que fog:[0,1] — f[X] é uma fungao
continua tal que (fog)(0)=xe (fog)(l) =y. O

Exemplo 3.2.5. Este é um exemplo de que conexidade nao implica cone-
xidade por caminhos. Considere em R? com a métrica euclidiana os se-
guintes subespagos A = {(n+r1,y) :n € Ney > 0tU{((2,0) : z > 0} e
B ={(0,y) : y > 0}. Note que A e B sao conexos (na verdade, sdo conexos
por caminhos (exercicio)). Defina S = AU B (note que (0,0) ¢ S). Va-
mos mostrar que S é conexo. Como A e B sao conexos, basta mostrarmos
que A e B nao sdo mutuamente separados (ver Exercicio 3.1.21). Note que
A D B, logo A nao é separado de B. Vamos agora mostrar que S nio é
conexo por caminhos. Considere os pontos (0,1),(1,1) € S. Suponha que
exista f : [0,1] — S continua tal que f(0) = (0,1) e f(1) = (1,1). Seja
a =sup{z € [0,1] : f(z) € B}. Temos dois casos:

f(a) € B: Seja r = d(f(«a),(0,0)). Como f é continua, existe ¢ > 0 tal
que B.(a) C B,(f(a)). Seja B € [0,1] tal que a < < o+ ¢, com
f(B) € AN B,(f(a)). Entao f(B) ¢ da forma (;=7,y) para algum
y>0en € N. Note que A = {(z,y) : x > %H}ﬂBr(f(a)) NAe
B'={(z,y) : * < =5} N B(f(a)) N B séo dois conjuntos nio vazios e
mutuamente separados tais que A’ U B’ = SN B,.(f(a)). Contradigao,
pois S N B.(f(a)) é a imagem de f restrita a B.(«) e, portanto, é

conexo.

f(a) € A: Seja r = d(f(a), B). Note que r > 0. Como f ¢ continua, existe
e > 0 tal que B.(a) C B,(f(«)). Contradigdo com o fato que existe
S € B.(«) tal que f(B) € B.

Alongamentos de 3.2

Alongamento 3.2.6. Seja V um espaco normado e com a métrica induzida
pela norma. Dizemos que A C V é convexo se, para todo a,b € A, {\a +
(1=X)b: A€ |0,1]} € A. Mostre que todo conjunto convexo é conexo por
caminhos. Dé um exemplo em que nao vale a volta.

Alongamento 3.2.7. Considere R"” com a métrica euclidiana:

(a) Mostre que R™ é conexo;
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(b) Mostre que B,(x) é conexo, para qualquer r > 0, x € R™.

Alongamento 3.2.8. Mostre o analogo ao exercicio anterior, mas para um
espago normado qualquer.

Exercicios de 3.2

Exercicio 3.2.9. Mostre que se C é uma familia de conjuntos conexos por
caminhos tal que existe z € (| C, entao | JC é conexo por caminhos.

Exercicio 3.2.10. Mostre que R? \. Q? é conexo por caminhos.

3.3 Algumas aplicacoes

Juntando algumas coisas que fizemos neste capitulo, temos alguns resultados
de Calculo:

Proposicao 3.3.1. Sejam (X, d) um espag¢o métrico conexo e f: X — R
uma fungao continua considerando R com a métrica usual. Entdo a imagem
de f € um intervalo.

Demonstragao. Como f[X] precisa ser conexo, basta aplicarmos a Proposigao
3.1.6. ]

Dai usando que o proprio R é conexo, obtemos:

Corolario 3.3.2 (Teorema do valor intermedidrio). Seja f uma fungdo
continua de R em R (R considerado com a mélrica usual). Entdo, dados
z,y € R tais que f(x) < f(y), para qualquer ¢ € [f(x), f(y)] existe z € R
entre x e y tal que f(z) = c.

Fica facil mostrar agora que R e R? nao sao iguais do ponto de vista
topoldgico:

Proposigao 3.3.3. R nao é homeomorfo a R? (ambos considerados com a
métrica euclidiana).

Demonstracdao. Suponha que exista f : R? — R homeomorfismo. Escolha
r € R? e considere g : R* \ {z} — R~ {f(2)} dada por g(a) = f(a) para
todo a # x. Note que g é um homeomorfismo. Mas isso é uma contradigao
com o fato que R? \ {z} ser conexo e R\ {f(z)} nao. O
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Este resultado é co- Proposigao 3.3.4. Sejam (X,d) e (Y,d') espacos métricos e f: X — Y
nhecido como Lema continua. Suponha X conexo e seja A C Y. Se existem a,b € X tais que
da Fronteira ou da f(a) € A e f(b) € Y N\ A, entao existe x € X tal que f(x) € DA.

Alfandega. . N 5 .
Demonstra¢ao. Suponha que nao. Entao f[X]NJA = (). Considere U =

fIX]NAeV = fIX] VA Entdo f[X] = UUV. Vejamos que U e V
sao mutuamente separados. Suponha que exista u € unv (o outro caso
é analogo). Entdo u € A e u € f[X]\ A. Logo, u € A. Como u € V,
u € F[X], contradigao. Assim, temos que U e V' sdo mutuamente separados.
Como f[X] é conexo, temos que U ou V é vazio. Mas isso é uma contradi¢ao
com o fato que f(a) € U e f(b) € V. ]

Exemplo 3.3.5 (no mundo real, literalmente). Considere a superficie da
Terra T' com a métrica usual. Vamos supor que a funcao ¢t : 7' — R, onde
t(z) é a temperatura no local x, seja continua. Entao existem dois pontos
antipodas! na Terra que possuem a mesma temperatura. De fato, considere
F : T — R dada por F(x) = t(x) — t(y) onde y é o ponto antipoda de x.
Temos que F' é uma funcao continua (a funcdo que leva x no seu antipoda
¢ continua). Seja zp um ponto qualquer em 7" e seja yy seu antipoda. Seja
f:]0,1] — T uma fungao continua tal que f(0) = zo e f(1) = yo. Note
que F(f(0)) = —F(f(1)). Assim, pelo Teorema do valor intermediério 3.3.2,
temos que existe r € [0, 1] tal que F(f(r)) = 0. Isto é, f(r) é um ponto em
que sua temperatura é a mesma que a do seu antipoda.

Exemplo 3.3.6 (Funcgao base 13 de Conway). Considere os seguintes
algarismos numa base 13:

0123456789 + —

Para cada = € R, considere sua expansao na base acima. Defina a seguinte
funcao f: R — R:

a1« -+ Ay, biby -+ by - - se a expansao de x na base acima fixada
termina com 4aqas - - - ay,; b1by - - by - - -
f(x) =< —ajaz---ap,biby---b,--- seaexpansao de x na base acima fixada
termina com —aids - - - ay,; biby - by, - - -
0 caso contrario

Tsto é, simétricos em relacdo ao centro da Terra.
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Onde os a,’s e b,’s sao algarismos entre? 0 e 9. Note que f é sobrejetora.
Mais que isso, dado qualquer intervalo da forma [a, b] com a < b, f[[a,b]] = R.
Note também que f é nao continua em todo ponto x € R. Esta f serve de
contraexemplo para a afirmacao que se uma funcao de R em R leva conexos
em conexos, entao ela é continua.

Alongamentos de 3.3

Alongamento 3.3.7. Mostre que dados X um espago métrico conexo e
f X — R uma fungdo continua, se existem f(z) < f(y) para algum
x,y € X, entdo para todo r €] f(x), f(y)[ existe z € X tal que f(z) =r.

Exercicios de 3.3

Exercicio 3.3.8. Em R, mostre que [0, 1] ndo é homeomorfo a [0, 1[.

Exercicio 3.3.9. Mostre que S' = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1} ndo ¢
homeomorfo a subespago algum de R.

3.4 Exercicios do Capitulo 3

Exercicio 3.4.1. Dizemos que um espago métrico X é totalmente desco-
nexo se os unicos conexos nao vazios de X sao os unitarios.

(a) Mostre que todo espago com a métrica discreta é totalmente desconexo;
(b) Mostre que Q é totalmente desconexo

Exercicio 3.4.2. Seja f : R — Q uma funcao. Mostre que f é continua
se, e somente se, f é constante. Consegue dar uma generalizacao?

Exercicio 3.4.3. Se A é conexo, mostre que A é conexo. Mostre que nao
vale a reciproca.

2a0 formalizar-se tal exemplo, deve-se tomar cuidado com as expansdes decimais que

Mas isso pode ser feito facilmente.
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Capitulo 4

Meétricas completas

4.1 Sequéncias de Cauchy

Um conceito muito importante para espagos métricos é o de sequéncia de Essa é uma ideia
Cauchy: bem particular de

. - ) Lo . espacos  métricos,
Definigao 4.1.1. Sejam (X, d) um espago métrico e (z,),eny Uma sequéncia

de pontos de X. Dizemos que (z,),eny ¢ uma sequéncia de Cauchy se,
para todo € € R, existe ng € N tal que, se n,m > ng, entdo d(x,, z,) < .

nao se traduzindo
(pelo  menos nao
diretamente)  para

Proposicao 4.1.2. Seja (X,d) um espagco métrico. Entdo toda sequéncia ©P3S°S topoldgicos

convergente em X é de Cauchy. quaisquer.
Demonstracao. Sejam (z,)neny € x € X tais que lim, ,,x, = z. Seja
e > 0. Como (z,)neny converge para z, existe ng tal que para todo n > nq,
d(x,z,) < 5. Sejam n,m > ng. Temos
d(xp, xm) < d(x,,x)+ d(Tm, )
< 545
= ¢
]

Exemplo 4.1.3. Considere R\ {0} com a métrica usual. Entao a sequéncia
(n)nen onde cada z,, = #1 é uma sequéncia de Cauchy que nao é conver-
gente.

A préxima proposicao é imediata:

45
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Proposicao 4.1.4. Seja (X,d) um espa¢o métrico e Y C X um subespago.
Se (n)nen € uma sequéncia de pontos de Y, entdo (xp)nen € uma sequéncia
de Cauchy em X se, e somente se, ¢ uma sequéncia de Cauchy em Y .

Demonstrag¢ao. Suponha (z,,),eny de Cauchy em X (em YY), entdo para todo
e > 0, existe ng tal que, se n,m > ng, entdo d(z,,xy) < €. Logo, (2, )nen é
de Cauchy em Y (em X). O

Passando a um subespaco, podemos perder a convergéncia de uma sequéncia
(deixando o limite de fora) mas nao o fato dela ser de Cauchy:

Coroléario 4.1.5. Sejam (X, d) um espago métrico e (T,)neny uma sequéncia
convergente. Se'Y é um subespago de X tal que todo x, € Y, entao (z,)nen
¢ uma sequéncia de Cauchy em Y.

Exemplo 4.1.6. Considere Q com a métrica usual. Como Q = R, para
qualquer z € R \ Q, existe (z,)nen sequéncia de nimeros racionais tal que
x, — . Note que (z,),en é uma sequéncia de Cauchy em Q, mas que nao
é convergente em Q.

Proposicao 4.1.7. Sejam (X, d) espago métrico e (x,)nen uwma sequéncia de
Cauchy. Se (xp, )ken € uma subsequéncia de (T,)nen, entao (xn, )ren também
¢ uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Seja € > 0. Como (z,)neny é de Cauchy, existe ng tal que,
para todo m,n > ng, d(x,,,x,) < . Seja kg tal que ny, > ng. Note que, se
p,q > ko, entao d(z,,, T,,) < €. m

Proposicao 4.1.8. Seja (X, d) um espago métrico e (T,)neny uma sequéncia
de Cauchy. Entao {z, :n € N} € um conjunto limitado.

Demonstracao. Seja ¢ > 0. Entao existe ng tal que se m,n > ng, entao
d(xm,x,) < €. Note que, assim, o conjunto {z, : n > ng} estd contido na
bola B.(zp,4+1). Logo, é limitado. Note que {z, : n € N} = {z, : n <
no} U{x, : n > ne}. Como {z, : n < ng} é finito, temos que é ele é limitado.
Assim, {z,, : n € N} é limitado pois é uniao de dois limitados. O

Se temos uma sequéncia de Cauchy, basta que uma subsequéncia sua seja
convergente para que a sequéncia toda também seja:

Proposicao 4.1.9. Sejam (X, d) espago métrico e (x,)nen uma sequéncia
de Cauchy. Se existe (z,, )ren subsequéncia de (z,)nen que converge para
r € X, entao (T,)nen converge para x.
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Demonstracao. Seja € > 0. Como (x,)neny é de Cauchy, existe ny tal que,
para todo m,n > ni, d(x,, v,,) < 5. Como (2, )ren é convergente, existe kg
tal que, se k > kg, entao d(z,,,r) < 5. Sejam ng > ni, ng, e ng > ng. Dado
n > ng, temos:

d(x,, x) d(zp, xp,) + d(xy,, )
£ <
2 7 2
5

I IAIA

[

Veja no Alongamento 4.1.11 que a hipdtese de ser de Cauchy é essencial.

Alongamentos de 4.1

Alongamento 4.1.10. Dé um exemplo de uma sequéncia limitada que nao
seja de Cauchy.

Alongamento 4.1.11. Mostre que a hipétese de (x,,),en ser de Cauchy na

Proposicao 4.1.9 é essencial.

Exercicios de 4.1

Exercicio 4.1.12. Seja (X, d) um espago métrico e sejam (2, )nen € (Yn)nen
duas sequéncias tais que d(z,,y,) < #1 para todo n € N. Mostre que:

(a) (zn)nen € de Cauchy se, e somente se, (y,)nen ¢ de Cauchy;
(b) lim,, ., =, = x se, e somente se, lim,, ., y, = =, para algum x € X.

Exercicio 4.1.13. Mostre que se f : X — Y ¢é uniformemente continua e
(1 )nen é uma sequéncia de Cauchy em X, entao (f(z,))nen € uma sequéncia
de Cauchy em Y. Dé um contraexemplo mostrando que se supormos f
continua, o resultado nao vale.

Exercicio 4.1.14. Considere os reais com a métrica usual. Neste exercicio,
vamos supor que todo subconjunto limitado de reais admite supremo®

(a) Mostre que toda sequéncia crescente de Cauchy é convergente.

! Alguns lugares colocam na definicio dos reais a completude via sequéncias de Cauchy,
mas dai esse exercicio ficaria sem graga.



Atencao,  estamos
pedindo que o limite
exista em X, nao
necessariamente em
A - veja o Exercicio
4.2.15

48 CAPITULO 4. METRICAS COMPLETAS

(b) Note que toda sequéncia decrescente de Cauchy é convergente.

(c) Note que toda sequéncia admite uma subsequéncia crescente ou uma
decrescente.

(d) Conclua que toda sequéncia de Cauchy é convergente.

4.2 Completude

Um lugar bom de se morar é um lugar em que os conceitos de ser de Cauchy
e de ser completo sao equivalentes:

Definigao 4.2.1. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que (X, d) é um
espago métrico completo se toda sequéncia de Cauchy em X converge
para um ponto de X.

Exemplo 4.2.2. R com a métrica usual é um espago métrico completo (veja
o Exercicio 4.1.14).

Proposigao 4.2.3. Seja (X, d) um espago métrico completo. Entao um sub-
sespaco A C X € completo se, e somente se, A € fechado em X.

Demonstragao. Suponha que (A, d) é completo. Seja (a,)nen uma sequéncia
de pontos de A que converge para z € X. Como (a,),eny é convergente,
(an)nen € de Cauchy. Logo, como A é completo, o limite de (a,),en pertence
a A. Logo, r € A. Portanto, pela Proposicao 2.3.7, temos que A é fechado.

Agora suponha que A é fechado. Seja (z,),eny uma sequéncia de Cauchy
de pontos de A. Note que tal sequéncia tem um limite em X, ja que X é
completo. Tal limite pertence a A pela Proposicao 2.3.7 e, portanto, A é
completo. O

O seguinte resultado vai ser 1til mais tarde - mas ja o apresentamos aqui
ja que a sua solucao trabalha bem com os conceitos desta secao:

Proposicao 4.2.4. Sejam (X, d) um espaco métrico e A C X tal que A = X.
Se toda sequéncia de Cauchy de A tem limite em X, entao X € completo.

Demonstracao. Seja (,)nen uma sequéncia de Cauchy em X. Para cada x,,
seja (af)nen sequéncia de pontos de A tal que lim,, ., a? = z,, (tal sequéncia
existe pela Proposicao 2.3.8). Para cada p € N, seja b, um ponto de (a?),en
tal que d(zp,b,) < zﬁ' Vamos mostrar que (b,),eny € uma sequéncia de
Cauchy. Seja € > 0. Seja ng tal que
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1 €.
® ol S 3

e dados m,n > ng, d(zm,r,) < 5;

Temos, dados m,n > ng:

d(bm, bn) d(bm, a:m) + d(l’m, bn)
d(bp, T) + d(xp, ) + d(x,, by)

€

ANIVANVAN

Assim, (b,)neny € uma sequéncia de Cauchy de pontos de A. Logo, existe
r € X tal que z = lim,,__,. b,. Vamos mostrar que z = lim,,__., z,. Seja
e > 0. Seja ng tal que, se n > ng, d(bp,z) < 5 e que n01+1 < 5. Temos, dado
n > ng:

d(zp, ) d(lxn, by) + d(by, x)

7+

VANRVANRVAN
™3
[ [ORS]

O

Proposicao 4.2.5. Sejam (Xi,d1) e (Xa,da) espagos métricos, sendo X
limitado. Se Xy é completo, entao F(Xi,X2) € completo (com a métrica
usual).

Demonstracao. Seja ( f,,)nen uma sequéncia de Cauchy em F (X1, X5). Entao,
dado € > 0, existe ng tal que, se m,n > ng, entao
€

d(fm, fu) = sup{de(fu(@), fulx)) 1 2 € Xa} < 7

Note que para cada x € Xy, do(fin(x), fu(2)) < d(fm, fn). Logo, para cada
xr € X1, (fn(x))nen é uma sequéncia de Cauchy em X,. Como X, é completo,
para cada x € Xj, existe f(x) € X; tal que f,(x) — f(x). Note que f €
F (X1, X2). Vamos mostrar que f, — f. Dado o ¢ fixado acima, note que,
para cada x € X, existe n, tal que, para todo m > n,, da(f(z), fm(x)) < §.
Logo, para qualquer x € X, temos

do(f (), fu(2)) < do(f (2), fru(2)) + da(fin(2), fu(2)) <

se n > ng e m > ng,n,. Assim, para n > ng temos

A(f, f) = sup{da(f(x), ful@)) 17 € X1} < 5 <.

Ou seja, f, — f.

DO ™

]

sé usa
hipdtese da  li-
mitacao de de Xy

A gente

para poder definir
a métrica. Mas isso
poderia ser con-
tornado de outras

maneiras.

Note que n nao de-
pende de .

Note que a primeira
desigualdade nao é
estrita por haver um
sup envolvido.
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Proposicao 4.2.6. Sejam (Xi,d;) e (Xa,d2) espagos métricos, sendo Xo
limitado. Se Xy € completo, entao C(X;,X3) € completo (com a métrica
usual).

Demonstragao. Pelas proposigoes 4.2.5 e 4.2.3, basta mostrarmos que C( X1, X»)
é fechado em F(X1, Xs). Seja f € F(Xi, X2) ndo continua. Entao existe
x € X7 e e > 0 tais que, para qualquer § > 0, existe y € X; tal que

di(z,y) <0 edy(f(x), f(y)) =&

Vamos mostrar que B:(f) NC(X1,Xz) = 0. Seja g € B:(f) N C(Xy, Xa).
Entao sup{da(f(x),g(x)) : ¥ € X1} < 5. Pela continuidade de g, seja § > 0

tal que, para todo y € Xi tal que di(z,y) < 0, da(g(x),9(y)) < 5. Seja
y € Xj tal que dy(z,y) < d e da(f(x), f(y)) > €. Temos

do(f(x), f(y)) < da(f(2), 9(x)) + da(g(2), f(y))
< do(f(2), 9(2)) + da(9(x), 9(y)) + da(9(y), f(y))
< $+5+5
Contradicao com o fato que do(f(z), f(y)) > €. O

Definicao 4.2.7. Sejam (X,d) um espago métrico e A C X nao vazio.
Chamamos de diametro de A e denotamos por diam(A) o sup{d(a,b) :
a,be A}

Essa é a versao para Proposigao 4.2.8. Seja (X, d) espago métrico. Entio (X,d) é completo se,
espagos métricos do e somente se, para toda familia (F,)nen tal que
teorema dos interva-

los encaixantes em (@ cada F, C X € fechado e nao vazio;

R. (b) diam(F,) — 0;
(¢c) F, C F,, sen>m.
temos que que (,cn Fn # 0.

Demonstragao. Suponha (X, d) completo. Seja (F),)neny como acima. Para
cada n € N, seja z,, € F,,. Vamos mostrar que (x,)n,en é de Cauchy. Seja
e > 0. Entao existe ng tal que diam(F,) < € se n > ng. Assim, dados
m,n > ng temos d(Zy,, ,) < dim(Fy) < €, onde k = min{m, n} e, portanto,
T, Ty, € Fi. Assim, como (X, d) é completo, existe z € X tal que z,, — x.
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Vamos mostrar que z € (), .y Fn. Seja n € N. Note que (2;)p>, ¢ uma
subsequéncia de (zx)ren €, portanto, (xy)gs, converge para x. Como {xy :
k> n} C F, e F, é fechado, temos que x € F,,. Logo, € (,,cy Fn-

Agora suponha que para todo (F},)nen como acima, [,y Fn # 0. Vamos
mostrar que (X, d) é completo. Seja (x,,)nen sequéncia de Cauchy. Para cada
n € N, considere F,, = {z} : kK > n}. Vamos mostrar que diam(F,) — 0.
Seja e > 0. Entao existe ng tal que, para todo p, ¢ > ng, d(z,, z4) < 5. Logo,
se n > ng, {Tx : k > n} C Be(z,y1) e, portanto, {xg : k> n} C Belw,q].
Assim, diam(F,) < § < e. Assim, existe z € (), oy F». Vamos mostrar que
x, — x. Seja € > 0. Seja ng tal que diam(F,,) < . Entdo, como z, € F),,
sen >mngex € F,, temos que z, € B.(z). O

Alongamentos de 4.2

Alongamento 4.2.9. Mostre que qualquer X nao vazio com a métrica dis-
creta é completo.

Alongamento 4.2.10. Mostre que os espacos Q e R\ Q sao nao completos
com as métricas usuais.

Exercicios de 4.2

Exercicio 4.2.11. Mostre que se X e Y sao subespacos completos de um
mesmo espa¢o métrico Z (nado necessariamente completo), entdo X NY é
completo.

Exercicio 4.2.12. Considere ({5 : n € N}, d) onde d ¢ a métrica induzida
pela usual de R.

(a) Mostre que ({=5 : n € N}, d) ndo é completo;

1
ntl
:n € N}, d') seja completo.

(b) Dé um exemplo de uma métrica d’ sobre {—= : n € N} que seja equiva-

lente a d mas tal que ({n+r1

Exercicio 4.2.13. Seja (X, d) espago métrico. Considere d’ dada por d'(z,y) =

d(z,y) se d(z,y) < 1 e d(zx,y) = 1 caso contrario. Mostre que d e d’' séo
equivalentes e que (X, d) é completo se, e somente se, (X, d’) é completo.

Exercicio 4.2.14. Mostre que o conjunto L(R,R) = {f : R — R|f é
linear} é completo em C(R,R) (considere em R a métrica como no Exercicio
4.2.13 para que C(R,R) esteja bem definido).



A ideia é expandir o
espaco, mas nao exa-
gerar.
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Exercicio 4.2.15. Mostre que se na Proposicao 4.2.4, pedirmos que os limi-
tes existam em A, ela continua sendo verdade, mas fica bem sem graca.

4.3 Completamento de espacos

Nesta secao vamos estudar como encontrar um espago completo que contenha
um espago métrico dado.

Defini¢ao 4.3.1. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que (Y, d’) é um
completamento de (X,d) se (X,d) é um subsespaco de (Y,d'), (V,d') é
completoe X =Y.

Proposicao 4.3.2. Seja (X,d) um espago métrico. Sejam (Y,d') e (Z,d")
dois completamentos de (X,d). Entao (Y,d') e (Z,d") sao isométricos.

Demonstracao. Para cada y € Y, existe (2¥),en sequéncia em X tal que
lim, . 7% =y (pois X =Y e pela Proposicao 2.3.8). Defina f:Y — Z
por, para cada y € Y, f(y) = lim, ., 2%. Note que a fungao estd bem
definida ja que (2¥),en é uma sequéncia de Cauchy em (Z,d”) e, portanto,
tem limite. Vamos mostrar que f é uma isometria.

injetora: Sejam a,b € Y distintos. Como a # b, existem ng e r > 0 tais
que d'(z¢,2%) > r para todo n > ng (Exercicio 2.3.16). Note que, para
todon € N, d'(z%,2%) = d(z%,2%) = d" (2%, 2%) j4 que cada 2%, 2% € X.
Logo, lim,, o 2% # lim,, . 2? e, portanto, f(a) # f(b).

sobrejetora: Seja z € Z. Pela Proposi¢ao 2.3.8, existe (z,)nen sequéncia
de pontos de X tal que lim,, .z, = 2. Seja y € Y tal que y =
lim, o 2, em (Y,d'). Vamos mostrar que f(y) = z. Para isso, basta
mostrarmos que lim,, o z¥ = lim,_,, x, em (Z,d"). Note que, em
(Y, d'), a sequéncia (a,)neny dada por ag, = z, € ag,11 = x¥ para cada
n € N é uma sequéncia convergente para y (Alongamento 2.3.11). Logo,
é uma sequéncia de Cauchy em (X, d). Portanto, é uma sequéncia de
Cauchy em (Z,d") e, portanto, convergente. Como (asy, )nen ¢ uma sub-
sequéncia sua convergindo para z, (a2,+1)nen também é uma sequéncia
convergente para z.
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isometria: Sejam a,b € Y. Temos:

d"(f(a), f(b))

d"(lim,, 00 22, lim, o 22)
lim,, o d” (22, 22)
lim,, o0 d' (22, 2%)

n»r'n

—
*
~

—
*
~

(13 ; b
d'(lim, 00 2%, lim,, 00 22

= d'(a,b)
onde (x) vale pelo Exercicio 2.5.6.
UJ

Definicao 4.3.3. Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que d : X x X — Para ser métrica s6
R é uma pseudométrica se, dados x,y, 2z € X, temos: falta que d(z,y) > 0

se x #£ y.
(a) d(z,z) =0;

(b) d(z,y) = d(y, v);
(c) d(z,y) > 0;
(d) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).

Lema 4.3.4. Seja X um conjunto ndao vazio e d uma pseudométrica sobre
X. Entao, dados x,y,z € X, se d(x,y) =0, entao d(z,z) = d(y, z).

Demonstragao. Temos que d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) = d(y,z). Por outro
lado, temos que d(y, z) < d(y,z)+d(x, z) = d(z, z). Assim, d(z, z) = d(y, z).
[

Exercicio 4.3.5. Seja X um conjunto nao vazio e d uma pseudométrica
sobre X. Entao a relacdo ~ sobre X dada por x ~ y se d(z,y) = 0 é uma
relacao de equivaléncia.

Proposigao 4.3.6. Seja X um conjunto ndao vazio e d uma pseudométrica
sobre X. Entao (X/ ~,d) onde d([x],[y]) = d'(z,y) e ~ é a relagao de
equivaléncia definida no Ezercicio 4.3.5 € um espaco métrico. Neste caso,
chamamos d de métrica induzida pela pseudométrica d'.
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Demonstracdao. Primeiramente, vamos mostrar que d esta bem definida. Isto
é, que se x ~ y e z ~ w, entdo d([z],[z]) = d([y], [w]). Temos

d([], [2]) )
)

S8

l(x’
'
/y w

(o], [w])

I\

4.3.4

QU

<
N

4

3.
34

Il
SRV

Sejam z,y,z € X. Temos que
(a) se x ¢y, entdo d([z], [y]) = d'(x,y) > 0;
(b) d([z], [x]) = d'(x, z) = 0;
(c) d([z], [y]) = d'(z,y) = d'(y,x) = d([y], [x]);
(d) d([z], [y]) = d'(z,y) < d'(z,2) + d'(y,w) = d([z], [2]) + d([y], [2])-
0

Definigao 4.3.7. Seja (X, d) um espago métrico. Seja S(X) = {(zp)nen :
tal que (z,)neny é uma sequéncia de Cauchy de pontos de X }.

Proposicao 4.3.8. Seja (X,d) um espago métrico. Entao a func¢ao d' :

S<X) XS<X) dada por d/((xn)neNu (yn)n€N> = hmnﬂoo d<xn7 yn)7 para (xn)nGNa (yn)nGN €
S(X) € uma pseudométrica sobre S(X).

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que d’ estd bem definida, isto
é, que dados (Zn)nen, (Yn)nen € S(X), d'((n)nen, (Yn)nen) ¢ um valor real.
Para isso, basta mostrarmos que (d(x,, ¥n))nen ¢ uma sequéncia de Cauchy
em R. Seja ¢ > 0. Seja ny tal que, para todos n,m > nq,

d(xp, Tp) <

DO ™

Seja ng tal que, para todos n, m > ng,

A(Yn, Ym) <

DN ™
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Defina ny = max{ni,n2}. Se n,m > ng, temos (supondo d(z,,y,) >
(T, Ym), © caso d(rn, Yn) < d(wm, ypm) é andlogo):

|d(Zn, Yn) — (T, Y| (T, Yn) — (T, Ym)
(xm xm) + d<mm7 yn) - d(xm, ym)
Exm Tm) + A(@m, Ym) + Y, Yn) — A @i, Yom)

Ty T) + A Y, Yn)

AN VAR VAR
S N

Agora s6 resta mostrar as condigoes para d ser uma pseudométrica. Sejam
(l’n)neNa (yn)nGNa (zn)nGN S S(X):

() d'((2n)nen, (Zn)nen) = lim, oo d(2p, 2,) = 0

(b) Eil«)mn)n)ENv (Yn)nen) = limy 00 d(2n, Yn) = im0 d(Yn, Tn) = &' ((Yn)nen,

(c) d

(z
(d) d'((zn)nen, (Yn)nen) = iy o0 d(@n, yn) < iy o0 (d(2n, 20)+d (20, Yn))
= d'((Zn)nen, (Zn)nen) + d'((2n)nens (Yn)nen)-

n)nENa (yn)nEN) = hmn—>oo d(xm yn) > 0;

]

Proposicao 4.3.9. Considere (X,d) um espago métrico e (S(X)/ ~,d)
onde d' € a métrica induzida pela pseudométrica definida na Proposicao 4.3.8.
Entao (X,d) e (Y,d') sdo isométricos, onde Y = {[(xp)nen| : cada x, = z,
x € X}. Além disso, Y = S(X)/ ~.

Demonstracao. Seja f : X — Y dada por f(z) = [(x,)nen] onde cada
xz, = z. Note que f é uma isometria (exercicio). Vamos mostrar que
Y = S(X)/ ~. Seja (,)nen € S(X). Seja ¢ > 0. Vamos mostrar que
B:([(xn)nen]) NY # (. Como (z,)nen é de Cauchy, existe ng tal que, para
todo m,n > ng, d(z,,r,) < 5. Entdo a sequéncia (yx)ren onde todo y = xy,
¢ tal que d'((zn)nen, (Un)nen) < € jad que d(2p, Ym) = d(Tm, Tn,) < §5 para
todo m > ng. O]

Proposigao 4.3.10. Dado (X,d) um espago métrico, (S(X)/ ~,d) é um
espaco métrico completo onde d € a métrica induzida pela pseudométrica
definida na Proposicao 4.3.8.
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Demonstragao. Primeiramente, vamos mostrar que se ([S,])nen ¢ uma sequéncia
de Cauchy em S(X)/ ~ onde cada s, é uma sequéncia constantemente igual

a um elemento z,, € X, entao ([s,])nen ¢ uma sequéncia convergente. De fato,
considere a sequéncia (z,)nen. Tal sequéncia é de Cauchy em X (exercicio).
Vamos mostrar que lim,, ., [$,] = [(zx)ren]. Sejae > 0. Como ([s,])nen € de
Cauchy, existe ng tal que, se m,n > ng, d'([s,], [sn]) < 5. Isto é, d(zm, z,) <
5. Assim, se k > ng, d'([(7n)nen], [Sk]) = limy 00 d(zp, 71) < § < €.

Como, na notacao da Proposigao 4.3.9, Y = S(X)/ ~, concluimos que
S(X)/ ~ é completo pela Proposicao 4.2.4. O

Alongamentos de 4.3

Alongamento 4.3.11. Mostre que se X ¢é completo entao X ¢ isométrico
ao seu completamento.

Alongamento 4.3.12. Determine um completamento para os seguintes espacos
(com suas respectivas métricas usuais):

( 1[;

(b) [0, 1];

(c) Q;

(d) {(z,y) e R? 2 # 1},

a) [0,

Exercicios de 4.3

Exercicio 4.3.13. Seja (X, d) espago métrico. Sejam A, B C X tais que A=
B = X. Sejam A*, B* e X* os completamentos de A, B e X respectivamente.
Mostre que eles sao todos isométricos.

4.4 Exercicios do Capitulo 4

Exercicio 4.4.1. Sejam (Xi,d;) e (X3,dy) espagos métricos e (Z,)nen €
(Yn)nen sequéncias em X; e Xy respectivamente. Mostre que ((z,,, Yn))nen €
uma sequéncia de Cauchy em (X7 X Xo,d) (onde d é a métrica produto) se,
e somente se, (T, )nen € (Yn)nen S0 sequéncias de Cauchy.
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Exercicio 4.4.2. Mostre que o produto de dois espagos completos é com-
pleto.

Exercicio 4.4.3. Dé um exemplo de dois espagos métricos X e Y nao ho-
meomorfos mas que o completamento de X e o completamento de Y sao
homeomorfos.

Exercicio 4.4.4. Mostre que um espaco métrico X é completo se, e somente
se, para todo espaco métrico Y tal que X é subespaco de Y, X é fechado em
Y.

Exercicio 4.4.5. Seja (x,),en uma sequéncia de Cauchy. Mostre que se = é
ponto de acumulagao de {z, : n € N}, entao x,, — x. Dé um contraexemplo
para mostrar que a hipdtese de que (x,,),en € de Cauchy é necessaria.
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Capitulo 5

Compactos

5.1 Definicao e exemplos

Definigao 5.1.1. Seja (X, d) espago métrico. Dizemos que uma familia de
subconjuntos C ¢ uma cobertura para X se | Jo..C = X. Dizemos que ¢é
uma cobertura aberta se cada elemento de C é aberto. Dizemos que C' C C
é uma subcobertura de C se C' é também uma cobertura.

Defini¢ao 5.1.2. Dizemos que um espag¢o métrico (X,d) é compacto se
toda cobertura aberta para X admite subcobertura finita.

Exemplo 5.1.3. O conjunto [0, 1] é um compacto de R com métrica usual.
De fato, seja C uma cobertura aberta para [0, 1]. Considere

S ={x€0,1] : existe C' C C finito tal que [0, x] U C}
cec’

Note que 0 € S (que, portanto, é nao vazio) e que S C [0, 1]. Logo, existe
a =supS.

Note que a > 0, ja que o proprio C' € C que atesta o fato que 0 € S,
atesta que [0,e[C S para algum £ > 0. Vamos mostrar que o = 1. Suponha
que nao. Seja C, € C tal que a € C. Seja € > 0 tal que Ja — e, a + ¢[C C,.
Seja © €|la — e,af. Note que, como = € S, existe C' C C finito tal que
Ucee € 2 [0, 2]. Logo,

0, +¢] C UC’

cec*

29
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onde C* = C" U {C,} que finito e, portanto, a + § € S, contradicao com
a definicao de a. De maneira anédloga, podemos provar que 1 € S de onde
segue o resultado (veja o Exercicio 5.1.11).

Proposigao 5.1.4. Seja (X, d) espago métrico. Se A C X € compacto, entao
A € limitado.

Demonstra¢ao. Suponha que nao. Seja a € A. Entao {B,(a)NA:n € Nyg}
é uma cobertura aberta para A sem subcobertura finita. O

Exemplo 5.1.5. Todo espago métrico finito é compacto.

O proximo resultado é bastante util na hora de mostrar que determinados
espagos sao compactos: basta encontrar um espago maior em que o original
seja compacto.

Proposicao 5.1.6. Seja (X, d) espago métrico compacto. Se’Y C X € fe-
chado, entao Y ¢ compacto.

Demonstracao. Seja C cobertura aberta para Y. Para cada C' € C, seja C*
aberto de X tal que C' = C*NY. Note que C* = {C*: C e C}U{X \Y}
é uma cobertura para X. Logo, existe A subcobertura finita. Note que
C'={C eC:C* € A} é uma subcobertura finita para Y. O

Proposicao 5.1.7. Seja (X, d) espagco métrico. SeY C X é compacto, entdo
Y ¢ fechado.

Demonstracao. Seja x € X \Y. Vamos mostrar que existe V' aberto tal que
r€VeVNY =0 (e portanto, z ¢ Y e, portanto, Y é fechado). Para cada
y € Y, existem A, e B, abertos disjuntos tais que z € A, e y € B,. Note
que {B, NY :y € Y} é uma cobertura para Y. Logo, existem yy,...,y, € Y
tais que J;_, By,. Vamos mostrar que V = (), A,, é o aberto desejado.
Claramente, x € V. Agora seja y € Y. Seja i tal que y € B,,. Como
B, NA, =0, temos que y ¢ V. O

Proposigao 5.1.8. Sejam (X, d) e (Y,d') espagos métricos. Se X é compacto
e f: X — Y continua, entio f[X] é compacto.

Demonstragao. Seja C cobertura aberta para f[X]. Para cada y € f[Y], seja
C, € C tal que y € C,. Note que, pela continuidade de f, f~![C,] é aberto
em X. Logo, {f7[C,] : y € f[Y]} é uma cobertura aberta para X. Como X
é compacto, existem yi, ..., y, € f[X] tais que X C J;_, f~1[C,,] e, portanto,

{C,, :1=1,...,n} é subcobertura para f[X]. O
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Proposicao 5.1.9. Considere R com a métrica usual. Dado A C X, temos
que A € compacto se, e somente se, A € fechado e limitado.

Demonstracao. Suponha A compacto. Note que A é limitado pela Proposicao
5.1.4 e fechado pela Proposicao 5.1.7.

Agora suponha A fechado e limitado. Note que existe n € N tal que
A C [-n,n]. Como [0, 1] é compacto (Exemplo 5.1.3), pela Proposi¢ao 5.1.8,
temos que [—n,n] é compacto Logo, como A é fechado, temos que A é com-
pacto pela Proposicao 5.1.6. O

O resultado anterior nao vale em geral. Por exemplo, N nao é compacto,
apesar de, na métrica discreta, ele ser fechado e limitado. Podemos mesmo
trocar a métrica usual de R por uma equivalente e limitada. Dai os compactos
permanecem os mesmos (exercicio) mas todos os fechados passam as ser
limitados (em particular, o préprio R).

Alongamentos de 5.1

Alongamento 5.1.10. Seja X um espago com a métrica discreta. Mostre
que X é compacto se, e somente se, X é finito.

Exercicios de 5.1

Exercicio 5.1.11. Mostre que 1 € S no Exemplo 5.1.3.

Exercicio 5.1.12. Sejam X espago métrico e A, B C X compactos. Mostre
que AU B é compacto.

Exercicio 5.1.13. Seja K familia de compactos em (X, d) espago métrico.
Mostre que (i /£ é compacto.

Exercicio 5.1.14.

Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que uma familia F de subconjunto
de X é uma familia centrada se, para todo Fi,...,F, € F, temos que
Fin---F, # 0. Mostre que sao equivalentes:

(a) X é compacto;

(b) Para toda familia F centrada de fechados de X, temos que (| F # (.

Se preferir, prove
que [-n,n] da
mesma forma que
provamos que [0, 1]
é compacto.
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5.2 Algumas equivaléncias

Nesta secao vamos apresentar algumas equivaléncias a propriedade de com-
pacidade.

Proposicao 5.2.1. Seja (X, d) um espago métrico compacto. Entao todo
subconjunto infinito de X admite um ponto de acumulacdo.

Demonstracao. Seja B C X infinito. Suponha que B nao admite ponto de

acumulagao. Entao, para cada a € X, existe C, aberto tal que a € C, e
C,NB tem um ponto |C, N B| < 1. Note que (C,)sex é uma cobertura aberta sem subcobertura
se o préprio a € B infinita por B é infinito (e hd, no maximo, um ponto de B para cada C,). [
ou entao € vazio.

Proposicao 5.2.2. Seja (X, d) espago métrico. Suponha que todo conjunto
infinito de X admite ponto de acumulacdo. Entao toda sequéncia de pontos
de X admite subsequéncia convergente.

Demonstracdo. Primeiramente, note que se existirem infinitos n’s tais que
T, sejam iguais a um mesmo x, temos que (z,),eny admite uma subsequéncia
constante e, portanto, convergente. Assim, podemos supor S = {z,, : n € N}
um conjunto infinito. Seja x € X tal que x seja ponto de acumulacao de S.
Defina por inducao n, de forma que ng = 0 e ng,q é tal que

Tp,,, € B%H(x)

com ng41 > ng. Note que z,, — x. ]

O préximo resultado serd auxiliar num resultado posterior, mas ele também
é a chave para mostrar um resultado bastante importante conhecido como a
existéncia do niumero de Lebesgue de uma cobertura - veja o Exercicio 5.2.16.

Proposigao 5.2.3. Seja (X, d) espago métrico. Suponha que toda sequéncia
de pontos de X admite subsequéncia convergente. Entao dada C cobertura
aberta para X, existe r > 0 tal que, para todo x € X, existe C' € C tal que
B,(z) C C.

Demonstracao. Seja C cobertura e suponha que nao vale o enunciado. Entao
para cada n € Ny, existe x, € X tal que Bi(z) ¢ C para todo C € C. Va-
mos mostrar que (x,)neny nao admite subsequnéncia convergente, contrariando
nossa hipétese. Suponha que z,, — x para algum z. Seja C' € C tal que
z € C. Sejan € N tal que B%(x) C C (existe pois C' é aberto). Seja ny tal
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que z,, € Bi(z) com t < % (existe pela convergéncia). Seja y € B (x,,).
n nk

Temos
(l’7 xnk) + d(l‘nk» y)

d(z,y) < d
< L4 1
5

Nk

<

n

Ou seja, y € B2 () C C para todo y € B (z,,) contrariando a escolha de
"Lk

N
Ty, - [

Proposicao 5.2.4. Seja (X, d) métrico tal que toda sequéncia admite sub-
sequéncia convergente. Entao X € compacto.

Demonstracdo. Suponha que nao. Seja C sem subcobertura finita. Sejar > 0
dado pelo resultado anterior. Seja xo € X. Para cada n > 0, seja

Ty € X N (Bp(o) U+ U Bp(-1))

Note que sempre podemos tomar tal x,, pois, para cada ¢ = 0, ...,n—1, existe
C; € C tal que B,(z;) C C; e i, Ci # X por ser um subconjunto finito de
C. Note que (z,,)nen ndo admite subsequéncia convergente pois d(x,,, ) > 7
para todo m # n e, portanto, (z,)neny na0 tem subsequéncias de Cauchy. [

Juntando os resultados anteriores, temos:
Corolario 5.2.5. Seja (X, d) espago métrico. Sdo equivalentes:
(a) (X,d) é compacto;
(b) Todo subconjunto infinito de X admite ponto de acumulagdo em X ;

(¢) Toda sequéncia de pontos de X admite subsequéncia convergente.
Corolario 5.2.6. Todo espagco métrico compacto é completo.

Demonstracao. Seja (z,)nen sequéncia de Cauchy. Entao existe subsequéncia
Zn, — x, onde x € X. Note que, portanto, x,, — x. O

Para tentar dar uma caracterizacao para compactos como a feita em R,
podemos dar a seguinte defini¢ao:

Definigao 5.2.7. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que A C X é
totalmente limitado se, para todo ¢ > 0, existe F' C A finito tal que

|JB(x)> A

zeF
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Lema 5.2.8. Seja (X, d) espago métrico totalmente limitado. Se Y C X,
entao Y € totalmente limitado.

Demonstracao. Seja € > 0. Como X é totalmente limitado, existe F' C X
finito tal que X = (J,cp Bz(2). Para cada x € F, se Bz (x) NY # (), defina
Y- € Bg(x) NY. Considere F' o conjunto de tais y,’s. Note que F' CY ¢
finito. Vamos mostrar que Y C U, Be(y). Seja a € Y. Como Y C X,
existe x € I tal que a € Be(x) NY. Assim, existe y, € Bs(z)NY. Note que
a € B(y,). O

Proposicao 5.2.9. Seja (X, d) espaco métrico. Entao (X,d) é compacto se,
e somente se, (X,d) é completo e totalmente limitado.

Demonstragao. Suponha (X, d) compacto. J& temos que (X, d) é completo.
O totalmente limitado segue diretamente do fato que cada B.(x) ¢ um aberto.

Agora suponha (X, d) completo e totalmente limitado. Seja (z,,)neny uma
sequéncia de pontos de X. Vamos mostrar que (z,),eny admite subsequéncia
convergente. Se {z, : n € N} ¢é finito, existe (z,, )ren Subsequéncia conver-
gente. Vamos supor entao que {x,, : n € N} é infinito. Como X é totalmente
limitado, {z, : n € N} também é. Considere g = 1 ¢ Fy C {2, : n € N}
finito tal que {x, : n € N} C J,cp, B (7). Note que, para algum z,, € Fp,

Ayg = Be,(xo) N{x, : n € N}

¢ infinito. Continuamos este processo fazendo, para cada k£ + 1, tomando
Ep1 = ﬁ, escolhendo Fj11 C A\ {xp,, ..., Ty, } finito de forma que Ay \
{Zngs s T} C User,,, Bexya(¢). Dal escolhemos 41 € Fiy1 de forma
que

App1 = B5k+1 ($nk+1) N Ay

seja infinito. Note que a sequéncia (z,, )reny € uma sequéncia de Cauchy e,
portanto, convergente. O

Corolério 5.2.10. Seja (X, d) espago métrico completo. Entio A C X €
compacto se, e somente se A € fechado e totalmente limitado.
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Alongamentos de 5.2

Alongamento 5.2.11. Dé um exemplo de um conjunto limitado mas que
nao seja totalmente limitado.

Alongamento 5.2.12. Dé um exemplo de um conjunto limitado mas que
nao seja compacto.

Exercicios de 5.2

Exercicio 5.2.13. Seja X um espaco métrico completo. Mostre que se
A C X é totalmente limitado, entao A é compacto.

Exercicio 5.2.14. Seja X um espago compacto. Dados A, B C X fechados,
mostre que, se d(A, B) = 0, entdo AN B # (). Dé um exemplo que mostra
que a hipotese de que X é compacto é necessaria.

Exercicio 5.2.15. Considere R com a métrica usual. Mostre que A C R é
limitado se, e somente se, A é totalmente limitado.

Exercicio 5.2.16. Seja C uma cobertura aberta para um espaco métrico X.
Dizemos que € é um niimero de Lebesgue para C se, para todo conjunto
A C X com diametro menor que £, temos que existe C' € C tal que A C C.
Mostre que se X é um espago compacto, entao toda cobertura admite um
numero de Lebesgue.

5.3 Algumas aplicacoes

Vejamos agora nesta secao algumas aplicagoes de compacidade.

Proposigao 5.3.1. Sejam (X, d) e (Y, d') espagos métricos compactos. Entao
X XY também é compacto.

Demonstragao. Seja ((Zn, Yn))nen Sequéncia de pontos de X X Y. Vamos mos-
trar que tal sequéncia admite subsequéncia convergente. Note que (x,,)nen €
uma sequéncia de pontos em X. Logo, admite (x,, )ren subsequéncia conver-
gente para algum z € X. Note que (y,, )ren admite subsequéncia convergente
para algum y € Y. Para nao carregar a notacao, indiquemos tal subsequéncia
por (n,)pen. Vamos mostrar que (Tn,, ¥n,) — (2,y) em X x Y. De fato, note
que

Aqui vamos adotar
a métrica produto
em X X Y - mas
o resultado wvale
em outras meétricas
também. Veja o
Exercicio 5.3.8.

Estamos usando a
notacao d; para a
métrica produto.
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dy (T Yny ) (2,9)) = d(n,, ) + d (Yn,, y).

Disso, como cada uma das subsequéncias é convergente em seus respectivos
espagos, temos o resultado. O

Proposicao 5.3.2. Seja f : K — R continua, onde K € um espaco métrico
compacto e R com a métrica usual. Entdo f atinge seu mdrimo e minimo
(isto €, existem a,b € K tais que, para qualquer x € K, f(a) < f(z) < f(b)).

Demonstra¢ao. Como K é compacto, temos que f[K] é compacto. Logo, é
fechado e limitado e, portanto, podemos tomar seu maximo e seu minimo. [J

Proposicao 5.3.3. Sejam (X,d) e (Y,d') espagcos métricos, sendo X com-
pacto. Se f : X — Y € uma funcdo continua, entao f € uniformemente
continua.

Demonstracao. Seja ¢ > 0. Para cada x € X, existe §, > 0 tal que
f[Bs,(x)] € Be(f(z)). Note que {Bj,(z) : * € X} é um recobrimento
aberto para X. Logo, pela Proposicao 5.2.3, temos que existe 6 > 0 tal
que, para todo a € X, existe z, € X tal que a € Bs(a) C Bs,, (v4). Logo,
dados a,b € X tais que d(a,b) < 4, d(a,z,),d(x4,b) < d,, e, portanto,
d'(f(a), f(z)),d (f(x), f(b)) < 5. Assim, dados a,b € X tais que d(a,b) <0,

temos
d'(f(a), f(b)) "(f(a), f(za)) + d'(f(a), f(ba))

AN
SH

]

Proposigao 5.3.4. Um conjunto K C R™ é compacto se, e somente se, é
fechado e limitado.

Demonstra¢ao. Suponha K compacto. Entao K é fechado e limitado. Agora
suponha K fechado e limitado. Note que ;[ K] é limitado em R para todo
i =1,...,n. Assim, m;[K] é compacto (pois é compacto e limitado). Note
que

n
K c [[mIK].
i=1
Assim, K é um fechado dentro de um compacto e, portanto, compacto. [J

Proposicao 5.3.5 (Bolzano-Weierstrass). Dada (x,)nen sequéncia limitada
de pontos em R", ela admite subsequéncia convergente.
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Demonstracao. Como a sequéncia é limitada, seu fecho é limitado. Logo,
compacto (por estarmos em R™). Assim, segue o resultado pela caracte-
rizagao de compacidade apresentada em 5.2.5. O]

Teorema 5.3.6. Todas as normas sobre R™ sao equivalentes.

Demonstragdo. Vamos apresentar a prova para o caso n = 2, os outros ficam
como exercicio. Primeiramente, considere a norma || - ||; dada por

(2, y)ll =[] + [yl

Fixe ||-|| um norma qualquer. Vamos mostrar que ||-|| ¢ uma fungao continua
em (R? || -]]1). De fato, seja e > 0. Considere

K = max{||(1,0)[|, /0, 1)[|-}
Seja § = . Assim, se ||(z,y) — (a,b)||1 <4, temos

(2, y) = (a,b)]] (2 = a,0) + (0,y — b
[z = a,0)[] +[[(0,y = b)|

|z —al[|(L,0)] + |y — o[]](0, D]
K(|x —al + 1y — b])

Kl|(z,y) = (a,0)[[x

€

AN I VAN | B VAN

Considere U = {(z,y) € R? : ||(z,y)||1 = 1}. Note que tal conjunto é
compacto. Assim, existem m e M valores minimo e maximo respectivamente
para || - || calculada em U. Assim, dado (z,y) € U, temos

m < ||(z,y)|| < M

Lembrando que, dado (z,y) € R? nao nulo
mos que

? ||(:1:2)H1(x7y) cU. ASSim, obte-

m||(z,y)|lr < [|(z, y)[| < M]|(z, )]
para todo (z,y) € R O

Alongamentos de 5.3

Alongamento 5.3.7. Seja K espago compacto e f : K — R continua (R
com a métrica usual). Se f(x) > 0 para todo x € K, mostre que existe ¢ > 0
tal que f(z) > ¢ para todo z € K. Dé um exemplo mostrando que a hipdtese
de que K é compacto é necessaria.

Vamos usar aqui a
caracterizacao apre-
sentada no Exercicio
2.4.9.
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Exercicios de 5.3

Exercicio 5.3.8. Sejam (X,d;) e (Y,dy) espagos compactos. Mostre que
X x Y é consideran-do as métricas d((z,y), (a,b)) = /di(z,a)?, da(y, b)?,
d((ﬂf, y)a (CL, b) - max{dl(x, CL), d2(ya b)}

Exercicio 5.3.9. Dizemos que f : X — Y é uma fungao fechada se,
para todo F' C X fechado, temos que f[F] é fechado em Y. Analogamente,
dizemos que f : X — Y é uma fungao aberta se f[A] é aberto para todo
A C X aberto.

(a) Mostre que se X é compacto e f : X — Y é continua, entdo f é
fechada. Dé um exemplo que mostre que a hipdtese de que X é compacto
¢ necessaria.

(b) Mostre que se f: X — Y é fechada e bijetora, entao f é aberta.

(c) Mostre que se X é compacto e f: X — Y é continua e bijetora, entao
f é um homeomorfismo.

Exercicio 5.3.10. Mostre que a métrica discreta sobre R? nao é induzida
por nenhuma norma.

Exercicio 5.3.11. Seja (K,d’) um espago métrico compacto. Considere
o conjunto C(K) de todas as fungbes continuas de K em R, considerando
R com a métrica usual. Mostre que d : C(K) x C(K) — R dada por
d(f,g) = sup{|f(z) — g(x)| : © € K} é uma métrica sobre C(K). Esta é a
métrica usual sobre C(K'). Dica: Atencao na hora de mostrar que d(f, g) € R.

Exercicio 5.3.12. Mostre que C(K) com a métrica usual nao é limitado.

5.4 Exercicios do Capitulo 5

Exercicio 5.4.1. Mostre que (X, d) é totalmente limitado se, e somente se,
seu completamento é compacto.

Exercicio 5.4.2. Dizemos que (X, d) é localmente compacto se para todo
r € X existe V aberto tal que x € V e V é compacto. Assim, dado (X, d)
localmente compacto:

(a) Mostre que para todo x € X existe r > 0 tal que B,[z] é compacto.
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(b) Mostre que para qualquer x € X e qualquer aberto A tal que z € A,
existe V aberto tal que z € V C V C A e tal que V é compacto.

Exercicio 5.4.3. Dé um contraexemplo para a afirmacao: Se f : X — Y
é continua e X é localmente compacto, entao f[X] é localmente compacto.

Exercicio 5.4.4. Mostre que se f : X — Y é um homeomorfismo, entao
X é localmente compacto se, e somente se, Y é localmente compacto.
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Capitulo 6

Subespacos densos

6.1 Conceitos basicos

Definicao 6.1.1. Seja (X,d) um espago métrico. Dizemos que Y C X é
denso em X se Y = X.

Exemplo 6.1.2. Q ¢ denso em R (com a métrica usual).

Proposicao 6.1.3. Seja (X, d) espago métrico. Entdo X € denso em algum
espaco métrico completo.

Demonstracao. Basta tomar o completamento de X. O

Proposicao 6.1.4. Sejam (X,d), (Y,d') espagos métricos e f : X — Y,
g : X — Y funcoes continuas. Seja S C X denso em X. Se, para todo
s€ S, f(s) =g(s), entao f(x) = g(x) para todo x € X.

Demonstracdo. Sejax € X. Temos que, como = € S, existe (Sn)nen Sequéncia
de pontos de S tal que s,, — = (Corolario 2.3.8). Como f e g sdo continuas,
temos, pela proposi¢ao 2.3.9, que f(s,) — f(z) e g(s,) — g(z). Como
cada f(s,) = g(sn) temos, pela unicidade dos limites, que f(z) = g(x). O

Proposicao 6.1.5. Sejam (X, d) espago métrico e S C X denso em X. Se
D C S € denso em S, entdo D € denso em X.

Demonstracdo. Seja x € X. Vamos mostrar que, para todo r > 0, existe
d € D tal que d € B,(x) (note que isso mostra que D = X). Seja r > 0.
Como S ¢ denso em X, existe s € S tal que s € Br(z). Como D ¢é denso
em S, existe d € D tal que d € Bz (s). Assim, d(z,d) < d(x,s)+d(s,d) <r.
Logo, d € B,(x) como querfamos. ]

71
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O préximo resultado vai ser particularmente util quando discutirmos
espacos de Baire:

Proposicao 6.1.6. Sejam (X, d) espaco métrico e A, B C X abertos densos
em X. Entao AN B é um aberto denso em X.

Demonstracgao. E claro que AN B é aberto. Vamos mostrar que é denso.
Sejam x € X e r > 0. Precisamos mostrar que B,(z) N AN B # (. Como
A é denso, existe a € AN B,.(xz). Como A e B,(x) sdo abertos (e, portanto,
AN B,(z) também), existe s > 0 tal que B,(a) C AN B,(z). Como a € B
(pois B é denso), existe b € Bs(a) N B. Note que b € B,(x) N AN B (pois
Bg(a) C AN B,(x)). O

Exemplo 6.1.7. R \ F', onde F' é um conjunto finito, é um aberto denso
em R.

Definigao 6.1.8. Dizemos que um espago métrico (X, d) é separavel se
existe um subconjunto enumeravel denso em X.

Exemplo 6.1.9. R é um espago separavel ja que Q é um denso enumerdvel
em R.

Dos resultados a seguir, uma importante conclusao é que a propriedade de
ser separavel é hereditaria - isto é, todo subespaco de um espago separavel é
também separavel. Note que tal resultado nao é de todo trivial: quando pas-
samos ao subespco, ele pode simplesmente ser disjunto do denso enumeravel
que tomamos para testemunhar o fato que o espaco origina é separavel. Desta
forma, algum trabalho precisa ser feito. Isto pode ser feito diretamente (com
algum trabalho), mas optamos por apresentar alguns resultados de carater
mais topolégico que também implicarao no resultado.

Definigao 6.1.10. Seja (X, d) espago métrico. Dizemos que uma colecao B
de abertos é uma base para X se, para qualquer A aberto e qualquer x € A,
existe B € B tal que x € B C A.

Exemplo 6.1.11. A colecao de todas as bolas abertas num espaco forma
uma base.

Exemplo 6.1.12. O conjunto {|a,b[: a,b € Q} forma uma base em R.

Proposicao 6.1.13. Seja (X,d) métrico. Se X admite uma base enu-
meravel, entao X € separdvel.
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Demonstracao. Seja {B,, : n € N} base para X. Para cada n € N, seja
x, € B,. Vamos mostrar que D = {z,, : n € N} é denso. Seja A aberto
nao vazio e seja v € A. Sejan € N tal que x € B, C A. Note que, assim,
T, € A. H

Proposicao 6.1.14. Seja (X,d) um espago métrico separdvel. Entio X
admite uma base enumerdvel.

Demonstrac¢ao. Seja D denso enumeravel em X. Para cada d € D, seja
Bi = {B,(d) : ¢ € Q,q > 0}. Note que cada B, ¢ enumerdvel e, portanto,
B = Uep Ba ¢ enumerdvel. Vamos mostrar que B satisfaz o enunciado.
Sejam A C X aberto e x € A. Como A é aberto, existe r > 0 tal que
B.(r) € A. Como z € D, existe d € Br(z) N D. Seja ¢ € Q tal que
d(d,r) < q < 5. Note que By(d) € By, x € By(d) e By(d) C B.(z) C A. O

Proposicao 6.1.15. Seja (X, d) um espago métrico separdvel. Entdo para
qualquer C cobertura aberta para X, existe C' C C subcobertura enumerdvel.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, existe B base enumeravel para X.
Para cada =z € X, existe B, € Be C, € C tais que = € B, C C,. Note que
{B; : © € X} é um conjunto enumerével (talvez B, = B, com = # y, mas
isso nao importa). Escreva {A, :n € N} = {B, : x € X}. Para cadan € N,
seja C,, € C de forma que A,, C C,, (podemos fazer isso pela defini¢ao de B,).
Note que {C,, : n € N} C C é enumerédvel. Resta mostrar que é cobertura.
Seja x € X. Por construcao, existe A, = B,. Note que = € A, C C,,. O

Proposicao 6.1.16. Seja (X, d) espago métrico tal que toda cobertura admite
subcobertura enumerdvel. Entao X admite base enumerdvel.

Demonstracao. Para cadan € N, seja BB, = {Bﬁl (z) : x € X}. Note que B,
¢ um recobrimento aberto para X. Por hipétese, existe B], C B,, enumeréavel
que ¢é recobrimento aberto para X. Seja B = (J, o B;,- Vamos mostrar que B
satisfaz o enunciado. Primeiramente, note que B é enumerdvel (pois é uniao
enumeravel de enumeraveis). Sejam x € X e A aberto tais que z € X. Como
A é aberto, existe r > 0 tal que B.(x) C A. Sejan € N tal que n%l <r.
Como B], é recobrimento para X, existe B#l(y) € B, tal que = € Bn%l(y).

Note que B%(y) C A O
Com os resultados anteriores, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 6.1.17. Seja (X, d) espago métrico. Sao equivalentes:

Esta propriedade é
conhecida como a
propriedade de Lin-
delof para espagos
topologicos
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(a) X € separdvel.
(b) X admite base enumerdvel.
(c¢) toda cobertura aberta para X admite subcobertura enumerdvel.
Um aplicacao interessante deste ultimo resultado é o seguinte: a pro-

priedade “ter base enumeravel” é facilmente provada ser hereditaria para
subespagos. Logo, as outras também sao (ver os exercicios).

Alongamentos de 6.1

Alongamento 6.1.18. Seja X com a métrica discreta. Mostre que o tnico
denso em X é o préprio X.

Alongamento 6.1.19. Dé um contraexemplo para a afirmacao “interseccao
de dois densos ¢ denso”.

Alongamento 6.1.20. Sejam (X, d) um espago métrico e Y C X. Mostre
que sao equivalentes:

(a) Y é denso;
(b) para todoz € X er >0, B.(z)NY # 0.

Alongamento 6.1.21. Sejam (X, d) um espago métrico e Y C X. Mostre
que sao equivalentes:

(a) Y é denso;
(b) para todo A C X aberto nao vazio, ANY # (.

Alongamento 6.1.22. Sejam (X, d) um espago métrico e Y C X. Mostre
que sao equivalentes:

(a) Y é denso;

(b) para todo z € X d(x,Y) = 0.
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Exercicios de 6.1

Exercicio 6.1.23. Mostre que X \ {z} é denso em X se, e somente se, {z}
nao é aberto.

Exercicio 6.1.24. Mostre que todo subespaco de um espaco separavel é
separavel.

Exercicio 6.1.25. Mostre que R ~\ Q é separavel.
Exercicio 6.1.26. Mostre que todo espaco compacto é separavel.

Exercicio 6.1.27. Mostre que todo subespaco de um espago compacto é
separavel.

6.2 Espacos de Baire

Um conceito bastante importante é o de um espaco de Baire:

Definigao 6.2.1. Dizemos que um espac¢o métrico (X, d) é um espago de

Baire se, para qualquer familia (Dy,),en de abertos densos, [,,cy Dn € denso.

Muitas vezes, os tais “abertos densos” representam condicoes que que-
remos. Dai, ao garantirmos a densidade da interseccao, temos um conjunto
“espalhado” de pontos satisfazendo todas as condigoes impostas.

Vamos mostrar que todo métrico completo é de Baire. Para isso, preci-
samos de alguns resultados preliminares:

Lema 6.2.2. Seja (X,d) um espago métrico e seja g > 0. Se A € aberto e
x € A entdo existe r > 0, tal que B,(x) C A comr < q.

Demonstra¢ao. Como A é aberto, existe r > 0 tal que Bs,.(z) C A. Note que
podemos tomar r < g. Assim, temos B,(z) C B,[z] C By(x) C A. O

Lema 6.2.3. Seja (X,d) um espago métrico. Sejam (z,)nen Sequéncia de
pontos de X e (ry)nen Sequéncia de nimeros reais positivos tais que:

(a) By, (¢n41) C By, (x,) para todo n € N;
(b) r, — 0.

Entao (x,)nen € uma sequéncia de Cauchy.
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Demonstragao. Seja € > 0. Existe ng tal que r,, < 5. Note que, para todo
n > ng, Ty € By (x,,). Assim, dados n,m > ng, temos

d(T; Tn) A(Tm, Tng) + d(Tn, Tny)
£ E
2 T2
= ¢

<
<

]

Teorema 6.2.4 (de Baire para espagos completos). Se (X,d) é um
espago métrico completo, entio (X,d) é um espago de Baire.

Demonstragao. Seja (D )nen familia de abertos densos. Seja A aberto nao
vazio. Pelo Alongamento 6.1.21, basta mostrarmos que A N (), Dn # 0.
Vamos definir (x,,),en sequéncia de pontos de X e (1, )nen sequéncia de reais
positivos de forma que, para todo n € N:

(a) Br,(zn) C Dy;
(b) By, (Znt1) C By, (z0);

1 .
(C) Tn<n_+17

(d) By, (z0) C A.

Como AN Dy é aberto nao vazio, pelo Lema 6.2.2 existem xg € Aerg € R
tais que 0 < r < 1 tais que B, (z¢) C AN Dy. Suponha definidos zy, ..., z, e
0y -y Tn. Vamos definir z,,,1 e r,,41. Como B,, (x,)N D, 11 é aberto ndo vazio,
existem z,, 11 € 7,41 tais que 0 < r,41 < n+r2 e By, ., (Tnt1) C By, ()N Dy
Note que (2, )nen € (rn)nen assim definidas satisfazem as condigoes desejadas.

Note que, pelo Lema 6.2.3, (2,)neny € uma sequéncia de Cauchy. Como
X ¢é completo, existe x € X tal que x, — . Vamos mostrar que z €
AN (,eny Dn- Note que isso termina a demonstracao. Por (a) e (d), basta

mostrarmos que x € B, (r,) para todo n € N. Como = € {xz;: 2z > n},
temos o resultado. O

Veremos algumas aplicagoes deste teorema de decorrer do texto. Para
terminar esta secao, vamos apresentar uma aplicacao simpatica.
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Definigao 6.2.5. Seja (X, 7) um espago métrico. Chamamos de Jogo de
Banach-Mazur o seguinte jogo entre os jogadores I e II. Na rodada 0,
o jogador I escolhe um aberto Ay # (. Entdo o jogador II escolhe um
aberto nao vazio By C Ap. Depois, na rodada n + 1, o jodador I escolhe
um aberto nao vazio A, 1 C B, e entao o jogador II escolhe um aberto nao
vazio Byy1 C Ant1. Depois de jogadas todas as rodadas(!), o jogador I é
considerado o vencedor do jogo se [),cy An = 0.

Uma versao deste jogo estava no The Scottish Book e a solugao para o
problema relacionado valia uma garrafa de vinho.

Vamos apresentar um resultado sobre tal jogo que o relaciona com espagos
de Baire:

Proposicao 6.2.6. Se o jogador I nao tem uma estratégia vencedora no jogo
de Banach-Mazur sobre X, entao X € de Baire.

Demonstragao. Suponha que X nao seja de Baire. Entao existe (D )nen
sequéncia de abertos densos tal que (), .y Dn nao é denso. Logo, existe A
aberto nao vazio tal que AN (), oyDn = 0. Assim, o jogador I escolhe
Ag = AN Dy. A cada aberto B,, escolhido por II, o jogador I joga

An—l—l - Bn N Dn+1

Note que esta é uma jogada valida pela densidade de D, ;. Note que, ao
final, temos

(4. cAn()D.=0.

neN neN

Logo, jogando desta maneira, o jogador I vence (isto é, ele tem uma estratégia
vencedora). O

Na verdade, vale a volta de tal resultado (ou seja, tal jogo d4 uma carac-
terizacao para a propriedade de Baire). Formulagdes via jogos muitas vezes
apresentam vantagens. Por exemplo, nao é verdade que produto de espacos
de Baire seja de Baire. Mas se trocarmos a hipétese “ser de Baire” por “II
ter estratégia vencedora” o resultado vale.

Alongamentos de 6.2

Alongamento 6.2.7. Mostre que se X é compacto, entao X é de Baire.
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Exercicios de 6.2

Exercicio 6.2.8. Mostre que Q com a métrica usual nao é um espaco de
Baire.

Exercicio 6.2.9. Mostre que todo espaco localmente compacto é um espaco
de Baire.

6.3 Exercicios do Capitulo 6

Exercicio 6.3.1. Seja (X, d) tal que toda cobertura aberta admite subcober-
tura enumeravel. Mostre que todo subespaco de X tem a mesma propriedade.

Exercicio 6.3.2. Mostre que todo subespaco de um compacto é separavel.

Exercicio 6.3.3. Seja (X, d) espago métrico ndo separavel. Mostre que X
nao ¢ subespaco de nenhum Y métrico compacto.

Exercicio 6.3.4. Dizemos que Y C X é um conjunto raro se, para todo
x € Y, ndo existe r > 0 tal que B,(x) C Y. Dizemos que Z C X é um
conjunto magro se existe uma familia (Y,),en de conjuntos raros em X
tais que Z = (J,cy Yn. Alternativamente, dizemos que um conjunto magro
¢ um conjunto de primeira categoria e todo conjunto nao magro é dito

um conjunto de segunda categoria.

1. Mostre que Y C X é raro em X se, e somente se, X \ Y é denso em
X.

2. (Teorema de Baire em termos de Categoria) Mostre que todo
espaco de Baire é de segunda categoria.

Exercicio 6.3.5. Dé um exemplo de um espago enumeravel de segunda ca-
tegoria. Como sao os conjuntos raros neste exemplo?



Capitulo 7

Algumas aplicacoes

7.1 Espacos completamente metrizaveis

Definigao 7.1.1. Dizemos que um espago métrico (X, d) é completamente
metrizavel se existe d’ métrica sobre X tal que d e d’ sdo equivalentes e
(X,d') é completo.

Cuidado com a diferenca com o completamento: 14 a gente acrescenta
pontos e estende a métrica para obter um espaco completo. Aqui, a gente
muda a métrica (mantendo os abertos) de forma que se fique completo na
nova métrica (nao se acrescenta pontos).

Exemplo 7.1.2. Todo espago métrico completo é completamente metrizavel.

Exercicio 7.1.3. Mostre que se (X, d) é homeomorfo a (Y,d') e (Y,d') é
completo, entao (X, d) é completamente metrizavel.

Exemplo 7.1.4. Considere o conjunto { 15 : n € N} com a métrica induzida
pela usual de R. Note que tal espaco nao é completo. Mas, se considerarmos
tal espaco com a métrica discreta, temos que ele é completo. Note que ambas
as métricas sdo equivalentes (pois tem os mesmos abertos). Assim, este é
um exemplo de um espago nao completo que admite uma métrica completa
equivalente.

Proposicao 7.1.5. Seja (X, d) um espago métrico completo. Seja A C X
aberto. Entdo A com a métrica de subespaco € completamente metrizdvel.

79
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Demonstragao. Considere g : X — R dada por g(z) = d(z, X \ A). Note
que g é continua (exercicio) e, para todo a € A, g(a) > 0 (pois A é aberto).
Assim, f : A — R dada por f(a) = ﬁ é continua e positiva. Considere
entao

G={(z,f(z)):x e A} C X xR.

Vamos mostrar que G é completo. Para isso, basta mostrar que G é fechado
em X X R. Definindo [ : X x R — R por l(z,y) =y - g(x) (que é continua),
vemos que

G={(z,y):y glx)=1} =1 [{1}],

isto é, G é a imagem inversa de um fechado via funcao continua, logo G é
fechado, como queriamos.

Por fim, note que h : A — G definida por h(z) = (z, f(x)) é um ho-
meomorfismo: h é claramente bijetora; por ser continua nas coordenadas,
segue que h é continua; a inversa de h é a projecao m : G — A dada por
m((x, f(z)) = =z, que é continua por ser restricdo de mwx. Portanto, A é
completamente metrizavel. O

Exercicio 7.1.6. Sejam (X, d) espaco métrico completo e k € R, k£ > 0.
Mostre que existe d’ métrica completa e equivalente a d tal que, para todo
a,be X, d(a,b) <k.

Exercicio 7.1.7. Seja ((X,,, d,,))nen uma familia de espagos métricos tal que,

se ay, by, € X, entao d,(an, b,) < 2% Mostre que d : [], oy Xn X[ [y Xn —

R dada por d(a,b) = Y7, dy(an,by,), onde a = (ag, ..., ay, ...), b = (by, ..., by, ...) €
[L.cn Xn, é uma métrica sobre J], . Xn.

Exercicio 7.1.8. Scja ((X,,d,))nen uma familia de espagos métricos tal
que, se a,,b, € X, entao d,(a,,b,) < 2% Considere d a métrica sobre

I1,~, X, definida no Exercicio 7.1.7. Se cada d,, é uma métrica completa,
entao ([, X, d) é completo.

Proposicao 7.1.9. Seja (X, d) espago métrico completo. Para cada n € N,
seja A, C X aberto. Entdo (), oy An € completamente metrizdvel.

Demonstracao. Pela Proposicao 7.1.5, para cada n € N, existe d,, métrica

equivalente a induzida por d que torna A, completo. Pelo exercicio 7.1.6,

podemos supor cada d, limitada por Z. Assim, sendo d' a métrica defi-

271
nida no exercicio 7.1.7, temos que (], .y An, d') é completo (Exercicio 7.1.8).

neN
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Considere A = {(a,...,a,...) € [[7on : a € N,en An}. Note que A é fe-
chado (exercicio) e, portanto, completo. Note que f : (), ey An — A dada
por f(a) = (a,...,a,...) é um homeomorfismo. Logo, (,cy An admite uma
métrica completa equivalente a induzida por d. O

Proposigao 7.1.10. Considerando R com a métrica usual, R~ Q € comple-
tamente metrizdvel (e, em particular, é um espago de Baire).

Demonstracdao. Note que ser um espaco de Baire pode ser definido em termos
de abertos, logo, se (X, d) e (X, d') sao tais que d e d’ sao equivalentes, entao
(X,d) é de Baire se, e somente se, (X,d') é de Baire (exercicio). Assim,
sO precisamos mostrar que existe uma métrica d sobre R \. Q equivalente a
usual de forma que (R \ Q, d) seja completo. Pela Proposigao 7.1.9, basta
mostrarmos que existe (A, )nen abertos em R tais que [,y An = RN Q. De
fato, escreva Q = {x,, : n € N}. Para cadan € N, seja A, = R~ {z,}. Note

que RN Q =(,en An- O

Exercicios de 7.1

Exercicio 7.1.11. Mostre que R . £ onde E é um conjunto enumerével
qualquer é um espago completamente metrizavel.

Exercicio 7.1.12. Mostre que nao existe uma métrica completa sobre os
racionais que seja equivalente a usual.

Exercicio 7.1.13. Mostre que nao existe (A, )nen familia de abertos em R
tal que Q = (,cn An-
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7.2 Espacos de funcoes

Definicao 7.2.1. Sejam (X,d) e (Y,d') espagos métricos. Seja (fn)nen
sequéncia de fungoes de X em Y. Seja f : X — Y. Dizemos que (f,,)nen
converge uniformemente para f se, para todo € > 0, existe ng tal que,
para todon >ng e x € X, d'(f.(x), f(x)) <e.

Proposicao 7.2.2. Sejam (X,d) e (Y,d') espacos métricos. Seja (fn)nen
sequéncia de funcoes que converge uniformemente para f : X — Y. Se
cada f, € continua, entao f € continua.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que f é continua em z € X. Seja ¢ > 0.
Como (fy,)nen converge uniformemente para f, existe ng tal que, para todo

n > ny,
£

d'(f(y), faly)) < 3

para todo y € X. Fixe n > ng. Como f, é continua, existe 6 > 0 tal que,
para todo y € X tal que d(z,y) < J, temos

3

Assim, dado y € X tal que d(x,y) < 0, temos:

d'(f(y), f(x)) d'(f(y), fn(y)) + d'(fn(y), f(2))
d'(f (), fn(y)) + d'(fu(y), fu(@)) + d'(fu(2), f(z))
45

VAN VAN VAN

™M wlm

]

No préximo resultado, vamos trabalhar com as defini¢oes feitas no Exercicio
5.3.11.

Proposicao 7.2.3. Seja (K, d) um espago métrico compacto. Entao C(K) é
um espago completo.

Demonstragao. Seja (f,)nen sequéncia de Cauchy de fungoes de C(K). Isto
é, para todo € > 0, existe ng tal que, para todo m,n > ng,

sup{[fu(®) = fm (@) - 2 € K} <e.
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Note que, para cada € K, a sequéncia (f,(x))nen é uma sequéncia de
Cauchy em R. Portanto, para cada = € K, existe f(x) tal que f,(z) —
f(z). Vamos mostrar que (f,),en converge uniformemente para f. Seja
e > 0. Como (fn)nen é uma sequéncia de Cauchy, existe ngy tal que, para

todo m,n > ny,
€

up{|f(x) = funla)] s € K} < 5

Fixe z € K. Como f,(x) — f(x), existe n, > ng tal que, se m > n,,
|f(x) — fm(z)| < §. Note que, dado n > ng temos que

[fu(@) = f(2)] < [falz) = fo. (@) + | fa, (2) = f(2)] < %
Logo, para n > ng, temos
sup{|fn(z) — f(2)] ;2 € K} < % <.

Assim, (f,)nen converge para f uniformemente. Logo, f é continua (Pro-
posicao 7.2.2), isto é, f € C'(K). Note também que

d(f, fn) = sup{|fu(z) = f(2)] : € K},
logo f, — f em C(K). O

No que se segue, quando trabalharmos com C'(X), considere R com uma
métrica limitada (para C'(X) ser um espago métrico). Mas, ao aplicarmos de
fato os resultados, trabalharemos sempre com C(K'), onde K é compacto e
esse truque nao é necessario.

Definigao 7.2.4. Seja (X, d) um espac¢o métrico. Dizemos que A C C'(X) é
uma algebra se, para cada f,g € A, e a € R temos que:

(a) fg € A (A é fechado pelo produto de fungoes);
(b) af, f+g€ A (A éum espago vetorial sobre R).
Dados f,g € C(X), definimos, para cada = € X:

(f Ag)(x) = min{f(z), g(2)}

(f vV g)(x) = max{f(z),g(x)}
Note que f A g, fVge C(X) (ver os exercicios).
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Defini¢ao 7.2.5. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que F C C(X)
separa pontos se, dados x,y € X distintos existe f € F tal que f(z) # f(y).

Lema 7.2.6. Seja (K, d) um espago métrico compacto. Seja A C C(K) uma
algebra que separa pontos. Entao, dados o, 5 € R e x,y € K distintos, existe

feAtal que f(x) =a e f(y) = 0.

Demonstra¢ao. Como A separa pontos, existe g € A tal que g(z) # g(y).
Note que f: K — R dada por

a(g(z) —g(y)) + Blg(r) — g(2))
g(x) — g(y)

f(z) =

para z € K étal que fe Ae f(x)=ae f(y) = p. O

Lema 7.2.7. Seja (K,d) um espagco métrico compacto. Seja A C C(K)
uma dlgebra que separa pontos, que contém as fungoes constantes e tal que,
se f,ge A, entao fANg,fVge A Sejama < € R, F C K fechado e
p € K\ F. Entao existe f € A tal que f(x) > « para todo x € K, f(p) = «
e flx) >p sexeF .

Demonstracao. Para cada © € F, pelo Lema 7.2.6, existe f, € A tal que
fz(p) =ae fo(x) = +1. SejalU, = {y € K : f.(y) > B}. Note que cada
U, é aberto (exercicio) e que C = {U, : « € F'} é um recobrimento aberto para
F. Como F é compacto (Proposi¢ao 5.1.6), temos que existem xy, ..., z,, € F
tais que |J;_, Uy, D F. Considere g € A dada por g = f,, V---V f,,. Note
que g(x) > [ para todo x € F e que g(p) = . Considere h € A constante
igual a a. Note que f = g V h satisfaz o enunciado. n

Lema 7.2.8. Seja (K, d) um espago métrico compacto. Seja F C C(K) uma
familia de funcoes tais que, se f,g € F, entao fNg, fV g€ F. Suponha que
a func¢ao h : K — R dada por

h(x) = it f(x)

seja continua. Entao, dado € > 0, existe g € F tal que
0<g(x)—h(z)<e

para todo v € K.
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Demonstracao. Para cada x € K, existe uma funcdo f, € F tal que f,(x) <
h(z)+ 5. Como f, e h sao continuas, existe um aberto U, que contém z tal
que

| fay) — fu()] < % e |h(y) — h(z)| < %

para todo y € U,. Assim, dado y € U,, temos

fo(y) — h(y) | f(y) — h(y)|
|fo(y) = fo(@)| + | fo(2) — h(2)| 4 [h(2) — h(y)]

ANRVANI

Note que C = {U, : x € K} é uma cobertura aberta para K, que é compacto.
Logo, existem z1, ..., z, € K tais que J]_, Uy, = K. Seja g = fu, A+ A fa,.
Note que g € F. Seja y € K. Vamos mostrar que g(y) — h(y) < e. De fato,
seja z; tal que y € U,,. Temos

9(y) —h(y) < fo,(y) — hy) <e.
O

Lema 7.2.9. Seja (K, d) um espago métrico compacto. Seja A C C(K) uma
dalgebra que separa pontos, que contenha as funcoes constantes e tal que, se
f,g € A, entao f Ng,fV g € A. Entio, para qualquer g € C(K) e para
qualquer € > 0 existe f € A tal que, para todo v € K,

0< f(z) — gle) <&,
Demonstracao. Seja g € C(K). Considere
F={fe€eA: f(x) > g(x) para todo = € K}.

Note que F # 0 (exercicio). Vamos mostrar que g(p) = infrer f(p) para
cada p € K. Fixe p € K e seja ¢ > 0. Como ¢ é continua, o conjunto

F={zeK:gx)>glp) +e}

é fechado. Como K é compacto, g é limitada em K. Seja M tal que g(z) < M
para todo x € K. Pelo Lema 7.2.7, existe f € A tal que

e f(p)=g(p) +e¢;

e f(x) > g(p) + ¢ para todo z € K
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e f(z) > M para todo z € F.

Como g¢(z) < g(p) + € para todo = € K \ F, temos que g(x) < f(z) para
todo v € K. Assim, f € F e f(p) < g(p) +e. Como ¢ ¢é arbitrario,
9(p) = inf{f(p) : f € F}.

Assim, podemos aplicar o Lema 7.2.8 e obtemos o resultado. ]

Lema 7.2.10. Dado € > 0, existe um polinomio p : R — R tal que, para
qualquer x € [—1,1], |p(z) — |z|| < e.

Teorema 7.2.11 (de Stone-Weierstrass). Seja (K, d) um espago métrico
compacto. Seja A C C(K) uma dlgebra que separa pontos e que contenha as
fungées constantes. Sejam f € C(K) e e > 0. Entao existe g € A tal que,
para todo x € K, |g(x) — f(z)| < e.

Demonstragio. Note que A é uma algebra em C(K). Assim, se mostrarmos
que, dados f,g € A, f Ag, fV g€ A, teremos o resultado pelo lema 7.2.9.
Seja f € A tal que sup{|f(z)| : z € K} < 1. Assim, dado € > 0, se p(z) é
o polinoémio dado pelo lema 7.2.10, temos que || f(z)| — p(f(z))| < e. Como
A é uma algebra que contém as funcoes constantes, temos que po f € A.
Assim, como A é fechado, temos que a funcdo dada por |f(x)| para z € K é
um elemento de A.

Resolvemos o caso que f é limitada por 1. Mas note que, se f € A é ndo
nula, entao a fungao

_ f(x)
sup{[f(y)| : y € K}

é tal que sup{|g(z)| : * € K} < 1. Assim, a funcdo dada por |g(z)| para
x € K é um elemento de A e, portanto, a funcao dada por |f(z)| para z € K
também. Ou seja, se f € A, entdo a funcio dada por |f(x)| para 2 € K
também é um elemento de A.

Finalmente, dadas f, g € A. Note que, dado z € K, temos

g()

(FV o)) = 5(F(&) +g(@) + 5|F(@) ~ o(a)

(F A o)) = 5(F (&) + 9(x)) — 51F(x) — 9(a)

Assim, pelo fato de A ser uma &lgebra, temos que f Vg, fAge A O
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Corolario 7.2.12 (Teorema de Weierstrass). Toda fun¢ao continua de-
finida num subespago fechado e limitado de R™ € limite uniforme de uma
sequéncia de polinomios.

Demonstracdao. Basta notar que o conjunto dos polinomios satisfaz as hipdteses
para A no teorema anterior. O]

Exercicios de 7.2

Exercicio 7.2.13. Mostre que se f,g € C(X), entdao f A g, fV g€ C(X).

Exercicio 7.2.14. Considere F' C R com a métrica usual e tal que F' seja
fechado e limitado.

(a) Seja p(x) = ap + ayx + -+ + a,z™ um polinémio. Para cada a;, seja
(q,i)keN sequencia de racionais tal que q,i — a;. Mostre que pp, — p
em C(F), onde py(z) = g + @ + -+ + gpa™.

(b) Use o item anterior e fato que {ag + a1z + - - + a,2" : ag, ...,a, € Q} é
enumeravel para concluir que C(F') é separavel.

Exercicio 7.2.15. Seja (X, d) e (Y, d’) espagos métricos. Considere LT D(X,Y) =
{f: X — Y|f é continua e limitada}. Mostre que se Y é completo, entao
LTD(X,Y) é completo.

7.3 Teoremas de ponto fixo

Definicao 7.3.1. Seja X um conjunto nao vazio. Seja f : X — X uma
funcdo. Dizemos que = € X é um ponto fixo de f se f(x) = z.

Proposicao 7.3.2. Considere [0,1] com a métrica usual. Entao toda f :
[0,1] — [0,1] continua admite um ponto fizo.

Demonstragao. Considere ¢ : [0,1] — R dada por g(x) = f(z) — x. Note
que ¢g(0) = f(0) > 0. Se g(0) = 0, terminamos (ja que f(0) = 0). Note
também que g(1) < 0 e que, se ¢g(1) = 0, terminamos ja que f(1) = 1.
Assim, s6 nos resta o caso em que g(0) > 0 e g(1) < 0. Como g é continua,
temos, pelo Teorema do valor intermedidrio (3.3.2), que existe z € [0, 1] tal
que g(z) = 0. Note que f(z) = =. ]
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Definigao 7.3.3. Sejam (X, d) e (Y, d’) espagos métricos. Dizemos que uma
funcao f : X — Y é uma contragao se existe k € R tal que 0 < k < 1 e,
para quaisquer x,y € X, temos d'(f(z), f(y)) < kd(x,y). Chamamos k de
grau da contracao f.

Teorema 7.3.4 (do ponto fixo de Banach). Sejam (X,d) um espaco
métrico completo e f : X — X uma contragao. Entao existe x € X ponto
fizxo de f. Além disso, tal x € o unico ponto fixo de f e, dado xq € X qualquer,
a sequéncia (x,)nen dada por x,,1 = f(x,) para todo n > 0 € convergente
para x.

Demonstrag¢ao. Vejamos primeiramente a unicidade. Note que se £ = 0,
entdo f é constante e, portanto, tem apenas um ponto fixo (que é a prépria
constante). Entao podemos supor k& # 0. Suponha que z,y € X sejam pontos
fixos. Temos que d(z,y) = d(f(z), f(y)) < kd(z,y). Como 0 < k < 1, temos
que d(z,y) = 0. Ou seja, . = y.

Vamos mostrar que uma sequéncia (z,),ey como no enunciado é uma
sequéncia de Cauchy. Comecemos mostrando que, para qualquer n € N,
d(zp, Tpy1) < k™d(zg,21). Vamos mostrar isso por inducao sobre n. Caso
n = 0, é imediato. Agora suponha o resultado para n. Vamos mostrar para

n + 1. Temos

d(f(xn)v f(-rnJrl))
kd(xna anrl)
]{Zn+1d(l’0, l’l)

Sejam n,p € N. Vamos estimar a distancia entre x,, e x,,1,. Temos:

d(Tns1, Tny2)

INIA I

d(xna xn+1) +-o+ d(anrpfl, xn+P>
k™d(xo, x1) + -+ + k"PNd(zo, 21)
Er(1+ -+ kP Y)d(xo, 21)
kn%d(.f{), %1)

d(Tn, Tnip)

Il IAIA

Assim, como o tlltimo valor tende a 0 quando n — 400, temos que d(z,,, T,,) —

0 se tomarmos n, m > ng e fazendo ng — co. Logo, (x,,),en € uma sequéncia
de Cauchy. Como X é completo, seja z o limite de (z,)nen. Pelo Exercicio
7.3.9, temos que f é continua. Assim

flx)=f(lim z,)= lim f(z,) = lim x,.1 =2
n—>o0 n—>o0 n—0o0
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Exemplo 7.3.5. Considere X = [1,4o00[ com a métrica usual (note que X
¢ completo). Seja f: X — X dada por f(z) = x4 1. Note que nao existe
x tal que z = f(x). Note também que, dados z,y € X com = > y, temos
que 9—16 < % Note que (z —y) > 0 e que zy — 1 > 0. Assim, temos que

(z —y)(zy —1) >0
Distribuindo, obtemos:
vy —x —ay* +y >0

Colocando xy em evidéncia e notando que xy > 0, obtemos:

1 1
r———y+—->0
Yy x

Ou seja, que f(z) — f(y) > 0. Assim, temos

d(f(z), f(y) = |f(z)—f(y)l
= [f(z) = f(y)
< ztp-y—y
< T—Yy
= d(z,y)

Ou seja, nao é possivel supor apenas que d(f(x), f(y)) < d(z,y) para x # y
no teorema anterior. Mas se X é compacto, nem tudo estd perdido, como no
proximo teorema.

Proposicao 7.3.6. Seja (X,d) compacto e seja f : X — X tal que
d(f(x), fy)) < d(x,y) se x #y. Entao f tem um tnico ponto fixo.

Demonstracdo. A unicidade é andloga ao Teorema 7.3.4. Para a existéncia,
considere g : X — R dada por

g(x) = d(z, f(x))
Note que g é continua (exercicio) e que g(x) > 0. Como X é compacto,

existe a = min{g(z) : = € X}. Seja x tal que g(z) = a. Vamos mostrar que
f(z) = x. Suponha que nao, entao

d(f(x), [(f(x))) < d(z, f(x)).

Mas note que

g9(f(x)) = d(f(x), f(f(x))) < d(z, f(x)) = a = min{g(z) : z € X}

contradicao. ]



A ultima desigual-
dade segue do fato
que pelo menos entre
x e y é estritamente
nao nulo.
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Pode parecer que o tltimo resultado deveria seguir do Teorema do ponto
fixo de Banach - isto é, que uma funcao satisfazendo a hipdtese da proposicao,
ela deveria ser de fato uma contracao (pela compacidade). Isso nao é verdade,
como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 7.3.7. Considere f : [0,1] — R definida como f(z) = 11=. Note
que, para quaisquer z,y distintos, temos

1 1
@)= fWl = |7 -1
()~ (112)
(+a)(1+9)
lz—y|
(1+=z)(1+y)
< |z —y

Ou seja, tal funcao satisfaz a hipdtese da proposicao anterior. Por outro
lado, f ndo é uma contracao: dado qualquer k €]0, 1], sejam x,y de forma

que (14 z)(14y) < 1 (assim, m > k). Assim, temos que

|z .
U@%ﬁ@ﬂ—ajgﬁjazk! Yl

assim a f nao pode ser uma contragao.

Exercicios de 7.3

Exercicio 7.3.8. Mostre que se f : X — X tem ponto fixo, entao f? = fof
também tem.

Exercicio 7.3.9. Mostre que toda contragao é uma fungao continua.

Exercicio 7.3.10. Mostre que a hipétese de que X seja completo é necessaria
no Teorema 7.3.4.

Exercicio 7.3.11. Seja (X, d) completo e seja f : X — X continua. Su-
ponha que, para toda sequéncia (z,)nen tal que .11 = f(2,), (Zn)nen seja
de Cauchy. Mostre que f tem ponto fixo.

Exercicio 7.3.12. Seja K espago compacto. Sejam f : K — K e g :
K — R fungoes continuas tais que, se x # f(z), entdo d(zx, f(z)) < g(x)
e, dado € > 0, existe x € K tal que g(x) < . Mostre que f tem ponto fixo.
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7.4 Duas curiosidades

Comecamos essa secao com uma espécie de volta do Teorema do ponto fixo
de Banach:

Teorema 7.4.1. Seja X um conjunto qualquer. Suponha que f : X — X
seja uma funcgao tal que exista a € X tal que, para todo n € N, a € o unico
ponto fizo de f". Entdo para cada k €0, 1] existe uma métrica completa d
sobre X onde f € uma contragao de grau k.

Demonstracao. Considere
A={re X :3n f"(z) =a}.

Vamos definir uma relagao de equivaléncia = sobre X'\ A dada por = y se
existem n, m € N tais que f"(z) = f™(y). Para cada classe de esquivaléncia,
fixe um representante para a classe. Fixe z € X \ A. Suponha que f*(z) =
fP(x). Note que isso implica que k& = p. De fato, suponha, sem perda de
generalidade, que k < p. Entao

) = fo(x) = fo (@)

Ou seja, f* é um ponto fixo de fP~* e, portanto, f*(z) = a. Assim, z € A,
contradigao. Suponha que y € X sejam tais que f™(x) = f™(y) e que
[ (x) = f™(y). Entao

) = ()
= /()

Pela observagao acima, n +m’ =m +n'. Ou seja, n —m =n' —m/.

Defina d(a,a) = 0, Dado = € A, seja
n=min{m € N: f"(z) = a}
Defina d(a,z) = k~™. Dado x € X \ A, seja T o representante da classe de x

fixado acima. Defina d(a,z) = k"™ onde f"(x) = f™(Z) (note que isso esta
bem definido pelo comentério acima). Finalmente, dfefina

0 caso contrario

d(z,y) = { d(z,a) +d(y,a) sex#vy
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Note que d é uma métrica (exercicio). Note que d é completa (exercicio -
dica: mostre que as unicas sequéncias de Cauchy que existem ou convergem
para a, ou sao quase constantes). Resta a parte sobre ser uma contragao.
Seja x € X com = # a (no caso x = a nao hd nada a ser mostrado). Se
x € A, temso

d(f(x), f(a)) = d(f(z),a) < k™" = kk™"! = kd(z, a)
Enquanto que, se = ¢ A, temos
d(f(x), f(a)) = d(f(x),a) = k""" = kk"~"*) = kd(z, a)
j4 que z = f(z). O caso geral segue da definicio de d. 0

Dizemos que um espaco métrico X é de Blumberg se, para toda func¢ao
f: X — Rexiste D C X denso tal que f [ D é continua.

Teorema 7.4.2. Todo espaco de Blumberg é de Baire.

Demonstra¢ao. Suponha que ndao. Entao existe uma familia (A, ),en de aber-
tos densos e um aberto V' nao vazio tais que V N (), .y An = 0. Considere
f: X — R dada por

f(x) :{ kosek=max{z e VN_ 4.} +1

0 se nao existe o maximo acima

Vamos mostrar que nao existe denso onde tal fungao seja continua. Seja
D denso. Seja x € DNV N Ay. Vamos mostrar que f nao é continua
em x.. Note que f(z) > 1. Seja W um aberto tal que x € W. Seja
ye DNVNWNAyN--- Afuy. Note que f(y) > f(x) +1 - ou seja, f nao é
continua no ponto x. O

A volta do teorema acima vale para espagos métricos (mas nao em geral).

7.5 Paracompacidade

Vamos apresentar nesta se¢cao um conceito topolégico que é comum a todos os
espagos métricos (ou seja, vocé pode substituir os termos “espago topolégico”
por “espago métrico”, mas a situacao fica um tanto trivial).
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Definigao 7.5.1. Seja (X,7) um espago topoldgico. Dizemos que uma
familia F C p(X) é localmente finita se, para todo x € X, existe V
aberto tal que x € V e {F € F : VN F # (} é finito.

Definig¢ao 7.5.2. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e C uma cobertura para
X. Dizemos que F é um refinamento para C se F é uma cobertura e para
todo F € F, existe C' € C tal que F' C C.

Defini¢ao 7.5.3. Dizemos que (X, 7) é um espago paracompacto se toda
cobertura aberta admite refinamento aberto localmente finito.

Observacao 7.5.4. Note que todo espaco compacto é paracompacto.

A ideia do préoximo resultado é dizer que, para familias localmente finitas,
uniao dos fechos é o fecho da uniao:

Lema 7.5.5. Seja F uma familia localmente finita. Entado, UFGIF =
Uper F- Em particular, Jp. F € fechado.

Demonstra¢io. Note que Uper ' C Uper F = Uper F. Por outro lado,
sejam & € (Jpor F e A aberto tal que Fo = {F € F : FN A # (} ¢ finito.
Note que = € (Jp, 7, F' pela defini¢ao de Fo. Pelo fato de Fq ser finito, temos
Urer, F = Uper, F € Uper F- Logo, & € Uper F como querfamos. O

Vamos terminar esta secao mostrando que todo espago métrico é para-
compacto. A demonstragiao que apresentaremos é baseada na feita em [1]'.
Antes, precisamos de um definicao e um resultado bastante conhecido de
teoria dos conjuntos:

Definicao 7.5.6. Dizemos que < é uma boa ordem sobre X se todo sub-
conjunto nao vazio de X admite minimo (segundo <).

O seguinte fato ¢ equivalente ao axioma da escolha (em alguns livros mo-
dernos, ele inclusive fica no lugar do axioma da escolha na lista dos axiomas
bésicos).

Teorema 7.5.7 (Principio da boa ordem). Todo conjunto ndo vazio admite
uma boa ordem.

Note que é um artigo de uma tnica pagina, que apresenta uma nova demonstracio
para um teorema ja conhecido anteriormente.



A é o conjunto dos
pontos z’s tais que,
além de C ser o “pri-
meiro” aberto da co-
bertura a conté-lo, x
cabe com certa folga

em C.
Formalmente, a
cada passo n e

aberto C, terifamos
um A¢ mas isso s6
aumentaria a quan-

tidade de

aqui.
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Agora passamos a demonstragao do teorema:
Teorema 7.5.8. Todo espaco métrico é paracompacto.

Demonstracao. Seja (X, d) um espago métrico. Seja C uma cobertura aberta
para X. Seja = uma boa ordem sobre C. Para cada C' € C, vamos definir
uma familia (D,,(C))nen., por inducao sobre n. Para cada C' € C, defina
Dy (C) = U,ea B (x), onde

A:{xEC:C:min{C'EC:xEC"}eBg(x)CC’}

Suponha definidos Dy (C) para todo k < n e todo C' € C. Defina D, (C) =
Usea B (x), onde

A={zeC:C=min{C’' €C:zeC'},x ¢ D(C")
paraqualquerk:<neC'€CeB2%(m)CC}

Vamos mostrar que {D,,(C) : n € N5g,C € C} é o refinamento desejado.
Primeiramente, note que, de fato, D, (C') C C diretamente da definigdo de
cada D, (C). Vejamos que, de fato, isso forma uma cobertura. Seja z € X.
Seja C'= min{C’" € C : z € C'}. Assim, existe algum n € N de forma que
B%(x) C C. Desta forma, x € D,(C) ou x € D(C") para algum k < n e
C" € C - de qualquer forma, x foi coberto.

Resta mostrar que {D,(C) : n € N5g,C € C} ¢é localmente finito. Seja
z € X. Seja C = min{C" € C : x € D,(C") para algum n € N}. Seja j € N
de forma que Bi (z) C D,(C), onde n é tal que z € D,(C). Note que é
suficiente mostrzflj"mos que:

(a) Sei > n+j, entdo B_1 (x) nao intercepta D;(C") para qualquer C’ € C.

on+j

1
on+j

(b) Se i < n+ j, entao B
C'eC.

(x) intercepta D;(C') para, no maximo, um

Vamos provar (a). Como n < i, toda bola utilizada na criagdo de D;(C")
tem centro fora de D,(C). Como B (z) C D,(C), temos que d(z,y) > 5
27
para todo y centro de alguma bola utilizada na criagdo de D;(C"). Como
i>j+len+j>j+1, temosqueB%(x)ﬂBi_(y) = (. De fato, se

2n+7J 2

existisse z € B%(x) N B (y), terfamos:
2n+7J 2
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d(z,y) d(z, 2) + d(z,y)

1
onFi + 27

1 1
wa t g
1

A ACIA

27
o que é uma contradic¢ao.
Agora vamos provar (b). Sejam p € D;(E) e ¢ € D;(F) com E < F.
Vamos mostrar que d(p,q) > W% Note que isso ¢ suficiente. Como

p € D;(F), existe y tal que p € Bi(y) C D;(F) e Bs(y) C E. Como
21 274

q € D;(F), existe z tal que ¢ € Bi(z) C D;(F). Note que z ¢ E (pois
21/

E < F). Logo, d(y, z) > 2. Logo, temos

3 < d(y,=)
< d(y,p) +d(p,q) +d(q,2)
< Z+d(p.q)
Assim, d(p, q) > 3 > 5= 0

Alongamentos

Alongamento 7.5.9. Se F ¢ uma familia localmente finita, entdao {F : F €
F} também é.

Alongamento 7.5.10. Seja C uma cobertura para X. Seja A um refina-
mento de C e seja B um refinamento de A. Mostre que B é um refinamento

de A.

7.6 Particao da unidade

Defini¢ao 7.6.1. Seja (X,d) um espago métrico. Uma familia (f;)ses de
fungdes continuas de X em [0, 1] é chamada de uma particao da unidade
se Y .es fs(x) =1 para todo x € X.

Observagao 7.6.2. Se (f;)scs é uma particao da unidade, entao, para todo
re X, {s€S: fi(x)#0} é enumeravel.

Definigao 7.6.3. Dizemos que uma particdo da unidade (fs)ses é local-
mente finita, se {f,![]0,1]] : s € S} é localmente finito.



Este é um caso parti-
cular do resultado de
topologia geral co-
nhecido como Lema
de Urysohn.
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Observagao 7.6.4. Nesse caso, {f;1[]0,1]] : s € S} é uma cobertura aberta
e Y s fs(x) é na verdade, uma soma finita para cada ponto fixado.

Defini¢ao 7.6.5. Uma partigdo da unidade (f;)ses é dita subordinada a
uma cobertura C se para todo s € S existe C' € C tal que f;![]0,1]] C C.

Antes de provar o resultado principal, precisamos de alguns resultados
auxiliares:

Proposigao 7.6.6. Dados F' e G subespagos fechados disjuntos de um espaco
X, existe f: X — [0,1] continua tal que f[F] = {0} e f|G] = {1}.

Demonstra¢ao. Considere f como

d(z, F)(1 —d(z,Q))
d(z, F) + d(z, G)

fz) =

O
O préximo lema nos da algum controle sobre o indice dos refinamentos:

Lema 7.6.7. Para toda cobertura aberta {Us : s € S}, existe cobertura
fechada localmente finita {Fs : s € S} tal que para todo s € S, Fs C Us.

Demonstragao. Seja {Us : s € S} cobertura aberta. Note que existe uma
cobertura aberta W tal que {W : W € W} refina {U, : s € S}. Seja
A ={A; :t € T} refinamento de W localmente finito. Para cada t € T', seja
s(t) € S tal que A, C Uyy. Para cada s € S, seja Fy, = Ust)=s A;. Como
{A; : t € T} é localmente finito, temos que Fy é fechado. Note, também, que
F; C Us. Resta mostrar que {Fs : s € S} é localmente finito (é cobertura,
pois (A;)ier é cobertura). Seja z € X. Como {A; : t € T} é localmente
finito, existe A aberto tal que z € AeT' = {t € T : A, N A # 0} é finito.
Note que se mostrarmos que

{s(t):teT'}D{seS:F,NA+#(}

teremos o resultado, ja que T’ é finito. Assim, seja s € S tal que Fj ﬂé # .
Como Fy = Us(t):s Ay, temos que existe ¢ tal que s(t) = s tal que ANA; # ().
Assim, t € T". H

Agora vamos ao principal teorema da secao:
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Teorema 7.6.8. Toda cobertura aberta de X admite particao da unidade
subordinada a ela localmente finita.

Demonstracao. Seja A cobertura aberta para X. Seja (Us)ses refinamento
aberto localmente finito (decorrente da paracompacidade) para A. Seja
(Fy)ses refinamento fechado localmente finito de (Us)ses (que existe pelo
lema anterior). Assim, pelo Lema ??, para cada s € S, existe g, : X — [0, 1]
continua tal que g5[X \ U] = {0} e gs[F] = {1}.

Defina g(z) = > g gs(7). Como (Us)ses € localmente finita, g estd bem
definida e é continua (dado x € X qualquer, existe um nimero finito de
abertos de (Us)ses tais que z € Uy e assim g é localmente uma soma finita de
funcdes continuas). Para cada s € S, defina f,(z) = 2% Note que (f,)ses

g9(z)
¢é a particao desejada. ]

Exercicios

Exercicio 7.6.9. Mostre que existe uma partigao da unidade (f;);e; sobre
R onde para cada i € I, {z : f(x) # 0} é compacto.
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Dicas de alguns exercicios

1.1.23 Mostre que d(a,b) < d(b,a).
Pode ser util também que d(a,a) < d(a,b) + d(a,b).

1.1.24 Ver Exemplo 1.1.5.

1.2.7 Considere a métrica discreta.

1.3.10

c Considere € = 1 e dado ¢ > 0, tome x = min{J, 1}, y = §.

2.2.16 Use que entre dois reais distintos sempre existe um racional.

2.5.7 Use que as métricas sao equivalentes se, e somente se, tem as mesmas
sequéncias convergentes.

3.1.22 Procure por exemplos em R2.

5.1.11 Comece com um aberto que contenha 1, pegue x menor que 1 no
aberto e que esteja em S. Estenda a cobertura que atesta que x € S e
estenda para cobrir 1.

5.2.13 Mostre que A é totalmente limitado. Dado ¢ > 0, considere | J
A e cubra essa parte do conjunto com bolas finitas bolas de raio .

B% (Qf)ﬂ

z€EA

5.2.15 Mostre que A é limitado se A é limitado e use a caracterizacio de
compacidade.

7.3.10 Considere f(z) = 3.

99
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Resolucao de alguns exercicios
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