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Lembrando aniversarios Cap. 6

Lembre que o aniversadrio de um jogo indica a altura de sua arvore.

As op¢des de um jogo fixado tem aniversarios menores que o do préprio
jogo.
Com aniversario 0, s6 existe o jogo 0.

Com aniversério até 1, temos 1, —1, 0.
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Com aniversério até 2, temos que cada jogador vai ter um subconjunto
de opcdes cujos aniversarios sio até 1. Existem 2* conjuntos assim, desta
forma terfamos 242* = 28 = 256 jogos.

Mas muitas dessas op¢Oes podem ser descartadas. Por exemplo, se duas
opgdes aparecem para o mesmo jogador e elas s3o comparaveis, uma
delas pode ser descartada.

Ou seja, as op¢des de um jogador sempre podem ser representadas por
anticadeias (conjuntos cujos elementos s3o incomparveis entre si).
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Com jogos com aniversario até 1, temos apenas 6 anticadeias:
{13,{0, %}, {0}, {*}, {-1},{}

Sé6 com isso, as possibilidades de jogos ja se reduzem a escolher uma
anticadeia para LEFT e uma para RIGHT: 36 jogos.

Uma anélise um pouco mais detalhada nestes jogos nos mostraria que na

verdade, apenas 22 s3o distintos.
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Teorema
O maior jogo com aniversario até n é n.

Demonstracao.
Seja G jogo com aniversario até n. Precisamos mostrar que n — G € P-

ou seja, LEFT vence jogando em segundo. Note que come¢ando, RIGHT
s6 tem opcdes em G. Ou seja, deixando o jogo em n — G para algum
Gl opcio de G. Mas entdo LEFT pode jogar em n, deixando o jogo em
(n—1) — G*. Mas em tal jogo vale inducdo (aniversirio de G é até

n — 1), dando vitéria para LEFT. O
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Teorema
O jogo de menor valor numérico positivo com aniversario até n+1 é 27",

Demonstracao.
Suponha x > 0 de valor numérico e com aniversério até n+ 1. Suponha

x na forma canénica. Entdo x = {y|z}, com 0 <y < z. Para x ter o
menor valor possivel, precisamos y = 0 e z 0 menor numérico positivo
com aniversario até n. Por inducio, tal jogo é 21=". Ou seja,
x={0]21="} = 27" O
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G se G € um nidmero
min(LS(GR)) se G ndo é um nimero

Note que LS(G) é o maior nimero em que LEFT consegue chegar,
comegando a jogar.



Parada Cap.

Intuicdo: Os jogadores combinam de jogar até encontrar uma posicdo de
valor numérico. Dai LEFT tenta parar na de maior valor e RIGHT na de
menor.

Definicao

Definimos LS(G) e RS(G) (left stop e right stop respectivamente)
recursivamente por

G se G € um numero
max(RS(GL)) se G ndo é um nimero

G se G é um nidmero

o)
g
D)
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—N—

min(LS(GR)) se G ndo é um nimero

Note que LS(G) é o maior nimero em que LEFT consegue chegar,
comegando a jogar. J& RS(G) é o menor niimero que RIGHT consegue
chegar, sendo o primeiro a jogar.
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Teorema
Para qualquer jogo G, LS(G) > RS(G).

Demonstracao.
Se G é nimero, LS(G) = G = RS(G). Suponha que G n3o é nimero e

suponha a falsidade do teorema.
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Demonstracao.
Se G é nimero, LS(G) = G = RS(G). Suponha que G n3o é nimero e

suponha a falsidade do teorema. Isto é, LS(G) < RS(G).
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suponha a falsidade do teorema. Isto é, LS(G) < RS(G). Assim, existe
um nimero x tal que LS(G) < x < RS(G).

Note que se mostrarmos que G — x € P, obtemos uma contradi¢do (G
seria um nimero).

Note que, pelo TENF, se houver uma jogada vencedora em G — x, ela
estd em G. Assim, ambos jogadores jogam em G até obter um nimero.
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Teorema
Para qualquer jogo G, LS(G) > RS(G).

Demonstracao.

Se G é nimero, LS(G) = G = RS(G). Suponha que G n3o é nimero e
suponha a falsidade do teorema. Isto é, LS(G) < RS(G). Assim, existe
um nimero x tal que LS(G) < x < RS(G).

Note que se mostrarmos que G — x € P, obtemos uma contradi¢do (G
seria um nimero).

Note que, pelo TENF, se houver uma jogada vencedora em G — x, ela
estd em G. Assim, ambos jogadores jogam em G até obter um nimero.
Mas, jogando assim, o maximo que LEFT pode obter é LS(G), enquanto
que o minimo que RIGHT pode chegar é RS(G).

Cap. 6
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Teorema
Para qualquer jogo G, LS(G) > RS(G).

Demonstracao.

Se G é nimero, LS(G) = G = RS(G). Suponha que G n3o é nimero e
suponha a falsidade do teorema. Isto é, LS(G) < RS(G). Assim, existe
um nimero x tal que LS(G) < x < RS(G).

Note que se mostrarmos que G — x € P, obtemos uma contradi¢do (G
seria um nimero).

Note que, pelo TENF, se houver uma jogada vencedora em G — x, ela
estd em G. Assim, ambos jogadores jogam em G até obter um nimero.
Mas, jogando assim, o maximo que LEFT pode obter é LS(G), enquanto
que o minimo que RIGHT pode chegar é RS(G). Ambos s3o insuficientes
para dar vitéria ao primeiro jogador. O
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Infinitesimais

Teorema

G # 0 € infinitesimal se, e somente se, LS(G) = 0 = RS(G).

Demonstracao.
EXERCICIO.

Cap. 6
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Lembrando,
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o 1:={0x};
o T:={x|0};

Se n € N, vamos denotar por n- T como "1 somado n vezes’. Também
vamos usar T * como T +x.
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Um pouco de notacao Cap. 5

Lembrando,
e «:={0]|0};
o 1:= {0]+);
o 1:= {+[0};

Se n € N, vamos denotar por n- T como "1 somado n vezes’. Também
vamos usar T * como 1 +x. Finalmente, n- 1 * significa (n- 7).
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Comparando

Temos as seguintes relagdes:

o | <0<T,
e | e x s3o incomparaveis, assim como T e x;

o L+ I<x<THT.
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n~T*—{ {0|(n—1)-1} sen>1;
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Lema
Se G tem aniversario até n+ 1 com LS(G) <0, entdo G < n- 1 ou

G <n 7T
Corolario

Se G é um infinitesimal com aniversario até n+ 1, entdo G < n- 1 ou
G <n- 1=

Demonstracao do lema.
Seja n > 2 (os casos menores ficam como EXERCICIO) e seja G com

LS(G) < 0 com aniversario até n+ 1.

42



Estimando Cap. 6

Lema
Se G tem aniversario até n+ 1 com LS(G) <0, entdo G < n- 1 ou

G < n-1x.

Coroldario .

Se G é um infinitesimal com aniversario até n+ 1, entdo G < n- 1 ou
G <n- 1=

Demonstracao do lema.

Seja n > 2 (os casos menores ficam como EXERCICIO) e seja G com
LS(G) < 0 com aniversario até n+ 1.

Vamos jogar n- T —G e n- T % — G simultaneamente, com RIGHT
jogando em primeiro em ambos.
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Demonstracao do lema.

Seja n > 2 (os casos menores ficam como EXERCICIO) e seja G com
LS(G) < 0 com aniversario até n+ 1.

Vamos jogar n- T —G e n- T % — G simultaneamente, com RIGHT
jogando em primeiro em ambos. Precisamos mostrar que LEFT vence
pelo menos um deles.
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Estimando Cap. 6

Lema
Se G tem aniversario até n+ 1 com LS(G) <0, entdo G < n- 1 ou

G < n-1x.

Coroldario .

Se G é um infinitesimal com aniversario até n+ 1, entdo G < n- 1 ou
G <n- 1=

Demonstracao do lema.

Seja n > 2 (os casos menores ficam como EXERCICIO) e seja G com
LS(G) < 0 com aniversario até n+ 1.

Vamos jogar n- T —G e n- T % — G simultaneamente, com RIGHT
jogando em primeiro em ambos. Precisamos mostrar que LEFT vence
pelo menos um deles.

Se G é ndmero, o resultado é trivial. O
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Jogando em —G

Suponha RIGHT joga em —G para — G em algum dos jogos.
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Jogando em —G Cap. 6

Suponha RIGHT joga em —G para —G' em algum dos jogos. Se GL é
um ndmero, terminamos.
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Jogando em —G Cap. 6

Suponha RIGHT joga em —G para —G' em algum dos jogos. Se GL é
um nimero, terminamos. Se G n3o é um nidmero, ent3o existe uma
opgdo —GLR para LEFT de forma que LS(GR) < LS(G) e, portanto,
podemos aplicar indu¢do (note os aniversarios e a comparagdo entre os
infinitesimais).
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Jogando na outra parte Cap. 6

Suponha que RIGHT joga ambos os jogos para (n—1)- 1% — G e
(n—1)-1 —G. Entdo LEFT pode escolher GR com LS minimal. Note
que

RS(GR) < LS(GR) = RS(G) < LS(G) <0
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Jogando na outra parte Cap. 6

Suponha que RIGHT joga ambos os jogos para (n—1)- 1% — G e
(n—1)-1 —G. Entdo LEFT pode escolher GR com LS minimal. Note
que

RS(GR) < LS(GR) = RS(G) < LS(G) <0

Ou seja, podemos aplicar inducio.
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Evitando nimeros Cap. 6

Teorema
Suponha x um niimero na forma candnica que possua uma op¢do para

LEFT e suponha que G ndo é um niimero. Entdo existe G* tal que
G+ x> G+ xt.
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Evitando nimeros Cap. 6

Teorema
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Teorema

Suponha x um niimero na forma candnica que possua uma op¢do para
LEFT e suponha que G ndo é um niimero. Entdo existe G* tal que
GL+ x> G+ xt.

Demonstracao.

Note que isso é o mesmo que provar que G- — G > x — x. Note que

xt—x < 0ext—xéum nimero.
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Teorema
Suponha x um niimero na forma candnica que possua uma op¢do para

LEFT e suponha que G ndo é um niimero. Entdo existe G* tal que
G+ x> G+ xt.

Demonstracao.

Note que isso é o mesmo que provar que G- — G > x — x. Note que

xt —x < 0ext—xéum nimero. Assim, se mostrarmos que existe G-
de forma que RG(G- — G) > 0, o lema anterior prova que Gt — G > n- |
ou Gt — G > n- | * para n de forma que n + 2 seja o aniversario de

Gt - G.
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Evitando nimeros

Teorema
Suponha x um niimero na forma candnica que possua uma op¢do para

LEFT e suponha que G ndo é um niimero. Entdo existe G* tal que
G+ x> G+ xt.

Demonstracao.

Note que isso é o mesmo que provar que G- — G > x — x. Note que

xt —x < 0ext—xéum nimero. Assim, se mostrarmos que existe G-
de forma que RG(G- — G) > 0, o lema anterior prova que Gt — G > n- |
ou Gt — G > n- | * para n de forma que n + 2 seja o aniversario de

Gl — G. Note que isso implica que Gt — G é maior que qualquer nimero
negativo. O
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Encontrando G' tal que RS(G-— G) >0

Seja GL com maior parada para RIGHT.
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Encontrando G' tal que RS(G-— G) >0

Seja G- com maior parada para RIGHT. Assim, RS(G) = LS(G).
Mostre que RS(GL — G) > 0 Exercicro.
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Teorema (Tradugao numérica)
Se x é um nimero e G ndo é, entdo G + x = {G- + x|GR + x}.
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Traducao numérica

Teorema (Tradugao numérica)
Se x é um nimero e G ndo é, entdo G + x = {G- + x|GR + x}.

Demonstracao.
Por definic3o,

G—|—X:{gL—I—X,G—‘rXL‘gR—FX,G—FXR}.
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Traducao numérica

Teorema (Tradugao numérica)

Se x é um nimero e G ndo é, entdo G + x = {G- + x|GR + x}.

Demonstracao.
Por definic3o,

G—|—X:{QL+X,G+XL\QR—|—X,G+XR}.

Pelo TEN, G + x! e G + xR, se existirem, s30 dominadas.
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Jogos imparciais Cap. 7

Lembrando: um jogo é imparcial se sempre as op¢des de LEFT sdo as
mesmas que as de RIGHT.
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Jogos imparciais Cap. 7

Lembrando: um jogo é imparcial se sempre as op¢des de LEFT sdo as
mesmas que as de RIGHT.

Proposicao
Se G € imparcial, entio G = —G.

Outro lembrete, um jogo G é bem pequeno se toda op¢do H é tal que
LEFT tem opc¢des em H se, e somente se, RIGHT tem.

Trivialmente, todo jogo imparcial é bem pequeno.
Tinhamos visto que todo bem pequeno é infinitesimal.

Em particular, todo imparcial é infinitesimal.

48



Nim Cap. 7

O jogo N1M é jogado da seguinte forma: diversas pilhas de fichas sdo
apresentadas, cada jogador escolhe uma pilha (n3o vazia) e remove
quantas pilhas dessa pilha ele quiser (pelo menos uma).
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Considerando-se uma dnica pilha:
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Considerando-se uma dnica pilha:

fichas  jogo valor
0 {1} 0

1 {0]0} *
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Vendo alguns valores

Considerando-se uma dnica pilha:

fichas

jogo valor
0 {1} 0
1 {0]0} *
2 {0, %]0, x} *2
3 {0, %, %20, *, x2}
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Vendo alguns valores

Cap. 7

Considerando-se uma dnica pilha:

fichas

jogo valor
0 {1} 0
1 {0]0} *
2 {0, %]0, x} *2
3 {0, %, %2]0, %, %2} %3
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Vendo alguns valores

Considerando-se uma dnica pilha:

fichas  jogo valor
0 {1} 0

1 {0]0} *

2 {0, %]0, x} *2

3 {0, %, %2]0, %, %2} %3

Definicao
O valor de uma pilha de n fichas € *n.
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Nao ha redundancia Cap. 7

Teorema
Dado n > 0,

xn={0,1,%2,...,%(n—1)]0,1,%2,....,%(n— 1)}

e tal representacdo € candnica - ou seja, ndo hda opgcdes dominadas ou
reversiveis.
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Nao ha redundancia Cap. 7

Teorema
Dado n > 0,

w«n={0,1,%2,...,%x(n —1)[0,1,%2,...,%(n — 1)}

e tal representacdo € candnica - ou seja, ndo hda opgcdes dominadas ou
reversiveis.

EXERCICIO: Mostre que */ e *j s3o incompardveis se i # j. Use isso
para provar o teorema acima.
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Minimo excluido

Dado X C N, denotamos por mex(X) = min N~ X.
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Minimo excluido

Dado X C N, denotamos por mex(X) = min N~ X.

Exemplos:
o mex({0,1,2,4,10}) = 3;

e mex({3,7}) =0;
e mex(P) = 0.
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Encontrando valores

Proposicao
Considere G = {xly, ..., *l5| % r1, ..., *r,} € suponha

mex({xh,...,xl}) = mex({*r,...,xrp}) = n. Entdo G = *n.
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mex({xh,...,xl}) = mex({*r,...,xrp}) = n. Entdo G = *n.

Demonstracao.
Vamos provar que G — xn € P. Suponha que o primeiro jogador escolhe

xk, com k < n em algum dos jogos.
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Proposicao
Considere G = {xly, ..., *l5| % r1, ..., *r,} € suponha

mex({xh,...,xl}) = mex({*r,...,xrp}) = n. Entdo G = *n.
Demonstracao.

Vamos provar que G — xn € P. Suponha que o primeiro jogador escolhe
xk, com k < n em algum dos jogos. Note que o segundo jogador pode
deixar o jogo em xk — xk = 0.
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Vamos provar que G — xn € P. Suponha que o primeiro jogador escolhe
xk, com k < n em algum dos jogos. Note que o segundo jogador pode
deixar o jogo em xk — xk = 0.

Agora suponha que o primeiro jogador escolhe xk com k > n.

53



Encontrando valores Cap. 7

Proposicao
Considere G = {xly, ..., *l5| % r1, ..., *r,} € suponha

mex({xh,...,xl}) = mex({*r,...,xrp}) = n. Entdo G = *n.
Demonstracao.

Vamos provar que G — xn € P. Suponha que o primeiro jogador escolhe
xk, com k < n em algum dos jogos. Note que o segundo jogador pode
deixar o jogo em xk — xk = 0.

Agora suponha que o primeiro jogador escolhe xk com k > n. Tal opgdo
precisa ter sido feita em G deixando o jogo em xk — xn.
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Encontrando valores Cap. 7

Proposicao
Considere G = {xly, ..., *l5| % r1, ..., *r,} € suponha

mex({xh,...,xl}) = mex({*r,...,xrp}) = n. Entdo G = *n.
Demonstracao.

Vamos provar que G — xn € P. Suponha que o primeiro jogador escolhe
xk, com k < n em algum dos jogos. Note que o segundo jogador pode
deixar o jogo em xk — xk = 0.

Agora suponha que o primeiro jogador escolhe xk com k > n. Tal opgdo
precisa ter sido feita em G deixando o jogo em xk — xn. Mas entdo o
segundo jogador pode escolher xn em xk, deixando o jogo em

xn —*n = 0. ]
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Reduzindo todos Cap. 7

Teorema
Todo jogo imparcial é equivalente a um NIM. Isto € dado G imparcial,

existe n tal que G = xn.
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Reduzindo todos Cap. 7

Teorema
Todo jogo imparcial é equivalente a um NIM. Isto € dado G imparcial,
existe n tal que G = xn.

Demonstracao.
Por inducdo, todas as opg¢des de G sdo um algum Nim.
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Reduzindo todos Cap. 7

Teorema
Todo jogo imparcial é equivalente a um NIM. Isto € dado G imparcial,

existe n tal que G = xn.

Demonstracao.
Por inducdo, todas as opg¢des de G sdo um algum Nim. Entdo podemos

aplicar o resultado anterior. O
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Soma-Nim Cap. 7

Dados a, b € N, definimos a Soma-NIM como a & b dada por “soma na
base 2 sem vai um” - ou xor (ou exclusivo).
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Soma-Nim Cap. 7

Dados a, b € N, definimos a Soma-NIM como a & b dada por “soma na
base 2 sem vai um” - ou xor (ou exclusivo).

Por exemplo: 12 na base 2 é 1100. Ja 5 é 101. Assim:

1100
12¢7= 0 1 0 1
10 01
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Dados a, b, c € N, temos
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Proposicao
Dados a, b, c € N, temos

e adb=bda;

e a®(bdc)=(a®b)Dc;
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Cap. 7

67



Propriedades

Proposicao
Dados a, b, c € N, temos

e adb=bda;
e a®(bdc)=(a®b)Dc;
e ada=0;

e adbdc=0se esomentese, adb=c.
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Mais um lembrete Cap. 7

Teorema
Considere um jogo imparcial e suponha que exista uma particdo em dois

conjuntos A e B sobre as posicées do jogo satisfazendo
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Mais um lembrete Cap.

Teorema
Considere um jogo imparcial e suponha que exista uma particdo em dois

conjuntos A e B sobre as posicées do jogo satisfazendo

(a) toda opgdo de uma posicdo em A estd em B;

(b) toda posicio em B tem ao menos uma opgdo em A.
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Mais um lembrete Cap. 7

Teorema
Considere um jogo imparcial e suponha que exista uma particdo em dois

conjuntos A e B sobre as posicées do jogo satisfazendo

(a) toda opgdo de uma posicdo em A estd em B;

(b) toda posicio em B tem ao menos uma opgdo em A.

Entdo A coincide com as posicées em P e B coincide com posicoes em

N.
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Resolvendo o Nim Cap. 7

Vamos usar N1M(ay, ..., a,) para indicar o jogo NIM com n pilhas, cada
uma com a; fichas.

Teorema
O jogo NiM(ay, ..., a,) € P se, e somente se, ay B -+ ® a, = 0.
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Provando

Usando o dltimo resultado, sé precisamos provar que se
a ®---@a, =0, entdo toda opgdo tem soma n3o nula e que, se
a; @@ a, # 0, entdo existe uma op¢ao cuja soma é nula.
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Provando Cap. 7

Usando o dltimo resultado, sé precisamos provar que se
a ®---@a, =0, entdo toda opgdo tem soma n3o nula e que, se
a; @@ a, # 0, entdo existe uma op¢ao cuja soma é nula.

Suponha a; @ --- @ a, = 0. Considere, sem perda de generalidade, o
movimento de remover r > 0 fichas da pilha 1. Entdo
(a1 —r)®--- D an# 0 como desejado.
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bindria de g. Como g; = 1, algum dos a;’s precisar ter valor 1 na j-ésima
casa de sua expans3o. Sem perda de generalidade, suponha ser a; com
tal propriedade.

Considere x = g @ a1.
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tal propriedade.

Considere x = g @ a;. Vamos provar que remover fichas da pilha 1 de
forma que sobrem x fichas resolve o que queremos.

Primeiramente, note que é um movimento vélido: x é menor que a;.

71



Continuando Cap. 7

Agora suponha g = a; @ --- @ a, # 0. Considere g;j---qo a expansdo
bindria de g. Como g; = 1, algum dos a;’s precisar ter valor 1 na j-ésima
casa de sua expans3o. Sem perda de generalidade, suponha ser a; com
tal propriedade.

Considere x = g @ a;. Vamos provar que remover fichas da pilha 1 de
forma que sobrem x fichas resolve o que queremos.

Primeiramente, note que é um movimento vélido: x é menor que a;.

Vejamos que a nova soma é nula:
(@)@ @an=q®(a1®---Da,) =q®qg=0.
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