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Numerando jogos

Vamos estender a ideia de numeragcao que apresentamos antes.

e 0:={|}
e nt+1:={n|}

(o n dentro do jogo indica o jogo chamado n)

Definimos —n de maneira andloga (note que a notagdo é coerente).
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Somando 1 Cap. 5

ExERcic1o: Dado um jogo G de valor n € Z, temos que o valor de
G+1én+leodeG—1én—1.



Funciona a soma Cap. 5

Proposicao
Considere jogos A, B, C de valores a, b, ¢ respectivamente. Entao

a+b+c>0 se esomentese, A+ B+ C > 0.
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Proposicao
Considere jogos A, B, C de valores a, b, ¢ respectivamente. Entao

a+b+c>0 se esomentese, A+ B+ C > 0.

Demonstracao.

Suponha a+ b+ ¢ > 0. Queremos mostrar que A+ B + C > 0- o que é
0 mesmo que provar que LEFT vence jogando em segundo.

Se RIGHT consegue jogar, foi num jogo de valor negativo- vamos supor
C (ou seja, RIGHT moveu C para C +1). Como a+ b+ ¢ > 0, podemos
supor sem perda de generalidade que a > 0. Entdo LEFT pode mover A
para A—1. Ou seja, o jogo fica na posicdo (A—1)+ B+ (C+1)>0-
assim, podemos aplicar indugdo aqui (sobre |a| + |b| + |c|). O
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Agora suponha A+ B+ C > 0 - ou seja, LEFT vence jogando em
segundo. Se RIGHT n3o tem movimentos, terminamos.

Se RIGHT tem algum movimento, digamos em C, RIGHT pode mudar o
jogo para A+ B + (C + 1). Mas, por hipétese, LEFT precisa ter um
movimento vencedor contra isso - digamos em A. Ent3o

(A=1)+ B+ (C+1)>0. Note que este dltimo jogo é mais simples
que o original, logo podemos aplicar indu¢do, o que implica o resultado.
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Continua funcionando

Analogamente, temos

Proposicao

Considere jogos A, B, C de valores a, b, c respectivamente. Entdo
a+b+c<0 se e somentese, A+ B+ C <O0.

Proposicao

Considere jogos A, B, C de valores a, b, c respectivamente. Entdo
A+ B = C se, e somente se, a+ b= c.

Demonstracao.
Basta notar que, pelos dltimos resultados, A+ B + (—C) =0 se, e

somente se, a+ b+ (—c) = 0.
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Proposicao
Considere jogos A, B de valores a, b respectivamente. Entdo A > B se, e

somente se, a > b.

Demonstracao.
Lembre que A > B se, e somente se, A— B > 0.
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Proposicao
Considere jogos A, B de valores a, b respectivamente. Entdo A > B se, e

somente se, a > b.

Demonstracao.

Lembre que A > B se, e somente se, A— B > 0. E isso é o mesmo que
A—B+02>0.
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A ordem também funciona Cap. 5

Proposicao
Considere jogos A, B de valores a, b respectivamente. Entdo A > B se, e

somente se, a > b.

Demonstracao.

Lembre que A > B se, e somente se, A— B > 0. E isso é o mesmo que
A—B+02>0. Assim, A> B se, e somentese, a—b+0>0queéo
que queriamos. O

12



Hackenbush

Cap. 5

13



Hackenbush

Cap. 5

14



Hackenbush

Cap. 5

15



Hackenbush

Cap. 5

16



Hackenbush

Cap. 5

17



Hackenbush

Cap. 5

18



Hackenbush

Cap. 5

19



Hackenbush

Cap. 5

20



Hackenbush

Cap. 5

21



Bem simples Cap. 5

Note que no HACKENBUSH, se todas as arestas sao vermelhas, o valor do
jogo é n, onde n é o nimero de arestas.

Analogamente, —n se todas as n arestas forem azuis.
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Estendendo os valores

Definicao '
Para j,m € Nsg, com m impar, definimos o jogo de niimero
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Estendendo os valores

Definicao

Para j,m € Nyg, com m impar, definimos o jogo de nimero
m m—1m+1
R T
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Vendo no Dominando Cap. 5
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Exemplo
2+ 1 =1 (lembrando, 1 = {0[1}).

Demonstracao.
Note que é suficiente provar que (5 + 1) — 1 € P.
a o a . 1
Note que se o primeiro jogador optar por jogar num dos 5's, o outro
pode simplesmente jogar no outro % O que resultaria na posicio
1 —1 =0, garantindo vitéria do segundo.

Resta analisar o caso em que o primeiro jogar joga em —1. Lembre que
—1={10}. Ou seja, este caso sé é possivel para RIGHT, que deixaria o
jogo em % + % Seguindo as lnicas op¢des restantes, LEFT deixaria o
jogo em % RIGHT em 1 e LEFT faria a dltima jogada para 0,

vencendo. O
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Um certo padrao

Lembrando as duas definicdes:
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Um certo padrao Cap. 5

Lembrando as duas definicdes:

n+1:={n|}

m m—1m+1

TR i

}

Note que quem joga, sempre muda o jogo para um de nimero pior para
si: LEFT diminui, RIGHT aumenta.
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Funciona

Lema
Sejam A, B, C jogos com valores a, b, ¢ respectivamente. Entdo

(a) a+b+c=0A+B+C=0;
(b) a+b+c>0A+B+C>0;
(c) a+b+c<0&s A+B+C<O.
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Sejam A, B, C jogos com valores a, b, ¢ respectivamente. Entdo

(a) a+b+c=0A+B+C=0;
(b) a+b+c>0A+B+C>0;
(c) a+b+c<0&s A+B+C<O.

Demonstracao.
Vamos provar as afirma¢es ao mesmo tempo.
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Funciona Cap. 5

Lema
Sejam A, B, C jogos com valores a, b, ¢ respectivamente. Entdo

(a) a+b+c=0A+B+C=0;
(b) a+b+c>0A+B+C>0;
(c) a+b+c<0&s A+B+C<O.

Demonstracao.
Vamos provar as afirmag¢des ao mesmo tempo. Note que, como elas sdo

excludentes entre si, basta mostrar as dire¢cdes =-. ]
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Continuando

Demonstracao.
Suponha a+ b+ ¢ > 0.
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Continuando Cap. 5

Demonstracao.
Suponha a+ b+ ¢ > 0. Se RIGHT comega jogando, digamos em A, ele

deixa o jogo numa posicio AR + B+ C.
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Demonstracao.
Suponha a+ b+ ¢ > 0. Se RIGHT comega jogando, digamos em A, ele

deixa o jogo numa posicdo AR + B + C. Pela observacdo anterior, o valor
aR de AR é pior para RIGHT - ou seja, é maior.

Assim, af + b+ ¢ > 0 e, por hipétese de inducio, AR +B+ C > 0. O
que implica derrota de RIGHT. Ou seja, A+ B+ C > 0.

De maneira andloga, mostra-se que a + b+ ¢ < 0 implica em
A+ B+ C<O.
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Demonstracao.
Suponha a+ b+ ¢ > 0. Se RIGHT comega jogando, digamos em A, ele

deixa o jogo numa posicdo AR + B + C. Pela observacdo anterior, o valor
aR de AR é pior para RIGHT - ou seja, é maior.

Assim, af + b+ ¢ > 0 e, por hipétese de inducio, AR +B+ C > 0. O
que implica derrota de RIGHT. Ou seja, A+ B+ C > 0.

De maneira andloga, mostra-se que a + b+ ¢ < 0 implica em
A+ B+ C <0. Juntando as duas, obtemos a + b+ ¢ = 0 implicando
em A+ B+ C=0. O
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Suponha a+ b+ ¢ > 0.
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Continuando Cap. 5

Suponha a+ b+ ¢ > 0. J& temos o argumento de LEFT vencer jogando
em segundo, resta provar para o caso jogando em primeiro.
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at+b+c= 2% com j impar ou j = 0.
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Suponha a+ b+ ¢ > 0. J& temos o argumento de LEFT vencer jogando
em segundo, resta provar para o caso jogando em primeiro. Escreva
at+b+c= 2% com /i impar ou j = 0. Temos dois casos:

!
i

e algum entre a, b, c é da forma o com j' >, j'>0e
a—i—b—l—c—z%.,.
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Suponha a+ b+ ¢ > 0. J& temos o argumento de LEFT vencer jogando
em segundo, resta provar para o caso jogando em primeiro. Escreva
at+b+c= 2% com /i impar ou j = 0. Temos dois casos:

e algum entre a, b, c é da forma 2,7,, comj >j,j/>0e

a+b+c— 2%, Digamos que tal ndmero seja a.
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Suponha a+ b+ ¢ > 0. J& temos o argumento de LEFT vencer jogando
em segundo, resta provar para o caso jogando em primeiro. Escreva
at+b+c= 2% com /i impar ou j = 0. Temos dois casos:

e algum entre a, b, c é da forma 2,7,, comj >j,j/>0e

a+b+c— 2%, Digamos que tal niimero seja a.Ent3o a opcdo At

de valor al é tal que at + b+ ¢ > 0 e, por indugio,
AL+ B+ C>0, garantindo vitéria de LEFT.
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Continuando Cap.

Suponha a+ b+ ¢ > 0. J& temos o argumento de LEFT vencer jogando
em segundo, resta provar para o caso jogando em primeiro. Escreva
at+b+c= 2% com /i impar ou j = 0. Temos dois casos:

i’

e algum entre a, b, c é da forma o com j' >, j'>0e

a+b+c— 2%, Digamos que tal niimero seja a.Ent3o a opcdo At
de valor a' é tal que at + b+ ¢ > 0 e, por indugio,

AL + B + C > 0, garantindo vitéria de LEFT.

e todos os a, b, ¢ sdo inteiros. Esse caso segue como fizemos
anteriormente.
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Terminando

Demonstracao.
O (ltimo caso seria a+ b+ ¢ < 0, mas esse caso é simétrico ao

anterior.

Cap. 5
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Vendo que funciona tudo Cap. 5

Teorema
Dados jogos A, B, C de valores a, b, c, temos:

(a) A+ B = C se, e somente se, a+ b= c;

(b) A > B se, e somente se, a > b.
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Vendo que funciona tudo Cap. 5

Teorema
Dados jogos A, B, C de valores a, b, c, temos:

(a) A+ B = C se, e somente se, a+ b= c;
(b) A > B se, e somente se, a > b.

Demonstracao.
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Vendo que funciona tudo

Teorema
Dados jogos A, B, C de valores a, b, c, temos:

(a) A+ B = C se, e somente se, a+ b= c;
(b) A > B se, e somente se, a > b.
Demonstracao.

(a) Basta notar que A+ B + (—C) = 0 se, e somente se,
at+b+(—c)=0;

Cap. 5
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Vendo que funciona tudo Cap. 5

Teorema
Dados jogos A, B, C de valores a, b, c, temos:

(a) A+ B = C se, e somente se, a+ b= c;

(b) A > B se, e somente se, a > b.

Demonstracao.

(a) Basta notar que A+ B + (—C) = 0 se, e somente se,
at+b+(—c)=0;

(b) Basta notar que A— B +0 > 0 se, e somente se, a— b+ 0 > 0.
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Evite Cap. 5

Teorema (Evite numeros (fraco))
Suponha que X seja um jogo com um valor e que G ndo tenha valor. Se

LEFT pode vencer jogando em primeiro em G + X, entdo LEFT pode
fazer isso comecando com uma opg¢do de G.

52



Evite Cap. 5

Teorema (Evite numeros (fraco))
Suponha que X seja um jogo com um valor e que G ndo tenha valor. Se

LEFT pode vencer jogando em primeiro em G + X, entdo LEFT pode
fazer isso comecando com uma opg¢do de G.

Demonstracao.
Note que o queremos provar é que, se G + X! > 0 para alguma opcdo
XL, entdo existe G* tal que G- + X > 0.
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Evite Cap. 5

Teorema (Evite numeros (fraco))
Suponha que X seja um jogo com um valor e que G ndo tenha valor. Se

LEFT pode vencer jogando em primeiro em G + X, entdo LEFT pode
fazer isso comecando com uma opg¢do de G.

Demonstracao.

Note que o queremos provar é que, se G + X! > 0 para alguma opcdo
XL, entdo existe G- tal que G-+ X > 0. Como G n3o tem um valor
numérico, G # —Xt,
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Evite Cap. 5

Teorema (Evite numeros (fraco))
Suponha que X seja um jogo com um valor e que G ndo tenha valor. Se

LEFT pode vencer jogando em primeiro em G + X, entdo LEFT pode
fazer isso comecando com uma opg¢do de G.

Demonstracao.

Note que o queremos provar é que, se G + X! > 0 para alguma opcdo
XL, entdo existe G- tal que G-+ X > 0. Como G n3o tem um valor
numérico, G # —XL. Assim, G+ XL >o0.
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Evite Cap.

Teorema (Evite numeros (fraco))
Suponha que X seja um jogo com um valor e que G ndo tenha valor. Se

LEFT pode vencer jogando em primeiro em G + X, entdo LEFT pode
fazer isso comecando com uma opg¢do de G.

Demonstracao.
Note que o queremos provar é que, se G + X! > 0 para alguma opcdo

XL, entdo existe G- tal que G-+ X > 0. Como G n3o tem um valor
numérico, G # —XL. Assim, G+ XL >0. Ou seja, LEFT vence jogando
primeiro em G + XL,
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Evite Cap.

Teorema (Evite numeros (fraco))
Suponha que X seja um jogo com um valor e que G ndo tenha valor. Se

LEFT pode vencer jogando em primeiro em G + X, entdo LEFT pode
fazer isso comecando com uma opg¢do de G.

Demonstracao.
Note que o queremos provar é que, se G + X! > 0 para alguma opcdo

XL, entdo existe G- tal que G-+ X > 0. Como G n3o tem um valor
numérico, G # —XL. Assim, G+ XL >0. Ou seja, LEFT vence jogando
primeiro em G + XL. Assim, pela hipdtese de inducdo, existe G- opcdo
em G tal que G + Xt >0.
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Evite Cap.

Teorema (Evite numeros (fraco))
Suponha que X seja um jogo com um valor e que G ndo tenha valor. Se

LEFT pode vencer jogando em primeiro em G + X, entdo LEFT pode
fazer isso comecando com uma opg¢do de G.

Demonstracao.
Note que o queremos provar é que, se G + X! > 0 para alguma opcdo

XL, entdo existe G- tal que G-+ X > 0. Como G n3o tem um valor
numérico, G # —XL. Assim, G+ XL >0. Ou seja, LEFT vence jogando
primeiro em G + XL. Assim, pela hipdtese de inducdo, existe G- opcdo
em G tal que Gt + XL > 0. Como X! < X, obtemos que G-+ X >0
como desejado. O
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Namero mais simples

Definicao
Dados x! < xR nimeros (jogos com tais valores), o nimero mais
simples entre os dois € o nimero x cujo aniversario é o menor.

Cap. 5
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Namero mais simples Cap. 5

Definicao
Dados x! < xR nimeros (jogos com tais valores), o nimero mais
simples entre os dois € o nimero x cujo aniversario € o menor.

Antes de mais nada, precisamos ver que isso esta bem definido (que tal x

é dnico).
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Lemas amigos Cap. 5

Lema
Se x; < xo tém o mesmo aniversdrio, entio existe x de aniversario menor

tal que x3 < x < Xxp.
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Lemas amigos Cap. 5

Lema
Se x; < xo tém o mesmo aniversdrio, entio existe x de aniversario menor

tal que x3 < x < Xxp.

Lema
Dado z € 7Z, o aniversdrio de z € |z| + 1.
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Lemas amigos Cap. 5

Lema
Se x; < xo tém o mesmo aniversdrio, entio existe x de aniversario menor

tal que x3 < x < Xxp.

Lema
Dado z € 7, o aniversdrio de z é |z| + 1. Se n >0, i € impar e

0 < i <2, entdo +(n+ ) tém ambos aniversdrio n+ j + 1.

54



Esta bem definido

Cap. 5
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Esta bem definido Cap. 5

Note que o de menor aniversario entre dois niimeros é (inico, uma vez
que se dois tiverem o mesmo aniversario, existe um terceiro entre eles de
aniversario menor.
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Caracterizando

Proposicao
Sejam xt < xR jogos de valores numéricos. Entdo o niimero x mais
simples entre eles € dado por:

Cap. 5
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Caracterizando Cap. 5

Proposicao
Sejam xt < xR jogos de valores numéricos. Entdo o niimero x mais
simples entre eles € dado por:

e se existe algum inteiro z entre xt e xR, ent3o x é o de menor valor

absoluto;
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Caracterizando Cap. 5

Proposicao
Sejam xt < xR jogos de valores numéricos. Entdo o niimero x mais
simples entre eles € dado por:

e se existe algum inteiro z entre xt e xR, ent3o x é o de menor valor

absoluto;

i

e caso contrdrio, x € o jogo de valor 5; com j minimal.
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Caracterizando Cap. 5

Proposicao
Sejam xt < xR jogos de valores numéricos. Entdo o niimero x mais

simples entre eles € dado por:

e se existe algum inteiro z entre xt e xR, ent3o x é o de menor valor

absoluto;

i

57 com j minimal.

e caso contrario, x é o jogo de valor

Demonstracao.
Temos dois casos.
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Caracterizando

Proposicao
Sejam xt < xR jogos de valores numéricos. Entdo o niimero x mais

simples entre eles € dado por:

e se existe algum inteiro z entre xt e xR, ent3o x é o de menor valor

absoluto;

i

57 com j minimal.

e caso contrario, x é o jogo de valor

Demonstracao.
Temos dois casos. Se existe um inteiro entre xt e x®, ent3o o lema

anterior nos da que o mais simples é o de menor valor absoluto.

Cap. 5
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Caracterizando

Proposicao
Sejam xt < xR jogos de valores numéricos. Entdo o niimero x mais

simples entre eles € dado por:

e se existe algum inteiro z entre xt e xR, ent3o x é o de menor valor
absoluto;

i

e caso contrdrio, x € o jogo de valor 5; com j minimal.

Demonstracao.
Temos dois casos. Se existe um inteiro entre xt e x®, ent3o o lema

anterior nos da que o mais simples é o de menor valor absoluto.

Caso contrério, temos que existe z inteiro tal que z < xL < xR < z 4+ 1.

Cap. 5
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Caracterizando

Proposicao
Sejam xt < xR jogos de valores numéricos. Entdo o niimero x mais

simples entre eles € dado por:

L R

e se existe algum inteiro z entre x~ e x", entdo x € o de menor valor

absoluto;

i

57 com j minimal.

e caso contrario, x é o jogo de valor

Demonstracao.
Temos dois casos. Se existe um inteiro entre xt e x®, ent3o o lema

anterior nos da que o mais simples é o de menor valor absoluto.

Caso contrério, temos que existe z inteiro tal que z < xL < xR < z 4+ 1.
Note que o de menor j é de fato o que dd4 o menor aniversario

Cap. 5
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Caracterizando Cap. 5

Proposicao
Sejam xt < xR jogos de valores numéricos. Entdo o niimero x mais

simples entre eles € dado por:

e se existe algum inteiro z entre xt e xR, ent3o x é o de menor valor
absoluto;

e caso contrdrio, x € o jogo de valor 5; com j minimal.

Demonstracao.
Temos dois casos. Se existe um inteiro entre xt e x®, ent3o o lema

anterior nos da que o mais simples é o de menor valor absoluto.

Caso contrério, temos que existe z inteiro tal que z < xL < xR < z 4+ 1.
Note que o de menor j é de fato o que dd o menor aniversario (note que
se tivesse dois consecutivos de mesmo denominador, um poderia ser

simplificado). O



Outros nimeros

Cap. 5
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Outros nimeros Cap. 5

Teorema
Dado um jogo G, se todas as opcdes satistazem G- < GR e tém valores

numéricos, entdo G também tem valor numérico.
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Outros nimeros Cap. 5

Teorema

Dado um jogo G, se todas as opcdes satistazem G- < GR e tém valores
numéricos, entdo G também tem valor numérico. Mais que isso, G tem
valor x, onde x é o mais simples entre G e GR.
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Outros nimeros Cap. 5

Teorema
Dado um jogo G, se todas as opcdes satistazem G- < GR e tém valores

numéricos, entdo G também tem valor numérico. Mais que isso, G tem
valor x, onde x é o mais simples entre G e GR.

Demonstracao.
Escreva G = {G'|GR} onde G- < GR e todas as opgdes tem valores
numéricos.
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Outros nimeros Cap. 5

Teorema
Dado um jogo G, se todas as opcdes satistazem G- < GR e tém valores

numéricos, entdo G também tem valor numérico. Mais que isso, G tem
valor x, onde x é o mais simples entre G e GR.

Demonstracao.
Escreva G = {G'|GR} onde G- < GR e todas as opgdes tem valores
numéricos. Seja x o mais simples satisfazendo Gt < x < gk,
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Outros nimeros Cap. 5

Teorema
Dado um jogo G, se todas as opcdes satistazem G- < GR e tém valores

numéricos, entdo G também tem valor numérico. Mais que isso, G tem
valor x, onde x é o mais simples entre G e GR.

Demonstracao.

Escreva G = {G'|GR} onde G- < GR e todas as opgdes tem valores
numéricos. Seja x o mais simples satisfazendo Gl < x < GR. Basta
mostrarmos que x — G € P
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Outros nimeros Cap. 5

Teorema
Dado um jogo G, se todas as opcdes satistazem G- < GR e tém valores

numéricos, entdo G também tem valor numérico. Mais que isso, G tem
valor x, onde x é o mais simples entre G e GR.

Demonstracao.

Escreva G = {G'|GR} onde G- < GR e todas as opgdes tem valores
numéricos. Seja x o mais simples satisfazendo Gl < x < GR. Basta
mostrarmos que x — G € P - ou seja, que o segundo a jogar vence.

57



Outros nimeros Cap. 5

Teorema
Dado um jogo G, se todas as opcdes satistazem G- < GR e tém valores

numéricos, entdo G também tem valor numérico. Mais que isso, G tem
valor x, onde x é o mais simples entre G e GR.

Demonstracao.

Escreva G = {G'|GR} onde G- < GR e todas as opgdes tem valores
numéricos. Seja x o mais simples satisfazendo Gl < x < GR. Basta
mostrarmos que x — G € P - ou seja, que o segundo a jogar vence.

Suponha RIGHT o primeiro a jogar (o outro caso é analogo).
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Outros nimeros Cap. 5

Teorema
Dado um jogo G, se todas as opcdes satistazem G- < GR e tém valores

numéricos, entdo G também tem valor numérico. Mais que isso, G tem
valor x, onde x é o mais simples entre G e GR.

Demonstracao.

Escreva G = {G'|GR} onde G- < GR e todas as opgdes tem valores
numéricos. Seja x o mais simples satisfazendo Gl < x < GR. Basta
mostrarmos que x — G € P - ou seja, que o segundo a jogar vence.

Suponha RIGHT o primeiro a jogar (o outro caso é andlogo). Temos
duas opg¢des de movimentos possiveis:
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Outros nimeros Cap. 5

Teorema
Dado um jogo G, se todas as opcdes satistazem G- < GR e tém valores

numéricos, entdo G também tem valor numérico. Mais que isso, G tem
valor x, onde x é o mais simples entre G e GR.

Demonstracao.

Escreva G = {G'|GR} onde G- < GR e todas as opgdes tem valores
numéricos. Seja x o mais simples satisfazendo Gl < x < GR. Basta
mostrarmos que x — G € P - ou seja, que o segundo a jogar vence.

Suponha RIGHT o primeiro a jogar (o outro caso é andlogo). Temos
duas opg¢des de movimentos possiveis:

e x — GL. Note que este caso é positivo, dado que G < x.
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Outros nimeros Cap. 5

Teorema
Dado um jogo G, se todas as opcdes satistazem G- < GR e tém valores

numéricos, entdo G também tem valor numérico. Mais que isso, G tem
valor x, onde x é o mais simples entre G e GR.

Demonstracao.

Escreva G = {G'|GR} onde G- < GR e todas as opgdes tem valores
numéricos. Seja x o mais simples satisfazendo Gl < x < GR. Basta
mostrarmos que x — G € P - ou seja, que o segundo a jogar vence.

Suponha RIGHT o primeiro a jogar (o outro caso é andlogo). Temos
duas opg¢des de movimentos possiveis:

e x — GL. Note que este caso é positivo, dado que G < x.

e xR — G. Note que n3o pode ocorrer x? < GR pois x® é mais simples

que x e também satisfaria Gt < x® < GF.
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Outros nimeros Cap. 5

Teorema
Dado um jogo G, se todas as opcdes satistazem G- < GR e tém valores

numéricos, entdo G também tem valor numérico. Mais que isso, G tem
valor x, onde x é o mais simples entre G e GR.

Demonstracao.
Escreva G = {G'|GR} onde G- < GR e todas as opgdes tem valores

numéricos. Seja x o mais simples satisfazendo Gl < x < GR. Basta
mostrarmos que x — G € P - ou seja, que o segundo a jogar vence.

Suponha RIGHT o primeiro a jogar (o outro caso é andlogo). Temos
duas opg¢des de movimentos possiveis:

e x — GL. Note que este caso é positivo, dado que G < x.

e xR — G. Note que n3o pode ocorrer x? < GR pois x® é mais simples
que x e também satisfaria Gt < x® < GR. Assim, existe GF tal que
xR > GR e, portanto, x® — GR é uma opcdo vitoriosa para LEFT.
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Cap. 5
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Cap. 5
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Cap. 5
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Empurra

Cap. 5
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Empurra
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Cap. 5
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Empurra
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Cap. 5
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Empurra
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Cap. 5

67



Empurra

Cap. 5
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Empurra
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Cap. 5
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e ]

{112} %

Cap. 5
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Empurra

Cap. 5

71



Empurra
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Cap. 5
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Empurra

el Te1-{% \3}: 2

Cap. 5
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Novo jogo Cap. 5

No jogo SHOVE, cada jogador escolhe uma de suas pecas e a move para
a esquerda uma casa.
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Novo jogo Cap. 5

No jogo SHOVE, cada jogador escolhe uma de suas pecas e a move para
a esquerda uma casa. Todas as pegas a esquerda da peca escolhida
também movem uma casa para a esquerda (se alguma sair do tabuleiro, é

eliminada).
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Novo jogo Cap. 5

No jogo SHOVE, cada jogador escolhe uma de suas pecas e a move para
a esquerda uma casa. Todas as pegas a esquerda da peca escolhida
também movem uma casa para a esquerda (se alguma sair do tabuleiro, é
eliminada). Pode-se jogar em diversas linhas.
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Shove
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Cap. 5
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Shove

] |

Cap. 5
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Shove

Cap. 5

7



Analisando

Note que podemos analisar apenas jogos de uma tnica linha, ja que
vérias linhas sdo apenas somas de tais jogos.

Cap. 5
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Um primeiro valor

Cap. 5
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Um primeiro valor

Cap. 5
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Juntando dois
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Cap. 5
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Juntando dois
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Cap. 5
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Juntando dois
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Cap. 5
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Juntando dois

Cap. 5
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Juntando dois

Cap. 5
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Juntando dois
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Juntando dois

Cap. 5
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Valor da peca /

Cap. 5
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Cap. 5
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Cap. 5
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Calculando r

Cap. 5
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Calculando r

Cap. 5
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Calculando r

Cap. 5
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Calculando r

Cap. 5
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Calculando r

Cap. 5
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Calculando r

Cap. 5
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Calculando r

Cap. 5
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Calculando r

Cap. 5
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Calculando r

Cap. 5
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Provando Cap. 5

Teorema
O valor de uma posicdo de SHOVE € dado por

x=3"c(i) 5(3 .

i=1
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Provando Cap. 5

Teorema
O valor de uma posicdo de SHOVE € dado por

x=3"c(i) 5(3 .

i=1

Demonstracao. o
Vamos supor as pecas numeradas da esquerda para direita.
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Provando Cap. 5

Teorema
O valor de uma posicdo de SHOVE € dado por

x=3"c(i) 5(3 .

i=1

Demonstracao. o _
Vamos supor as pecas numeradas da esquerda para direita. Vejamos o

que acontece quando LEFT move uma peca j.
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Provando Cap. 5

Teorema
O valor de uma posicdo de SHOVE € dado por

x=3"c(i) 5(3 .

i=1

Demonstracao.
Vamos supor as pecas numeradas da esquerda para direita. Vejamos o

que acontece quando LEFT move uma peca j. Note que o sinal de todas
as pecas nado se altera, nem seu r. Apenas sua posicao, que é diminuida
em 1.
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Provando Cap. 5

Teorema
O valor de uma posicdo de SHOVE € dado por

x=3"c(i) 5(3 .

i=1

Demonstracao.
Vamos supor as pecas numeradas da esquerda para direita. Vejamos o

que acontece quando LEFT move uma peca j. Note que o sinal de todas
as pecas nado se altera, nem seu r. Apenas sua posicao, que é diminuida
em 1. Assim, por inducdo:
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Provando

Teorema
O valor de uma posicdo de SHOVE € dado por

x=3"c(i) 5(3 .

i=1

Demonstracao.
Vamos supor as pecas numeradas da esquerda para direita. Vejamos o

que acontece quando LEFT move uma peca j. Note que o sinal de todas
as pecas nado se altera, nem seu r. Apenas sua posicao, que é diminuida
em 1. Assim, por inducdo:

Cap. 5
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Provando Cap. 5

Teorema
O valor de uma posicdo de SHOVE € dado por

=2 <l 58

i=1

Demonstracao.
Vamos supor as pecas numeradas da esquerda para direita. Vejamos o

que acontece quando LEFT move uma peca j. Note que o sinal de todas
as pecas nado se altera, nem seu r. Apenas sua posicao, que é diminuida
em 1. Assim, por inducdo:

J J
L —1
Z ¢ 2r( N + Z X+ Z c(7) 2%0)

=1 i=1

A melhor jogada para LEFT seria a que da menor desconto. O
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Continuando Cap. 5

e Se j é a peca mais a esquerda, o desconto é de 27—(,1)
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Continuando Cap. 5

e Se j é a peca mais a esquerda, o desconto é de 27—(,1)

e Se hd um bloco de pecas entre LEFT a esquerda, a melhor opcdo
entre essas é a mais a esquerda.
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Continuando Cap. 5

e Se j é a peca mais a esquerda, o desconto é de 27—(,1)

e Se hd um bloco de pecas entre LEFT a esquerda, a melhor opcdo
entre essas é a mais a esquerda.

e Mesmo que houver um bloco de pecas de RIGHT, ainda compensa
LEFT escolher a sua mais a esquerda (EXERCICIO).
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Continuando Cap. 5

o 2 5. ) —1
e Se j € a pega mais a esquerda, o desconto é de 7.
e Se hd um bloco de pecas entre LEFT a esquerda, a melhor opcdo

entre essas é a mais a esquerda.

e Mesmo que houver um bloco de pecas de RIGHT, ainda compensa
LEFT escolher a sua mais a esquerda (EXERCICIO).
. ~ . . . 1
Ou seja, a melhor opgdo para LEFT seria deixa o jogo em x — 57
(mover a prépria mais a esquerda).
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Continuando Cap. 5

e Se j é a peca mais a esquerda, o desconto é de - 2,(,)

e Se hd um bloco de pecas entre LEFT a esquerda, a melhor opcdo
entre essas é a mais a esquerda.

e Mesmo que houver um bloco de pecas de RIGHT, ainda compensa
LEFT escolher a sua mais a esquerda (EXERCICIO).
. ~ . . . 1
Ou seja, a melhor opgdo para LEFT seria deixa o jogo em x — 57
(mover a prépria mais a esquerda).

Analogamente, a melhor op¢do para RIGHT seria mover para x + 2,<1
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Continuando Cap. 5

e Se j é a peca mais a esquerda, o desconto é de - 2,(,)
e Se hd um bloco de pecas entre LEFT a esquerda, a melhor opcdo

entre essas é a mais a esquerda.

e Mesmo que houver um bloco de pecas de RIGHT, ainda compensa
LEFT escolher a sua mais a esquerda (EXERCICIO).

. ~ . . . 1
Ou seja, a melhor opgdo para LEFT seria deixa o jogo em x — 57

(mover a prépria mais a esquerda).

Analogamente, a melhor op¢do para RIGHT seria mover para x + 2,<1
Ou seja, 0 jogo é {x — 545 |x + 527}, 0 que implica ter valor x, como
Ja, 0 Jog (D) >m S 0d p )

queriamos.
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Infinitesimal Cap. 5

Definicao
Um jogo G é dito infinitesimal se, para todo jogo x de valor numérico
positivo, temos que —x < G < x.
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Infinitesimal Cap. 5

Definicao
Um jogo G é dito infinitesimal se, para todo jogo x de valor numérico
positivo, temos que —x < G < x.

O jogo * = {0]|0} é um infinitesimal.
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Infinitesimal Cap. 5

Definicao

Um jogo G é dito infinitesimal se, para todo jogo x de valor numérico
positivo, temos que —x < G < x.

O jogo * = {0]|0} é um infinitesimal.

De fato, note que * ndo é numérico (pois o primeiro a jogar vence).
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Infinitesimal Cap. 5

Definicao

Um jogo G é dito infinitesimal se, para todo jogo x de valor numérico
positivo, temos que —x < G < x.

O jogo * = {0]|0} é um infinitesimal.

De fato, note que * ndo é numérico (pois o primeiro a jogar vence). Note
também que x = —x.
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Infinitesimal Cap. 5

Definicao

Um jogo G é dito infinitesimal se, para todo jogo x de valor numérico
positivo, temos que —x < G < x.

O jogo * = {0]|0} é um infinitesimal.

De fato, note que * ndo é numérico (pois o primeiro a jogar vence). Note
também que % = —%. Assim, por simetria, basta mostrar que * < x para

todo x numérico positivo.
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Infinitesimal Cap. 5

Definicao

Um jogo G é dito infinitesimal se, para todo jogo x de valor numérico
positivo, temos que —x < G < x.

O jogo * = {0]|0} é um infinitesimal.

De fato, note que * ndo é numérico (pois o primeiro a jogar vence). Note
também que % = —%. Assim, por simetria, basta mostrar que * < x para
todo x numérico positivo.

Basta mostrar que LEFT vence jogando em segundo em x — % = x + x.
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Infinitesimal Cap. 5

Definicao

Um jogo G é dito infinitesimal se, para todo jogo x de valor numérico
positivo, temos que —x < G < x.

O jogo * = {0]|0} é um infinitesimal.

De fato, note que * ndo é numérico (pois o primeiro a jogar vence). Note
também que % = —%. Assim, por simetria, basta mostrar que * < x para

todo x numérico positivo.

Basta mostrar que LEFT vence jogando em segundo em x — % = x + x.
Vejamos o que RIGHT pode jogar comecgando.
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Infinitesimal Cap. 5

Definicao
Um jogo G é dito infinitesimal se, para todo jogo x de valor numérico
positivo, temos que —x < G < x.

O jogo * = {0]|0} é um infinitesimal.

De fato, note que * ndo é numérico (pois o primeiro a jogar vence). Note
também que % = —%. Assim, por simetria, basta mostrar que * < x para
todo x numérico positivo.

Basta mostrar que LEFT vence jogando em segundo em x — % = x + x.
Vejamos o que RIGHT pode jogar comecando. Pelo TENF, se RIGHT
pudesse vencer em x + %, ele poderia vencer comec¢ando em x.
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Infinitesimal Cap. 5

Definicao
Um jogo G é dito infinitesimal se, para todo jogo x de valor numérico
positivo, temos que —x < G < x.

O jogo * = {0]|0} é um infinitesimal.

De fato, note que * ndo é numérico (pois o primeiro a jogar vence). Note
também que % = —%. Assim, por simetria, basta mostrar que * < x para
todo x numérico positivo.

Basta mostrar que LEFT vence jogando em segundo em x — % = x + x.
Vejamos o que RIGHT pode jogar comecando. Pelo TENF, se RIGHT
pudesse vencer em x + *, ele poderia vencer comecando em *. Mas note
que isso deixa o jogo em x > 0, que garante vitéria para LEFT.
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Mais dois infinitesimais Cap. 5

Definimos

o 1:= {0]s};
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Mais dois infinitesimais Cap. 5

Definimos
o 1= {0)s}
e |:={x|0}
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Positivo e negativo Cap. 5

Note que 1> 0.
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Positivo e negativo Cap. 5

Note que 1> 0. De fato, LEFT pode jogar 0 em {0|x} — 0
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Positivo e negativo Cap. 5

Note que 1> 0. De fato, LEFT pode jogar 0 em {0|*} — 0 e RIGHT
precisa jogar * em {0|*} — 0, que também d3 vitéria para LEFT.
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Positivo e negativo Cap. 5

Note que 1> 0. De fato, LEFT pode jogar 0 em {0|*} — 0 e RIGHT
precisa jogar * em {0|*} — 0, que também d3 vitéria para LEFT.

De maneira andloga, /< 0.

105



Sao infinitesimais Cap. 5

Considere x de valor numérico, x > 0 e na forma candnica.
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Sao infinitesimais Cap. 5

Considere x de valor numérico, x > 0 e na forma candnica. Como j
temos que 0 <7, basta mostrar que 1< x.
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Sao infinitesimais Cap. 5

Considere x de valor numérico, x > 0 e na forma candnica. Como j
temos que 0 <7, basta mostrar que 1< x.

Se LEFT comeca em x— 1, LEFT pode deixar o jogo em x — x.
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Sao infinitesimais Cap. 5

Considere x de valor numérico, x > 0 e na forma candnica. Como j
temos que 0 <7, basta mostrar que 1< x.

Se LEFT comeca em x— 1, LEFT pode deixar o jogo em x — x. Como
x — % > 0 (pois * é infinitesimal), LEFT vence.
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Sao infinitesimais Cap. 5

Considere x de valor numérico, x > 0 e na forma candnica. Como j
temos que 0 <7, basta mostrar que 1< x.

Se LEFT comeca em x— 1, LEFT pode deixar o jogo em x — x. Como
x — % > 0 (pois * é infinitesimal), LEFT vence.

Se RIGHT come¢a em x— T, RIGHT é obrigado a jogar em T, deixando o
jogo em x > 0, dando vitéria para LEFT.
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Bem pequeno Cap. 5

Definicao
Dizemos que um jogo G € bem pequeno se toda opcdo H € tal que
LEFT tem opgcdes em H se, e somente se, RIGHT tem.
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Bem pequeno Cap. 5

Definicao
Dizemos que um jogo G € bem pequeno se toda opcdo H € tal que
LEFT tem opgcdes em H se, e somente se, RIGHT tem.

Note que 0 e 1 s3o bem pequenos.
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Bem pequeno Cap. 5

Definicao
Dizemos que um jogo G € bem pequeno se toda opcdo H € tal que
LEFT tem opgcdes em H se, e somente se, RIGHT tem.

Note que 0 e 1 s3o bem pequenos.

EXERCICIO: Mostre que todo bem pequeno € infinitesimal.
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Rinocerontes e elefantes Cap. 5
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Rinocerontes e elefantes Cap. 5

Cada animal fica num quadrado de uma fila de quadrados.
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Rinocerontes e elefantes Cap. 5

Cada animal fica num quadrado de uma fila de quadrados. LEFT joga
com um Elefante, movendo-o uma casa para direita (que esteja vazia).
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Rinocerontes e elefantes Cap. 5

Cada animal fica num quadrado de uma fila de quadrados. LEFT joga
com um Elefante, movendo-o uma casa para direita (que esteja vazia).
RIGHT joga com um rinoceronte, movendo-o para esquerda.
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Jogando

Cap. 5
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Jogando

Cap. 5
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Jogando

Cap. 5
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Quem ganha?

Cap. 5

[ele] T T [#]=~] [T

[l T I#] [T I=T =T

[#] [-]

[# T Ie] TIel TT T T I=[TI=[=I]
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Quem ganha? Cap. 5

[l T T [#[~[[=]+[#[ T T#[ [ [ [~ [=]+[e[ =]+ ([ T [ TIe[ T T T T [=~[T [=[=]~]
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Quem ganha? Cap. 5

[ple] T T [o[~[[=]+[f] T [#[ -[ T [~ [=]+[#] =]+ (o] T [ TIf[ T T [ [ [=~[T [=[=]~]
6-1:5
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Quem ganha? Cap. 5

[ple] T T [o[~[[=]+[f] T [#[ -[ T [~ [=]+[#] =]+ (o] T [ TIf[ T T T T [=~[T [=[=]~]
6-1:5
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Calculando outras Cap. 5

Restam as situacdes onde hd s espacos entre o elefante mais a direita e o
rinoceronte mais a esquerda.
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Calculando outras Cap. 5

Restam as situacdes onde hd s espacos entre o elefante mais a direita e o
rinoceronte mais a esquerda. Vamos chamar essas duas pecas de elefante
central e rinoceronte central.
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Calculando outras Cap. 5

Restam as situacdes onde hd s espacos entre o elefante mais a direita e o
rinoceronte mais a esquerda. Vamos chamar essas duas pecas de elefante
central e rinoceronte central. Vamos denotar por E o total de elefantes
menos 1 e por R o total de rinocerontes menos 1.
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Calculando outras Cap. 5

Restam as situacdes onde hd s espacos entre o elefante mais a direita e o
rinoceronte mais a esquerda. Vamos chamar essas duas pecas de elefante
central e rinoceronte central. Vamos denotar por E o total de elefantes
menos 1 e por R o total de rinocerontes menos 1. Assim o total de

animais é E + R + 2.
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Calculando outras Cap.

Restam as situacdes onde hd s espacos entre o elefante mais a direita e o
rinoceronte mais a esquerda. Vamos chamar essas duas pecas de elefante
central e rinoceronte central. Vamos denotar por E o total de elefantes
menos 1 e por R o total de rinocerontes menos 1. Assim o total de
animais é E + R + 2.

Vamos denotar por Mg a quantidade maxima de movimentos que os
elefantes podem fazer sem mexer o elefante central.
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Calculando outras Cap.

Restam as situacdes onde hd s espacos entre o elefante mais a direita e o
rinoceronte mais a esquerda. Vamos chamar essas duas pecas de elefante
central e rinoceronte central. Vamos denotar por E o total de elefantes
menos 1 e por R o total de rinocerontes menos 1. Assim o total de
animais é E + R + 2.

Vamos denotar por Mg a quantidade maxima de movimentos que os
elefantes podem fazer sem mexer o elefante central. Analogamente,
definimos Mg.
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Qual o valor do jogo?

Considere

x = Mg — Mg+ | 2] (E — R).

Cap. 5
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Qual o valor do jogo? Cap. 5

Considere

x = Mg — Mg+ | 2] (E — R).

Pode-se provar que

X se s é par
G = .
{ {x+ E|x — R} ses éimpar
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Voltando no exemplo

Cap. 5

[l T T [o[~[[=[ T#[ T T#[ <[ T [=[ [~T

[#] [-]

[# T Ie] TIel TT T T I=[TI=[=I]
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Voltando no exemplo Cap. 5

[ple] T T [o[~[[=]+[f] T [#[ -[ T [~ [=]+[#] =]+ (o] T [ TIf[ T T T T [=~[T [=[=]~]
6-1:5
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Voltando no exemplo Cap. 5

[wle] T T [#[~]I~]

6-1:5

AL T Io[ [ [ I=[ I=]+[e] =]+ [ T[] TIo[ T T [ [ [=~[T [=[=]~]
%32 -513)(1-2): -2
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Voltando no exemplo

Cap. 5

[ele] T T [o~T I~I*I¢‘I2I5[4J'(I
%3 2-55)(1-2
6-1:5 -21-5

LT I=[ I=~]+[e[ =]+ [ T Tl TI#[ T T T T [=~[T I[=[~]~]
P ¥
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Voltando no exemplo

Cap. 5

[ele] T T [o~T I~I*I¢‘I2I5[4J'(I
%3 2-55)(1-2
6-1:5 -21-5

LT I=[ I=~]+[e[ =]+ [#] T I#] Tl T T T T [=[T I=[=]~]
‘j:.a ¥ %s6-641%)(2-3): -2
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Voltando no exemplo Cap. 5

IMIMII[l"[[I~II¢‘II['II~IIll]II!'I]-Ilflllﬂ‘ll[flllll[[I[]II
E

6-1:5 (zlS ms
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