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Tentando axiomatizar Cap. 3

No próximo caṕıtulo, vamos axiomatizar formalmente os jogos.

Por

enquanto, vamos apresentar os axiomas informalmente e tentar

motivá-los.

• Um movimento é de uma posição para uma subposição. O último

jogador a jogar, vence;

• Na soma de jogos, um jogador pode jogar em qualquer um dos jogos;

• No “negativo” de um jogo, os papéis dos jogadores são invertidos;

• Uma posição A é tão boa quanto B (para Left) se Left ficaria

satisfeito se B fosse trocado por A em qualquer soma.
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motivá-los.
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• No “negativo” de um jogo, os papéis dos jogadores são invertidos;
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Colocando ordem Cap. 3
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Mas será que cancela? Cap. 3

15
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Pode acrescentar? Cap. 3

Proposição
Seja G um jogo qualquer. Suponha Z ∈ P. Então a classe de G é a

mesma de G + Z.

Demonstração.
Vamos mostrar que o jogador que ganhava antes, continua ganhando.

Enquanto o outro jogador jogar em G , responda em G . Quando o outro

jogador jogar em Z , jogue em Z como segundo jogador. Repita.

21



Pode acrescentar? Cap. 3

Proposição
Seja G um jogo qualquer. Suponha Z ∈ P. Então a classe de G é a
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E se pode acrescentar? Cap. 3

Suponha que Z seja um jogo que, não importa qual G você toma, G e

G + Z têm a mesma classe.

Note que isso inclui o caso em que G é o jogo vazio - que é P. Logo,

G + Z ∈ P, mas como Z = G + Z , temos que Z obrigatoriamente

precisa ser P.
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35
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Melhorando um pouco Cap. 3

Proposição
Seja G um jogo qualquer e seja X ∈ P ∪L (ou seja, Left vence se jogar

segundo). Então a classe de G + X é tão boa para Left quanto a classe

de G.
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Outra tabela Cap. 3

L P R N
L L L ? L ou N
P L P R N
R ? R R R ou N
N L ou N N R ou N ?
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Mais uma técnica Cap. 3

Suponha que colocamos uma restrição sobre quais jogadas um

determinado jogador pode fazer. Se ainda assim ele vence, então ele

vence mesmo sem a restrição.

Este é o prinćıpio “pé-nas-costas” (One-Hand-Tied principle).

Exerćıcio Resolver o Dominando nos casos 2× n.

Exerćıcio Resolver o Dominando nos casos 3× n.
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Mais uma técnica Cap. 3

Suponha que colocamos uma restrição sobre quais jogadas um

determinado jogador pode fazer. Se ainda assim ele vence, então ele

vence mesmo sem a restrição.
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Axiomas Cap. 4

• G é da forma {GL|GR}, onde GL e GR são conjuntos de jogos;

• G + H := {GL + H,G +HL|GR + H,G +HR};
• −G := {−GR | − GL};
• G = H se ∀X G + X é da mesma classe que H + X ;

• G ≥ H se ∀X Left vencer H + X implica que Left vence G + X .

No último, queremos dizer que Left vencer H + X como jogador S ,

implica Left vencer como jogador S em G + X , com S variando entre

primeiro e segundo.
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• G é da forma {GL|GR}, onde GL e GR são conjuntos de jogos;

• G + H := {GL + H,G +HL|GR + H,G +HR};
• −G := {−GR | − GL};
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Ser um jogo Cap. 4

Começamos com G ser da forma {GL|GR}.

Note que fazendo GL = GR = ∅, temos que { | } é um jogo. Vamos

chamar esse jogo de 0.
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Aniversários Cap. 4

Vamos dizer que o jogo 0 nasceu no dia 0.

Dado G um jogo qualquer, vamos definir que G nasceu no dia n + 1 se o

maior dia de nascimento nos jogos de GL ∪ GR for n.
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Nascidos até dia 1

• 0 := { | };
• 1 := {0| };
• −1 := { |0};
• ∗ := {0|0}.
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Sendo finito Cap. 4

Vamos trabalhar apenas com jogos cujo nascimento é algum n ∈ N.

Note que isso também implica que G ∈ GL ∪ GR e coisas do tipo (não

entra em loop).
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Consequências de um nascimento finito Cap. 4

Lema
Considere g(n) a quantidade de jogos nascidos até o dia n. Então g(n) é

finito.

Demonstração.
Por indução. Note que g(0) = 1.

Note que dado G nascido até n + 1, GL e GR são conjuntos de jogos de

aniverário até n.

Assim, existem apenas 2g(n)2g(n) possibilidades para estes conjuntos.
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Mais uma Cap. 4

Corolário
Se G tem aniversário finito, G tem um número finito de opções.

Demonstração.
Note que G tem aniversário até n + 1, então |GL|, |GR | ≤ g(n).
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Somando Cap. 4

G + H := {GL + H,G +HL|GR + H,G +HR}

Note o abuso na notação: G + F = {G + F : F ∈ F}.

Outro abuso é não usar a notação de união.
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Provando coisas Cap. 4

Lema
Dado F um conjunto de jogos, F + ∅ = ∅.

Demonstração.
Basta notar que um elemento de F + ∅ seria da forma F + A, onde

A ∈ ∅, o que não é posśıvel.

Proposição
G + 0 = G

Demonstração.

G + 0 = {GL|GR}+ { | }
= {GL + 0,G + ∅|GR + 0,G + ∅}
= {GL + 0|GR + 0}
= {GL|GR}
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Parece somar mesmo Cap. 4

Proposição
Soma de jogos é comutativa e associativa

Demonstração.
Exerćıcio.
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Negativo Cap. 4

−G := {−GR | − GL}

Onde −F = {−F : F ∈ F}.
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Vendo numa árvore Cap. 4

62



Vendo numa árvore Cap. 4
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Vendo numa árvore Cap. 4
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Subtração Cap. 4

Podemos definir

G − H := G + (−H)

Exerćıcio Mostre que −(−G ) = G .

Exerćıcio Mostre que −(G + H) = (−G ) + (−H).
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