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Capitulo 1

Basicao

1.1 Um primeiro problema

Numa republica, moram 11 pessoas e s6 ha uma geladeira. Os moradores de
reptublica resolvem criar um método para a utilizacao da geladeira: usando
uma corrente e diversos cadeados, querem que ocorram duas coisas:

1 A geladeira sé possa ser aberta quando houver pelo menos a metade do
moradores na casa,

2 Qualquer grupo de moradores que tenha pelo menos a metade dos mora-
dores, precisa conseguir abrir a geladeira.

Desta forma, quantos cadeados e quantas chaves sao necessarios no minimo
para satisfazer essas duas condigoes?

Antes de atacarmos o problema propriamente dito, tente resolver os se-
guintes casos mais faceis:

Exercicio 1.1.1. Quantos cadeados e quantas chaves (no minimo) preci-
sarfamos ter se quiséssemos que qualquer morador da republica pudesse abrir
a geladeira?

Exercicio 1.1.2. Quantos cadeados e quantas chaves (no minimo) preci-
sariamos ter se quiséssemos que a geladeira sé fosse aberta quando todos os
moradores estivessem presentes?

Nosso problema original é bem mais complicado que esses dois casos sim-
ples. Para resolvé-lo, precisamos de algumas ideias. Varias destas ideias



Sim, o mais certo
seria 5,5, mas isso
implicaria serrar
alguém ao meio...

Aqui convém dizer
que pode existir
mais de um cadeao
que O grupo g nao
consegue abrir - mas
isso nao é um pro-
blema, escolhemos
um sé6 para fazer a
associacao.
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serao usadas no futuro, em outros problemas. Assim, vamos dar um passo
de lado no nosso problema atual, mas ja vamos construir maquinario que nos
vai poupar tempo no futuro.

Funcoes

Primeiramente, considere um grupo com 5 pessoas. Note que 6 pessoas é o
menor grupo com mais da metade do total de moradores, logo um grupo com
5 nao pode conseguir abrir a geladeira. Para que isso aconteca, precisa existir
pelo menos um cadeado que esse grupo nao possa abrir. Assim, para cada
grupo de 5 pessoas, precisa existir pelo menos um cadeado que esse grupo
nao abra.

Temos aqui uma associacao entre diferentes conjuntos: para cada grupo
de 5 pessoas, fixe um cadeado que tal grupo nao consegue abrir. Essa as-
sociacao vai ser bastante importante, entao precisamos deixa-la clara. Uma
associacao, em matematica, nada mais é que uma funcgao, que denotamos da
seguinte maneira:

f:A—B

Isso quer dizer que a funcao f associa a cada elemento de A um elemento de
B (em simbolos, f associa um elemento a com f(a)). Neste caso, chamamos
A de dominio de f (dom(f)) e B de contradominio de f. O subconjunto
de B formado pelos elementos que foram “atingidos” por f é chamado de
imagem de f (Im(f)). Isto é, sdo todos os elementos de B que sao da forma
f(a) para algum elemento a de A.

No nosso problema, vamos considerar uma funcao

c:G—C

onde G é o conjunto de todos os grupos de 5 moradores e C' é o conjunto
dos cadeados. Essa associacao sera da seguinte forma: Dado um grupo g, o
cadeado ¢(g) é um cadeado que o grupo g nao consegue abrir.

Vejamos o que a gente consegue falar sobre essa funcao. Note que a
gente fez uma associagao abstrata. Sabemos que a cada grupo, existe um
cadeado associado tal que o grupo nao consegue abri-lo. Nem sabemos se
existem outros cadeados nessa mesma situagao. Mesmo com essa falta de
informagao, ja podemos concluir algumas coisas.

Considere dois grupos diferentes, g e go. Serd que estes dois grupos
podem estar associados ao mesmo cadeado? Colocando em simbolos, pode
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acontecer g1 # g2 € ¢(g1) = c(g2)? Essa é um propriedade bastante impor-
tante sobre funcoes e que nos sera bastante util neste problema. Dizemos que
uma funcao f: A — B é injetora se, dados a # b, temos que f(a) # f(b).

Ou seja, estamos nos perguntando se ¢ é injetora ou nao. Sabemos que
c(g1) é um cadeado que g; nao consegue abrir. Também sabemos que ¢(gs) é
um cadeado que g» nao consegue abrir. Mas, como g; # g9, sabemos que hé
pelo menos uma pessoa em g, que nao esta em ¢g;. Juntando essa pessoa ao
grupo g¢i, temos um grupo de 6 pessoas. Assim, tal grupo precisa conseguir
abrir a geladeira. Desta forma, se ¢(g1) = ¢(g2), o cadeado que o grupo ¢(g;)
nao abre, também nao seria aberto pela sexta pessoa acrescentada ao grupo
(pois ela nao abre ¢(g2), que é o mesmo cadeado ¢(g;)). Desta forma, os
cadeados precisam ser diferentes. Ou seja, o argumento acima mostra que ¢
¢ uma funcao injetora.

Com isso, ja temos uma importante informagao sobre o conjunto imagem
da fungao ¢ (Im(c)): ele tem a mesma quantidade de elementos que o conjunto
G (o conjunto de todos os grupos de 5 pessoas). Ou seja, a solugao para o
nosso problema requer uma quantidade de cadeados igual ou maior que a
quantidade de grupos de 5 moradores da republica. Essa quantidade até
poderia ser maior, pois ainda nao sabemos se a tal associacao fez aparecer
todos os cadeados da solucao.

Vamos agora tentar examinar quantidade de copias de chaves que precisa-
mos para fazer a solucao. Imagine que voceé é um dos moradores da republica
e que voce esteja sozinho nela. Agora suponha que chegou um grupo g de 5
moradores. Sabemos que o grupo nao consegue abrir o cadeado ¢(g). Mas
tambem sabemos que g junto com voceé forma um grupo de 6 pessoas. Logo,
vocés conseguem abrir a geladeira. Assim, concluimos que vocé tinha uma
copia da chave do cadeado ¢(g). Mas se entrasse outro grupo, digamos h,
pelo mesmo argumento, vocé teria que ter uma cépia da chave de c¢(h). E
ja sabemos que, se g # h, entao c(g) # c(h). Ou seja, para cada grupo
de 5 moradores (excluindo vocé), vocé precisa de uma chave diferente. E o
analogo vale para qualquer outro morador da casa.

Resumindo, a quantidade de chaves que cada morador precisa carregar €,
pelo menos, a quantidade de grupos de 5 outras pessoas da republica.

Juntando tudo para resolver o problema

Ja sabemos que para resolver o problema, vamos precisar de pelo menos um
cadeado para cada grupo de 5 moradores. Também sabemos que cada mora-

Cuidado aqui: pode
parecer que jun-
tando os grupos g
e go terfamos 10
pessoas. Mas pode
haver pessoas
comum  NoS
grupos. Assim,
juntando os dois
grupos temos pelos
menos 6 pessoas
e, no maximo, 10
pessoas.

em
dois



E a melhor possivel
sob um ponto de
vista. Comprar
outra geladeira
seria provavelmente
melhor.
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dor vai ter que carregar uma chave para cada grupo de outros 5 moradores
(excluindo ele).

Note que ainda nao sabemos se uma solugao com tais quantidades é
possivel. S6 sabemos, pela discussao acima, que uma solugao vai ter que
ter pelo menos tais quantidades. Ou seja, poderia ser que as quantidades
minimas fossem ainda maiores.

Vamos mostrar que nao. Ou seja, vamos mostrar que existe uma solugao
com tais quantidades. Portanto, essa seria a melhor solugao possivel.

Para cada grupo de 5 pessoas, compre um cadeado. No cadeado, escreva
o nome das 6 pessoas que nao estao no tal grupo deste cadeado. Para cada
uma dessas pessoas cujo nome esta no cadeado, dé uma cépia da chave deste
cadeado.

Primeiro, note que as quantidades batem: o ntmero de cadeados ¢é o
mesmo da quantidade de grupos de 5 pessoas. Note também que cada pessoa
tem o nome (e portanto a chave) de cada cadeado em cujo grupo ela nao esté.

Vejamos que isso é de fato uma solugao. Suponha que cheguem 6 mora-
dores na casa. Para cada cadeado, ele s6 nao tem o nome de 5 pessoas. Logo,
uma das pessoas do grupo tem o nome escrito nele e, portanto, tal pessoa
tem a chave do cadeado. Isso vale para todos os cadeados, logo o grupo
consegue abrir a geladeira. Falta ver que grupos com menos de 6 pessoas
nao conseguem abrir. Se um grupo tiver 5 ou menos pessoas, vai haver um
cadeado sem o nome de todos os integrantes do grupo. Logo, tal cadeado
nao vai poder ser aberto.

Colocando os numeros

Falta ver quais sao as quantidades exatas. Essas formulas serao apresen-
tadas formalmente no Capitulo ??. Vamos sé aplica-las aqui sem maiores
discussoes.

Para o nimero de cadeados, precisamos da quantidade de combinagoes

de 11 5 a 5:
o 11! ~11-10-9-8-7

= = = 462
5 56! 5-4-3.2
Ja para as chaves, para cada morador sao necessarias a quantidade de
combinacoes de 10 5 a 5:

oo 10! _10-9-8-7-6
5 7 5l5 5.-4.3-2
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Assim, somando as chaves de todos os moradores, temos um total de 2772
chaves.

Exercicios

Exercicio 1.1.3. Na solucao apresentada, é verdade que cada uma das cha-
ves que uma pessoa fixada carrega sao todas diferentes? (note que se tivesse
alguma repetida, poderfamos diminuir o total de chaves)

Exercicio 1.1.4. Na solugao apresentada, quantas copias de cada chave
existem? Quantas chaves diferentes existem?

1.2 Conjuntos

Vimos no problema da geladeira que muitas vezes conjuntos sao importantes
(14 os conjuntos com 5 moradores foram fundamentais na resolugao). Nesta
se¢ao vamos praticar algumas operagoes com conjuntos, que serao importan-
tes nos problemas futuros.

Primeiro, vamos fixar algumas notagoes. Um conjunto, informalmente,
¢ uma colecao de coisas. Se temos um conjunto A e um elemento a deste
conjunto, denotamos esta relagao por

a€ A

Lé-se a pertence a A. Para um exemplo, temos que 1 € N, onde N é o
conjunto dos nimeros naturais

N=1{0,1,2,3,...}

Inclusao

Podemos ter um subconjunto de um conjunto. No sentido que todos os
elementos do primeiro também sao elementos do segundo. Essa relagao é

denotada por
ACB

Lé-se A esta contido em B. No nosso exemplo, temos que N C R, onde R
é o conjunto dos nimeros reais. Afinal, todo nimero natural é também um
nimero real.

Algumas propriedades sobre a inclusao sao as seguintes:

Para ter algo mais ri-
goroso, da um certo
trabalho e foge do
escopo deste texto.
Mas se vocé esti-
ver curioso, dé uma
olhada em [1].



Essas propriedades
podem parecer bem
bobinhas. Mas serao
bastante tteis no fu-
turo. Principal-
mente a propriedade

(c).

A maior dificuldade
dessa demonstracao
é que tudo parece
6bvio demais. Mas
vamos com  um
pouco de calma.
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Proposicao 1.2.1. Sejam A, B, C' conjuntos.
des:

Valem as sequintes proprieda-

(a) A C A;
(b) Se AC BeBCC, entao AC C;

(¢) Se AC B eB C A, entio A= B.

Demonstragao. (a) Teriamos s6 que verificar que todo elemento de A é um
elemento de A. Mas isso ¢ imediato (certo?).

(b) Agora temos que verificar que todo elemento de A é também um elemento
de C. Isso fica mais facil se fixarmos um elemento de A de comego.
Considere a € A. Como A C B, obtemos que a € B. Por sua vez,
sabemos que B C C. Assim, a € C, como queriamos.

O grande truque aqui é: dois conjuntos sao o mesmo conjunto se eles
tem os mesmos elementos. Dai agora ficou facil: A C B quer dizer que
todos os elementos de A estao em B. Por sua vez, todos os elementos de
B estao em A (pois também temos que B C A).

]

Quando temos um conjunto A, podemos querer tomar um subconjunto
B dele, formado s6 com os elementos que satisfacam uma determinada pro-
priedade P. Seguimos a seguinte notagao para isso:

B={ac A: Pla)}

Um exemplo deixa isso mais claro. Imagine que queremos o conjunto P
dos numeros pares. Podemos fazer isso a partir do conjunto dos nimeros
naturais:

P ={n € N:n épar}

Repare que sempre que fizermos algo do tipo temos uma inclusao automaética.
No caso deste ultimo exemplo, P C N.
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Uniao e interseccao

Podemos “juntar” dois conjuntos. Se A e B sao dois conjuntos, podemos criar
um novo conjunto que contém todos os elementos de A e de B. Chamamos
tal conjunto de uniao de A e B e denotamos por AU B.

Por exemplo, considere P o conjunto do ntimeros pares e I o conjunto
dos ntimeros fmpares. Note que N= P U [

Também podemos criar a partir de conjuntos A e B um conjunto que
tem todos os elementos em comum entre A e B. Chamamos tal conjunto de
intersecgao entre A e B e denotamos por AN B.

Por exemplo, considere P o conjunto dos nimeros pares e 1" o conjunto
dos numeros multiplos de 3 (isto é, T'= {0, 3,6,9,12,...}). Temos

PNT ={0,6,12,18,...}

Por outro lado, se tomarmos P (conjunto dos pares) e I (conjunto dos
impares), temos que P NI nao tem qualquer elemento, ja que P e I ndo tem
elementos em comum. Ao conjunto que nao tem elementos damos o nome
de conjunto vazio e denotamos por (). Assim, PN 1 = (.

Aqui hé algo que causa estranhamento: () C A, para qualquer conjunto
A. Para tentar aceitar isso, pense da seguinte forma: para que nao fosse
verdade que ) C A, deveria existir algum elemento em () que nao estivesse
em A.

Vamos apresentar uma igualdade bastante ttil (hd varias parecidas no
Alongamento 1.2.6).

Proposigao 1.2.2. Sejam A, B e C conjuntos. Entao vale a sequinte igual-
dade:

(AUB)N(AUuC)=AU(BNC)

Demonstracao. Essa demonstracao fica muito mais facil se tentarmos mostra-
la em dois pedacos. Primeiro, vamos mostrar que o conjunto da esquerda é
subconjunto do da direita. Depois fazemos o contrario e, portanto, teremos
a igualdade.

C : Sejax € (AUB)N(AUC). Primeiro, vamos fazer o caso em que x € A.
Neste caso é imediato que x € AU (BNC). Agora suponha que x ¢ A.
Entao, como x € AUB, x € B. Analogamente, como x € AUC, temos
que z € C. Ou seja, x € BN C. Logo, temos o que queriamos.

Basicamente porque
todo ntmero natural
é par ou impar.

Digamos que isso
vale por absoluta
falta de testemunhas
do contrario.



nao ha pro-
em um
conjunto pertencer
a outro. Na ver-
dade, no exemplo
da geladeira, fize-
mos exatamente
tinhamos
conjunto que
cada elemento era
um conjunto de 5
moradores.

Sim,
blema

1Sso:
um
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D : Sejax € AU (BNC). Novamente, fazemos dois casos. Se x € A, entdo
claramente z € (AU B) N (AU C). Por outro lado, se = ¢ A, entao
x € BN C. Neste caso, novamente temos que x € AUBex € AUC
como queriamos.

Conjunto de subconjuntos

Dado um conjunto A, existe um conjunto especial, chamado de conjunto
das partes de A, denotado por p(A) que nada mais é que o conjunto de
todos os subconjuntos de A.

Por exemplo, considere A = {a, b, c}. Assim

0(A) = {0, {a}, {b},{c} . {a, b}, {a, ¢}, {b, c}, {a, b, c}}

Observe que, nao importa quem seja o conjunto A, sempre teremos que
0 € p(A) (veja o comentdrio na segdo anterior) e que A € p(A) (veja a
Proposigao 1.2.1).

Uma coisa estranha aqui é a seguinte: quem é p(0)? O jeito mais facil
é ir colocando um elemento por vez. Pelo comentéario acima, sabemos que
0 € p(0), pois ) € p(A) nao importa o A. Mas quem mais? Pela continuagao
do comentério, também temos que ) € p(0) (pois A € p(A) ndo importa o
A). Mas isso a gente jd sabia. Tem mais algum subconjunto de )7 A resposta,
depois de pensarmos um pouco, é nao. Ou seja

p(0) = {0}

Um erro comum aqui é achar que () = {(#}. Mas é muito facil ver que
tais conjuntos sao diferentes. Por exemplo, () tem 0 elementos, enquanto que
{0} tem um elemento (chamamos um conjunto com um tnico elemento de
conjunto unitirio) que é o préprio conjunto (.

Unioes e interseccoes multiplas

Podemos fazer unioes de infinitos conjuntos de uma vez. Por exemplo, se
para cada n € N temos um conjunto A,,, denotamos por (J A,, o conjunto
com todos os elementos que pertencam a algum dos A,,’s.

neN
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Analogamente, denotamos por (), .y An 0 conjunto que contém todos os
elementos que pertencam a todos os A,,’s.

Essa notacao também serve para finitos conjuntos. Por exemplo, se A, As
e As sao conjuntos, podemos usar a notagao Uizl A, em vez de A;UA;U As.
O andlogo serve para a interseccao.

Proposicao 1.2.3. Seja I um conjunto de indices. Para cada i € I, consi-
dere A; um conjunto. Se existe um conjunto X tal que cada A; C X, entao

Uie[ A CX.

Demonstragao. Precisamos tomar um elemento de | J..; A; e mostrar que ele
pertence a X.
Seja x € |J;c; Ai- Isso quer dizer que existem um i € I tal que v € A;.

Mas, por hipdtese, temos que A; C X. Assim, x € X, como queriamos. []

i€l

Exemplo 1.2.4. Para cada n € N, considere A4, = {n}. Entao (J,.yAn =
N. Note que ja temos que |J, .y An C N. Assim, s6 precisamos mostrar que
N C U,eny An- De fato, seja n € N. Note que n € A, (pois A, = {n}).
Assim, n € (J, oy An-

Diferenca entre conjuntos

Dados A e B conjuntos, muitas vezes é 1til o conjunto formado pelos ele-
mentos que estao em A mas nao estao em B. Ou seja, o seguinte conjunto:

ANB={ac€A:a¢ B}

Uma coisa “estranha” aqui é que B nao precisa estar contido em A (veja
o Alongamento 1.2.7).

Intervalos

Um tipo de conjunto bastante importante é o intervalo de ntimeros reais.
Formalmente, um subconjunto A dos reais é um intervalo se, dados a,b € A
tais que a < b, se ¢ € R é tal que a < ¢ < b, entao ¢ € A. Isso quer dizer
o seguinte: se um numero c estrd entre dois nimeros do intervalo, entao ¢
também estd no intervalo. As notacoes para intervalos sao as usuais:

[a,b) ={z €R:a <z <b}

Mais ou menos
como fazemos com
somatorias.

Lé-se A menos B



Sim, nem usamos o b
aqui.
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l[a,b={r €R:a<x<b}
la,0[={r€eR:a <z}

Note que o ultimo exemplo pode parecer estranho ser um intervalo se-
gundo a nossa definigao. Mas cuidado aqui: a nossa definicao de intervalo
nao ¢ a de um conjunto em que todos o elementos estao entre dois niimeros
fixados. Para deixar isso mais claro, vejamos que [1, 400 é de fato um inter-
valo (segundo a nossa defini¢ao). Ou seja, precisamos tomar a,b € [1, +oo|
e ¢ € R de forma que a < ¢ < b e provar que ¢ € [1,+oo[. Note que, como
a € [1,400], temos que 1 < a. Como a < ¢, temos que 1 < ¢. Ou seja,
c€[l,4o00[.

O seguinte conjunto nao é um intervalo:

A={zeR:2#0}

Um motivo para que ele ndo seja um intervalo: note que —1,1 € A. Note
também que —1 < 0 < 1. Mas, 0 ¢ A. Ou seja, 0 esta entre dois elementos
de A mas nao estd em A.

Observe que a uniao de dois dois intervalos nao necessariamente é um
intervalo (ver o Alongamento 1.2.8). Por outro lado, com a intersec¢ao a
resposta é sempre um intervalo:

Proposicao 1.2.5. Sejam [ e J intervalos. FEntao I N J também € um
intervalo.

Demonstracao. Sejam a,b € I N J tais que a < b. Seja c tal que a < ¢ < b.
Temos que mostrar que ¢ € I NJ. Mas, como a,b € I N J, entao a,b € I.
Logo, como [ é intervalo, ¢ € I. Analogamente, ¢ € J. Ouseja,c € INJ. O

Na verdade, de forma analoga, se prova que a interseccao qualquer de
intervalos (nao s6 de dois) é sempre um intervalo (veja o Exercicio 1.2.11)

Problemas com conjuntos

Comentamos no inicio da secao que chamar de conjunto qualquer cole¢ao
gera problemas. Vamos aqui ilustrar isso.
Se qualquer colecao é um conjunto, temos que o seguinte é um conjunto:

T ={X:X éum conjunto}
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Ou seja, a colecao de todos os conjuntos seria um conjunto. Note que isso
ja ¢ um pouco estranho, uma vez que 1" € T, ja que T também é um conjunto.
Assim, é natural tentarmos ver a colecao dos conjuntos mais “normais”:

N={XeT:X¢X}

Diretamente das defini¢oes, temos que 1" ¢ N. Mas e o préprio N7

Se N € N, pela definicao de N, temos que N ¢ N. Por outro lado, se
N ¢ N, novamente pela definigdo de N, temos que N € N.

Essa contradicao segue de termos aceito como conjunto qualquer colecao.

Alongamentos

Alongamento 1.2.6. Verifique as seguintes afirmagoes para conjuntos A, B

e C dados:
(a) AN B C A

(b) (A~ B)U(B~ A)=(AUB)~ (AN B);
(c) (ANB)NB=0;

(d) (ANB)U(ANC)=AN(BUC);

() AN(BUC)=(ANB)N(ANC).

Alongamento 1.2.7. Sejam A, B conjuntos. Mostre que AN B = A~ (AN
B).

Alongamento 1.2.8. Dé um exemplo de intervalos I e .J de forma que:
(a) IUJ seja um intervalo;

(b) 1 U J nao seja um intervalo;

(¢) I~ J nao é um intervalo;

(d) I~ J éum intervalo;



Pegamos o que
faltava para chegar
no 1 e paramos no
meio do caminho.
Faca um desenho
que ajuda.
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Exercicios
Exercicio 1.2.9. Seja A um conjunto. Determine UBEP(A) B.

Exercicio 1.2.10. Determine:
(&) U,er{zt-
(b) Unenl0,nl[.

(€) Unenl: +ool.

Exercicio 1.2.11. Mostre que se cada I, para a € A é um intervalo, entao
ﬂae 4 1o € um intervalo.

Exercicio 1.2.12. Mostre que, dados dois intervalos I, J, se IN.J # (), entao
I U J é um intervalo.

1.3 Maximos, minimos e coisas parecidas

Maximo e minimo

Dado A C R, chamamos de maximo de A um elemento a € A tal que a > x
para todo z € A. Denotamos tal elemento por max A. Note que tal elemento
pode nao existir (veja os exemplos).

Exemplo 1.3.1. Considere o conjunto A = {1,2,3}. Note que 3 = max A,
jaAqued e Ae3>1,23.

Exemplo 1.3.2. Note que max[0,1] = 1.

Exemplo 1.3.3. Note que max[0, 1] ndo existe. Isso é facil de se notar.
Suponha que a = max|0, 1[. A primeira coisa a se notar é que a € [0, 1], logo
0 < a < 1. Note que ¢ € [0, 1] e note também que a < £%. Logo, a nio
pode ser o maximo de [0, 1].

O méaximo de um conjunto pode até nao existir. Mas se existir, s6 tem
um:

Proposicao 1.3.4. Seja A C R. Se a e b sao mdzimos de A, entao a = b.

Demonstragao. Basta notar que a < b e que b < a (o primeiro fato por b ser
méximo, o segundo, por a ser maximo). O
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Analogamente ao que fizemos com o maximo, também podemos definir o
minimo. Dado A C R, chamamos de minimo de A (denotado por min A) um
elemento a € A tal que a < x para todo x € A. Como no caso do maximo,
o minimo pode nao existir. E, como no caso do maximo, se o minimo se
existir, é unico (veja o Alongamento 1.3.22).

Exemplo 1.3.5. min[0, 1] = 0.
Exemplo 1.3.6. O minimo de {2 : n € N5} nao existe.!

Algumas relagoes entre maximo e operagodes entre conjuntos sao bem
faceis de descrever:

Proposigao 1.3.7. Sejam A, B C R conjuntos que admitam mdximos. Va-
lem as sequintes afirmacoes:

(a) Se A C B, entio max A < max B

(b) max(AU B) = max{max A, max B}

Demonstracao. (a) Sejam a = max A e b = max B. Como a € A e, portanto,
a € B, temos que a < b como queriamos.

(b) Seja ¢ = max{max A, max B}. Vamos fazer o caso em que ¢ = max A (o
caso ¢ = max B ¢ analogo). Note que, assim, max A > max B. Primei-
ramente, note que c € AUB jaquece€ A. Sejaxz € AUB. Sex € A, ja
temos que ¢ > x, pois ¢ = max A. Se x € B, entao r < max B e, como
c > max B, temos que ¢ > .

]

O minimo tem comportamento parecido (veja o Exercicio 1.3.24).

Majorante e minorante

Seja A C R. Dizemos que a € R é um majorante para A se a > x para
todo z € A. Note que a principal diferenca para a definicao de maximo é
que nao estamos exigindo que a € A.

Exemplo 1.3.8. 1 é um majorante para [0, 1[. Mas note que 2 também é.

Ou limitante su-
perior

Assim como 7, 72, 7
e outros.



Na verdade, ou o
conjunto nao tem
majorantes ou tem

infinitos.
Exercicio 1.3.26

Veja
1.3.27

O

Veja o

Exercicio
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O exemplo anterior ja nos diz que outra propriedade que diferencia o
majorante do maximo ¢ que o majorante nao necessariamente é tnico.

De forma analoga, podemos definir o minorante.

Diretamente das defini¢oes, temos o seguinte:

Proposicao 1.3.9. Mdzimo é um majorante. Minimo é um minorante.

Definicao 1.3.10. Um conjunto A C R ¢ dito limitado superiormente
se ele admite majorante. E dito limitado inferiormente se ele admite
minorante. B dito simplesmente limitado se é limitado superiormente e
inferiormente.

Proposicao 1.3.11. Seja A C R. FEntao A € limitado se, e somente se,
existem z,y € R tais que A C [z,y].

Demonstra¢ao. Suponha A limitado. Seja x um minorante para A e seja y
um minorante para A. Vamos provar que A C [z,y]. De fato, dado a € A,
temos que x < a <y e, portanto, a € [x,y].

Agora suponha que A C [z,y]. Note entdao que x é um minorante para A
e y é um majorante. O]

Supremo e infimo

Como vimos, um majorante da uma informagao sobre o conjunto e pode
existir muitos deles - mas nos reais, podemos tomar um majorante especial,
que num certo sentido é o que mais dé informacoes sobre o cojunto:

Definigao 1.3.12. Seja A um conjunto limitado superiormente. Dizemos
que a é supremo de A (supA) se a = min M, onde M = {x € R : z ¢
majorante de A}. Notagao a = sup A.

Exemplo 1.3.13. sup|0, 1[= 1.

De fato, note que 1 é um majorante para o conjunto. Mais que isso, dado
qualquer a < 1, a nao é um majorante do conjunto. Logo, 1 é o menor dos
majorantes e, portanto, é o supremo do conjunto.

Proposigao 1.3.14. Seja A C R. Se a € o mdzimo de A, entao a € supremo
de A.

Veja o Alongamento 1.3.23
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Demonstra¢ao. Suponha que a = max A. Note que a é um majorante para
A. Por outro lado, seja b um majorante de A. Como a € A, temos que a < b.
Ou seja, a é o menor dos majorantes. ]

Proposicao 1.3.15. Um conjunto A C R admite, no mdximo, um supremo.

Demonstracdo. Sejam a, b supremos de A. Como b é majorante e a é supremo
(e, portanto, o menor dos majorantes), temos que a < b. De maneira andloga,
temos que b < a. Logo, a = b. ]

Exemplo 1.3.16. O conjunto [0,+oo[ ndo admite supremo (j& que nem
admite majorantes).

Fato 1.3.17. Todo subconjunto de R nao vazio e limitado superiormente
admite supremo.

Na verdade, isso é uma propriedade bastante particular dos reais. Para
se prova-la é preciso entrar em detalhes de como os reais sdo definidos (na
verdade, dependendo de como é a defini¢ao, esse fato é suposto como um
axioma da definigdo dos reais).

De forma anéloga, podemos definir o infimo:

Definicao 1.3.18. Seja A um conjunto limitado inferiormente. Dizemos que
a é infimo de A (inf A) se a = max M, onde M = {z € R : x é minorante
de A}. Notagao a = inf A.

Todos os resultados que apresentamos sobre supremos funcionam de forma
andloga para os infimos.

O fato da existéncia de supremos e infimos como acima implica um outro
resultado, também bastante particular dos reais:

Proposicao 1.3.19. Sejam (ap)nen € (bp)nen Sequéncias de nimeros reais
de forma que [api1,bni1] C [an, by] para todon € N. Entdo (,cylan, 0] # 0.

Demonstragao. Pela condigao sobre a,’s e b s acima, temos que valem as
seguintes desigualdades:

ap <ay < vy <o < by <o < by <y

Note que, assim, temos que os a,’s sdo0 minorantes para o conjunto {b, :
n € N} e que os b,’s sdo majorantes para {a, : n € N}. Em particular, o
conjunto {a, : n € N} é limitado superiormente. Portanto, admite supremo.

Uma sequéncia de

intervalos  (Ip,)nen

tal que I,41 C I,

é chamada
encaixante.

de



Estamos pensando
todas as definigoes
s6 se considerando
08 numeros naturais.
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Vamos chamar tal supremo de a. Como cada b, é majorante deste conjunto,
temos que a < b, para cada n. Além disso, como o proprio a é majorante,
temos que cada a, < a. Ou seja, a € [a,, b,] para todo n € N. ]

Os exemplos a seguir ilustram como as hipétese do resultado anterior sao
necessarias:

Exemplo 1.3.20. (), [n, +oo[= 0.
Exemplo 1.3.21. (), |0, 715[=0

Vamos tentar ver porque isso ¢ algo particular dos reais. Todas as de-
finigdes que fizemos antes (méximos, majorantes, supremos etc.) poderiam
ser feitas sobre qualquer conjunto com uma ordem. Isso inclui a defini¢ao de
intervalo apresentada aqui. Por exemplo, poderiamos fazer essa defini¢oes
no conjunto N. Nele, os intervalos sao coisas “estranhas”. Por exemplo

[0,5[={0,1,2,3,4}
Ou, pior ainda,
10,1[=0

Mas N é um conjunto bastante diferente de R. Um conjunto mais préximo
é o conjunto Q (se voceé sabe o que é um corpo, temos que os dois sao corpos,
ao contrario de N).

Mas em @Q, nem todo subconjunto limitado superiormente admite su-
premo:

{reQ:2* <2}
Intuitivamente, o supremo desse conjunto deveria ser v/2, mas tal ele-

mento nao pertence a Q (certo?).

Alongamentos

Alongamento 1.3.22. Mostre que se a, b sdo minimos para A, entdao a = b.

Alongamento 1.3.23. Mostre que nao existe minimo de {% : n € Ny}
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Exercicios

Exercicio 1.3.24. Sejam A, B C R conjuntos que admitam minimos.

(a) Mostre que se A C B, entdo min A > min B.

(b) Mostre que, se existe o minimos de AUB, entao min(AUB) = min{min A, min B}.

Exercicio 1.3.25. Sejam A, B C R conjuntos que admitam minimos. Mos-
tre que, mesmo que existam os minimos de A e de B, pode nao existir o
minimo de AN B.

Exercicio 1.3.26. Seja A C R tal que A admite majorante a. Mostre que
todo elemento de [a, +0o[ é um majorante.

Exercicio 1.3.27. Seja A C R. Mostre que A é limitado se, e somente se,
existe L € Ryq tal que A C [—L, L.
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Capitulo 2

Funcoes

2.1 Polindmios

Dizemos que p : R — R é um polinémio (ou uma funcao polinomial) se
existem ay, ..., a, € R tais que p(z) = ap + a1z + - - - + a,x" para todo = € R.
Se a,, # 0, entao dizemos que o grau de p é n.

Nesta secao, vamos nos concentrar apenas em polinomios reais. Mas
vocé pode notar que (quase) tudo o que fazemos aqui pode ser repetido
em qualquer lugar onde haja produtos e somas (por exemplo, em C ou em
matrizes n X n).

Proposicao 2.1.1. Polinomios sao fechados para a soma e produto.

Demonstracao. Sejam p e q polindmios. Entao existem ag, ..., a, € b, ..., b, €
R tais que p(x) = ag+ a1z + - - + a,x" e q(x) = by + byx + - - - + b,,x™. Para
facilitar as contas, considere k = max{n, m} e re-escreva

p(z) = ag + a1x + - - + apa”
q(z) = by + by + - + bpa®
fazendo a;,b; = 0 quando necessario.

Desta forma, temos que

p(x) + gq()

(ap + a1 + - - + agz®) + (bg + bz + - - - + brxk)
= (ap+bo)+ (ay +b))x+ -+ (ar + by)z*

Para o produto é a mesma coisa, apenas um pouco mais chato de fazer a
conta. ]

21

Tem gente que faz
uma diferenga for-
mal entre os dois
conceitos. Nao va-
mos gastar tempo
com isso aqui.

Isso quer dizer que
soma de dois po-
linbmios é um po-
linbmio e o mesmo
para o produto de

polinomios.
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Vamos usar o seguinte truque:

(z—a) (@ '+ 2" 2a+ - za" P+ ") = (2" — ™)

scacRen>1
Com esse truque, ja é imediato provar o seguinte resultado:

Lema 2.1.2. Sejam o € R e n > 1. Entdao existe q polinomio tal que
(2" —a") = (z — a)q(z)
onde o grau de q € menor que n.
Basta tomar como ¢ o polindmio que aparece no truque.

Proposicao 2.1.3. Seja p um polinomio de grau maior que 1. Seja o € R.
Temos entao que existe q polinomio tal que p(x) —p(a) = (x — a)q(z). Além
disso, o grau de q € menor que o grau de p.

Demonstra¢ao. Sejam ay, ..., a, € R tais que p(z) = ag + a1 + -+ - + a,a™.
Note que

p(z) —pla) = a1(z — a) + ag(2® — a®) + - - + ap(z" — ™)

Note que podemos usar o lema em (quase) cada termo do lado direito.
Assim, existem ¢o, ..., g, polinomios tais que

p(z) —pla) = ai(z—a)+a(r —a)g(z) + -+ an(r — a)g.(z)
= (v —a)(a1 + aq2(x) + - - - angn(x))

Note que ¢(z) = a1 + asqe(z) + - - - + angn(x) é um polinémio, assim sé resta
estimarmos o grau de r. Note que o grau de cada ¢; ¢ menor que j (pelo
lema). Assim, pelos Exercicio 2.1.14, temos que o grau de r é menor que n
como queriamos. O

Com esse resultado, podemos provar diversos resultados folcléricos de
maneira simples:

Definicao 2.1.4. Dizemos que o € R é uma raiz de um polinémio p se
ple) = 0.
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Teorema 2.1.5. Sejam p um polinomio e o € R. Entdo o € raiz de p se, e
somente se, p(x) = (z — a)q(x) para algum polinémio q.

Demonstracao. Suponha que a é uma raiz de p. Se o grau de p é menor ou
igual a 1, o resultado é imediato. Caso contrério, pela proposicao anterior,
sabemos que existe g tal que

p(z) = pla) = (z — a)q(x)

Lembrando ue p(a) = 0, temos o que querfamos.
Por outro lado, se p(x) = (x — a)q(z), temos que

p(a) = (a — a)g(a) = 0
O
Teorema 2.1.6. Se p tem grau n € N>q, entao p tem no mdzimo n raizes.

Demonstracao. Se n = 1, entao p tem uma unica raiz. Por outro lado, se
n > 1 e p tem pelo menos uma raiz «, entao existe um polinomio ¢ de grau
menor que n tal que p(x) = (x — a)g(x). Se ¢ tiver grau maior que 1 ¢ uma
raiz [, podemos aplicar o mesmo processo e obter r de grau menor que o de
q de forma que ¢(z) = (x — f)r(x). Desta forma

p(z) = (z = a)(x = B)r(z)

Podemos aplicar esse processo enquanto os polinomios tiverem raizes e seus
graus forem maiores que 1. Ou seja, nesse processo aparecem no mMaximo n
raizes. O]

Um corolario estranho desse resultado é o seguinte:

Corolario 2.1.7. O 4nico polinomio com infinitas raizes € o identicamente
nulo.

Demonstracdo. Simplesmente porque, se p nao é o polinomio nulo, seu grau
é algum n > 0. [

Proposicao 2.1.8. Dois polinomios sdao iguais se, e somente se, seus coefi-
cientes $ao 1guais.

Se  vocé  souber
inducao, essa de-
monstracao fica bem
mais facil. Vamos
ver indugao mais
para frente e refazer
isso.
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Demonstracao. E claro que se os coeficientes sao iguais, os polindmios sao
iguais. Por outro lado, suponha que existam ay, ..., a,, bo, ..., b, € R de forma
que ag + - -+ a,x"” =bg+ - + b, x™ para todo x € R. Da mesma forma que
fizemos antes, podemos supor que m,n = k. Ou seja, temos que

a0+“'ak$k:b0‘|‘"‘+bk$’k
para todo = € R. Assim
(ag — bo) + -+ + (ar — bp)z* =0

para todo x € R. Em outras palavras, tal polinomio tem infinitas raizes.
Logo, ele obrigatoriamente é o polindbmio nulo. Assim, ag = bg, ..., ax = by
como queriamos. O

Definigao 2.1.9. Seja f : R — R uma funcao. Chamamos de grafico de f
o conjunto {(z,y) € R? : y = f(x)}.

Teorema 2.1.10. Dados n+1 pontos do plano (com os x's distintos), existe
um, e apenas um, polinomio de grau no mdrimo n cujo grdfico contém todos
esses pontos.

Demonstrag¢ao. Unicidade: Suponha que p e ¢ sejam polinomios como no
enunciado. Note que, entdo r(z) = p(z) — g(z) tem grau no maximo n e
n + 1 raizes (os z’s dos pontos do enunciado). Ou seja, r necessariamente é
o polinomio nulo e, portanto, p = q.

Existéncia: podemos usar a seguinte féormula: sejam (xo, %o), -y (Yn, Tn)
os n + 1 pontos. Note que o seguinte polinomio satisfaz o enunciado:

ORI | P CEE

i=0 i

Uma aplicacao interessante do ltimo resultado é a seguinte:
Corolario 2.1.11. Nao existem 3 pontos colineares numa pardbola.

Demonstracao. A menos de rotagao, podemos supor que a pardbola é o
grafico de algum p(z) de grau 2. Suponha que existam (zg,vo0), (z1,¥1),
(2,y2) no grafico de p colineares. Como p é funcdo, temos que xg, 1 € To
sao todos distintos. Se uma reta r contivesse tais pontos, ela teria que ser o
grafico de algum ¢ de grau 1. Mas isso é impossivel pelo teorema anterior. [
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Exercicios

Exercicio 2.1.12. Seja A C R?. Escreva uma condicao necessaria e sufici-
ente para existir f : R — R funcao tal que A seja o gréfico de f.

Exercicio 2.1.13. Suponha que A C R? seja um grafico de alguma funcao

f-

(a) Se para todo b € R temos que o conjunto {a € R : (a,b) € A} é nao
vazio, o que podemos dizer sobre f7

(b) Se para todo b € R temos que o conjunto {a € R : (a,b) € A} tem no
maximo um ponto, o que podemos dizer sobre f7

Exercicio 2.1.14. Sejam p e ¢ polinémios de grau n e m respectivamente.
Mostre que:

(a) Grau de p + ¢ é menor ou igual a max{n, m}.
(b) Grau de pq ¢ igual a n + m.

Exercicio 2.1.15. Dé um exemplo de polinomios p e ¢ de forma que o grau
de p + g seja estritamente menor que os graus de p e q.

2.2 Inducao

Uma maneira de se provar coisas que valem para todos os naturais, é o
processo conhecido como indugao. Basicamente, uma demonstragao por
inducao funciona da seguinte forma:

Vamos que certa propriedade vale para 0. Depois, provamos que se a tal
propriedade vale para algum n € N, ela precisa vale para n + 1. Com essas
duas verificagoes, provamos que ela vale para todos os naturais.

Pense nisso como uma sequéncia de pecas de domind, de forma que a
primeira peca cai e que, se uma pega cair, a seguinte cai também. No final,
teremos que todas as pecas caem.

Um jeito formal para ver que isso vale de fato, é o uso do seguinte fato
sobre os naturais:

Fato 2.2.1. Todo subconjunto nao vazio de N admite minimo.
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Vamos ver que esse fato implica que a inducgao vale. Considere uma pro-
priedade P que vale para 0. Em simbolos, dizemos que vale P(0). Suponha
também que, se vale P(n) para algum n € N, entdo necessariamente vale
P(n + 1) também. Vamos mostrar entao que vale P(k) para todo k € N.
Suponha que nao. Entao o conjunto:

{k € N : nao vale P(k)}

é nao vazio. Assim, pelo fato acima, tal conjunto admite minimo. Seja m
tal minimo. Note que m # 0, j& que temos que vale P(0). Entao m —1 € N
(ois m > 0). Note que m — 1 nao pertence ao conjunto, ja que é menor que
o minimo. Assim, pela defini¢do do conjunto, vale P(m — 1). Mas, se vale
P(m — 1), vale para P((m — 1) +1). Mas (m — 1) + 1 = m. Ou seja, vale
P(m), contradigao.

Vamos ver como isso funciona na pratica:

Proposigao 2.2.2. Para todo n € N, vale 20 +2! + ... 42" =271 1

Demonstracao. Precisamos verificar a igualdade para o caso n = 0. Nela, sé
temos que calcular ambos os lados. Mas, de fato, temos 2° =1 = 201 — 1.
Vamos agora supor que vale para n e provar para n + 1. Ou seja, vamos

supor que vale
20+21++2n:2n+1_1

e vamos provar que vale
20 4ot oo qponponfl —ont2

Vamos comecar pelo lado esquerdo e chegar no direito:

20+21+___+2n+2n+1 — (204_21_'_'___'_271)_'_2714-1
HI (20 — 1) 4 20t
= 2.2ntl
2n+2 -1
O HI acima indica onde usamos a hipotese de inducgao. O]

Note que pelo argumento acima indica, se a gente prova que vale para
n = 3 e depois que se vale para n, entao vale para n + 1, conseguimos
garantir que a propriedade vale para qualquer k& > 3 (e nao para todo N).
Obviamente, isso vale para qualquer kq que seja o primeiro que a gente prova
que vale.

Isso é 1til em alguns casos, como por exemplo:
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Proposicao 2.2.3. Sen > 5, entdo 4n < 2™.

Demonstracao. Vamos provar o primeiro caso, que aqui é quando n = 5. De
fato, temos que 4n = 20 < 32 = 25.
Agora suponha que vale para n e vamos provar para n + 1. Temos

4n+1)=4dn+4<2"+2.2< 2"+ 2" =2

Nem sempre as afirmacoes envolvem sé naturais:
Proposicao 2.2.4. Se X tem n elementos, p(X) tem 2" elementos.

Demonstragao. De fato, se n = 0, temos que X = 0 e p(X) = {0} que tem
um elemento.

Agora suponha que vale para n e vamos provar para n + 1.

Entao X = {zy,..., 2,41} Note que

o(X)={ACX 12p1 ¢ AJU{AC X : 2001 € A}

Note que os dois conjuntos acima sao disjuntos e que eles tem a mesma
quantidade de elementos (voce consegue fazer uma bijecao entre eles?).

Note também que {A C X : x,41 ¢ A} = p(Y), onde Y = {z1,...,2,}.
Ou seja, por hipdtese de inducao, tal conjunto tem 2" elementos. Assim,
o(X) tem 2" + 2" = 2"*1 elementos. O

Vamos provar novamente o teorema da secao passada, agora usando
inducao:

Teorema 2.2.5. Se p € um polinomio de grau n > 1, entdo p tem, no
mdzimo, n raizes.

Demonstracdo. Se n = 1, temos que p tem uma tnica raiz e, portanto, o
resultado vale. Agora suponha que vale o resultado para n e vamos provar
para n + 1. Seja p de grau n + 1. Se p nao tem raiz, terminamos. Se p tem
alguma raiz «, sabemos que existe g de grau menor que n + 1 tal que

p(r) = (z — a)q(z)

Como ¢ tem grau menor que n + 1, vale a hipdtese de indugao para ele (veja
comentario abaixo). Assim, ¢ tem, no maximo, n raizes. Como as raizes de
p sao as raizes de ¢ mais a raiz a, temos o resultado. O
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Note que usamos em vez que vale para n, vale para n + 1, usamos que se
vale para todos menores iguais a n, vale para n+1. Note que esse é um outro
jeito de fazer inducao, que também funciona pelo argumento apresentado no
inicio da secao.

Exercicios

Exercicio 2.2.6. Mostre que para todo n > 1, temos que 3"! > 2n.
Exercicio 2.2.7. Mostre que n® —n ¢ miltiplo de 3 para todo n € N.

Exercicio 2.2.8. Mostre que n? — 1 é muiltiplo de 8 para todo n fmpar.

2.3 Inversas

Se A estiver claro no Dado um conjunto A, vamos denotar por Ids : A — A a funcao identidade,
contexto, em geral isto é, Id(a) = a para todo a € A.

o omitimos e deno-
tamos simplesmente Defini¢ao 2.3.1. Sejam A e B conjuntos e f : A — B uma funcao. Dizemos

Id. que g : B — A é uma inversa a esquerda de f se go f = Id,. Dizemos
que g é uma inversa a direita se fog = Idp.

Proposigao 2.3.2. Sejam A e B conjuntos e f : A — B uma funcdao. Entao
f € injetora se, e somente se, admite uma inversa a esquerda.

Demonstracao. Suponha que f é injetora. Fixe ag € A qualquer. Dado
b € Im(f) existe um tnico a; € A tal que

flap) =
Defina g : B — A por

g(b) = { a, sebe Im(f)

ap caso contrario

Vejamos que ¢ é uma inversa a esquerda de f. Seja a € A. Note que,
entdo, f(a) € Im(f) e que, pelo fato de f ser injetora, aysq) = a. Assim

g(f(a)) = af(a) =a
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Agora suponha que g : B —+ A é uma inversa a esquerda de f. Sejam
x,y € A tais que f(x) = f(y). Aplicando g de ambos os lados obtemos

g(f(x)) = g(f(y))

Como g ¢ inversa a esquerda, obtemos x = y. ]

Note que na construcao da g no resultado anterior, nao fez muita diferenca
quem foi o ag escolhido. Ou seja, é bem simples construir uma f que admita
diferentes ¢’s como inversas a esquerda (veja o Exercicio 2.4.1).

Proposigao 2.3.3. Sejam A e B conjuntos e f : A — B uma funcao. Entao
f € sobrejetora se, e somente se, admite uma inversa a direita.

Demonstracao. Suponha f sobrejetora. Para cada b € B, existe a, € A tal
que f(ap) =b. Defina g : B — A por g(b) = a,. Entao

fg(b)) = flap) = b

Por outro lado, suponha que g : B — A seja uma inversa a direita de f.
Vamos mostrar que f é sobrejetora. Seja b € B. Temos que b = f(g(b)).
Logo, b € Im(f). O

Proposicao 2.3.4. Se g € uma inversa a esquerda de f e h é uma inversa
a direita de f, entao g = h.

Demonstracao. Seja b € B. Temos que g(b) = g(f(h(b))) = h(b). O

Dada a unicidade do resultado acima, quando f é bijetora de denotamos
por f~! sua inversa a direita (ou & esquerda) e a chamamos simplesmente de
inversa de f.

2.4 Exercicios

Exercicio 2.4.1. Dé um exemplo de f : A — B que admita duas inversas a
esquerda distintas.

Exercicio 2.4.2. Mostre que se f é bijetora, entao f admite uma tnica
inversa a esquerda (analogamente, uma tnica inversa a direita).

Exercicio 2.4.3. Sejam f: X — X e g : X — X bijetoras. Suponha que
fog=go f. Everdade que f é a inversa de g7

Podem existir varios
a’s com essa proprie-
dade. Simplesmente
escolhemos um.

Neste caso, como f
tem as duas inversas,
f tem que ser bije-
tora.
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2.5 Funcoes Racionais

Uma funcao racional é uma funcao f tal que existem p, ¢ polinomios de forma

_ p(@)

Observagao 2.5.1. Note que o dominio de f é restrito aos pontos z € R
onde g(z) # 0.

Para os pontos x que nao sao raizes do polindmio ¢, muitas vezes podemos
simplificar a conta:

Exemplo 2.5.2. Considere f(z) = %
Note que 1 é raiz de 2%+ 22 — 2 — 1. Logo, pelo que vimos anteriormente,
temos que 2 + 22 — x — 1 = p(z)(z — 1) para algum p. Fazemos a conta de

forma parecida com a que fazemos com numeros:

2 4+ 2 - x—l]:c— 1
= x? 2 + 2z + 1
22 — x — 1
22 — 2z
r — 1

Assim, temos

ad4a?—z—1 _  (z=1)(2+2z+41)
o = 2+ 5;1+ 1
Para todo = # 1.
Exemplo 2.5.3. Considere f(z) = %. Novamente, temos que

(x — 3) divide ambas as partes. Fatorando

x3—3x2—|—5m—15’x—3
x® — 3z? 22 + 5
5 — 15
5 — 15
0
E (22 —9) = (z — 3)(z + 3). Assim
z3—322452—15 (x—3)($2+5)
z2-9 — (z-3)(z+3)
245
z+3

para todo x # 3.
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Exemplo 2.5.4. Considere f(z) = elo2? 212445 Note que 3 é raiz de ambos.

2 —6z+9
Assim:
2 — 22 — 2l + 45| z — 3
3 — 32 2 + 2x — 15
2¢2 — 21z + 45
22 — 6z
— 1bx + 45
— 15z + 45
0
E
22 — 6x + 9|z — 3
> — 3z xr — 3
— 3z + 9
— 3z + 9
0
Assim, para x # 3, temos que x3;‘§2__6§f9+45 = (x_(?;)_(gja%’;f’) = il

Note que 3 ainda é raiz de ambas as parte. Assim

2 + 2 — 15|z — 3
5

22 — 3z T +
5 — 15
5¢ — 15
0

Ou seja, para x # 3, f(z) = x + 5.
Note que, assim, na verdade observamos que o denominador dividia o
numerador. Entao podiamos ter feito a conta inteira de uma vez. Vejamos:

w2 — 2 — 21z + 45(2® — 6z + 9
¥ — 622 + 9x r + 5
52 — 30z + 45
S5z2 — 30x + 45
0

Proposicao 2.5.5. Se f e g sao funcoes racionais, entao f+g e fg também
5a0.



Aqui s6 precisamos
tomar cuidado
dominios
Note

nao podemos

com 0s
das funcoes.
que
fazer as contas aqui
se q(z)
s(z) = 0.

0 ou
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Demonstracao. Seja p,q,r, s polinomios tais que

onde, a primeira igualdade vale para todo x tal que g(z) # 0 e a segunda
vale para todo = tal que s(z) # 0.
Entao

(f +9)(z) =

(f9)(@) = ——5—3

Como soma e produto de polindomios é polinomio, temos o resultado. [

Se uma fungao é racional, para provarmos isso basta exibirmos os po-
linomios correspondentes. Mas e quando uma fun¢ao nao ¢é racional? Dai
temos uma tarefa mais “complicada”: temos que provar é impossivel encon-
trar os tais polindmios. No préximo exemplo, vamos mostrar uma maneira
de se fazer isso:

Exemplo 2.5.6. A funcao sen : R — R nao é uma funcao racional.
De fato, suponha que existam p e ¢ polinémios tais que

Como sen(z) esta definida para todo x € R, temos que ¢g(z) # 0 para
todo z € R. Note que, se a € R é tal que sen(a) = 0, entao necessariamente
p(a) = 0. Assim, como sen tem infinitas raizes, p também tem - o que é
impossivel.

Uma outra maneira pode ser por meio de limites, como no curso de
Calculo.

2.6 Exponencial

Nesta secao, vamos trabalhar com a funcao exponencial. Comegamos a tra-
balhar com ela sobre N e depois veremos uma maneira de como estender tal
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conceito para Z, Q e, finalmente, R. Vamos comecar da seguinte maneira:
fixe a € Ry(. Considere a seguinte fungao f, : Nyg — R dada por

fa(n) = a---q

a n vezes

Voceé ja viu isso antes, costumamos denotar isso por a”.
Em provas por inducao, uma propriedade muito 1util desta funcao é a
seguinte. Dado qualquer n € Ny,

fa(n+1) = fa(n)a

Colocando na notagao mais comum, temos

Vejamos algumas propriedades que essa fungao tem.
Proposigao 2.6.1. Seja a € R e sejam p,q € Nug. Entao aPa? = aP™9.

Demonstracao. Vamos fazer por inducao sobre ¢ comecando com ¢ = 1. De

fato, temos
ala' = aP™!

como queriamos.
Agora suponha que o resultado vale para ¢ e vamos provar para q + 1.

aPa?*t = aP(a%a) = (aPa?)a = aPt9a = aPH@HD

Proposigao 2.6.2. Seja a € R e sejam p,q € Nog. Entdo (a?)? = a??

Demonstracao. Novamente, vamos fazer por inducao. Comecando com ¢ =
1, temos
(aP)' = a? = a?*

Agora suponha o resultado vélido para ¢ e vamos provar para g + 1. Temos

(ap)qH = (aP)%a? = aPaP = aPitP — gplatl)

Com o wuso de
Calculo, é mais facil
definir primeiro o
logaritmo de uma
maneira  bastante
simples e, depois,
definir a exponencial
como sua inversa.
Para quem tiver
curiosidade de ver
como isso pode ser
feito, sugerimos [].

Sim, poderiamos
simplesmente contar
quantos a’s apare-
cem do lado direito
e do lado esquerdo
da equacao. Mas dai
qual seria a graga?



Basta multiplicar os
dois lados por a”
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Note que, como a > 0, entao a® > 0 para todo k. Dai, temos dois casos.
Se a > 1, temos que a"™! > a" para todo n. Por outro lado, se 1 < a, entao
a" < a"t'. Claramente, se a = 1, entdo a™ = 1.

Entao a funcao f, é estritamente crescente se a > 1 e estritamente
decrescente se a < 1 (sempre tomando-se a > 0).

Vamos analisar o conjunto das poténcias de a:

{a": k € Noy}

Pelo que observamos antes, temos que para a €0, 1], tal conjunto é limi-
tado por 0 e por a. Isto é, dado qualquer k € Ny, temos

0<d <a

Mas e se a > 17 Cuidado aqui, nao podemos simplesmente dizer que
tal conjunto nao é limitado superiormente simplesmente pelo motivo da
sequéncia (a*);so ser crescente - lembre por exemplo, de sequéncias como
(1-— %)n>0~ Mas, ainda assim, podemos provar que tal conjunto é, de fato,
ilimitado superiormente. Para isso, vamos usar o seguinte resultado auxiliar:

Proposicao 2.6.3 (Desigualdade de Bernoulli). Sejam x € Rso e k € N>y.
Entao

(I+2)" >1+ka

Demonstracao. Vamos mostrar por inducao em k. Caso k = 1, temos que
vale trivialmente. Agora suponha o caso k e vamos provar para k + 1.

(14 x)k+t (14 2)*(1 +z)
(1+ kx)(1+ x)
1+ 2z + kx + kz?
1+z+kx

1+ (k+1)x

v vl

Com essa desigualdade, conseguimos provar o seguinte resultado:

Proposicao 2.6.4. Seja a € Roy. Entdo o conjunto {a™ : n € N1} nao é
limitado superiormente.
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Demonstracao. Suponha que L € R seja um limitante superior para o con-
junto. Seja A tal que a = 1+ A. Note que A > 0. Seja k tal que 1+kA > L
(existe pois A > 0). Assim, temos

aF=1+A)F>1+kA>L
Logo, L nao pode ser um majorante das poténcias de a. O
Proposicao 2.6.5. Sejam a,b € R e p € Nog. Entao (ab)? = aPbP.

Demonstrag¢ao. Por indugao sobre p. Com p = 1, temos o resultado imedia-
tamente. Agora suponha o caso p e vamos provar o caso p + 1. Temos

(ab)P*! = (ab)?(ab) = aPbPab = aPabPb = aP b

Corolario 2.6.6. Sejam b € R e p € Nso. Entio (3)P = 5.

Df.amonstmg:do. Como 1 = by, temos que 17 = (bz)P. Logo, P(3)? = 1. Ou
seja

]

Corolério 2.6.7. Sejam a,b € R comb # 0. Sejap € Nsg. Entao (})P = Z—;

Estendendo a funcao para Z

Numa tentativa de deixar mais claro o que vamos fazer, vamos novamente
adotar a notacao funcional f,(n) = a™. Vamos tentar estender a ideia de f,,
mas agora para todos os inteiros. Gostariamos que essa extensao fosse tal
que os resultados da ultima secao valessem. Especialmente, gostariamos que
a igualdade

fa(k)fa(m) = fa(k +m) (2.1)

continuasse valendo.
Comecemos por tentar definir o que seria f,(0). Se quisermos manter a
igualdade 2.1, vemos que, fazendo m = 0, obtemos

fa(k) fa(0) = f(k) = f(k+0) = f(k)
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O tnico jeito de obtermos isso é definindo f,(0) = 1.

De maneira andloga, dado —k, para k > 0, temos que para manter a
igualdade

fa(_k>fa(k) = fa(o) =1

s6 temos como opgao para f,(—k) = faL(k)

Note que agora ja nao podemos mais fazer isso para qualquer a - temos
que pedir que a # 0, para garantir que f,(k) # 0.

Desta maneira, dado a # 0, podemos definir f, : Z — R. Colocando em
notacdo mais comum, temos que a’ =1 e a™* = alk e, de fato, as duas igual-
dades anteriores continuam valendo. Para isso, vamos usar alguns resultados

auxiliares:
Lema 2.6.8. Sejam p € Z e a € Ryy. Entdo a?~' = aPa™'.

Demonstracao. Vamos dividir em alguns casos. Se p — 1 = 0, temos que
l=a'"-1. Sep—1>0,entdop—1=>>0. Sabemos que

a—

= aba

Multiplicando por a=! = é de ambos os lados, obtemos

ab+1a_1 — CLb

Substituindo de volta o valor de p:

aPa™t = a7t
Agora, se p— 1 <0, entdao p — 1 = —k para algum k& > 0. Assim
1 1 L1

p—1 _ _ _ _ _ D
AP l=qgF="=_— = =ad""a " =dla
ak  akla  aFlqa

-1

Lema 2.6.9. Sejam p € Z, k € N e a € Ry Entio a?™* = 4.

Demonstracao. Por inducao sobre k. Com k = 0, o resultado é imediato.
Agora suponha que vale para k e vamos provar para k + 1. Temos
a1l a?

apf(k+1) _ apflcfl _ apfkafl =—-=——
aka  aFt
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Lema 2.6.10. Sejaa € Ryy. Sep€Z e k €N, entio (a?)F = aP*.

Demonstracao. Note que, se p € N, o resultado segue pelos resultados an-

teriores. Resta s6 o caso em que p = —r para algum r € N. Neste caso,
temos N
1 1 1
k —r\k k —rk k
(@) =(a™")" = (E) = (a")F Tk G t=a
O

Proposicao 2.6.11. Seja a € Ryy. Dados p,q, € Z, temos que:
(8) (@) = am

Demonstracao. Note que se p,q > 0, ja temos o resultado. Vejamos alguns
dos outros casos. Primeiramente, suponha p € Z e ¢ = 0. Entao

aPal = P = qPte

(aP)? =1 = o™

Agora suponha que p € Z e ¢ = —k para algum k € N. Entao

1 a?
aPa? = aPaF = aP— = — =P *
ak  aF
1 1
P\e — (,P\"k — — — Pk _ pq
(Cl ) - (Cl ) - (@P)k - apk a a

Estendendo para Q

Sera que da para estender f, para todo Q7 Seja § € Q. Tentando manter a
igualdade da secao anterior

(a™)* = a™" (2.2)

Deveriamos ter que
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Ou seja, as precisa ser o numero que, elevado a ¢, da a?. Normalmente
denotamos isso por ¥a?. E aqui ja caimos com problemas novamente: tome
por exemplo a < 0, p = 3 e ¢ = 2. Temos que a® < 0. Por outro lado,
a igualdade acima pediria que (a2)? = a®. Ou seja, a2 precisaria ser um
nimero real cujo quadrado é negativo. Desta forma, para que essa funcao
tenha chance de ficar bem definida nos reais, precisamos agora evitar a < 0.
Ou seja, daqui para frente, sempre teremos a € R..

Para se fazer a extensao para os reais, precisamos usa Célculo (definimos

como uma extensao continua da fungao construida até aqui).

2.7 Logaritmo

O objetivo desta segao é definir a funcao logaritmo (em alguma base) que,
nada mais é que a inversa da exponencial. Antes, vejamos que, de fato, a
funcao exponencial possui uma inversa e vejamos algumas propriedades.

Proposigao 2.7.1. Seja A, B C R. Se uma funcdo f : A — B ¢ estrita-
mente crescente, entdo f € injetora. Além disso, se f tiver inversa, f~1 €
estritamente crescente também.

Demonstra¢ao. Sejam x # y € A. Se x < y, entdao f(x) < f(y) (o outro caso

¢ analogo) e, portanto, f(z) # f(y).
Agora sejam x < y € B. Suponha que f~'(y) < f~'(z). Entao,
f(fHy) < f(f~'(2)). Logo, y < =, contradigio. O

Da mesma maneira, podemos provar o resultado analogo para funcgoes
estritamente decrescentes.
Vamos usar que a funcao exponencial com base a > 0 tem as seguintes

propriedades:

ab—i—c — abac

a’ >0
a®<lsea<l1
a®>1sea>1

Com isso, é facil mostrar o seguinte resultado:

Note que em ambos Proposigao 2.7.2. Se a €]0,1[, a fun¢do a* € estritamente decrescente. Jd
os casos a fungao é se a €]1,4o00[, a® € estritamente crescente.

injetora
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Demonstra¢ao. Suponha a €]0,1[. Sejam = < y € R. Denote por h =y — x.

Entao, como a < 1, temos

a" <1

Multiplicando por a” de ambos os lados, obtemos
a’ < a”

e, portanto, a” é estritamente decrescente.
O caso em que a > 1 é anélogo. ]

Corolario 2.7.3. Seja a € Ry, com a # 1. Entdo a funcao f, : R — Ry
¢ bijetora (fo(x) = a®).

Na verdade, no ultimo resultado precisamos que f, é sobrejetora em R+
(o que pode ser visto em Calculo).

Definigao 2.7.4. Dado a € R com a # 1, definimos log, = f, !

Ou seja, segue diretamente da definicao de log, que faga a substituicao
usando f, e f, ! que
logaaz =7 fica facil
alogax =1

Ou seja, y = log, = se, e somente se, a¥ = x.
Corolario 2.7.5. Seja a € Ryy. Entao valem:
(a) log, : R.g — R € bijetora.
(b) sea>1,log, € estritamente crescente.
(c) sea <1, log, € estritamente decrescente.
Proposicao 2.7.6. Seja a € Ry, entao, para todo x,y € Ry temos
(a) log,(z) + log,(y) = log,(zy).

(b) klog,(x) = log,(x*) para k € R.
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Demonstragao. (i) Sejam v, w € R tais que v = log, x e w = log, x. Assim,
a’ =x e a” =y. Calculando

Tomando-se log de ambos os lados, temos
log,(zy) = log, a"t" = v + w = log, x + log, y

(ii) Seja v =log,(x). Entao a¥ = . Temos

Tomando-se o log dos dois lados

log, (z¥) = log, a** = vk = klog,(x)

Proposicao 2.7.7. Sejam a,b € R.q. Entao, para todo v € Ry temos
log, z =log, blog, x

Demonstracao. Sejam u,v,w tais que u = log, x, v = log, b e w = log, x.
Entao a" = x, a” = b e b* = x. Assim, temos

a’lL =7 = b'LU — (av)w :CL’UUJ
Como a funcao exponencia ¢ injetora, temos u = vw. Isto é,

log, x = log, blog, x

2.8 Funcoes trigonométricas

Considere uma circunferéncia de raio 1 e centrada na origem do R2. Sabemos
Vocé vai ver isso em que o comprimento da circunferéncia é 27. Suponha que vocé comece no
Calculo ponto (1,0) e ande sobre a circunferéncia em sentido antihorario. Suponha
se vocé andou 2m, que vocé tenha andado ¢ e parado num ponto (x,y). Sao dois pontos da

vocé voltou para o circunferéncia, mas quais? Esses dois pontos chamaremos de x = cost e
mesmo lugar.
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y = sent. Se o seu t era negativo, ande distancia relativa ao valor absoluto
de t, mas no sentido horario.

Ou seja, cos : R — R e sen : R — R. Alguns valores conseguimos
calcular facilmente: sen(m) = —1, sen(3) = 0 etc.

Com essa definigao, ja conseguimos provar alguns fatos elementares:

Proposicao 2.8.1. Sejat € R. Temos: Faca um desenho
(a) sen?(t) + cos?(t) = 1
(b) —1 < cos(t), sen(t) <1

(c¢) cos(—t) = cos(t)
(d) sen(—t) = —sen(t)
Como a cada volta que damos na circunferéncia faz com que os valores
se repitam, conseguimos provar o seguinte também:
Proposigao 2.8.2. Sejamt € R e k € Z. Temos:
(a) cos(t + 2km) = cos(t)
(b) sen(t + 2km) = sen(t)

Proposicao 2.8.3 (Lei dos cossenos). Dado um triangulo de lados de com-
primento a,b,c e cujo angulo 6 € oposto ao lado de comprimento c, temos
que ¢ = a® + b* — 2abcosb.

Demonstragao. Chame de C o vértice oposto ao lado de comprimento ¢ (ana-
logamente, nomeie os vértices A e B). Fixamos a origem em C (ou seja,
C = (0,0)). Colocamos o vértice B no eixo z. Assim, B = (a,0). Note
que, desta forma, as coordenadas de A sdo (bcos6,bsenfl). Por definigao, a
distancia entre os vértices A e B é ¢. Por outro lado, podemos calcular a
distancia usando as coordenadas

V/(a — bcos 6)2 + b2sen2d

Juntando as duas informagoes:

2 = (a—bcosh)? + b*sen?d
a® — 2abcos O + b® cos 0 + b*sen?d
= a?+b>—2abcosh
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Vocé vai ver (ou viu) em geometria analitica (ou dlgebra linear) que para
“rotacionar” um ponto (z,y) em torno da origem com angulo «, basta usar

notacao matricial:
cosa —sena \ [ x
sena  Cos Y

Também vai ver (ou viu) que para compor duas rotagoes, basta multiplicar
as matrizes. Assim, fazer uma rotacao por a + 3, pode ser escrita como uma
rotacao de § e depois de . Assim:

cos 3 —senf
senf cos 3
—(cos asenf3 + sena cos ) )

cos a cos B — senasenf3

Cos & —seno
seno Cos &

cos o cos B — senasenf
sena cos 3 + cos asenf

( cos(a + B)

—sen(a + 3) )
sen(a + )

cos(a + B)

Il Il
NN

2.9 Modbdulo

Vamos agora apresentar o conceito de médulo de um nimero real. Tal con-
ceito vai nos ajudar mais tarde a trabalhar com a nocao de “distancia” entre
dois reais (a saber, a “distancia” entre a e b serd dada por |a — b|).

Definig¢ao 2.9.1. Definimos a fun¢ao médulo, denotada por |-| da seguinte
maneira:

para todo z € R.

Proposicao 2.9.2. Sdo verdadeiras as sequintes afirmacoes para quaisquer

z,y € R:

(a) |z| = 0;

(b) |z = | —xl;

(¢c) v < lzl;

(d) —|z] <=

(e) |zyl = lxllyl

Demonstracao. (a) Se x > 0, entdo |x| =z > 0. Se x < 0, entao |x| = —z >

0, ja que = < 0.
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(b) Se x > 0, entao |z| = x. Por outro lado, | — 2| = —(—z) = z. Se x <0,
entdo |z| = —x. Por outro lado, | — x| = —=x.

(c) Se x > 0, entdao x = |z|. Se x < 0, entdao x < |z| pois |z| > 0 pelo item

(a).

(d) Se x > 0, entao —|z| < x pois —|z| < 0 (item (a)). Se z < 0, entdo
el = ~(~a) ==

(e) Vamos aqui separar em mais casos. Caso z > 0 ey > 0, entdo |zy| =
zy = |zlly[. Se v <0 ey >0, entao [zy| = —(zy) = (—2)y = [z[ly| (a
primeira igualdade segue do fato que zy < 0. A tdltima igualdade ¢é facil
de ver se vocé ler da direita para esquerda). O casoem que z > 0ey <0
¢ analogo ao anterior. Se x < 0 e y < 0, entao |zy| = 2y = (—z)(—y) =
|z||y|. Finalmente, se z ou y forem 0, entdo |zy| = 0 = |z||y|.

O

O seguinte resultado muitas vezes facilita trabalhar com desigualdades
envolvendo maédulos.

Proposicao 2.9.3. Dados a,xz € R, temos que
|x] < a se, e somente se, —a <z < a

Demonstragao. Suponha |z| < a. Temos, por (¢), que = < |z| < a, ou seja,
que z < a. Por outro lado, temos, por (b) que |z| = | — z|. Logo, novamente
por (c), temos que —z < | — z| = |z| < a. Isto é, —x < a. Note que isso
implica —a < x. Assim, temos —a < x < a.

Agora suponha que —a < x < a. Vamos estimar |z|. Temos duas opgoes
r>0ex <0. Sex >0, temos que || =z < a. Se x < 0, temos que
|| = —z. Note que, de —a < z, temos que —x < a. Logo, |z| = —x < a.
Assim, |z] < a. O

Proposicao 2.9.4 (desigualdade triangular). Dados a,b € R, temos que
la+b] < |a| + [b].

Demonstracao. Temos
—lal < a <d

—[bl < b <ol
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Somando essas inequacoes, temos:

—(lal +[b) < a+b < |a] + [b]
Assim, obtemos |a + b| < |a| + |b]. O
Proposicao 2.9.5. Dados a,b € R, temos que |a| — |b| < |a — b.

Demonstragao. Temos |a| = |a — b+ b < |a — b| + |b]. Logo, |a| — |b] <
| = 0. O

Exemplo 2.9.6. Considere a desigualdade |z —7| < 3. Para quais valores de
x ela é verdadeira? Vamos apresentar dois métodos aqui. Um, simplesmente
aplicando a Proposicao 2.9.3. Isto é, a desigualdade vale se, e somente se,
—3 < x — 7 < 3. Ou seja, a desigualdade vale se, e somente se, 4 < x < 10.
Na representagao como intervalo, ela vale se, e somente se, z €4, 10].
Vamos agora ao segundo método. Vamos olhar para |z — 7| e separar nos
casos possiveis. Se x — 7 > 0, temos que |z — 7| = x — 7. Ou seja, para os
x > 7, a desigualdade vale se, e somente se, x > 3+ 7 = 10. No caso em
que x — 7 < 0 (isto é, x < 7) temos que |[x — 7| = —(x — 7) =7 — x. Assim,
para x < 7, a desigualdade vale se, e somente se, —x < 3 — 7 = —4. Isto
é, x > —4. Juntando os dois casos, obtemos que a desigualdade vale se, e
somente se, —4 < z < 10 (ou seja, o mesmo resultado obtido anteriormente).

Exemplo 2.9.7. Decida para quais valores de = vale a desigualdade:
20+ 1|+ |z -1 <3

Vamos dividir em casos. Note que o comportamento do que esta dentro
dos médulos muda em z = —% ex=1.

x < —3 : a desigualdade fica equivalente a —2z — 1+ (—z + 1) < 3. Simplifi-

cando, —3x < 3, isto é, x > —1. Assim, para esse caso, vale qualquer
1

<z <1 : adesigualdade fica equivalente a 2+ 1+ (—z+1) < 3. Simplificando.

x < 1. Assim, neste caso vale para qualquer x € [%, 1[.

x > 1 : a desigualdade fica equivalente a 2z + 1+ x — 1 < 3. Simplificando,
3r < 3, ou seja, x < 1. Como estamos no caso em que x > 1, nao
temos solugao para esse caso.
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Juntando todas as solugdes, temos que a desigualdade vale para x €] — 1, 1].

Exemplo 2.9.8. Decida para quais valores de = vale a desigualdade

2 — 2| < |a + 5|

Vamos analisar como o que esta dentro dos médulos se comporta. Note
que o comportamento mudaem z —2=0ex+5=0. Ouseja, em x =2 e
x = —b5. Assim, podemos dividir em 3 casos:

x < —5 : Neste caso temos que r —2 < 0 e x + 5 < 0, assim, a desigualdade é

—H<r<?2

equivalente a
2—r<—x—95

Ou seja, 0 < =7, que é falso (ndo importa o valor de x). Assim, nao
existem solugoes para esse caso.

: Neste caso, a desigualdade é equivalente a
2—r<z+5
Ou seja, —2x < 3. Isto é, = > —%. Ou seja, neste caso temos que a

solucdo ¢ z €] — 2, 2[ (note que temos que deixar o intervalo dentro do
caso sendo estudado

: Neste caso, a desigualdade é equivalente a
r—2<z+5

Ou seja, 0 < 3, que é verdadeira (ndo importando o valor de z). Ou
seja, qualquer valor deste caso serve: x € [2, +00].

Analisando todos os casos, temos que a desigualdade ¢é satisfeita se x €

]

_3
29

ool

Exemplo 2.9.9. Decida para quais valores de = vale a desigualdade

[1— ]

—— <5
12z 4 2|

Primeiramente, note que tal desigualdade é equivalente a

(deixamos x sem o

[z — 1]
—— <5
12z 4 2|

w_»

na frente). Assim, os casos vao ser dados por z = 1

ex = —1.
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xr < —1 : Temos _12;f2 < 5. Ou seja, 1 —xr < —10x — 10. Simplificando,
11

9z < —11. Assim, x < —%. Desta forma, vale para x €] — oo, —% .

—1 <z <1 : Temos 21;”2 < 5. Ouseja, 1 —z < 102+ 10. Simplificando, —11x < 9.

Assim, z > —2. Desta forma, vale para = €] — =, 1[.
11 11

x > 1 : Temos 2@;12 < 5. Ouseja, z—1 < 10z +10. Simplificando, —9x < 11.

Assim, z > —%. Desta forma, vale para = € [1, +oc].

Juntando os casos, temos que a desigualdade vale para x €] — oo, —%-[U] —
£, +ool.

Exercicios

Exercicio 2.9.10. Sejam x,y € R. Mostre as seguintes afirmagoes:
(a) [lz]| = [x;

(b) |2 = 2%

(c) [z —yl=ly—=l

Exercicio 2.9.11. Determine para quais valores de x valem as seguintes
afirmacoes:

(a) }j;?} < 10;

|z41] .
(b) =5 <0

(¢) |z+ 1|+ |22+ 4| > 0;

(d) |4 -2z — |z +1] < 2.



Capitulo 3

Combinatoria

3.1 Permutacoes

Fixe um conjunto A que vamos chamar de alfabeto. Uma palavra de n

letras neste alfabeto nada mais é do que uma sequéncia de n elementos de

A. Por exemplo, se A = {1,2,3,4}, temos que 113 e 345 sdo duas palavras

de 3 letras de A. Note também que a ordem importa: 212 # 122.
Denotaremos usualmente uma palavra p como

p=ay---ay

onde cada a; € A é a i-ésima letra de p.

Contar palavras possiveis com um alfabeto fixado é facil. Por exemplo,
se |A| =k, existem k- - -k = k" palavras de n letras.

Mas muitas vezes nao queremos qualquer palavra possivel feita com o
alfabeto. Uma restricao bastante popular é exigir que as letras sejam todas
distintas. Ou seja, neste caso, temos que uma palavra p = a; - - - a, é tal que
cada a; € A como antes mas, além disso, a; # a; se @ # j. Desta forma,
voltando ao nosso exemplo inicial, temos que 123 é uma palavra vélida,
enquanto que 141 nao é.

Exemplo 3.1.1. Vejamos uma situagao mais concreta. Imagine que tenha-
mos 5 livros distintos (vamos chamé-los de A, B, C, D e E) e que tenhamos
3 criangas para quem queremos distribuir os livros - mas vamos dar apenas
um livro para cada uma delas. De quantas maneiras podemos fazer isso?
Vamos usar a ideia de alfabeto e de palavras para nos ajudar. Podemos
fixar como alfabeto o conjunto dos livros {A, B,C, D, E} e associar a cada

47

Ou seja, vao sobrar
dois livros
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distribuigdo uma palavra com letras distintas (e vice e versa) da seguinte
maneira: a primeira letra indica o livro da primeira crianga. A segunda, o
da segunda e a terceira o da terceira. Ou seja, desta forma, basta contarmos
apenas quantas palavras de 3 letras sem repeti¢cao sao possiveis. Podemos
tentar exibir todas:

ABC ABD ABE ACB ACE ADE BAC BAD...

Mas note que ja deu uma quantidade razoavel.

O exemplo acima indica que pode ser interessante sabermos contar quan-
tas palavras de k letras sem repeticao sao possiveis de ser feitas com um

16-se permutagoes de alfabeto de n letras. Vamos denotar tal quantidade por P(n, k) .

nkak

Proposicao 3.1.2. Se k <n, P(n,k) = (nﬁ!k)!.

Demonstracao. Vamos mostrar por inducao sobre k. Se k = 1, é claro que
s6 podemos formar n palavras e a igualdade vale. Agora suponha que o
resultado vale para g e vamos mostrar para ¢4+ 1. Ou seja, estamos supondo
que vale P(n,q) = (n%!q)! e queremos mostrar que vale P(n,q+1) = #Ll),
Mas vejamos. Sabemos que com ¢ letras, temos P(n, q) palavras. Podemos
pensar que uma palavra de ¢ 4+ 1 letras é simplesmente uma palavra de ¢
letras seguida de mais uma letra no fim. Para cada inicio de ¢ letras, temos
mais quantas possibilidades para o final? Ja “gastamos” ¢ letras, entao ainda

nos sobram n — ¢ possibilidades para esta ultima. Ou seja:

P(n,q+1) = P(T%Q)(n—Q)

= (n’i‘q)!(n—Q)

= n-qg'n—l)---(n—q—l)(n—Q)
n—g—1)1

O

Se k>mn, P(n,k) =0,
Ou seja, no nosso exemplo dos livros, temos que existem P(5,3) = 60
formas diferentes de distribuir os livros.

Exemplo 3.1.3. Numa sala com 50 pessoas, qual a chance de duas fazerem
aniversario no mesmo dia?

todos eles irreais, Vamos ter que supor varios fatos aqui: todo mundo s6 faz aniversario
mas fazer o qué?
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num dos 365 dias do ano (ou seja, sem 29 de fevereiro) e que todos os dias
sao equiprovaveis.

Se sao 50 pessoas, ha 365%° possibilidades de aniversarios. Mas, estamos
interassados em saber se ha duas pessoas que fazem aniversario no mesmo
dia. Ou seja, podemos contar quantas palavras de comprimento 50 existem,
formadas com os dias do ano como alfabeto sem repeticao: as que repetem
sao justamente os casos que nao estamos interessados. Assim

P(365, 50)

P=1-
36550

esse resultado ¢ aproximadamente 0, 97.

3.2 Combinacoes

Imagine que temos que montar um grupo de 4 alunos para uma comissao
de forma que um seja o presidente, um seja o vice, um seja o tesoureiro e o
ultimo seja o estagiario. Se temos 50 alunos para dividir nestes 4 cargos, de
quantas maneiras podemos fazer isso?

Bom, ja sabemos que isso pode ser feito através de P(50,4) = 75 =
50 - 49 - 48 - 47 = 5527200.

Mas e quisermos simplesmente montar uma chapa com 4 alunos, depois
eles que decidam quem faz o que? Podemos pensar nisso como sendo uma
palavra de 4 letras (cada letra um aluno diferente) mas que néo importa qual
a posigao de cada letra (por exemplo, a palavra ABC'D = DBCA). Vamos
denotar tal quantidade da seguinte maneira: C(n, k) .

Proposigao 3.2.1. Sejam n > k > 0. Entao C(n, k) = ( Z ) = —P(Z,’k) =

__n
k!(n—k!)

Demonstra¢ao. Vamos fazer isso de uma maneira um pouco diferente. Fixe
k letras distintas.Quantas palavras de comprimento k& podemos escrever com

elas? k!, Assim, para cada conjunto de k letras, temos que k! palavras
distintas. Ou seja,

E!C(n,k) = P(n, k)

e portanto temos o resultado desejado. O

Lé-se combinagao de
nkak
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Assim, para a mesma escolha da comissao, agora nao importando como

os alunos se organizam, temos C(50,4) = 2% = 230300.

Pela simetria da féormula acima, pode-se notar que ( Z ) = ( N ﬁ I )

Mas também podemos notar essa igualdade de outra forma: o primeiro conta
como escolher k, dentre n, o segundo, conta como escolher n — k, dentre n.
Claramente, quando se escolhe k, se escolhe n — k (os ndo escolhidos). Logo,
essas duas qantidades deveriam ser mesmo iguais.

Proposicao 3.2.2. Considere o conjunto A = {ay,...,a,}. Entao existem

( Z ) subconjuntos A com k elementos.

Demonstracao. Basta notar que é o mesmo que montar palavras com de
comprimento k, sem repeticao e nao importando a ordem. O

Proposigao 3.2.3. Sejan > 1. Entio 37, ( Z ) —on 1,

Demonstracao. E s6 ver que o lado esquerdo contou quantos subconjuntos
de um conjunto de n elementos existem, com excecao do vazio. O

Exemplo 3.2.4. Um famoso jogo de azar consiste em cada jogagor escolher
6 numeros distintos entre 1 e 60. Ao final, sdo sorteados 6 nimeros (distintos)
e o jogador que acertar os 6 vence.

Vejamos qual a chance de um jogador vencer. Ele vai escolher uma palavra
de comprimento 6 com todas os simbolos distintos e precisa que essa seja a
palavra sorteada. Entao a chance dele acertar é uma entre todas as palavras
de comprimento 6, sem repeticao e sem importar a ordem. Ou seja, 1 em

60!
C(60,6) = = 50.063.860

546!
O jogador pode fazer uma aposta com 10 nimeros (e ele vence se os 6
sorteados estiverem entre eles). Isso equivale a quantos bilhetes “simples”?
Para isso basta contarmos quantos bilhetes simples estao nesta jogada:
cada grupo de 6 é uma. Ou seja, o jogador na verdade esta fazendo a seguinte
quantidade de jogadas simples:

100 10-9-8-7

C¢(10,6) = 614 4-3-2

=210
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Se o valor de uma aposta simples fosse R$3, 50, entao isso equivaleria a
apostar R$735.

Mas o jogador também ganha (menos) se acertar 5 ntimeros. Qual a
chance dele ganhar tal prémio? (e ndo ganhar o prémio total dos 6)

Considere os 6 nimeros escolhidos pelo jogador. Note que isso representa
C(6,5) grupos de 5 numeros. Para cada um destes grupos, existem outros
54 niimeros que podem ser sorteados juntos para formar um sorteio vencedor
de 5 mas nao 6 nimeros. Assim, temos que a chance do jogador ganhar é 1
em

C(60,6)
C(6,5)54

que é aproximadamente 154.518.
Analogamente, se quizermos acertar apenas 4, obtemos uma em

C(60, 6)
C(6,4)C(54,2)

que é aproximadamente 2.332.
Finalmente, jogando-se 10 nimeros, qual a chance de se acertar exata-
mente 47 Novamente, podemos fazer

C(10,4)
C(6,4)C(50, 2)

que d& aproximadamente 1 em 195

3.3 Principio da inclusao-exclusao

Considere um grupo de X individuos e suponha que tenhamos proprieda-

des Py,...,P,. Dado S C {Pi,...,P,}, denote por N(S) a quantidade de

individuos que satisfazem todas as P;’s em S. Note que N (@) = | X|.
Vejamos um exemplo para ver como esse tipo de situagao pode ser abor-

dada:

Exemplo 3.3.1. Num total de 63 alunos, temos que 47 fazem matematica
pura, 51 sao homens, 45 homens fazem matematica pura. Quantas mulheres
nao fazem matematica pura?

Pense em cada Pi
como uma restricao.
Se vocé nao da al-
guma restricao, to-
dos os individuos en-
tram.
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Neste caso, temos |X| = 63. Vamos chamar de P, ser homem, P, ma-
tematica pura. Desta maneira, podemos notar que a quantidade de mulheres
que nao fazem matemaética pura por:

N(@) — N(P)) — N(P,) + N(Py, )
Ou seja, 63 — 51 — 47 + 45 = 10.

Teorema 3.3.2 (Principio da incluséo exclusao). A quantidade de individuos
que nao satisfazem nenhuma Py, ..., P, € dada por

Y (F1FEIN(S)

Assim, a quantidade de elementos que satisfaz alguma das propriedade é
dada por

que, por sua vez pode ser reduzida para

S CLENS)

Sc{l,...n},S#0

Exemplo 3.3.3. Quantos ntimeros entre 1 e 100 sao multiplos de 2, 3 ou 57

Chame de P; ser multiplo de i. Assim, temos N(P,) = 50, N(P3) = 33,
N(P5) = 20. Também N(PQ,Pg) = N(P6) = 16, N(PQ,P5) :N(Pll)) =10e
N(Ps, Ps) = N(Py5) = 6. Finalmente, N(Ps, P3, Ps) = N(Ps) = 3. Assim, a
quantidade desejada é

0+33+20-16—-10—-6+3 =74

Sobrejecoes

Um avo tem 15 bilhetes de loteria (distintos) e quer distribui-los entre seus
4 netos, cada um recebendo pelo menos um bilhete. De quantas maneira ele
pode fazer isso?

Se chamamos de X o conjunto dos bilhetes, Y o conjunto dos netos,
podemos definir f(z) = y como sendo “bilhete x vai para o neto y” e, desta
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maneira, as distribuigoes que estamos interessados sao as sobrejetoras. Agora
basta conté-las.

Considere P; a propriedade “i nao pertence a imagem de f”. Assim, s
precisamos contar quantas funcao nao satisfazem nenhuma das P;’s.

Lema 3.3.4. Sejam n > m > 0. Considere P; como acima, trabalhando
com dominio das f’s como {1,...,n} e contradominio {1,...,m}. Seja S C
{P1, ..., P,}. Entao

N(S) = (m —[S])"

Demonstra¢ao. Dada uma f : {1,...,n} — {1,...,m} satisfazendo toda
P, € S, temos que ela é uma palavra de comprimento n num alfabeto com
— |S| letras com repetigao. Assim, N(S) = (m —|S|)". O

Denote por S(n,m) como sendo a quantidade de fungées da forma f :
{1,...,n} — {1,...,m} sobrejetoras. Temos

Teorema 3.3.5. S(n,m) =>_,L,(=1)*C(m,k)(m — k).
Demonstracao. Temos

S(n,m) = ZSC{Pl, ,Pm}( 1)‘S‘N( )
= qua, ,Pm}( 1)‘ ( |5|)n
= Yiso(=DFC(m, k)(m — k)"

]

De curiosidade, aplicando esta férmula, temos que o problema do avo tem
como resposta S(15,4) = 1.016.542.800.

Vejamos agora o sorteio de um amigo secreto. Esse sorteio nada mais é
que uma fungao f : {1,...,n} — {1, ..., n} injetora (ou bijetora, é equivalente
neste caso) e tal que f(x) # x (ninguém sorteia a si mesmo). Assim, considere
P; a propriedade de uma funcao f : {1,...,n} — {1,...,n} injetora ser tal
que f(i7) =i. Desta forma, temos:

Lema 3.3.6. Seja S C {P,...,P,}. Temos que
N(S) = (n —[S])!

Demonstracao. Note que cada f nada mais é que uma palavra de compri-
mento n sem repeticdo e com essa restricao para a i-ésima casa. Assim,
fixadas as posi¢oes que aparecem em S, temos que restam (n — |.S|)! possibi-
lidades. O]
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Uma fungao f : {1,...,n} — {1,...,n} injetora tal que f(i) # i é cha-
mada de um desarranjo. Denotamos por d,, a quantidade de desarranjos.

Teorema 3.3.7. d, = > ,_,(=1)*C(n, k)(n — k)!

Demonstracao. De fato

dp = ZSC{Pl, Po} ( 1)|S|N( )
2sc{p,.P, P.) (=) —[S])!
= Yioo(=DC(n, k) (n — k)!

]

Note que entao a probalidade de um sorteio de amigo secreto dar errado
é dada por . Temos:

Teorema 3.3.8. % = ZZ:O(_D’C%' Que, no limite quando n — +o0,
temos que vale %

Demonstragao. Temos

dn  _ Zreo(=D*C(nE)(n—k)!

n! n!

> ko= 1)km(n—k)!
n!

:Zko( )l

[]

De quantas maneiras é possivel colocar 8 rainhas num tabuleiro de xadrez,
sem colocar duas numa mesma coluna nem mesma linha e sem que nenhuma
esteja na diagonal? (ndo descartar simetrias). Chame de linha-i uma linha em
que tem uma tunica rainha na coluna ¢. Note que s6 precisamos “embaralhar”
as linhas, de maneira que a linha-i ndo seja a i-ésima linha (dai teria uma
rainha na diagonal). Ou seja, a resposta é ds.

3.4 Circulares
Exemplo 3.4.1. De quantas maneiras podemos acomodar 5 pessoas numa

mesa?
5



3.5. REPETICOES 55

Exemplo 3.4.2. De quantas maneiras podemos acomodar 5 pessoas numa

mesa circular (de 5 cadeiras)? (S6é importa a posigao relativa entre elas).
Uma maneira de se pensar é a seguinte: fixe uma das pessoas. Distribua

nos lugares restantes (no sentido horario). Assim, temos como resposta 4!.

Exemplo 3.4.3. Mesmo problema anterior, mas temos 8 pessoas e a mesa
continua com 5 lugares.

Escolhidas 5 pessoas que vao se sentar, ja temos quantas posicoes possiveis.
Assim, s6 falta ver quantos grupos de 5 vao se sentar:

8!
C(8,5)4! = ﬁél!

Exemplo 3.4.4. Para sentar numa mesa circular com 10 lugares, temos 5
homens e 5 mulheres. De quantas de quantas maneiras podemos acomoda-los
(posigoes relativas) de forma que se alternem entre homens e mulheres?

Fixamos, por exemplo, um homem. Dai para o seu lado temos 5 alter-
nativas. Depois, 4 para os outros homens, depois 4 para as outras mulheres
etc. Ou seja, temos

5-4-4-3---1=>54l

3.5 Repeticoes

Exemplo 3.5.1. Temos n bolinhas brancas e 1 bolinha preta para colocar
em fila. De quantas maneiras podemos fazer isso?
Basta notar que temos n + 1 lugares para a bolinha preta.

Exemplo 3.5.2. Temos n bolinhas brancas e 2 bolinhas pretas para colocar
em fila. De quantas maneiras podemos fazer isso?

Podemos pensar que a primeira bolinha preta tem n+2 posicoes possiveis,
enquanto que a segunda tem n + 1. Mas note que nao devemos contar como
diferentes onde cada uma das bolinhas pretas parou, logo, temos:

(n+2)(n+1)
2

Exemplo 3.5.3. Temos n bolinhas brancas e k bolinhas pretas. De quantas
formas podemos colaca-as em fila?

Note que podemos simplesmente contar quantos subconjuntos de tama-
nho k existem em n + k (daf esses marcamos de preto)
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(n+ k)!

nlk!
Exemplo 3.5.4. Se o ultimo exemplo esta certo, deveriamos poder aplica-lo
no segundo exemplo:

Cln+k, k)=

(n+2)! (n+2)(n+1)

Cn+2,2) = ST 5

Exemplo 3.5.5. Mesma situacao anterior, mas agora com k bolinhas pretas
e n bolinhas brancas, sendo que as brancas sao numeradas de forma que elas
fiquem distintas. Podemos simplesmente contar as distribuicoes das pretas e
depois, para cada uma desta, temos as distribuicoes das brancas:

C(n+k,k)P(n,n)



Dicas de alguns exercicios

1.2.12 Considere a,b € U J e v € I UJ. Considere também y € I N J.
Analise as possibilidades entre as ordens de a, b, z,y.
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Resolucao de alguns exercicios

1.1.1 Basta 1 cadeado e 11 chaves dele (uma cépia para cada morador).

1.1.2 11 cadeados e 11 chaves (uma chave para cada cadeado, dando uma
para cada morador).

29
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