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Capitulo 1

Modelos

1.1 (Muito) pouco sobre modelos

Comegamos com um pouquinho de terminologia. Fixado um conjunto A:

e R é uma relagao n-aria sobre A se R C A”;

e f é uma fungao n-aria sobre A se f: A" — A.
Vamos dividir os simbolos logicos em quatro tipos:

e varidveis (enumeraveis);
e simbolo de igualdade (=);

e operadores, subdivididos em conectivos (-, A, V, —) e quantificadores
(3, v);

e simbolos para “agrupamentos”: virgulas e parénteses.

Além ds simbolos 16gicos, podemos usar os seguintes simbolos (simbolos
nao légicos):

e relagoes;
e funcoes;

e constantes.

Essa secao e a proxima

estdo bem préximas de [2].



Apesar de ser comum nao
se colocar todos formal-
mente, deixando os restan-
tes como abreviacoes.

A afirmagdo R(t, ...
quer dizer que (t,...,t,)

“&L
3
~

pertence a R.

A ideia aqui é tM[a] ser
um valor em M, baseado
em « e na forma de cons-
trugao de t.
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Normalmente, os simbolos 16gicos estao sempre presentes enquanto os
simbolos nao 1égicos variam. A colecdo de todos os simbolos a serem utili-
zados é chamada de vocabulério (ou linguagem).

Uma vez fixado um vocabulédrio L, podemos formar L-expressoes. Es-
tas sao de dois tipos: L-termos e L-formulas.

Um L-termo é um elemento do menor conjunto 1" contendo todas as
constante e variaveis e tal que:

e se ty,...,t, sdo elementos de T' e f é uma funcao n-aria de L, entao
f(t1,...,ty) também é um elemento de 7'

Uma L-férmula é um elemento do menor conjunto F' contendo as ex-
pressoes da seguinte forma, onde t1, ..., t, s@0o L-termos:

o 11 =t;

e R(t1,...,tn), onde f é uma fungao n-dria de L;

e tal que, se ¢ e 1 sdao elementos de F', entao:

e —p, Y AP, ¢ — 1 também sao elementos de F’;

e dx ¢ e Vx p também sao elementos de F' se x é uma variavel.

As férmulas do primeiro tipo sao chamadas de atdomicas. Uma varidvel
numa férmula atomica é dita livre. Se v é uma varidvel livre em ¢, entao
ela nao é mais em Yv ¢ e em Jv ¢ - neste caso dizemos que ela esté ligada
ao quantificador. Uma L-sentenca é uma L-férmula sem varidveis livres.

Um L-modelo M é um par <M, -M> onde M é um conjunto (chamado
de universo) e - ¢ uma funcio cujo dominio é formado por todos os
simbolos nao légicos de L de forma que:

e se R é um simbolo de relacdo n-dria de L, entdao RM c M™;
e se f é um simbolo de funcio n-aria de L, entdo fM : M™ — M;
e se ¢ é um simbolo constante de L, entdao ¢™ € M.

Quando dizemos a “cardinalidade de M”, estamos nos referindo a car-
dinalidade de M. Dado um simbolo o, chamamos de ¢ a interpretacao
de M.

Uma valoracao é uma funcao que atribui a cada varidavel de L um
elemento de M.

Fixada uma valoragao «, para cada termo t de L podemos atribuir um
valor em M, denotado por t™[a], da seguinte forma:
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e se t é uma variavel, tM[a] = a(t);

e se t 6 uma constante, tM[a] = tM;

e setédaforma f(t1,...,t,) (f stmbolo de funcio n-éria), entio tM[a] =

A o], - 1 [e]).

Com tudo isso, agora podemos definir a satisfacao de formulas. Dada
uma L-férmula ¢, dizemos que ¢ é satisfeita por a em M (M F ¢[a]) se

e ¢ éda forma s =t e vale sM[a] = tM]a];

e ¢ éda forma R(ty,...,t,) e vale RM(tM[a], ..., t2[a]);

¢ é da forma —) e vale M K ¢y™M[a];

para os outros conectivos);

para o outro quantificador),

¢ é da forma 1)1 Avg e valem M E M [a e M F 93'[a] (analogamente

¢ é da forma 3z ¢ e existe a € M tal que M F M [a?] (e analogamente

No caso em que M F ¢[a] para todo «a, dizemos que M satisfaz ¢ e

denotamos simplesmente por M F .

Se x1,...,x, 40 as Unicas variaveis livres de ¢, denotamos por M E
vlai, ..., ap] a afirmacdo M F ¢la] onde « é a valoragao que leva cada x; em

a;.

Proposicao 1.1.1. Considere F a colecao de todas as L-férmulas cuja
unica varidvel livre € x. Seja g uma funcdo que associa a cada elemento de
F um elemento de M. Entao ndo existe uma L-formula ¥ (x,y) que defina
a satisfagao das férmulas de F. Isto é, ndo existe ¥ (x,y) de forma que,

para todo ¢(x) elemento de F e para todo a € M
M E pla] se, e somente se, M F ¥[g(p),al

Demonstragao. Suponha que exista ¢ como no enunciado.

Considere a

formula ¢ dada por —¢(x,z). Note que ¢ pertence a F. Seja a = g(p).
Pela propriedade de 1, temos que M F ¢[a] se, e somente se M E ¢[g(p), al.
Mas a primeira afirmacao nada mais é que M F —)[a,a]. Lembrando que

a = g(¢), temos uma contradigao.

O]

ol quer dizer a funcdo que
vale o mesmo que « para
todo simbolo, com excecao
de x, onde vale a.

E um exercicio mostrar
que a satisfagao ou nao de
cada férmula segundo uma
valoragao sé depende das
variaveis que ocorrem li-

vres.



hoa é a composi¢ao natu-
ral destas duas funcoes.

8 CAPITULO 1. MODELOS

1.2 Relacgoes entre modelos

Definig¢ao 1.2.1. Dizemos que dois L-modelos M e N sdo isomorfos (M =
N) se existe uma bije¢ao h : M — N tal que

e para todo simbolo relacional R e ag,...,a, € M, temos

RM(ay, ...,ay) se, e somente se, RN (h(ay), ..., h(an))

e para todo simbolo funcional f e aq,...,a, € M, temos
h(fM(ar, oy an)) = N (B(ar), ..., h(ay))
e para toda constante c, temos
(M) =N
Dizemos que h é um homomorfismo se satisfaz a segunda e a terceira pro-
priedades mais a ida da primeira.

Definigao 1.2.2. Dizemos que dois modelos M e N sao equivalentes
(M = N) se, para toda L-férmula ¢

M E ¢ se, e somente se, N F ¢

Lema 1.2.3. Seja h : M — N isomorfismo entre M e N'. Entdo, dado t
termo, ¢ formula e o valoragao em M, temos:

(a) h(tM[a]) = tV[hoal;
(b) ME ¢[a] se, e somente se, N E p[hoal.
Demonstragao. (a) Por indugao sobre t. Se ¢t é uma varidvel z, entao
h(z*a]) = h(a(z)) = N hoa]
Se t é uma constante ¢, entao
h(cMa]) = h(e") = ¥ = Mo

Finalmente, se t é da forma f(t1,...,t,) e vale a hipdtese de indugao
sobre cada t;, temos

h(f(t, - ta)Ma]) = h(fMEMa], ... 8 o))
= N(tMa), ... h(t o))
tNTh o al)
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(b) Vamos provar por indugao sobre ¢. Se ¢ é da forma s = ¢, entao

ME (s=t)a] & sMa]=tM]
& h(sM[a] = h(tMa])
& Nhoal=tN[hoa]
& NE(s=t)|hoq]

Para um simbolo relacional R é andlogo. Para os conectivos, vamos
mostrar o caso em que ¢ é da forma ¥y A s:

M':(wl/\@/)g)[a] = thl[a}e/\/lhwg[a]
& NEYhoal e NEslhoa]
& NFE (1 Ag)lhoal

Finalmente, se ¢ é da forma 3z v temos

ME 3z Yla] & existea € M M E ¢[al]
& existe a € M N E ¢[h(al)]
& existe be N N Elhoaf]
& NE 3z hod]

Como corolario, obtemos:
Teorema 1.2.4. Se M = N, entao M = N.
Em geral, a volta nao vale - com excecao do seguinte caso:

Proposigao 1.2.5. Se M ¢ finito e M =N, entao M = N.

1.3 Submodelos elementares
Defini¢ao 1.3.1. Dizemos que M é um submodelo de N' (M C N) se
o M C N;
e RM = RN 0 M™ se R é uma relacio n-aria;
o fM=fN | M"se féuma funcio n-dria;
o M= se ¢ éum simbolo constante.

Lema 1.3.2. Sejam M C N e a uma valoragio em M. Entao
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(a) para todo termo t, t"M[a] = tV]a];

(b) se ¢ € uma formula sem quantificadores, M E pla] se, e somente se,

N E ¢lal.
Demonstragdao. Exercicio (por indugao). O

Definigao 1.3.3. Dizemos que M é um submodelo elementar de N
(M <N)se M C N e, para toda valoragdo « sobre M, temos

M E ¢|a] se, e somente se, N F p[a]

Teorema 1.3.4 (Critério de Tarski). Suponha que M C N e que para toda
formula o(z1, ..., xy) € todo ay, ...,an—1 € M temos

N E 3z, ¢lai, ..., an—1] implica que existe a € M tal que N E plaq, ..., an—1,a]
Entao M ¢é submodelo elementar de N .

Demonstragdo. Proceda por inducdo sobre as férmulas. A parte critica é

provar que se vale o resultado para ¢, entao vale para dz, ¢. Seja o uma

valoracao em M. Suponha que M E 3z, ¢[ai,...,a,—1]. Logo, existe a,, €

Aqui ainda nio usamos a M tal que M E ¢la,...,an—1,a,]. Por hipdtese de indugdo, vale N' E
hipétese do critério. olat, oo, Gp_1, ay).

Agora suponha N E 3z, play, ...,a,—1]. Entao, pelo critério, temos que

existe a, € M tal que N E ¢[aq,...,an—1,a,]. Por hipdtese de indugao,

temos que M F ¢lay, ..., an—1,ay] €, portanto, M F 3z, plai,...,an—1]. O

Note que o enunciado do Critério de Tarski sé trata de satisfacao no
modelo maior.

Lema 1.3.5. Seja N um L-modelo. Sejam X C N e k cardinal tais que
Ro, |L], | X| < k < |N|. Entdao existe submodelo M C N tal que X C M e
|M| = k.

Demonstragao. Seja My C N tal que |Mp| = k, X C My e que contenha
todas as constantes de L. Para n € w, suponha definido M,,. Defina

M1 =M, U {fN(tl, vy tn) i1y ety € My, f é um simbolo de fungao}

Note que M =, ., M, satisfaz o que desejamos (exercicio). O

new

Com um pouco mais de esfor¢o, conseguimos acrescentar a palavra “ele-
5y
mentar” no enunciado:
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Teorema 1.3.6 (Loweinheim-Skolem-Tarkski para baixo). Seja N um L-
modelo. Sejam X C N e k cardinal tais que N, |L|,|X| < k < |B|. Entdo
existe submodelo elementar M < N tal que X C M e |M| = k.

Demonstragdao. Seja My C N tal que |My| = k, X C My e que contenha
todas as constantes de L. Para n € w, suponha definido M,,. Para cada
férmula p(z1, ..., ) e cada ay, ..., ap—1 € M, tais que

N E 3z pla, ..., ak_1]
escolha a, € N de forma que
NE plai, ..., ax_1, ay)
Considere A,, o conjunto de todos os a,’s como acima. Defina
My+1 =M, UA,

Note que M = J, ¢, Mn satisfaz o que desejamos, usando o Critério de
Tarski (exercicio). O

Defini¢ao 1.3.7. Uma imersao de M em N é um isomorfismo entre M
e um submodelo de N. Se, além de submodelo, a imagem for submodelo
elementar, entao dizemos que é uma imersao elementar.

Lema 1.3.8. Sejam M e N L-modelos e h : M — N. Sdio equivalentes:
(a) h é uma imersao (elementar);

(b) para toda férmula atomica ¢ (para toda ¢) e toda valoragio o em M,
temos que M E ¢[a] se, e somente se, N E pplh o al.

Demonstracdo. Exercicio. ]

Definicao 1.3.9. Seja o um ordinal limite. Dizemos que uma sequéncia
(M : £ < ) de L-modelos é uma cadeia se, para todo £ < < a, Mg C
Mpg. Se, além disso temos que Mg < Mg, dizemos que é uma cadeia
elementar.

Note que se (Mg : { < a) é uma cadeia, entao (J;_, M¢ é um modelo
M tal que cada Mg C M. (Exercicio).

Proposicao 1.3.10. Se (Mg : £ < a) € uma cadeia elementar, entao | ¢, M

¢ um modelo M tal que cada M¢ < M.

Demonstracdo. Exercicio. ]

Note que nao precisa-
mos “fechar por imagem
de funcao” como antes,
as existenciais ja cuidarao
disso.

Estamos “abusando” da
notacao de uniao, mas a
éeﬁni(;éo formal é a natu-
ral.



Essa se¢ao e a préxima se-
guem [3].

Poderiamos  colocar o
simbolo de constante 0,
mas isso nao é necessério.

Ve € t e dx € t sao abre-
viagoes para Vr x € t —
e dx = € tA respectiva-
mente.

No caso de € usamos o
fato que os modelos sao da
forma padrao.
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1.4 Absolutividade

Daqui em diante, vamos nos concentrar na linguagem de teoria dos conjun-
tos. O tnico simbolo nao logico necessario é o simbolo de relagao binaria €.
Outra propriedade que também usaremos sem mencao é que os modelos sao
“padrao”: a interpretagao de € é a usual (pertencer).

O intuito desta segdo é dar uma colecao de férmulas que sempre sao
satisfeitas em certos tipos de modelos como os acima. Vamos comecar com
quem sao as formulas.

Definicao 1.4.1. Dizemos que uma férmula é Aj se ela pertence ao me-
nor conjunto A de férmulas que contém as atomicas, é fechado por uso de
conectivos e tal que, se ¢ é uma férmula de A e t é um termo, entao

e Vx €t éum elemento de A;
e Jxr €t ¢ é um elemento de A.

Definicao 1.4.2. Dizemos que um modelo M é transitivo se M é transi-
tivo - isto é, para todo x € M, x C M.

Definigao 1.4.3. Dizemos que ¢ é absoluta entre os modelos M e N/
se, para toda valoracao em M N N temos

M E pla] se, e somente se, N E ¢[a]

Dizemos que ¢ é absoluta se ela é absoluta entre quaisquer modelos M e
N transitivos.

Proposicao 1.4.4. Se ¢ é uma formula Ay, entdo ¢ é absoluta.

Demonstracao. Fixe M e N modelos transitivos. Vamos mostrar o resul-
tado por inducgao sobre ¢. Suponha ¢ da forma ¢ = s onde t e s sao ter-
mos. Como nao temos simbolos funcionais ou constantes, os tinicos termos
possiveis sao varidveis. Desta forma, M F @[a] se, e somente se, a(s) = a(t).
O analogo temos para se ¢ fosse da forma ¢ € s Suponha ¢ da forma 1 As.
Entao
ME Y1 ANpla] & ME]a] e ME p2]a]
& N E[a] e N E pola
s NE Y1 A o [Oé]

Para os outros conectivos é andlogo. Agora suponha ¢ da forma 3z € ¢ ).
Se M E Jz € t ¢(x), entdo existe a € M tal que

ME z et NYp[al]
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Note que como «a(t) € N e N é transitivo, entdo a € N. Assim, a? é uma
valoracao em M N N e, portanto, pela hipétese de inducao,

NEz et ANlal].

Logo, N F 3z € t ¢[a]. Para o outro quantificador, é andlogo. O

Note que com uma demonstracao bastante parecida com a anterior, po-
demos mostrar que para uma férmula ¢ Ag, ela vale num modelo transitivo
se, e somente se, ela vale “no universo” (classe de todos os conjuntos). Vamos
usar isso varias vezes no decorrer do texto.

Lema 1.4.5. Dados conjuntos x,y,z, as sequintes afirmacoes sdo equiva-
lente a férmulas Ay (e, portanto, sao absolutas):

(a) x é vazio;
(b) = Cy;
(¢) ©=y;
(d) x={y,z};
(e) v ={y,2);

(f) = é ordinal;

(9) ©=w;
(h) x € w;
(i) © =y x x;

() x = dom(y);

Normalmente, vamos falar que uma afirmacao é Ag se ela é equivalente
a alguma férmula Ay.

Vale destacar que muitas afirmacdes que envolvem cardinalidades ndo
sao absolutas: |z| = |y|, z = p(y), = é cardinal, = é regular etc.
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1.5 Alguns modelos
Definig¢ao 1.5.1. Seja X um conjunto. Definimos rank()) = () e denotamos
por rank(X)= sup{rank(y) +1:y € X}.

Além do rank dar uma medida sobre a complexidade do conjunto, também
nos d4 uma ideia sobre sua construgao. Considere a seguinte construcao re-
cursiva:

° Vg = @;
o Vo1 =p(Va)
o V= U£<6 Ve

Pode-se provar que todo conjunto pertence a algum dos V,’s. Para isso,
o seguinte resultado ajuda:

Lema 1.5.2. Sejam «, 8 ordinais. Temos:

(a) Vi, € transitivo.

(b) Voo C Vg se e < .

(c) se X CVy ea < fB, entio X € V3.

(d) se X € Vy, entao X C Vg para algum & < a.

Proposicao 1.5.3. Seja X um conjunto. Entao rank(X) = « se, e somente
se, X C Vo e X ¢ Vg para todo B < a.

Além da colecao de todos os V,, conter todos os conjuntos, cada V, é um
conjunto que modela uma parte de ZFC. Por exemplo:

Proposicao 1.5.4. V1, € um modelo para todos os axiomas de ZFC, com
excecdo do da substituicdo.

Demonstracao. Vamos mostrar que o axioma da uniao é satisfeito. Seja X €
Vitw- SejaY =JX. Note que Y € V4. Como a férmula “Y = J X7 é
Ay, temos o resultado.

Que de fato os outros axiomas sao satisfeitos, fica como exercicio. Note
que cada V1, € V1. Suponha que o axioma da substituicao seja satisfeito
em V1. Entao o seguinte conjunto X é um elemento de V,,4,:

X ={Vign :necw}

Como V4, satisfaz o axioma da uniao, temos que |J X € V4. Mas note
que |JX = V4w, contradigao. O
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Um conceito que ajuda é o do seguinte resultado, cuja demonstracao fica
como exercicio:

Proposicao 1.5.5. Seja X um conjunto qualquer. Entdo existe um con-
Junto transitivo tr(X) onde X C tr(X) e, dado qualquer conjunto Y transi-
tiwo tal que X C Y, temos que tr(X) C Y.

Definicao 1.5.6. Dado x cardinal, dizemos que X é hereditariamente
de cardinalidade < x se |[tr(X)| < k. Denotamos por H (k) a cole¢ao de
todos os conjuntos hereditariamente de cardinalidade k.

O seguinte fato é 1til ao relacionar rank e tr (cuja demonstracao também
fica como exercicio):

Chamamos tr(X) de fe-
cho transitivo de X.

Proposicao 1.5.7. Seja x um conjunto tal que rank(x) = «. Entao {rank(y)A ideia aqui é que o rank

yetr(z)} =a.

Proposicao 1.5.8. Dado k cardinal infinito, H(k) C V.. Em particular,
H(k) é um conjunto.

Demonstragdo. Note que, se © € H(k), entao |tr(z)| < k. Pelo resultado
anterior, {rank(y) : y € tr(z)} = a. Assim, a < K e, portanto x € V.. [

O seguinte resultado é imediato:
Proposicao 1.5.9. Dado um cardinal k, H(k) € transitivo.

Para o préximo resultado, o seguinte resultado é 1til (e a demonstracao
fica como exercicio):

Lema 1.5.10. Suponha k regular. Seja x C H(k) tal que |x| < k. Entdo
x € H(k). Seja ¢ uma formula tipo funcgao tal que para todo a € H(k),
e(a) € H(k). Entdo, dado A € H(k), {p(a) :a € A} € H(k).

Proposicao 1.5.11. Se k € um cardinal ndo enumerdvel e reqular, entdo
H(k) é um modelo para todos os axiomas de ZFC, com exce¢do do azioma
das partes.

Demonstragcdo. A maioria do axiomas seguem como no caso de V,i,. O
axioma da substituicao segue do resultado anterior. O axioma das parte em
geral nao vale pois, dado 1 < k, pode ocorrer 27 > k. O

Note que no resultado anterior, apesar do axioma das partes nao valer
em geral, ele vale para z € H(k) de forma que 21l < k. Assim, se numa
demonstracao nao se usa o axioma das partes irrestrito, ¢ comum se adotar
como modelo H (k) para k grande o suficiente.

dentro do fecho transitivo
nao “pula” qualquer valor.



Nesta secao estamos se-
guindo [4].

Na verdade, sé precisamos
que F’' tenha pelo menos
dois elementos, para ga-
rantir que A é subconjunto
de todo elemento de F' -

veja o Exercicio 1.6.14.
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1.6 Algumas aplicacoes de submodelos elementa-
res

Nesta secao, vamos apresentar algumas aplicacoes da técnica de submodelos
elementares. Em geral, tomaremos como modelo H(k), com algum x grande
o suficiente - na maioria dos casos, nao enumeravel e regular serve. Mas em
alguns casos, precisamos que wy € H(k) (ou seja, k > wo).

Comegamos com alguns resultados basicos.

Proposicao 1.6.1. Seja M < H(k). Temos:

(a) we M ew C M.
(b) Sea € M ea é enumerdvel, entdo a C M.

(¢) Se a C M é finito, a € M.

Demonstracdo. (a) Note que M satisfaz o axioma do infinito, logo w é de-
finivel em M e, portanto, é elemento de M. Por indugao, cada n € w é
tal que n € M.

(b) A afirmagdo “Jf : w — a sobrejetora” é satisfeita em H(k). Logo,
existe f € M que satisfaz tal afirmagao (pois w e a sado elementos de
M). Assim, cada f(n) é definivel em M e, portanto, um elemento de
M.

(c) Basta escrever a férmula que descreve a.
O

Definicao 1.6.2. Dizemos que uma familia F de conjuntos forma um A-
sistema de raiz A se para todo F,G € F distintos, FNG = A.

Proposicao 1.6.3 (Lema do A-sistema). Seja F uma familia ndo enu-
merdvel de conjuntos finitos. Entdo existe G C F nao enumerdvel que forma
um A-sistema.

Demonstragdo. Seja M =< H(k) submodelo enumeravel tal que F € M.
Como F é nao enumeravel, podemos tomar Fy € F ~ M. Considere A =
M N Fy. Como A é finito, temos A € M.

Se existe F/ C F nao enumeravel tal que para todo F,G € F' distintos,
FNG = A, terminamos. Caso contrario, podemos tomar F’ maximal com tal
propriedade e enumeravel infinito. Note que isso vale em H (k) e, portanto,
podemos supor F' € M. Como F’ é enumerdvel, temos que F' C M. Dado



1.6. ALGUMAS APLICACOES DE SUBMODELOS ELEMENTARES 17

qualquer F' € Fy, temos que F'N Fy = A - ou seja, F' U {Fy} contraria a
maximalidade de F'. O

Os préximos resultados servirdao para mostrar que, sob CH, existem IP
e Q ccc tais que IP x Q ndo é ccc. Antes, vamos provar alguns resultados
sobre cadeias de submodelos.

Definigao 1.6.4. Dizemos que (M : £ < wi) é uma boa cadeia elementar
de submodelos enumeraveis se:

(a) Cada M¢ = H(k) e é enumeravel;
(b) Mg € Mey;
(¢) Mg = U, ¢ My se € é limite.

Proposicao 1.6.5. Existe (Mg : £ < w1) boa cadeia elementar de submode-
los elementares enumerdveis de H (k).

Demonstragao. Seja € € wy. Se € é da forma a + 1, defina M, como um
submodelos elementar enumerdvel de H (k) contendo M, U {M,}. Se & é
limite, note que Mg = Un <¢ My € enumerdvel e ¢ um submodelo elementar
de H(k) pelo critério de Tarski. O

Proposicao 1.6.6. Sejam M, N < H(k) enumerdveis tais que M C N e
M € N. Entao as sequintes sdo verdadeiras:

(a) M Nwy € wr;
(b) MNw; €N.

Proposicao 1.6.7. Se (M¢ : & < wq) € uma boa cadeia elementar de sub-
modelos enumerdveis, temos que wi C U§<w1 M.

Definicao 1.6.8. Dizemos que um submodelo elementar é enumeravel-
mente fechado se, para todo E C M enumeravel, temos que £ € M.

Proposicao 1.6.9. (CH) Se (M : £ < w1) € uma boa cadeia elementar de
submodelos enumerdveis, temos que U€<w1 M é enumeravelmente fechado.

Demonstragao. Seja E C M = U£<w1 M enumerdvel. Note que existe
a € wy tal que E C M,. Por CH, temos que p(M,) = w;. Logo, existe
g w1 — p(M,y) sobrejetora. Note que, sem perda de generalidade, podemos
supor g € My41 (todos os pardmetros para defini-la estdo em M,y1). Seja
n < wp tal que g(n) = E. Seja Mg tal que f > a e n € Mg. Note que
E = f(n) S Mg. ]
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Agora temos todos os ingredientes necessarios e podemos comecar a tra-
balhar com a construcao das ordens:

Definigao 1.6.10. Seja f : [I]> — 2. Definimos para i = 0,1 o conjunto
P ={X € [I]™*:Va # B e X f({a,8}) =i}
comaordem X <Y se XDY.
Ordens como a acima quase provam o que queremos:

Lema 1.6.11. Seja I ndo enumerdvel e f : [I|> — 2. Entdo Py x IP, ndo
€ ccc.

Demonstracdao. Considere

A={({a},{a}):acl}

Note que A é nao enumeravel e que A C IPy x IP;. Sé precisamos mostrar
que A é uma anticadeia. Sejam a,b € I distintos e suponha XY € [I]<¥
tais que

(X,Y) < ({a},{a}), {{b},{b})
Note que, entdo, a,b € X NY e, pela primeira coordenada, f({a,b}) =0
enquanto que pela segunda f({a,b}) = 1, contradigao. O

Lema 1.6.12. Dada f : [w1]> — 2, se IP; ndo é ccc, entdo IP contém uma
anticadeta nao enumerdvel de elementos dois a dois disjuntos.

Demonstragdo. Seja A anticadeia ndo enumeravel. Pelo Lema do A-sistema,
podemos supor que A forma um A-sistema de raiz A. Vamos mostrar que

A={XA:X¢cA

é uma anticadeia. Sejam X,Y € A. Note que, como X 1Y, temos que
X UY ¢ IP;. Assim, existem o, € X UY tais que f({c,}) # i. Note
que, sem perda de generalidade, a € X N~ A, 8 € Y ~ A e, portanto,
(X NA)LY N A). O

Teorema 1.6.13. CH implica que existem IP e Q ccc tais que IP x Q nao
€ ccc.

Demonstragdo. Pelo Lema 1.6.11, s6 precisamos construir f : [w]? — 2
de forma que [Py e IP; sejam ccc. Seja (Mg : £ < wi) uma boa cadeia ele-
mentar de submodelos elementares enumeraveis de H (k). Vamos construir
uma sequéncia de fungoes (g¢ : & <wi) de forma que cada ge : & — 2 e
satisfazendo:
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(a) g¢ € Meya;

(b) se E € M¢ é um conjunto enumeravel infinito de subconjuntos finitos
de &, dois a dois disjuntos, entao existem infinitos X € FE satisfazendo

Va € X ge(a) =i
para ¢ =0, 1.

Vejamos que tal construcao é possivel. Note que a condigao (b) é satis-
feita trivialmente quando £ é finito. Desta forma, podemos apenas cuidar
do caso € infinito.

Como M é enumeravel, podemos listar (E, :n € w) como todos os
E’s relevantes para a condigao (b) de forma que, para cada E o conjunto
{m € w : E,, = E} contenha infinitos pares e infinitos impares. Escolha
recursivamente uma familia (X, : n € w) de forma que

(i) Xl' € Ei;
(11) XiﬂXj:(DSGj<i.
Dado « € &, defina

0 seae X, enépar
95(@)2{ " P

1 caso contrario

Note que g¢ assim definida satisfaz (b) e, como Mg, & € Mgy, podemos
supor que ge € M¢q.

Uma vez definidas (g¢ : € < wi), definimos f : [wi]
forma. Dados, o < 8 < wy:

2 — 2 da seguinte

f({e, B}) = gs().

Agora vamos mostrar que cada IP; é ccc. Suponha que nado. FEntéo,
pelo lema anterior, existe A C IP; anticadeia nao enumeravel de elementos
dois a dois disjuntos. Seja E C A enumeravel infinito. Note que existe
§ < wp tal que F € M. Seja X € A tal que minX > supE. Escreva
X = {ao,...,an—1}, onde a; < aj se i < j. Defina Ey = E. Para cada
k < n — 1, suponha definido E}, e defina

By ={Y € E,:VBeY f({B,ar}) = ga,(B) =i}

Por inducao, cada Ej, é infinito. Em particular, F,, # (. Note que, dado
qualquer Y € E,, temos que, para todo 5 € Y e todo k < n, f({B,ax}) =1
e, portanto, X e Y sao compativeis, contradicao. ]
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Exercicios

Exercicio 1.6.14. Com a notagao da demonstragao do Lema do A-sistema
(1.6.3, mostre as seguintes afirmacoes:

(a) Existe Yo € M NF tal que A C Yp;
(b) Existe Y1 € M NF tal que Y1 # Yy e Yy N Y7,

(c) Mostre que existe F* C M N F infinito formando um A-sistem de raiz
A.

1.7 Ideia geral de forcing, via modelos enumeraveis
transitivos

Nesta secao, daremos uma ideia geral da justificativa da técnica de forcing,
usando modelos. Esta nao serd a maneira que abordaremos mais tarde, mas
pelo menos sua ideia ja é acessivel no momento.

Suponha que queremos mostrar a consisténcia de ~CH. Note que isso
pode ser feito se, por exemplo, mostrarmos a consisténcia da existéncia de
uma fungdo f : p(w) — wy sobrejetora. Uma maneira de se mostrar isso
é apresentando um modelo onde isso ocorra - aqui ja aparece um primeiro
problema, uma vez que nao podemos mostrar a existéncia de um modelo
para ZFC, muito menos para ZFC + existéncia de tal funcao.

Uma solugdo para tal problema é, novamente, modelar apenas o ne-
cessario:

Principio de forcing (versdo intuitiva): Fixada uma férmula ¢, su-
ponha que para cada 1, ...,, axiomas de ZFC + ¢, existem axiomas
Y1, ..., Y em ZFC tais que:

Para todo modelo M “bom” tal que M F 1, ..., 1, existe um modelo
“bom” N tal que N F ¢1, ..., pn.

Entao, se ZFC é consistente, ZFC + ¢ também é.

O que queremos como modelo “bom”, vamos discutir depois. Primeira-
mente, vejamos que para provar o principio, s6 precisamos do seguinte tipo
de resultado:

Existéncia de modelos: Fixados 11, ..., 1, axiomas de ZFC, existe M
modelo “bom” tal que M F i1, ..., Yn.

Prova do principio: Suponha que ZFC + ¢ seja inconsistente. Entao
existe uma demonstragdo para A A =A. Sejam 1, ..., p, axiomas de ZFC
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+ ¢ usados na demonstracao de A A -A. Sejam 1, ..., 1, axiomas de ZFC
satisfazendo a hipdtese do principio. Pelo resultado da existéncia de mo-
delos, existe M tal que M E q,...,9,,. Assim, novamente pela hipdtese
do principio, temos que existe N tal que N F ¢1, ..., pn, 0 que é uma con-
tradicao.

Vejamos agora uma maneira de obter a hipdtese do principio. Suponha
M um modelo “bom” para uma subcolecao finita de axiomas de ZFC - por
enquanto nao vamos fixar para qual colecao exatamente, deixando isso como
“grande o suficiente”. Suponha A um conjunto tal que A ¢ M. Suponha
possivel a construcao M[A] - aqui indicamos por M[A] o menor modelo
“bom” tal que M C M[A] e A € M[A]. O que queremos é que MI[A]
satisfaca colegOes arbitrariamente grandes, mas finitas, de axiomas de ZFC,
mais algumas outras afirmagoes. Mas dada uma afirmagao ¢ (um axioma
de ZFC ou nao), uma demonstragao para M[A] F 1 seria da forma: “isso é
satisfeito, uma vez que A € M[A], M C M[A] e M[A] E ¢1,..., ", onde
©1, ..., Pn. Note que entao bastaria voltar na hipdtese de criacao de M para
escolher quais exatamente axiomas gostariamos que M satisfizesse.

Ou seja, agora resta vermos como estender M para M[A]. Para facili-
tar um pouco o argumento, vamos para um caso particular. Vamos tentar
mostrar a consisténcia de “CH. —CH ¢ equivalente a afirmacao “existe
f: p(w) — wa sobrejetora”. Entao poderiamos tentar o seguinte: considere
()M wM € M como os elementos que fazem o papel de p(w) e wy em
M respectivamente. Suponha que possamos mostrar que existe uma fungao
f oM — Wi (ndo necessariamente em M) sobrejetora. Entdo M|[f]

parece ser um bom candidato para modelar -C'H.

Vamos examinar essa passagem mais de perto. A principio, podemos ter
que f de fato satisfaca ser “uma funcio de p(w)™ em wd! sobrejetora” em
M][f] - isso depende um pouco de como podemos passar afirmagoes de um
modelo para o outro. Mas mesmo assim, temos um problema: a principio
nio temos um motivo forte para afirmar que p(w)™ = E(w)MU] ou que
wé\/[ = wéw 1. Tsso nao ocorrendo, pode até ser que f satisfaca ser uma
fungao sobrejetora, mas o dominio e o contradominio podem nao ser os que

a gente gostaria que fossem.

Agora precisamos discutir um pouco sobre o que poderia ser o tal modelo
“bom” que usamos acima. Num primeiro momento, poderia parecer que
pedir em M, M|f] fossem submodelos elementares de algum H (k) grande
o suficiente resolveria o problema - afinal, pela elementariedade, p(w)M =
p(w)MUT ¢ w = wé\/l 1. Mas o problema passaria a ser como conseguir a
prépria f: se f € H(k), entao, novamente pela elementariedade, valeria “f :
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p(w) — we é sobrejetora” no préprio H (k) - o que simplesmente quer dizer
que vale =C'H (nada de consisténcia aqui, consequéncia pura e simples).

Desta forma, elementariedade é pedir demais. E claro que podemos
simplesmente trabalhar com a ideia geral de modelo (abandonar a restrigao
de ser “bom”). Mas isso criaria certas complica¢oes (por exemplo, como
construir M|f], como conseguir a prépria f e, principalmente, como decidir
o que vale em M|f]). Numa tentativa de simplificar as coisas, vamos pedir
duas propriedades:

e Os modelos precisam ser standard (isto é, € é interpretado como per-
tencer mesmo);

e Termos que algumas férmulas “basicas” tenham sua verificacao de
validade de maneira facil.

Note que com o que temos até agora, um candidato natural para “bom”
sao os modelos transitivos - o segundo item ja conta com todas as férmulas
Ag. Por outro lado, como era de se esperar, nao podemos afirmar imedia-
tamente que coisas como w)! = wéw 1. Mas um outro problema ja caminha
para uma solugao: a existéncia de f: suponha que |M| < ¥;. Entao, pela
transitividade de M, temos que |p(w)|M|, |ws?| < Ny. Ou seja, trabalhando
fora de M, temos de fato uma chance de que exista uma f como quere-
mos. Na verdade, vamos trabalhar com |M| < Ry (o que de fato melhora o
argumento anterior), mas os motivos para isso ficardo mais claros abaixo.

Com tudo isso, o que nos falta de fato é como construir M|[f] a partir
de M e f. Teremos um conjunto N C M, cujo cada elemento sera chamado
de nome. Em geral, N ¢ M. Uma maneira de imaginar a fun¢do de um
nome z é tomé-lo como uma func¢do: uma vez dada f, z(f) é um conjunto.
Grosso modo, teremos

M[f] ={=(f) : z € N}.

Uma analogia aqui é pensar em cada nome como sendo um polinémio
de coeficientes racionais. Sabemos

Q(V2) = {p(v/2) : p polinémio de coeficientes racionais}

Q(V3) = {p(/3) : p polinémio de coeficientes racionais}

A ideia é que esses dois conjuntos sao diferentes e de fato satisfazem
afirmacoes diferentes: por exemplo, “Jz 22 = 2”7 é satisfeito no primeiro,
mas nao no segundo. A analogia aqui é a seguinte: com os polindémios
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(nomes) conseguimos descrever todos os elementos destes conjuntos - mas
s6 conseguimos descrever completamente cada elemento uma vez sabendo
qual o valor de z (f).

Note que, como no caso dos polindémios, pode ocorrer que z(f) = y(f),
mesmo quando xz # y. Outra coisa é, novamente como no caso dos po-
linomios, existem alguns nomes especiais tais que, dado um conjunto a,
existe um nome “especial” @ de forma que, ndo importa qual a f, a(f) =a
- no caso dos polindmios, isso seriam os contantes. Note que com isso ja
ganhamos M C M[f].

Resta ver o que M|[f] satisfaz. Para boa parte das afirmacoes, teremos
uma demonstragao no formato descrito acima: uma afirmagao ¢ vale em
M| f] uma vez que 1, ..., ¥, valem em M.

- . (s M
Restam afirmagoes mais probleméticas como “wé\/l = w, 1 Veremos que

para certas construcoes, isso vai valer (isso vai depender do que é exatamente
f). Uma parte do argumento passa por algo como calcular quantos nomes
para subconjuntos de w existem dentro de M - nao de fora, mas dentro de
M, isto é, se M satisfaz que tal conjunto é enumeravel ou nao etc.

Finalmente, vejamos um pouco melhor como obter tal f. Nao é de se
esperar que a construcao acima seja feita apenas para acrescentar uma tinica
f - isso talvez resolvesse o caso ~C'H, mas pareceria muito especifico para
ser aplicado em outro problemas. De fato, o que normalmente é feito é o
seguinte: fixa-se uma ordem IP (que chamamos de forcing) (toma-se M
de forma que IP € M) e o que se acrescenta ¢ um G. Tal G é um filtro
sobre IP de forma que, para qualquer D denso em IP tal que D € M,
temos que D NG # (). Para a maioria dos IP’s, é impossivel a existéncia
de um G filtro que intercepte todos os densos - mas lembre que estamos
fazendo isso fora de M - a intengdo é até que G ¢ M. Dai aqui aparece
uma motivacao para mais uma restricao para “bom” nos modelos: que,
além deles serem transitivos, eles sejam enumeraveis. Isso automaticamente
implicaria a existéncia (foram de M) de tal G: como M é enumeravel, s6
existem enumeraveis densos pertencentes a M. E, para tal quantidade de
densos, sempre é possivel encontrar um G como o desejado.

Note que pela técenica de nomes, automaticamente o M|[f] - agora M[G]
- é enumeravel. Também é possivel mostrar que é tal conjunto é transitivo.

Ou seja, o tnico resultado faltante seria provar o resultado sobre existéncia
de modelos enumeraveis transitivos para qualquer fragmento finito de ZFC
(note que comentamos como obter enumerdvel, mas nao transitivo). Isso é
possivel, mas é um processo um tanto longo - e ndo muito 1util para o que
vamos fazer na sequéncia (mas pode ser encontrado em [4]).
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O que vamos fazer na sequéncia é apresentar (em detalhes) uma técnica
parecida, que faz uso de algebras de Boole.



Capitulo 2

Forcing - ideia basica

2.1 Algebras de Boole

Comegamos com um breve basico sobre dlgebras de Boole. Neste capitulo, estamos se-

. o~ , . guindo principalmente [1,
Definicao 2.1.1. Chamamos de uma algebra de Boole um conjunto A

munido de duas operagoes bindrias + e - e uma unéria — com dois elementos
denotados por 0,1 € A tais que, para todo a,b,c € A: Normalmente denotamos

por ab em vez de a - b.
ea-b=b-aea+b=b+a
b-c)=(a-b)-ceat+(b+c)=(a+b)+c

e

a+b)=a+(a-b)=a

® a

- (
ea-(b+tc)=(a-b)+(a-c)ea+(b-c)=(a+b)-(a+c)
- (
ea-(—a)=0ea+(—a)=1

Exemplo 2.1.2. Seja X um conjunto. Entao p(X) com as operagoes de U
e N forma uma algebra de Boole.

Exemplo 2.1.3. O conjunto {0,1} interpretado como 0 sendo falso e 1
sendo verdadeiro, mais as operacoes V (ou), A (e) e = (negagao), formam
uma algebra de Boole.

Algumas propriedade bésicas (e de facil demonstragao) sao:

Proposicao 2.1.4. Seja A uma dlgebra de Boole. Entdo, para todo a,b € A,
temos:

e at+a=aa=a

25



Note que, para o caso de
p(X), a < b assim definido
simplesmente significa a C
b.

Atencao, isso é uma de-
finicao recursiva.
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e a0=0ca+1=1
eal=aea+0=a
e 0=1e—-1=0

Definigao 2.1.5. Seja A uma algebra de Boole. Para a,b € A, definimos
a < bseab=a. Essa é a ordem usual numa &lgebra de Boole (ver Exercicio
2.1.8).

Definicao 2.1.6. Dizemos que uma algebra de Boole é completa se todo
X C A admite supremo.

Exercicios

Exercicio 2.1.7. Mostre que existe uma tunica algebra de Boole com dois
elementos.

Exercicio 2.1.8. Mostre que < definida acima ¢é de fato uma ordem.

Exercicio 2.1.9. Seja A uma algebra de Boole. Mostre que, dados a, d’, b, b’ €
A, sea<bed <V, entdo aa’ < bb'.

Exercicio 2.1.10. Mostre que para todoa € A, 0 <a < 1.
Exercicio 2.1.11. Mostre que a < b se, e somente se, a + b = b.
Exercicio 2.1.12. Seja A uma algebra de Boole. Sejam a,b € A. Denota-

mos por a —b = a - (—b). Mostre que a £ b se, e somente se, a — b # 0.

2.2 Dando valores as formulas

Nesta secao, trabalharemos sempre com uma algebra de Boole completa A
fixada. Também vamos usar a notagdo a = b para —a + b. Vamos usar
diversas vezes a seguinte equivaléncia, para quaisquer a,b € A:

a < b se, e somente, a = b=1

Definicao 2.2.1. Vamos chamar um conjunto 7 de um nome se 7 é uma
fungao tal que todo elemento de seu dominio é um nome e todo elemento da
imagem é um elemento de A.

Exemplo 2.2.2. Por vacuidade, () ¢ um nome. Assim, o = {((),a)} também
é um nome se a € A. Dados b,c € A, temos que {(0,b), (c,¢)} é um nome.
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A ideia aqui é que dado um par (0,a) € 7, a “mede” quanto é a chance o
pertencer a 7. Agora, vamos usar essa ideia para atribuir valores booleanos
para todas as férmulas. Para isso, vamos sempre substituir as varidveis por
nomes. Comegamos com as atomicas:

Definigao 2.2.3. Dados dois nomes o, 7, definimos

[oer]= sup [o=t]r(t)
tedom(r)

[o Cc 7] = tedionnfl(a)(g(t) = [t e 7])

[o=71]=]o C7][r Co]

Formalmente, essa definicao é recursiva. A ideia na primeira defini¢ao
¢ mais ou menos a seguinte: ¢ € 7 tem valor mais alto conforme algum
t € dom(7) tiver [o = t] alto e, ao mesmo tempo, o valor de ¢t € dom(7)
for alto. De certa forma, 7(¢) mede o quanto vale t pertencer a 7 e [o = t]
mede o quanto vale o ser igual a t.

Como essa definicao é recursiva, podemos usar o rank como definimos
anteriormente para ajudar a trabalhar com ela. Por exemplo, a primeira
parte diz que podemos definir [o € 7] se ja sabemos a definigao de [o = t]
onde rank(t) < rank(c). Vamos mostrar o seguinte resultado, que usa bem
essa ideia:

Proposigao 2.2.4. Seja o nome qualquer. Entao [o = o] = 1.

Demonstragdo. Vamos provar isso por indugao sobre o rank(o). Por de-
finigdo, temos que mostrar que o C o] = 1. Para isso, temos que mostrar
que o(t) = [t € o] = 1 para todo t € dom(o). Ou seja, precisamos mostrar
que o(t) < [t € o] para todo t € dom(¢). Temos:

[teo]l= sup [s=t]o(t)

sedom(o)
Assim, por hipétese de indugao, [t =t] = 1 e, portanto, o supremo da
expressao acima é maior ou igual a [t = t]o(t) = o(t). O

Exemplo 2.2.5. Com o resultado anterior, temos como provar a ideia in-
tuitiva que tinhamos antes: considere o = {(0,a)} para algum a € A.
Lembrando, esse nome tem a possibilidade de um tnico elemento () e a
“forca” deste elemento estar em o é dada por a. De fato, podemos calcular:

Um jeito de pensar é que as
férmulas nao tem um valor
“verdadeiro” ou “falso”,
mas um “nivel de forca”,
que varia dentro de A.

A ideia disso é que a
chance de 0 = o é 1, ou
seja, é a maxima possivel.
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[0 = t]o(t)

[W’ S U]] = SUPtedom(o)
= [0=0]a(0)
= 1lo(0)

= a
Proposicao 2.2.6. Dados 0,7 e p nomes, temos:
(a) [o=7]lr=p] <[o=p]
(b) loer]lo=p] <[per]

(¢) lo e7]lr=pl <o €l

Demonstragao. Isso precisa ser provado por inducao sobre o rank de o,7 e
p. E fazemos isso supondo as 3 condigoes ao mesmo tempo para nomes de
rank menor. Vamos apresentar a demonstracao da condic@o (a), deixando

as outras como exercicio:
Note que é suficiente provarmos que

[o cllr =pl <o Cpl

De fato, provando a inequacgao acima e invertendo os papéis de de o e

de p, temos:

[pCr]lr=0al <[pCo]

Multiplicando-se lado a lado as duas ultimas, obtemos:

[o € 77 = Pllp C 7]lr = o] <o C pllp C o]

Note que, simplificando ambos os lados, obtemos a inequacao desejada.

Assim, pela definigao de [- C -], temos:

[[U C T]] [[T = pﬂ = inftedom(cr) (U(t) = Ht € T]]) T = p]]

[
= infieqom(e)(—0(t) + [t € T[T =
= inftedom(a)(([[T = p]] - U(t)) + [[

Note que, para qualquer ¢t € dom(o),

[r=pl—o(t) < —o()

e que, por hipdtese de inducao,

[ter]lr=pl<[terl
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Assim, temos

[[G - T]] [[T = p]] < inftedom(a)(_a(t) + [[t € P]])
- inftedom(a) (U(t) = [[t € p]])
= [ocy]

O]

O préximo lema nos indica que, de fato, z(y) mede a forca de y € .
Mas aqui ha um pequeno ajuste. Suponha que exista um outro possivel
elemento de z - vamos chamé-lo de z. Entao z tem forca x(z) de estar em
x. Mas poderia ocorrer que [z = y] tivesse valor alto. Desta forma, seria
natural esperamos que [y € z] tivesse valor ainda maior que z(y) (ja que
deverfamos levar em conta também o valor de z(z)).

Lema 2.2.7. Sejam z,y nomes. Se y € dom(z), entao z(y) < [y € z].

Demonstragao. Suponha y € dom(x). Entao

[y €] = tejup( | [y =tlz(t) > [y = y]z(y) = =(y)

Defini¢ao 2.2.8. Dada uma férmula ¢(z1, ..., x,), onde x;’s indicam suas
variaveis livres, e dados 71, ..., 73, nomes, definimos [¢(71, ..., 7,,)] por recursao
sobre a complexidade de ¢ da seguinte maneira:

)

e Se ¢(x1,x2) é da forma “z; € xo’
riormente.

ou “r1 = x9”, fazemos como ante-

e Se p(x1,...,zy) é da forma —)(x1, ..., z,), definimos
[o(ris s )l = =[¥ (71, -, )]
o Se p(x1,...,25) é da forma (z1, ..., x,) A (21, ..., x,), definimos
lo(ri, ooos )] = [0(71, oo )] [ (71, oo )]
e Se p(x1,...,2y) é da forma (z1, ..., x,) V' (21, ..., x,), definimos

[o(ri, ooy )] = [0(T1, ooy )] + [¥' (71, s 70)]
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e Se o(z1,...,xy) é da forma Iy Y(y, z1, ..., z,), definimos
lo(riy ooy )] = sup [¥(o, 1, .oy T0)],

onde sup, indica o supremo com relagao a todos os o nomes.

e Se o(z1,...,zy) é da forma Vy ¥(y, z1, ..., z,), definimos
le(miy ey m)] = iI;f [(o, 11,y )],

onde inf, indica o infimo com relagao a todos os ¢ nomes.

Note que, apesar da colecao de todos os nomes nao formar um conjunto,
tomar o supremo de valores booleanos com relagao a todos os nomes como

acima nao é um problema, uma vez que os valores variam dentro da algebra
de Boole fixada.

Lema 2.2.9. Sejam ¢, féormulas. Entao [ — ] = 1 se, e somente se,

[¢] < [#].

Demonstragao. Note que [ — ] = —[¢] + []. Note que —a + b =1 se,
e somente se, a < b para qualquer a, b na algebra de Boole. O

Proposicao 2.2.10. Considere ¢ o axioma da extensionalidade. Isto é,
VeiVyz=y< (Vz (€2 —2€y)AN(z €y — 2z €x))
Entao [¢] = 1.

Demonstracao. Note que, para isso, s precisamos mostrar que, dados a, b
nomes, temos que Ja = b] = [a C b][b C a]. Mas isso segue diretamente das
definicoes. O

Proposicao 2.2.11. Considere ¢ o axioma do par. Isto €
VeVydzax€zAy €z
Entao [¢] = 1.

Demonstragao. Fixe a,b nomes. Considere o nome ¢ : {a,b} — A tal que
c(a) = 1 e c¢(b) = 1. Basta mostrar que [a € c][b € ¢] = 1. Mas isso segue
diretamente do fato que c¢(a) < [a € c] e que ¢(b) < [b € ]. O

De maneira parecida podemos provar que todos os axiomas de ZFC tem
valor 1 (os resultados da préxima se¢ao ajudam bastante para isso).
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Exercicios

Exercicio 2.2.12. Sejam X,Y com relagdes bem fundadas (isto é, uma
relagdo sem cadeias decrescente infinitas). Mostre que (x1,y1) < (x2,y2)
dada por

(x1=22ANy1 <y2) V(1 <22 AY1 = Y2)
é bem fundada sobre X x Y.

Exercicio 2.2.13. Dado « ordinal defina, por indugao, Z, = {(0,0) : 0 €
Uﬁ<o¢ Zﬁ}‘

(a) Mostre que cada Z, é um nome.

(b) Mostre que [~(3z x € Z,)] = 1.

Exercicio 2.2.14. Dizemos que um nome o é extensional se, para todo
x € dom(o), o(x) [x € 0]. Mostre que para todo 7 nome, existe o
extensional tal que [o = 7] = 1.

2.3 Aumentando o universo

A ideia nesta secao é pensarmos que a férmulas falam sobre nomes como se
fossem conjuntos. Dentre os nomes, teremos alguns que se comportam de
maneira muito parecida com os conjuntos “normais” e outros que nao sao
dessa forma. Pense nos da segunda forma como se fossem conjuntos novos
e os da primeira forma como se fossem os originais.

A seguinte definicao indica os conjuntos originais:

Definigao 2.3.1. Seja £ um conjunto. Definimos o nome & de maneira
recursiva da seguinte maneira: & = {(y,1) : y € z}.

Note que ) = 0.
Proposicao 2.3.2. Sejam x,y conjuntos. Entdo
(a) se x €y entao [i € y] = 1.
(b) sex &y entio [Z € g] = 0.
(c) sex Cy entio [ C g] = 1.

(d) se x ¢ y entdo [& C y] = 0.

A ideia aqui é que cada
Zo ¢ um nome complicado
para (.

Compare com o Lema

2.2.7.

Olhe para essa proposicao
da seguinte forma: se
vale uma relagao entre x
¢ Y
vale com suas respectivas

a mesma relagao
copias com forga total. Se
tal relagao nao vale, entao
sua negacao vale com forca
total nas copias.
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tuma ser denotado por T'.
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Demonstragao. Vamos mostrar todas as condicoes por indugao sobre o rank
de x e y a0 mesmo tempo:

(a) Suponha z € y. Entao
[[:Z: € y]] SUPtedom(y [[t = jj]]g(t)

[ = #]y(z)

1

v

(b) Suponha x ¢ y. Por hipétese de indugao, para todo t € y, temos que
[# =] =0 (pois x # t). Assim, [& € g] = 0.

(¢) Suponha x C y. Seja t € dom(z). Além disso, por hipdtese de indugao,
[t € y] =1 ja quet €y. Logo,

[tcyg]l= inf (2@t)=[tey]) =1
(d) Suponha z ¢ y. Entao existe t € z tal que t ¢ y. Logo, por hipé6tese de
indugao, [t € g] = 0. Assim

[Fcil= _inf (i) = [s ) < @0 = [te i) =0

O]

Mas nem todos os elementos nesta extensao sao da forma & para algum
x:

Definigao 2.3.3. Chamamos de G onome G : {@:a € A} — A dado por
G(a) = a.

Lema 2.3.4. Seja a € A. Entio [a € G] = a.

Demonstragio. Note que, dado i € dom(G), temos [a =] =1 se a =t ou
[a =%] =0set+#a. Assim

laeG] = o sup [i = a]G(a) = G(a) = a
tedom(G)
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Em particular, [1 € G(I)] =1 e [0 € G(0)] = 0.

Antes de continuarmos, um pequeno comentario sobre notacao: vamos
usar alguns valores da forma [z <y]. Formalmente, precisamos lembrar
que < é dado por um conjunto de pares (para facilitar, vamos chamar tal
conjunto de pares de R). Entdo a férmula acima na verdade é [(z,y) € R].
Como aparece o par ordenado, precisariamos ainda trocar o termo (x, y) por
sua defini¢ao formal - ndo vamos fazer isso (mas esperamos que o leitor pelo
menos faga o exercicio mental de ver que isso seria possivel). Finalmente,
se a,b € A, nio é muito dificil de ver [(a,b) = (a;b)]] = 1. Finalmente,
se a,b € A, temos pelos comentédrios acima e pela Proposicao 2.3.2 que
[[&Séﬂzlseagbeque [[dgé]]zosenéovaleagb.

Proposicao 2.3.5. [G € filtro sobre A] = 1.

Demonstragdo. Note que [1 € G]] = 1. Sejam a,b € A. Vamos mostrar que

[acGlbe Gl <[F3cce GAc<a,b]

[acGllbeG] = ab

= [[abe(:?]]
= [ab € G][ab < a,b]
< [BrreGAar<ab]

Ou seja, provamos que
[acGbeG]=[Fcce GAc<ab]=1
Tomando-se os infimos para a e b, obtemos
[Vae GVbeG] = [3cce GAc<ab] =1
A terceira condicao sobre filtros é ansloga. O
Proposigao 2.3.6. Se D ¢ denso em A, entio [GND # 0] = 1.
Demonstragao. Vamos provar que
a=[3zzeDrzeG]=1

Suponha que nao. Entao 1 —a > 0. Seja b € D tal que 0 # b < 1 — a. Note
que ~ . . ~
b=[beG]=[beG]be D]

Assim, b < a, contrariando o fato que b < 1 — a. O
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Isso em particular nos da a ideia que o conjunto representado por G é
um conjunto novo: em geral, nao existe um G filtro que intercepte todos
os densos D. Mas note que nao temos uma contradi¢ao aqui. G intercepta
todos os densos “velhos” (os da forma D). Ou seja, com certeza existe um
denso “novo” tal que G néo o intercepta.

Na sequéncia, vamos ver mais algumas propriedades béasicas dos nomes
padrao.

Definicao 2.3.7. Dizemos que x é um 2-nome se = é da forma
{{y,i) : y é 2-nome e i € {0,1}}

Note que todo & é um 2-nome. O proximo resultado mostra que estes
dois conceitos nao estao muito distantes um do outro:

Proposicao 2.3.8. Seja x um 2-nome. FEntdo existe um unico a tal que
[x =a] = 1.

Demonstragao. Comegamos com a unicidade. Suponha a, b tais que [z = a] =
le[z = b) = 1. Entao, pela Proposicio 2.2.6, temos que [& = b] = 1. Assim,
pela Proposicao 2.3.2, temos que a = b.

A existéncia vamos provar por indugdo. Suponha que para cada y €
dom(z), vale o resultado - isto ¢, existe a, tal que [y = ] = 1. Considere

a={ay :y € dom(z),z(y) = 1}
Vamos mostrar que [a@ = ] = 1. Temos

[a Cz] = tediélnfl(a)(d(t) = [t € z])

Mas note que cada ¢t € dom(a) é da forma a, para algum y € dom(z), tal
que [y =dy] =1 e xz(y) =1. Como [y € z] = 1, temos que [a, € z] =1
(pela Proposigao 2.3.2). Assim, o infimo acima tem valor 1, como desejado.

A outra inclusao fica como exercicio. O

Se considerarmos como A a dlgebra de Boole trivial (i.e., A = {0,1}),
tudo é mantido com relagdo aos conjuntos originais:

Proposicao 2.3.9. Fize p(v1,...,v,). Sejam x1, ..., x, conjuntos. Entao
o(21, ..., xy) se, e somente se, [p(i1,....,3n)] =1

onde [-] é tomado com relagao a dlgebra de Boole {0,1}.
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Demonstragao. Por indugao sobre a complexidade de ¢. Note que se ¢ é
atomica, isso nada mais é que a Proposicao 2.3.2. Para os conectivos, a
indugao é trivial. Resta fazer um dos quantificadores. Suponha (v, ..., vy,)
da forma Jv (v, vy, ...,v,). Vejamos as duas implicagdes.

Suponha Jv (v, z1, ..., 2,). Seja xz conjunto tal que ¥ (z,x1, ..., zy). Por
hip6tese de inducao, temos [ (&, Z1,...,2n)] = 1. Note que isso implica
[Fv ¥(v, &1, ..., %p)] = 1 como queriamos.

Agora suponha [Jv (v, 21, ..., z,)] = 1. Isso implica que existe a tal que
[v(a,z1,...,2,)] =1 . Como A = {0,1}, temos que a é um 2-nome. Assim,
existe x tal que [a = #] = 1 e, portanto, [¢(&,Z1, ..., &,)] = 1. Pela hipitese
de indugao, temos que vale ¢(z, x1, ..., x,) - ou seja, vale Jv Y(v, x1, ..., Ty,)
como queriamos. ]

Mas mesmo quando a algebra é qualquer, ainda temos controle sobre as
férmulas Ag - mas antes, precisamos de um resultado auxiliar:

Lema 2.3.10. Fize ¢(vy,...,v,) Ag. Sejam x1, ...,z conjuntos. Entdo

lo(2y, ...,gun)]]2

[o(Z1, .oy Tn)]
onde [-]* indica o cdleulo do valor com relagio & dlgebra {0,1}.

Demonstragao. Por indugao na complexidade de ¢. Note que o caso em que
© ¢é atomica, isso segue da Proposicao 2.3.2. O caso dos conectivos ¢ trivial,
restando apenas os quantificadores. Vamos fazer o caso Jv € y, deixando o
outro como exercicio. Suponha ¢(vy, ..., v,) da forma Jv € y Y (v, v, ..., vp).
Temos

[[E’U S Q w(’l),jjl, 7j:7’b)]] Suptedom(g) [[t € y]] [W’(ty v17 . 71.71)]]
= SUP¢edom(y) [[t € gﬂ2ﬂ¢(t7 Zy, 7jn)]]2
[Bv € § ¥(v, &1, ..., &)]?

Proposicao 2.3.11. Fize p(vy,...,v,) Ag. Sejam x1, ..., x, conjuntos. Entao
yin)] = 1.

Demonstracao. Note que basta usar o lema anterior, mais a Proposicao
2.3.9. O

o(x1, ..., xy) se, e somente se, [p(i1,....

Exercicios

Exercicio 2.3.12. Sejam z um conjunto e 7 um nome qualquer. Mostre
que, se [T € Z] # 0, entdo existe y € x tal que [7 € ] < [y = 7].

Lembre que A = {0,1}.

Note que isso nao é um
problema, uma vez que to-
dos os nomes presentes sao
2-nomes.
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2.4 Calculando o valor de algumas férmulas

Vamos ver nesta secao mais alguns exemplos de calculos explicitos de valores
de algumas férmulas. Comegamos com alguns resultados preliminares. O
primeiro ajuda com substitui¢tes de varidveis:

Lema 2.4.1. Sejam a,b nomes e ¢ uma formula. Temos:

(a) [a=0][p(®)] < [#(a)];
(b) sup, [a = c A ¢(c)] = [¢(a)].
Demonstragao. (a) Por inducao sobre a complexidade de ¢.

(b) Uma desigualdade segue do item anterior. A outra segue do fato que

[a =ane(a)] =[pa)]
O
O proximo resultado fala como trabalhar com quantificadores restritos:

Proposicao 2.4.2. Seja ¢ uma formula (possivelmente com parimetros) e
T um nome. Entao

(a) [By € & 9(y)] = subyedom(z) (W) (V)]
(b) Yy € & o(y)] = infycgomez) T(y) = [»(y)]-

Demonstragao. (a)

By €i p(x)] = sup[t €2 Ap(t)]

Supy [[So(t)]] SUDycdom(z) [[y =t]z(y
SUPyedom(s) £(y) supy [o(t) Ay = 1]
SUPyedom(z) £(Y) [ (Y)]

I
=
S~ —

(b) Exercicio.
O

Vamos terminar esta secao apresentando o calculo explicito de mais dois
axiomas:

Proposicao 2.4.3. Se ¢ é uma instancia do esquema do axioma da se-
paragao, entao [p] = 1.



2.4. CALCULANDO O VALOR DE ALGUMAS FORMULAS 37

Demonstragao. Considere ¢ da forma ¥ pode ou ndo ter
parametros.

Ve JoVy (y ev<ryexAi(y))

Dado & nome, considere v tal que dom(v) = dom(%) e tal que A ideia de v é que seus ele-
mentos levem em conta a
v(a) = (a)[P(a)] probalidade de estarem em

. % e de satisfazerem 1.
para todo o € dom(z).

Basta provarmos que

[Vyyev e (yednyd(y)]=1.

Por sua vez, para isso é suficiente provar que

Vyyev—=(yeiAd(y)] =1

e
[Vy (y € 2 nip(y)) »yed] =1.
Vamos provar a primeira igualdade, deixando a segunda como exercicio.
[Vyyeo—=(yeinpy)] = ;nf(,)f)(t) = [tedny(t)]
e€dom(v
Mas, fixado t € dom(v), temos
o(t) =2 [Y@)] <[t € 2][v®)] = [t € 2 Ay(D)]

como desejado. O

Proposicao 2.4.4. Considere ¢ o axioma das partes, entdo [¢] = 1.
Demonstragcao. Lembrando, este axioma é
Ve yVzzCx—2z€y.

Fixe & um nome. Considere  nome tal que dom(y) = A%°™#) ¢ para
cada z € dom(y) defina

y(z) = [z c 2]

Temos que mostrar que

[VzzC & —zeq].
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Dado um nome z qualquer, considere o nome tal que dom(a) = dom(z)
tal que
a(f) =[8 € 7]
para todo 8 € dom(z).
Vamos provar duas igualdades:

(i) [rCct—=2z=0a] =1
(i) [rCcd—aey] =1
Note que destas duas igualdades, obtemos a igualdade desejada:
[zCci—zey]=1
Resta assim provar de fato as igualdades:
(i) Note que

[[Oé C Z]] = infﬁedom(a) O‘(ﬁ) = [[B € Z]]
= infgedom(a) [B € 2] = [B € 7]
1.

Dado 8 nome qualquer, temos:

[Beinpe:Z]

SUP¢edom (i) ‘T(t) [[t = /8]] [[/8 € Z]]
SUPtedom(z) .le(t) [[t - B]] [[/8 € Z]] [[t - /Bﬂ
SUPtedom(z) $(t) [[t € Z]] [[t = /8]]
SUP¢edom(a) [[t € Z]] [[t = /8]]
SUP¢edom(a) a(t> [[t = 5]]

[6 € o]

Assim, obtemos que [(# N z) C o] = 1. Com isso, temos:

VARV VAR

[z C ] [z c 2][(zn=z) Ca]

< [z Cd]
0 que, com a primeira parte, conclui a primeira equagao.

(ii) Temos:

[z c 2]* [z C #][z = o]
y(2)[z = o]
[z =]z € y]
[ € 9]

INIA

!Pela primeira igualdade.
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2.5 Principio do maximo

Nesta secao vamos ver como o supremo que aparece na definicao de valor de
uma férmula existencial é de fato atingido. Comegamos com uma maneira
de construir um nome que combina “informacoes de diferentes fontes”.

Definigao 2.5.1. Dizemos que a,b € A s@o incompativeis e denotamos
por alb se ab= 0.

Sejam a = (a; : i € I) sequéncia de elementos de A e u = (u;: 1 € I)
sequéncia de nomes. Definimos M} como o nome tal que

dom(M}) = U dom (u;)
i€l
MY (z) =supa;[z € u;]
el
para todo z € dom(M}Y).
No préximo resultado, sera 1til o seguinte resultado sobre elementos de
uma &algebra B qualquer:

xy < z se, e somente se, r < (y = z2)

Lema 2.5.2 (da Mistura). Sejam a = (a; : i € I) sequéncia de elementos
de A eu=(u;:i€l) sequéncia de nomes. Suponha que

a;ja; < [u; = u;].
Entao, para todo v € I temos
a; < [u; = MY].
Note que, em particular, a hipdtese do lema é satisfeita se a; La;.

Demonstracao. Seja i € I. Note que
[ui = My = [ui € MM C ug]
= (infzedom(ui) uz(x) = IILL’ € M(;L]])(infyedom(M};) M;(y) = [[y € uz]])
Assim, basta mostrar que, para todo x € dom(u;),

a; < ui(z) = [z € MY]

e, para todo y € dom(M}),
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a; < My (y) = [y € w].

Vamos provar as duas desigualdades usando a observacao acima:

supjer [y € ui]
ly € ]

aiui(z) < aifr € u
< supjes ay [z € u;]
= M;(z)
< Jre MY]
aiMy(y) = a;supjerazly € uj]
— supje; aayly € ]
< supjer[ui = u;lly € uy]
<

O]

Proposicao 2.5.3 (Principio do méximo). Dada ¢ formula, existe «
nome tal que [Fz o(x)] = [p(a)].

Demonstragao. Por defini¢do, temos
[3z ¢(x)] = sup [(a)]
(6%

Seja k ordinal e seja (u¢ : § € k) tal que {[p()] : @ nome} = {[p(ue)] :
€ € k}. Note que

sgp [e(a)] = 2}611’3 [o(ue)]

Para cada £ € k, considere

ag = [p(ue)] — sup [ (un)]-

Note que, dados & # ), agLa, e ag < [¢(ug)]. Aplicando o Lema da
Mistura (usando a notagao de tal lema), obtemos que

ag < [ug = M,]
para todo ¢ € k. Note também que
[e(M] < [Bz ¢(2)].

Por outro lado, para cada & < k,
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ag < [ug = Mg Tlp(ue)l < [p(Mg)]-
Como [3z ¢(z)] = supe,, ag, obtemos que [z ¢(x)] < [p(My)] e assim
o resultado. ]

Como aplicacao do Principio do méximo, podemos provar mais um axi-
oma:

Proposicao 2.5.4. Considere ¢ o axioma da escolha. Entao [¢] = 1.

Demonstragao. O axioma da escolha é dado por
VF(VFeFIweF)— (3f: F—|JFAVF€F f(F)€F)
Ou seja, precisamos provar que, dado F nome qualquer,
VFeFIweFl<[3f: F—|JFAVFeF f(F)€F]
Lembrando que

[VF e F3zre F]= inf F(F)= [3z¢€ F]
Fedom(F)

Pelo Principio do méximo, para cada F' € dom(F), temos que existe B
nome tal que
[3z x € F] = [&; € F].

Considere .
f= <<F,£F>,1>:F€dom(.7:)
Entao resta mostrar que f assim construida satisfaz o desejado. ]

2.6 A relacgao de forcing

Definigao 2.6.1. Chamamos uma ordem IP de um forcing se existe 1 € IP
tal que 1 > p para todo p € IP e, para todo p,q € IP tai que ¢ £ p, existe
p' < q tal que p' Lp.

A menos de mencao contraria, vamos sempre supor IP um forcing. Além
disso, note que a nao ser que ela seja unitaria, ela nao possui minimo
(exercicio).

Dado p € IP, denotamos por

lp={qeP:q<p}

Supor que existe 1 é s6
mais comodo. A segunda
condigao evita certas trivi-
alidades.
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Proposigao 2.6.2. Dado um forcing IP, o conjunto {| p : p € IP} forma
uma base para uma topologia sobre IP.

[0}
Proposigao 2.6.3. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Entdo{V C X : V =
V'} forma uma dlgebra completa com as operagoes usuais.

Tendo em vista os ultimos resultados, dado um forcing IP, denotamos
por RO(IP) a algebra completa dos abertos regulares de IP.

Lema 2.6.4. Seja IP um forcing. Note que se A C IP ¢é aberto e p € A,
entdo | p C A.

Lema 2.6.5. Seja IP um forcing. Temos:
(a) dado p € IP, | p € aberto regular;

(b) a funcao ¢ : IP — RO(IP) dada por p(p) =\ p é um isormorfismo de
ordem sobre um conjunto denso de RO(p).

(o]
Demonstragdo. (a) Sejam p € IP e ¢ € | p. Queremos mostrar que ¢ < p.
Suponha que nao. Entao existe p’ < ¢ tal que pLp’. Assim, p’ €] q e
(o]

1 p'N | p=10. Em particular, p’ ¢ | p e, portanto, q ¢ | p.

(b) Segue imediatamente do item anterior.
O

Lema 2.6.6. Seja IP um forcing. Sejam A e B dlgebras de Boole completas,
a:IP— Aeb:IP— B isomorfismos sobre subconjuntos densos de A e B
respectivamente. Entdo A e B sao isomorfos.

Demonstragao. Seja x € A. Considere D, =] z N a[lP]. Note que z =
sup D,. Defina ¢(z) = supbla~![D,]]. Mostre que ¢ é o ismorfismo procu-
rado (exercicio). O

Definigao 2.6.7. Dado um forcing IP, chamamos RO(IP) de completa-
mento de /P.

Definicao 2.6.8. Seja IP um forcing. Dada ¢ uma férmula, denotamos por
plF ¢ (p forga ¢) se L p < [¢], onde [ - | é tomado em relagdo a RO(IP).

Na ultima definicdo, note que se considerarmos IP como subconjunto
de seu completamento, temos que p I ¢ se, e somente se, p < [¢]. No
decorrer do texto, a menos de mencao contraria, vamos sempre supor IP
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como subconjunto de seu completamento. Note que se p € IP, como estamos
supondo nao unitario, p # 0.

Vamos terminar esta secado com algumas propriedades de tal relacao.
Comegamos com um resultado que é imediato a partir da definigao:

Lema 2.6.9. Seja ¢ uma formula. Se pl- ¢ e g < p, entdo q IF .

Proposicao 2.6.10. Dada ¢ formula, temos que p - - se, e somente se,
ndo existe ¢ < p tal que q I+ .

Demonstragao. Suponha p IF —p. Entao p < [-¢]. Assim, p < —[¢]. Dado
g < p, suponha q I- ¢. Ou seja, ¢ < [¢]. Entao ¢ < [¢], —[¢], o que implica
q = 0, contradicao.

Por outro lado, suponha p I . Entao p £ —[¢]. Ou seja, ¢ = p[¢] #
0. Assim, existe ¢ < ¢ com ¢ € IP e assim g < pe ql- . ]

Proposicao 2.6.11. Dadas ¢ e ¢ formulas e p € IP, temos:
(a) plF @ A se, e somente se, pl- ¢ epl-;

(b) plk oV se, e somente se, para todo q < p, existe r < q tal que r IF ¢
ou T IFY;

(c) plF @ — 1 se, e somente se, para todo q < p, (qIF ¢) — (qIF ).

Demonstragdao. (a) Suponha p |- ¢ A, Ou seja, p < [¢][¢] e, portanto,
plF @ e plk 1. Note que o outro lado tem o mesmo argumento.

(b) Temos

plFoVy sse plk=(-p A1)
sse Aqg<pgql--pANg
sse Aqg<p(qlF—~peql-—1)
sse Ag<p((Ar<q(ri-p)e Ar<q(ri-y))
sse Vg<pdIr<gqgrikFpourlky
sse Vg<pdr<gqgri-Fpourl-qy

(c) Exercicio.

Proposicao 2.6.12. Sejam p € IP e ¢ formula. Entdo:
(a) plFVzp(x) se, e somente se, para todo & nome p I p();

(b) plF 3z o(x) se, e somente se, para todo q < p, existem r < q e & nome
tais que r Ik p(&).
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Demonstragdo. (a) Exercicio.
plF3z p(x) sse plF (Ve —p(z))
sse  Aq<pqltVr -p(r)
(b) sse  Aq < p para todo & nome q I =p(z)

sse  Aq < p para todo & nome Ar < q r Ik ¢()
sse Vg < p existe £ nome Ir < q r Ik p(z)

Vale o anédlogo ao anterior para quantificadores limitados:

Proposigao 2.6.13. Sejam p € IP, ¢ formula e y conjunto. Entao:

(a) plFVz € gp(z) se, e somente se, para todo x € y, p Ik p(&);

(b) plk 3z € g o(x) se, e somente se, para todo q < p, existem r < q e
x €y tais que r IF p(&).

Demonstracdao. Exercicio. O
Proposicao 2.6.14. Dada ¢ formula, temos:

(a) [¢] =0 se, e somente se, Ap plr ¢;

(b) [¢] =1 se, e somente se, Vp pIF .

Proposigao 2.6.15. Sejam p € IP e ¢ uma formula. Entdo existe ¢ < p
tal que q - ¢ ou q IF —p.

Demonstragao. Se p IF ¢, terminamos. Caso contrario, como p £ [¢], temos

aue ¢ = p— [¢] # 0. Note que existe q < ¢, com g € P. Assim, < p ¢
q < —[¢] e, portanto, g I- —. -

Finalmente, uma condigdo pode forgar apenas uma das possibilidades:

Proposicao 2.6.16. Sejam p € IP e ¢ uma formula. Se p IF ¢, entao
Pl —e.
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2.7 A consisténcia de - CH

Definigao 2.7.1. Sejam A, B conjuntos. Denotamos por Fn(A, B) o con-
junto de todas as funcoes parciais de dominio finito contido em A e imagem
contida em B. Adotamos neste conjunto a ordem < dada pela extensdo de
fungoes. Note que tal conjunto é um forcing como na nossa defini¢ao.

Considere IP = Fn(ws X w,2). Como na se¢ao anterior, podemos adotar
A como o completamento de IP. No decorrer desta secao, vamos sempre
trabalhar com este par.

Antes de comecarmos, precisamos de alguns ingredientes. Provamos
que, dado um axioma ¢ de ZFC, [¢] = 1 - e lembre que consequéncias
de afirmacoes tem valores ainda maiores. Assim temos:

[3z « é o segundo ordinal nao enumerdvel] = 1.

Usando o principio do maximo, sabemos que existe wy nome tal que

Jwa é o segundo ordinal nao enumeravel] = 1.

Na Proposicao 2.3.5, provamos que, em qualquer algebra de Boole com-
pleta, [[G é filtro sobre /1]] = 1. Além disso, provamos que se D é denso
em A, [GND # (] = 1. Finalmente, note que [3f f=JG] = 1. Assim,
novamente pelo principio do maximo, temos que existe um nome f tal que
[f=Ucl=1.

Vamos comegar traduzindo as afirmacbes acima para a linguagem de
forcing. Dado p € IP, temos:

e plF G é filtro sobre A;

e dado D C IP denso, pIF DNG # 0;

e pl-f=UG;

e plF wy é 0 segundo ordinal ndo enumeravel.

De maneira analoga aos anteriores, também vamos considerar
e plF 2% é o conjunto das funcées de w em 2.

Vamos usar diversas vezes, sem qualquer mengao, que se pl- ¢ e ¢ — ¢
é verdadeira em ZFC, entdo p IF . Note que isso é imediato a partir da
definicao de IF-.

Os seguintes lemas sao elementares:

Note que temos tal re-
sultado automaticamente
para todo D denso em
A. Mas pela densidade
de IP em A, temos que
todo denso de IP é também
denso em A.



Note que se quiséssemos
“saber” em qual n acon-
tece a distingao, teriamos
que ir para uma condigao
mais forte: sabemos que
existem ¢ < pen € w
tais que ¢ I f(d,ﬁ) %
f(B, 7). Note também que
condigoes distintas podem
forcar n’s diferentes.
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Lema 2.7.2. Dados o € wy e n € w, o conjunto Dy, = {g € IP : (o,n) €
dom(g)} € denso em IP.

Lema 2.7.3. Dados «, 8 € wy distintos, Eo3 = {g € IP : 3n g(a,n) #
g(B,n)} € denso em IP.

Proposicao 2.7.4. Dado p € IP, p b “f é wma funcio cujo dominio é
Q9 X @ e o contradominio é 27

Demonstragao. Seja p € IP. Como p I+ f = UG e p Ik G é filtro sobre A,
temos que p IF f é funcao.
Além disso, dados a € wy e n € w, temos que p IF G N Dy, # 0. Assim,

p Ik (&, n) € dom(f).
Assim, p forga o desejado. O

f(Bn)”.

Proposigao 2.7.5. Dadosp € IP e, 3 € wy distintos pI- In € & f(d,n) #

Demonstragdo. Como p I+ Ea,g NG # (), temos que p IF “In € @ f(d,n) £
f(B,n)” como desejado. 0

Proposicao 2.7.6. Dado p € IP, p - @y < 2¢.

Demonstragao. Note que pelos resultados anteriores, dado a € wy, p IF
“f(&,-) 6 uma funcao de & — 27 e que, para o # 3, p I- f(&,-) # f(B,-). O

Note que se ¢ é tal que algum p IF @, entdo ¢ é consistente com ZFC:
caso contrario, ZFC provaria —p e, portanto, [-¢] = 1 e, portanto, [¢] = 0,
o que impossibilita algum p IF .

Tendo isso em mente, o ultimo resultado apresentado aparenta ter re-
solvido a consisténcia de ndao CH. Mas hd um problema: o que mostramos
foi que p IF Wy > 2. Para termos a consisténcia de = CH, deverfamos ter
p Ik g > 2. Se tivéssemos p IF Wy = wo, tudo estaria resolvido - note que wo
é quem satisfaz a definicao de w9, enquanto wy é simplesmente o nome para
0 wo original. Como coisas como “ser um cardinal” nao sdo Ag, a principio
nao temos como garantir o resultado com o que temos até agora.

De fato, com forcings em geral, o problema descrito acima realmente
aparece. Mas neste caso especifico, nao. Vamos ver como resolver isso na
préxima segao.
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2.8 Preservacao de cardinais

Nesta secao, vamos finalizar o que ficou faltando na prova da consisténcia
de - CH. Antes de comegarmos com os resultados principais desta segao,
vejamos um resultado auxiliar que usaremos diversamente sem qualquer
mengao:

Proposicao 2.8.1. Seja IP um forcing. Sejam p € IP e ¢ uma afirmacao.
Entao:

(i) p Ik ¢ se, e somente se, {q € IP : q IF ¢} for denso abaizo de IP
(dizemos que um conjunto D é denso abaixo de p se, para todo q < p,
existe v < q tal que r € D);

2 = .
(i1) se plf @, existe ¢ < p tal que r Ik =g

Demonstragao. (i) Se p IF ¢, ndo ha nada a ser provado. Por outro lado,
suponha p I ¢. Ou seja, p £ [¢] e, portanto, p[—¢] # 0. Assim,
existe ¢ € IP tal que ¢ < p[—¢]. Por hipdtese, existe r < ¢ tal que
r |- ¢, contradigao.

(ii) Como p I ¢, existe ¢ < p tal que nenhum r < ¢ é tal que r IF .
Mas, pela Proposicao 2.6.15, temos que existe r < ¢ tal que 7 I- ¢ ou

r IF —p. Assim, necessariamente, r |- —.
O

O préximo resultado nos mostra que forcings ccc’s, apesar de acresecen-
tarem novas fungoes, cada uma delas pode ser aproximada por uma funcao
original (se dominio e contra-dominio ja existirem originalmente):

Proposicao 2.8.2. Seja IP ccc. Sejam A, B conjuntos, f nome ep e IP
tais que p IF f : A — B.. Entao existe F : A — o(B) tal que, para todo
a€ A, |F(a)] <Ny epl f(a) € F(a).

Demonstragao. Defina F : A — p(B) como
F(a)={beB:3¢<pql f(a)=0b}

para a € A. Vamos provar que p |- f(é) € F’(Zz). Suponha que nao. Entao
existe ¢ < p tal que q |- f(a) ¢ F(a). Sejam r < g e b € B tais que

rlF f(a) = b.

Esta segdo segue [4].

Lembre que —[¢] = [—¢].



Pense em férmulas Ag.

cf(B) se refere a0 nome que
satisfaz ser a cofinalidade

de .

Lembre que cardinais su-
cessores sdo sempre regula-
res.
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Pela definicio de F(a), b € F(b). Ou seja, r I- f(a) € F(a), contradiio.
Resta provar F'(a) é enumerdvel para qualquer a € A. Fixado a € A, sejam
b € F(a). Seja pp tal que py IF f(a) = b. Note que se b # b/, entdo pyLpy -
caso contrario, terfamos que existe ¢ < py,py € q I f(@) =beqlF f(a) =1V,
contradigao. Desta forma, F'(a) é enumeravel. O

Um caminho para discutir a preservagao de cardinais é olhar para a
preservacao de cofinalidades. E isso que faremos nos préximos resultados.

Proposicao 2.8.3. Sejam «a,  ordinais tais que o = cf(f3). Seja IP um
forcing. Entdo 11- a > cf(f).

Demonstracdo. Seja f : @ — 8 uma funcéo cofinal. Note que 11+ f : & —
é cofinal. O

Defini¢ao 2.8.4. Seja [P um forcing. Dizemos que [P preserva cofinali-
dades se, dados «a, 8 ordinais tais que o = cf(f) temos que 1I- & = cf(p).

Lema 2.8.5. Seja IP um forcing tal que, para todo o ordinal reqular temos
que 11 & € reqular. Entdao IP preserva cofinalidades.

Demonstragdo. Sejam «, 8 ordinais tais a = cf(f). Suponha que 1 |f & =
(ff(ﬂ). Seja ¢ < 1 tal que q IF a > (ff(,B). Sejam v e r < ¢ tais que
r Ik (ff(ﬁ = ~. Note que v < o e que r I v < & Mas isso contradiz o fato
que « é regular (por ser igual a cf(8)) e a hipdtese sobre IP. O

Proposicao 2.8.6. Seja IP um forcing ccc. Entao IP preserva cofinalidades.

Demonstragao. Seja « regular. Pelo lema anterior, sé precisamos mostrar
que 1 IF & é regular. Suponha que ndo. Sejam p < 1, f nome e 8 ordinal
tais que p IF f : B — « é cofinal - vamos aqui tratar apenas do caso em
que 8 > w, o outro caso segue de maneira analoga. Pela Proposicao 2.8.2,
existe F': B — p(a) tal que F(7) é enumeravel e p IF f(5) € F(¥) para todo
v < B. Mas entao a funcao g : 8 — «, dada por g(y) = sup F() é cofinal
em «, contradizendo a regularidade. O

Definigao 2.8.7. Dizemos que um forcing IP preserva cardinais se, para
todo k cardinal, 1 IF & é cardinal.

Proposicao 2.8.8. Se IP preserva cofinalidades, entdo IP preserva cardi-
nais.

Demonstracao. Se k é regular nao enumeravel, segue dos resultados anteri-
ores. Se k < w segue por absolutividade e, finalmente, se k é singular, basta
usar o fato que entao k é supremo de regulares. ]



2.9. A CONSISTENCIA DE CH 49

Corolario 2.8.9. Se IP é um forcing ccc, entdo IP preserva cardinais.
Em particular, por indugao, podemos provar que
Corolario 2.8.10. Dado n € w, se IP ¢ ccc, entao IP IF N, = Nn.

Note que isso termina o que ficou pendente da secao anterior, se provar-
mos que a ordem utilidade é ccc (ver abaixo). Como uma tltima obervagao,
note que fizemos toda discussao pensando em IP ser ccc ou nao. Mas isso
nao apresenta problemas no completamente uma vez que se IP é ccc e IP é
denso em Q, entao Q é ccc.

Proposicao 2.8.11. Considere IP = Fn(A, B) com B enumerdvel. Entdo
IP é ccc.

Demonstragao. Suponha que nao e seja {p¢ : { < wi} anticadeia nao enu-
merdvel. Pelo Lema do A-sistema, podemos supor que {dom(pg) : £ < w1}
forma um A-sistema de raiz A. Como B é enumerdvel, existem apenas enu-
merdveis funcoes f : A — B. Assim, existem o # 3 tais que po | A =pg |
A. Note que p, e pg sao compativeis, contradicao. ]

Exercicios

Exercicio 2.8.12. Enuncie e prove o analogo a Proposicao 2.8.2 se s6 ti-
vermos que toda anticadeia de IP é menor ou igual a &.

2.9 A consisténcia de CH

Nesta secao vamos apresentar duas construgoes envolvendo forcings enume-
ravelmente fechados. Ao lado dos forcing cce, esses sao dois dos mais comuns
tipos de forcing. Vamos comegar apresentando algumas propriedades basicas
de forcings enumeravelmente fechados.

Definigao 2.9.1. Dizemos que um forcing IP é enumeravelmente fe-
chado se, dada uma sequéncia (p, :n € w) de elementos de IP tal que
Pn+1 < pn para todo n € w, existe p € IP tal que p < p, para todo n € w.

Proposicao 2.9.2. Seja IP enumeravelmente fechado. Seja A conjunto e
seja f nome tal que p I+ f : & — A para algum p € IP. Entdo existem
f:w—Aeq<ptais queqlk f = f.

Demonstragio. Seja p' < p. Sejam pg < p' e ag € A tal que po IF f(0) = a.
Por inducao, defina (p, : n € w) e (a, : n € w) de forma que

Se o conjunto dos dominios
fosse  enumerdvel, po-
derfamos terminar com

argumento similar.

Ou pelo menos sao dois dos
tipos mais bem comporta-
dos de forcings.



Compare com
posicao 2.8.2.

a

Pro-
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® Dpi1 < Pn;
e puiilF f(n+1)=any1

Defina a fungao f:w — A por f(n) = a,. Seja q < p, para todo n. Note
que ¢I- f = f. O

Por composigao de fungoes, é imediato provar que:

Corolario 2.9.3. Seja IP enumeravelmente fechado Segam A, B conjuntos,
sendo A enumerdvel. Seja f nome tal quep It f: A = B para algump € IP.
Entdo existem f: A — B e q<p tais que ¢+ f = f

Em particular, obtemos:
Corolario 2.9.4. Seja IP enumeravelmente fechado. Entdo 1 |- 2% = 2%,

Novamente por composicao de fungoes, obtemos que forcings enumera-
velmente fechados “nao acrescentam subconjuntos enumeraveis”:

Corolario 2.9.5. Seja IP enumeravelmente fechado. Seja A conjunto. Seja
X nome tal que, para algum p € IP, p I X C A é enumerdvel. Entao
existem X C A e q <p tais que ¢l X = X.

De maneira parecida, obtemos:
Proposicao 2.9.6. Seja IP enumeravelmente fechado. Entdo 1w = @q.

Demonstragao. Ja temos que 1 IF @1 < wi. Se mostrarmos que 1 I- @y é
nao enumerdavel, terminamos. Suponha que nao. Entao existem p € IP e f
nome tais que p - f W — Wy sobreJetora Pelo Corolério 2.9.3, existem
fiw— o eq<ptais que ¢l f = f Assim, f precisa ser sobrejetora,
absurdo. O

Vamos exibir um forcing que dé a consisténcia de CH. Depois, vamos
apresentar outro forcing que na verdade dd uma afirmacao ainda mais forte.

Proposicao 2.9.7. FEuxiste IP forcing tal que 1+ CH.

Demonstragao. Considere IP o conjunto
{p Cw1 xw x2:pé fungdo com dominio enumerdvel contido em w; x w}.
Dada f € 2¥, note que

Df={peP:3acw pla,-) = f}
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é denso em IP.

Considere ¢ nome tal que 1 IF ¢ = UG Por argumento de densidade
feito anteriormente, temos que 1 IF ¢ : W X @ — 2. Note também que, para
cada f € 2, pela densidade de Dy, temos 1 I Ja € Wy ¢(a,-) = f. Ou
seja, provamos que 1 IF 2% = ©;. Como o IP é enumeravelmente fechado,
temos que 1 IF 2% = 2w e (1 = wy e obtemos o resultado. ]

Definicao 2.9.8. Seja « ordinal e seja F' C a. Dizemos que F' é um club
se F' é fechado e ilimitado. Dizemos que S C « é estacionario se, para
todo F club temos F NS # ().

Definicao 2.9.9. Chamamos de principio <) a afirmagao: existe uma
sequéncia (Ag¢ : &€ < wi) tal que, para todo £ < wi, A¢ C e tal que, dado
qualquer A C wy, {{ <w;: ANE = A} é estacionario.

& é uma afirmacdo mais forte que CH:
Proposicao 2.9.10. Se vale , vale CH.

Demonstragdo. Seja A C w e seja (A¢ : £ < wi) uma sequéncia <. Como
{€ <wi : ANE = A¢} é estacionario, em particular, existe § < w; com
&> wtal que Ac = ANE = A. Ouseja, p(w) C {As: & <wi} O

Considere IP onde cada p € IP é uma sequéncia (A¢ : £ < «) tal que cada
A¢ C € e a < wy. Considere sobre IP a ordem dada pela extensao (isto é,
p < ¢ se p estende ¢ como sequéncia).

Lema 2.9.11. Considere IP como acima. Entdo IP é enumeravelmente
fechado.

Proposicao 2.9.12. Considere IP como acima. Entao 11+ <.

Demonstragao. Seja (Ag : € <w) tal que 1IFJG = (Ag - € < wi). Vamos
provar que 1 IF (A : f <wp) é uma sequéncia . Sejam A e C' nomes
tais que 1 IF C C &y é um club e 1 IF A C @y. Precisamos mostrar que
113 Ag = A e ¢ e C. Para isso, é suficiente provar que o conjunto dos
p € IP que forcam tal afirmacao é denso. Seja p € IP. Considere o seguinte:

Fato 2.9.13. Dado g, < p, existe gnt1 < gy tal que existe o, € dom(qn+1)~
dom(qn) tal que gn+1 IF &, € C. Além disso, para todo o € dom(qy),
Gn+1lF & € A ou gy IFa ¢ A.

Chamamos tal sequéncia
de sequéncia .



Aqui j& encontramos ay,.
No caso de mesmo as-
sim «, ¢ dom(gny1),
simplesmente estendemos
gn+1 Para que isso nao
OCOTITA.
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Demonstragdo. Seja f = dom(gy,). Como ¢, IF C éilimitado, ¢, IF Ja a € C
ea > B Basta escolher g,11 < ¢ € ay > 3 de forma que gn41 IF & € C.
Para a parte do além disso, basta usar o fato que dom(g,) é enumerével e
que IP é enumeravelmente fechado para tomar ¢,4+1 ainda mais forte para
ter o desejado. O

Aplique o fato para construir indutivamente sequéncias (g, : n € w),
(an:new). Seja ¢ = U,c, @ (note que entdao ¢ < g, para todo n) e
seja o = sup{a, : n € w} (note que aw = dom(q)). Como ¢ I+ C é fechado,
temos que ¢ IF & € C. Defina

A={Beca:qlFfec A}

Considere ¢’ = ¢ U {(a, A)}. Note que ¢’ < g e que ¢ IF (Ana)=A
A,

Ol



Dicas de alguns exercicios

2.3.12 Escreva a definicao de [7 € Z] e lembre os elementos de dom(Z) sao
todos da forma ¢ para algum ¢.
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Solucoes de alguns exercicios
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