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Capitulo 1

Rudimentos de légica

1.1 Introducao

Primeiramente, vejamos a diferenca entre provar e convencer. Quando da-
mos um argumento do porque algo vale, em geral, estamos tentando conven-
cer alguém de que o que dizemos é verdade. Mas hé espaco para discussao.
No momento em que provamos determinada coisa, tal espago inexiste. Em
geral, numa prova (demonstragao), assumimos algo como verdade e depois
deduzimos outras afirmacoes. A grande diferenca entre convencer e provar é
que enquanto no “convencer’” muitos dos passos sao passiveis de discussao,
numa demonstragao apenas o que assumimos como verdade é passivel disso.
Vejamos um exemplo (conhecido como silogismo):

Exemplo 1.1.1.
e Todo homem é mortal;
e Sécrates é um homem;

e Logo, Sécrates é mortal.

Examinemos um pouco mais de perto tal construcdao. As duas primeiras
afirmacoes (que chamaremos de premissas ou hipdteses) é o que assumimos
como verdade. A 1ltima é chamada de conclusdo. Podemos até discutir
se as duas primeiras afirmacoes sdo verdadeiras ou nao. Mas uma vez que
supomos as duas como verdadeiras, nao ha outra opgao para a conclusao
a nao ser que ela seja verdadeira também. Note também que nada preci-
samos assumir (ou saber) sobre os termos “homem”, “mortal” ou mesmo
“Socrates”. Isto é, seguindo essa estrutura, podemos criar outras tentativas
de provas:

Um silogismo basicamente
é a obtencao de uma con-
clusao a partir de duas pre-
missas.

A ideia aqui é que o silo-
gismo estar certo ou nao,
nao depende de fatores ex-
ternos a ele - por exemplo,
nao faz diferenca se as pre-
missas sao verdadeiras ou

nao.
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Exemplo 1.1.2.

e Nenhum cachorro voa;
e Snoopy é um cachorro;
e Logo, Snoopy nao voa.

Exemplo 1.1.3.

e Todo passaro é amarelo;
e Todo papagaio é um passaro;
e Todo papagaio é amarelo.

A conclusao do ultimo silogismo é claramente falsa. Mas isso ndo é um
problema do desenvolvimento do silogismo, mas sim do fato que a primeira
hip6tese também é falsa. O que se tenta criar com os silogismos é uma
maneira em que o Unico jeito de se obter uma afirmacao falsa seja assu-
mindo como verdade uma outra afirmagao falsa. Ou seja, nesse exemplo
obtemos como conclusdo uma afirmagao falsa (“Todo papagaio é amarelo”)
porque uma das nossas hipéteses era falsa (“Todo pédssaro é amarelo”). De
qualquer forma, do ponto de vista de estrutura, tal silogismo estd correto:
duas hipoteses e uma conclusao que decorre delas. O caso é diferente nos
proximos exemplos:

Exemplo 1.1.4.

e Alguns cachorros sao pretos;

e Snoopy é um cachorro;

e Logo, Snoopy é preto.
Exemplo 1.1.5.

e Algumas flores sdo vermelhas;

e Sécrates é um homem;

e Logo, Snoopy é um cachorro.
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O problema com o primeiro silogismo é que tentamos derivar a partir de
que alguns cachorros sao pretos que algum determinado é preto. Isso nao é
verdade. Se s6 sabemos que alguns sao pretos, ao tomarmos um exemplo em
particular, nao podemos concluir que ele necessariamente é preto. Podem
ser verdadeiras simultaneamente as frases “Alguns cachorros sao pretos”,
“Snoopy é um cachorro” e “Snoopy nao é preto”. E diferente no caso do
Exemplo 1.1.1, onde derivamos que a partir de “todos”, um exemplo em
particular tinha determinada propriedade.

O problema no segundo silogismo é que as hipdteses e a conclusao nada
dizem uma sobre as outras. Ou seja, tais frases podem ser verdadeiras ou
falsas em conjunto.

Um dos problemas com silogismos é que eles sao feitos em linguagem
corriqueira (no nosso caso, em Portugués). Isso muitas vezes pode ocasionar
problemas como no préximo exemplo:

Exemplo 1.1.6.
e (Quanto mais queijo suico, mais buracos ha nele;

e (Quanto mais buracos houver num pedago de queijo, menos queijo ha
em tal pedago;

e Logo, quanto mais queijo, menos queijo.
Exemplo 1.1.7.

e Todo cavalo raro é caro;

e Um cavalo barato é raro;

e Logo, um cavalo barato é caro.

Tais exemplos sao exemplos de sofismas, que é algo em que aparente-
mente as regras légica foram seguidas mas a conclusao é claramente falsa.
O grande problema aqui é o uso da linguagem corriqueira. Se tentarmos dar
um carater mais formal (veremos mais adiante como fazer isso) aos concei-
tos de “mais”, “menos”, “caro”, “barato” e “raro” que aparecem em tais
exemplos, veremos que teremos problemas. Uma maneira de contornarmos
tal problema é abandonar a linguagem corriqueira e usarmos uma linguagem
prépria, onde nao sobre espago para interpretagoes. Veremos como fazer isso
nas préximas segoes.

Para finalizar esta secdo, terminamos mostrando como a linguagem colo-
quial nao é adequada para desenvolver demonstracoes. Considere a seguinte
frase:
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“Esta afirmacao ¢é falsa”

Note que nao ha como dizer que esta afirmagao é verdadeira ou falsa, uma
vez que se a considerarmos verdadeira, ela se diz falsa. E se a considerarmos
falsa, teremos que ela é verdadeira. Tal problema ocorre porque tal frase faz
uma autorreferéncia. Isso sera algo a ser evitado quando formalizarmos
nossa ideia de demonstragao.

O problema com autorreferéncia é que ela nem sempre é explicita. Por
exemplo, considere N o conjunto de todos os ntimeros naturais em podem
ser descritos com até 100 palavras em Portugués. Por, exemplo, 1 pertence
a esse conjunto (a palavra “um” atesta isso). E também 10'°%° j& que “10
elevado a mil” também atesta. Mas note que a quantidade de palavras é
finita e que, portanto, as possiveis combinacoes destas finitas palavras em
grupos de 100 também é finito. Ou seja, o conjunto N claramente é finito
e, portanto, diferente de N - o conjunto de todos os naturais. Dessa forma,
podemos tomar n como “o menor elemento que nao estd em N”. O que,
traduzindo, pode ser escrito como “o menor elemento que nao pode ser
descrito com menos de 100 palavras”. Note que, desta forma, acabamos de
descrever n com menos de 100 palavras e portanto ele esta em N.

Alongamentos

Alongamento 1.1.8. Para tentar resolver o problema do queijo, tente ver
que um dos “mais” indica um sentido absoluto, enquanto o outro indica um
sentido relativo (numa conotacao de densidade). Tente deixar as frases mais
especificas de forma a deixar clara a falha do silogismo.

Exercicios

Exercicio 1.1.9. Numa ilha existem duas portas, cada uma vigiada por um
guardiao. Uma porta vai para o céu e a outra vai para o inferno. Sabe-se
também que um dos guardides sempre fala a verdade e que o outro sempre
fala a mentira (mas nao se sabe quem guarda qual porta). Supondo que vocé
queira ir para o céu e que s6 tem direito a fazer uma pergunta aos guardioes
(uma para ambos, nao para cada), que pergunta fazer para descobrir qual a
porta certa?
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1.2 Proposicoes e tabelas verdade

Vamos comegar a ver agora como representar afirmacgoes usando uma sim-
bologia mais apropriada. Comegamos simplesmente trocando as afirmagoes
por letras. Isso, entre outras vantagens, vai nos ajudar a ver quais coisas
seguem da estrutura com que estamos mexendo, ja que o que cada afirmacao
quer dizer fica de lado.

E preciso deixar claro que o que veremos aqui é um enfoque bastante
simplificado. Para quem tiver curiosidade sobre o assunto, recomendamos
[2] sobre esse assunto.

Vamos comegar com o que vem a ser uma proposig¢ao simples. Intui-
tivamente, ela é uma afirmacao qualquer que possui sentido por si s6. O
melhor é explicar por exemplos:

Exemplo 1.2.1. “Existe um cachorro branco” é uma proposicao simples,
assim como “7 > 4”, “o Sol é uma estrela” ou mesmo “5 > 10”. Note que
nao pedimos que uma proposicao seja verdadeira.

Por outro lado, “camisa” nao é uma proposicao simples, ja que ela nao
afirma nada sobre coisa alguma.

As proposicoes simples representaremos por letras, normalmente p, g, r...
De posse das proposicoes simples, vejamos o que é uma proposicao com-
posta. Esta nada mais é do que uma ou mais proposigoes (simples ou j&
compostas) utilizando-se pelo menos um conectivo. Os conectivos comu-
mente usados sdo (mas outros podem ser utilizados também):

e — (negagao);

L AN (e);

e — (implicacdo);

+ (bi-implicacao).

Por exemplo, se p e ¢ sdo proposicoes, entdao pV g também é. Assim como
p — q ou —g. No caso em que ja temos proposi¢oes compostas, utiliza-se
parénteses para evitar ambiguidades. Por exemplo, (pV ¢) A (—s). Mas qual
a interpretacao que devemos dar a esses conectivos? A negagao serve para
quando queremos o contrario de uma afirmacgao. Isto é, —p é verdadeira
se, e somente se, p é falsa. O conectivo A serve para indicar que ambas as
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proposicoes devem ser verdadeiras. Isto é, p A g é verdadeira se, e somente
se, p e q sao verdadeiras simultaneamente.

Um jeito facil de definir um conectivo é por meio de uma tabela ver-
dade. Vejamos os dois exemplos anteriores:

p
V| F
F

o< S
S|
|

Nas primeiras colunas, estao indicados todos os possiveis valores de p e ¢,
enquanto na ultima, indicamos os correspondentes valores com o conectivo.
Note que, de fato, p A g s6 é verdadeira quando ambas p e ¢ o sao também.
Vejamos o conectivo V. Queremos que p V g s6 seja falso quando ambos
p e g forem falsos, isto é, basta um deles ser verdadeiro para que p V ¢
seja verdadeiro (veja nos exercicios sobre outra intepretacao de “ou”, que
chamaremos de “ou exclusivo”). Assim, a tabela fica

P|lq|pVg
Vivi v
VIiF| V
vy v
F|\F| F

A tabela da bi-implicacao também é simples, basta que os valores de p
e g sejam idénticos para que a bi-implicagdo seja verdadeira:

pPlalpeg
vIiv]i Vv
VIF| F
FlV] F
F|lF| V

Ja a implicacao muitas vezes causa confusao. Quando que a implicagao
p — q é verdadeira? Neste caso, é mais facil pensar quando ela é falsa. Ela
s6 é falsa no caso em que p é verdadeiro e g é falso. De modo que todos os
outros casos sao verdadeiros. Assim, a tabela fica:
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plag|p—4g
vVivi V
VI|F F
vy v
F|F Vv

Note que as duas 1iltimas linhas da tabela podem causar estranhamento.
Mas um argumento em favor delas é “se p é falsa, entao nao importa o que
acontega com ¢, ainda temos que p — ¢q”.

Tabelas verdade nao precisam conter apenas um conectivo, nem preci-
sam ter apenas ter 3 colunas. Muitas vezes diversas colunas nos ajudam a
encontrar quando uma certa proposicao composta é verdadeira ou nao. Por
exemplo:

Exemplo 1.2.2.

S

>
T
=

SIIESESIES
SIESIESIESIPS
<= <[4
SIESIRS| RS

Observe o seguinte exemplo:

Exemplo 1.2.3.

plqg|p—q|(=q) — (-p)
VIiv] Vv v
VIF| F F
FlVv] Vv %
FIF| V %

Note que as duas ultimas colunas sao idénticas. Nesse caso, dizemos
que (p — q) e ((—g) — (—p)) sao equivalentes. Isto é, elas tem o mesmo
comportamento, nao importa quais os valores de p e ¢. Num certo sentido,
escrever a primeira proposicao é o mesmo que escrever a segunda.

Vejamos mais um exemplo de equivaléncia:

Exemplo 1.2.4.

N
<|<l=<[=
<

=)

1| RIS
o < | e

<|<|m|<|l
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Terminamos esta se¢do com um outro tipo de proposicao:

Exemplo 1.2.5.

p|-p|pV(-p)
VI F %
F|V %

Note a tltima coluna. Nao importa se p é verdade ou nao, p V (—p) é
sempre verdade. Proposicoes que sao sempre verdadeiras, independente de
seus significados, sao ditas tautologias.

Alongamentos

Alongamento 1.2.6. Faca a tabela verdade do ou exclusivo, isto é, p V ¢
é verdadeiro caso p ou g sejam verdadeiros mas nao ambos ao mesmo tempo.

Alongamento 1.2.7. Construa uma tabela verdade para cada uma das
proposicoes abaixo:

Exercicios

Exercicio 1.2.8. Sejam a, b e ¢ nimeros reais. Vamos considerar as seguin-
tes afirmacoes p, q,7,s,t e u:

epa>b
e g:a<b
e a<c

® s:a>c

e u:b>c.
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Use conectivos para compor essas proposi¢oes de forma a obter uma que
signifique:

(a) a=0b;
(b

) a #b;
(c) a>b;
(d) a<b<g
(e) c estd entre a e b e é diferente de ambos.

Exercicio 1.2.9. Escreva uma proposicao equivalente a p A g s6 usando os
seguintes simbolos: p,q, -,V e parénteses.

Exercicio 1.2.10. Mostre que proposi¢ao (p — ¢q) < ((—p) V q) é uma
tautologia.

Exercicio 1.2.11. Um conectivo é dito bindrio se ele recebe duas pro-
posicoes (por exemplo, A e V sdo bindrios, enquanto — é unério - pois sé
recebe uma proposi¢ao). Quantos conectivos bindrios nao equivalentes entre
si podem ser definidos?

1.3 Quantificadores

Com o que fizemos até agora, nao trabalhamos com muita comodidade so-
bre frases do tipo “todos os cachorros sao brancos” ou “existe pelo menos
um passaro amarelo”. Nossa Unica escolha seria tratar tais frases como pro-
posigoes simples. O problema aparece quando tentamos usar os conectivos.
Vamos a um exemplo para mostrar um dos possiveis problemas. Suponha
que numa fazenda sé existam vacas pretas e vacas brancas. Suponha que
temos duas proposigoes:

e p: “todas as vacas sao pretas”;
e ¢: “todas as vacas sao brancas”.

Como construir uma proposicdo que indique o que hé na fazenda a partir
destas duas? Na linguagem coloquial, apareceu um “e”. Mas se tentamos
usar p A ¢, obtemos uma proposicao que diz que todas as vacas sao pretas e
brancas (malhadas?). Nao é o que queremos. Se tentamos usar o V, temos

ainda outro significado. p V ¢ quer dizer que todas as vacas sao pretas ou

As proposigoes obtidas nao
vao seguir diretamente das
afirmagoes aqui - para ob-
ter a interpretacao correta,
vocé pode usar coisas como
“se x,y sao reais, entao
r<youy<a’.
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que todas as vacas sao brancas. Ou seja, isso s6 é verdade se todas as vacas
forem pretas, ou se todas as vacas forem brancas (ou se todas forem brancas
e pretas ao mesmo tempo). Novamente, nao é isso que gostariamos. Vamos
mostrar aqui um método que faz com que os “quantificadores” (todos, al-
gum, nenhum etc.) tenham um comportamento parecido com os conectivos,
isto é, que possamos trabalhar com eles mesmo sem nos preocuparmos com
seus significados.

Os quantificadores com os quais trabalharemos sao dois 3 (existe) e V
(para todo). Para usar quantificadores, precisamos da nogao de varidvel.
Variavel farad o papel do objeto em nossas proposicoes, podendo representar
ndmeros, conjuntos, vacas etc. Usaremos letras para varidveis, por exemplo
x,Y, 2z, mas muitas vezes usaremos letras indexadas, como vy, vy etc. Co-
mecemos com um exemplo. Considere a frase “x é branco”. Por enquanto,
nao temos ideia do que = possa ser, entao nao temos como dizer se tal frase
¢é verdadeira ou nao. Vejamos como fica depois do uso de um quantificador
“(Vx x é branco)”. Se combinarmos que nossas varidveis podem represen-
tar as vacas de nosso exemplo, esta frase é lida como “todas as vacas sao
brancas”. O que, no nosso exemplo, é falso. Vamos usar uma notagdo um
pouco mais simbdlica. A frase “x é branco”, indica uma propriedade so-
bre x (ainda que nao saibamos o que z possa ser). E x é a tnica varidvel
nessa frase. Assim, vamos indicar “x é branco” por B(x). Desta forma, a
frase acima fica (Vx B(z)). Podemos indicar também a frase “x é preto”
por P(z). Desta forma, podemos tratar B(z) e P(z) como proposigoes e
trabalhar como fizemos na secao anterior, isto é, utilizar os conectivos. Qual
a ideia do sentido de Vx7 Ele significa que para qualquer x que tomarmos,
a proposicdo que vem a seguir deve ser verdadeira. Assim, se x representa
uma vaca, para que a frase original seja verdadeira devemos exigir que valha
B(x) vV P(z) (note que nao é B(x) A P(x) - nesse caso terfamos que cada
x, isto é, que cada vaca, fosse branca e preta ao mesmo tempo). Assim,
nossa frase em notacao simbdlica fica (Vz(B(z) vV P(x))). Aproveitando o
exemplo, para dizer que ha pelo menos uma vaca branca, podemos escrever
(3x B(x)).

Resumindo, temos:

o (Vz A(zx)) quer dizer que, para cada valor para x, a afirmacao A(z) é
verdadeira;

e (Jz A(x)) quer dizer que hé pelo menos um valor para = de forma que
A(x) seja verdadeira.

Note que o A(x) pode ser algo “composto” como (B(z)V P(z)).
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Exemplo 1.3.1. Considere as seguintes propriedades sobre niimeros reais:
e P(z) dada por “z > 0";
e N(z) dada por “x < 0”.

Se queremos dizer que hd um numero real positivo (nao estrito), podemos
simplesmente escrever (3x P(z)). Se queremos dizer que todo nimero real
é positivo ou negativo, podemos dizer (Va (P(x)V N(x))). Se quisermos
dizer que existe um que é positivo e negativo ao mesmo tempo (o 0 tem essa
propriedade), podemos dizer (Jz(P(x) A N(z))). Podemos também dizer
que todo nimero que nao for negativo é positivo: (Vz((-N(z)) = P(x))).

E claro que podemos usar conectivos em férmulas que ja possuam quan-
tificadores. Fazemos isso mantendo os mesmos valores de verdadeiro ou falso
que apresentamos na segao anterior. Por exemplo: (VzP(z))V (VyB(y)) s6
é verdade se for verdade que todos os valores de = satisfazem P(z) ou que
todos os valores de y satisfazem B(y) ou ambas as coisas.

Podemos também quantificar sobre férmulas ja quantificadas. Para isso,
precisaremos de propriedades sobre mais de uma varidvel. Facamos um
exemplo. Considere a propriedade sobre x,y dada por M (z,y) significa z >
y. Se x,y vao simbolizar nimeros reais, precisamos dizer quais exatamente:
se algum, se todos etc. Comegamos com a seguinte férmula (IxM(z,vy)).
Com isso que queremos dizer que algum x é maior que y. Mas qual o valor
de y? Resolvemos isso com o uso de outro quantificador. Vejamos algumas
possibilidades:

Vejamos o significado de cada uma das férmulas acima. (a) simplesmente
diz que hd um y e um z de forma que x > y. E, de fato, tal frase é verdadeira
(basta tomarmos x = 1 e y = 0). J& (b) diz que para qualquer y e qualquer
x que tomarmos, teremos que x > y. Kssa frase é falsa, pois para ser
verdadeira deveria valer para qualquer valor de = e y que toméssemos (e ela
é falsa se tomarmos z = 0 e y = 1). O item (c¢) significa que existe algum
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y que é menor que qualquer z (o que ¢ falso), enquanto que o item (d) diz
que para qualquer y que tomarmos, existe algum x que é maior que y (que é
verdade). Note que a tnica diferenga entre o item (e) e o item (c) é a ordem
em que os quantificadores foram colocados. Mas isso apresenta diferenca de
significado. O item (e) diz que para todo x, existe um y que é menor que
ele (o que é verdade, ao contrério do que diz o item (c)).

A negacdo de quantificadores costuma causar um pouco de confusio.
Considere a férmula

(Ve P(x))

Estamos afirmando que todo x satisfaz a propriedade P. Entao o que signi-
fica
—(VaxP(x))?

Simplesmente ela quer dizer que nao é verdade que todo x satisfaz a propri-
edade P. Isto é, que é verdade que

(Fz(=P(x)))
O que é muito diferente de
(Va(=P(x)))

que simplesmente diz que todos os valores de x nao satisfazem P. Por outro
lado, dizer que
~(FzP(x))

é o mesmo que afirmar que nao é verdade que algum =z satisfaz a propriedade
P. Isto é, para qualquer valor de x, P(xz) nao ¢ satisfeito. Isto é, tal
afirmacao é equivalente a

(Va(~(P(x))))

Ou seja, para negar um quantificador basta “trocar o mesmo e negar o
que vem depois”. Vamos aplicar isso nos proximos exemplos:

Exemplo 1.3.2. Comecemos com a negacio a da seguinte férmulal

(Ve (Fy(z <y)))

Vamos utilizar o método descrito acima, sem nos preocupar com o sinificado.
Ou seja, comegamos escrevendo a negagao da féormula:

=(Vz(Jy(z < y)))

Vamos escrever as propriedades necessérias ji dentro das férmulas, para facilitar a
leitura. Se tiver dificuldades, escreva-as separadamente como vinhamos fazendo.
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Dai negamos o primeiro quantificador (o segundo fica “aguardando”):

Bz(=(y(z <y))))

Agora negamos o segundo:

(Fz(Vy ~(z <y)))

Ou seja, nossa primeira formula significava que “para todo x existe um y
que é maior que ele”. Negando isso, obtemos pelo método acima descrito
uma férmula que significa “existe um x que para qualquer y que tomamos,
nao é verdade que z < y”. Note que, de fato, a dltima afirmacao descreve
exatamente o contraexemplo necessario para dizer que a afirmacao original
era falsa.
Exercicios
Exercicio 1.3.3. Considere as seguintes propriedades sobre cachorros:

e B(x), “x é branco”;

e P(x), “x é preto”;

e R(x), “x é rapido”;

S6 utilizandos as propriedades acima, quantificadores e conectivos, escreva
férmulas que afirmem:

(a) H& pelo menos um cachorro branco;

(b) Todo cachorro preto é rapido.

(¢) Nenhum cachorro branco é rapido.
)

(d) Negue a férmula obtida no item (a). O que ela quer dizer?

Exercicio 1.3.4. Escreva a formula que diz que a funcao f : R — R é
continua no ponto xg sé usando simbolos.

1.4 Axiomas e Demonstracoes

Informalmente, uma demonstracao é uma sequéncia de afirmacoes, sendo
que cada uma é consequéncia das anteriores ou é algo sabidamente verda-
deiro. Vamos examinar isso mais de perto. Como dizer que algo é con-
sequéncia de outras coisas? Para nao deixar duvidas, deixaremos claro o



Essa regra é conhecida
como modus ponens. Veja
o Exercicio 1.4.11

Formalmente, precisamos
de mais regras que en-
de

Por exemplos,

volvem substituigao
variaveis.
precisamos poder deduzir
Ve P(x) de

Yy P(y) - mas nao seremos

a partir

tao formais neste texto.
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que entendemos por isso. Diremos que B é consequéncia de afirmagoes an-
teriores se dentre as anteriores tivermos uma afirmacéo do tipo A e uma do
tipo A — B. Tal regra é comumente resumida da seguinte forma:

A
A— B
B

A interpretacao disso é “se sabemos que A vale e que toda vez que A
vale, B vale, entao B vale”.

Exemplo 1.4.1. Vamos mostrar que A -+ B e B — C implicam que A —
C. O que queremos mostrar é que toda vez que ocorre A, ocorre C'. Isso,
quando vale tanto A — B como B — C. Isto é, vamos assumir que valem
A, A — Be B — C e ver se conseguimos mostrar que vale C. Do fato que
A e A — B valem, temos que B vale. Do fato que B e B — C valem, temos
que vale C'. Ou seja, obtemos o que desejavamos.

Mas e a parte do “sabidamente verdadeiro”? O que algumas pessoas
acham que é verdadeiro, outras podem achar que nao é. Assim, teremos que
ser bastante precisos com o que podemos supor verdadeiro ou nao. Primei-
ramente, é claro que podemos supor verdadeiras tudo o que for logicamente
verdadeiro, como as tautologias - lembre que elas sao verdadeiras indepen-
dentemente de qualquer coisa. Mas e o resto? O resto é o que vamos chamar
de axiomas.

Um axioma ¢é uma afirmacao que vamos supor verdadeira. O uso disso
em geral é o seguinte: queremos definir uma determinada coisa, dizemos
quais os axiomas que isso satisfaz e dai deduzimos tudo o que podemos a
partir de tais axiomas. Ou seja, tudo aquilo que satisfizer tais axiomas, vai
satisfazer suas consequéncias também. Vamos dar a seguinte definicdo como
exemplo:

Definicao 1.4.2. Dizemos que uma relagao =< é uma relagcao de ordem
sobre um conjunto A se sdo satisfeitas as seguintes condicoes?:

(a) Va € A (a = a) (reflexiva);

(b) Vae AVbe A (a=bAb=a)— a=> (antissimétrica);

2Vamos comecar a usar quantificacores “restritos”, isto é, em vez de dizer Vz, diremos
Vo € X. A leitura é simplesmente “para todo x que for elemento de X temos...”. Uma
maneira de formalizar isso seria toda vez escrever “Vz((z € X) — ...”, mas isso deixaria a
leitura mais complicada. Deixaremos de lado também alguns parénteses quando isso nao

gerar duvidas
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(c) Vae AVbe AVee A((a =bAb=c) = a=c) (transitiva).

Os itens (a), (b) e (c) sao os axiomas de ordem. Para dizermos que uma
determinada relacao é uma ordem, ela tem que satisfazer tais axiomas. Por
outro lado, tudo que provarmos para uma relagao de ordem, vai valer para
qualquer relacdo que satisfaga tais axiomas.

Exemplo 1.4.3. Um exemplo de uma ordem sobre um conjunto é a relagao
< sobre os nimeros reais. Verificamos isso simplesmente notando que para
qualquer z € R, temos z < z; que paratodox € Retodoy € R, sexz <ye
y < x, entdao x = y; e, por fim, que para qualquer x € R, qualquer y € R e
qualquer z € R, temos que <y e y < z, entao x < z.

Podemos provar o seguinte resultado sobre uma ordem:

Proposicao 1.4.4. Seja < uma ordem sobre X. Sejam x,y € X. Se, para
todo z € X tal que z X x temos que z Xy, entao x X y.

Demonstragao. Vamos aproveitar que essa demonstracao é simples para
fazé-la com todos os detalhes. Note que o que queremos provar é a seguinte
proposicao, fixados x,y € X:

Va(z 2z = z=y) >z =y

Temos que provar uma implicagdo (a segunda, ndo a primeira). Assim,
vamos assumir o lado esquerdo da implicagao, que é, dado z € X:

zxx—=>2z=y (1-1)
e mostrar o lado direito, que é:
z =<y (1.2)
Note que, como =< é ordem, temos que vale
T x

Assim, substituindo z em (1.1) por z (podemos fazer isso ja que (1.1) valia
para qualquer z € X, temos que

r =z
Tz ==Xy
=y

Ou seja, obtemos (1.2) como queriamos. O
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Um outro exemplo de ordem, um tanto diferente, é o seguinte:

Exemplo 1.4.5. Considere a relacdo | sobre os nimeros naturais maiores
que 0 dada por m|n se “m divide n”. Note que tal relagdo também é uma
relacao de ordem. De fato:

(a) m|m para todo m € {k € N: k > 0}, j4 que m divide m se m # 0;
(b) Se m divide n e n divide m, temos que, necessariamente, m = n;
(c) Se m divide n e n divide k, entdo m divide k.

Na verdade, voltaremos a este exemplo mais tarde e poderemos provar a
ultima afirmagao.

Como mostramos a Proposi¢ao 1.4.4 para qualquer ordem, obtemos o
mesmo resultado em particular para |. Qual a interpretagao do resultado
neste caso?

Vamos agora a uma nova definigao:

Definicao 1.4.6. Dizemos que < é uma ordem estrita sobre A se sao
satisfeitas as seguintes condigoes:

(a) Ya € A =(a < a) (irreflexiva);
(b) Vaec AVbe AVece A(la<bAb=<c)— a < c (transitiva).

Vamos aproveitar a préxima demonstragao para mostrar uma técnica di-
ferente. Vamos fazer essa demonstragao por contradigao. Essa técnica
consiste do seguinte: suponha que queremos mostrar P. Entao supomos
como falso o que queremos mostrar, isto é —=P. Tiramos algumas con-
sequéncias disso até chegar numa contradicao - isto é, algo que seja falso
(por exemplo, a negacao de algum axioma ou tautologia). Isso funciona por
que sabemos que seguindo os passos de uma demonstracao, se tudo que as-
sumimos ¢ verdadeiro, entao suas consequéncias também devem ser. Assim,
se chegamos a algo falso, é porque algo que supomos era falso. No caso, que
=P é falso. Ou seja, obtemos que P é verdadeiro.

Proposicao 1.4.7. Se < é uma ordem estrita sobre A, entdo vale a sequinte
propriedade (chamada de assimétrica):

Vac AVbe Aa<b— —(b=<a)
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Demonstrag¢do. Suponha por contradi¢ao que vale

“(Va€e AVbe Aa <b— —(b<a))
Usando nosso método de negar formulas, obtemos que vale

dJaoe Adbe A~(a<b— ~(b=<a))
Negando a implicacao, obtemos:

JdJoce AJbe Ala<bAb=<a)
Aplicando o axioma de transitividade da ordem estrita, obtemos que
a<a

0 que contraria o primeiro axioma. ]

Vejamos como uma ordem se relaciona com uma ordem estrita’

Proposicao 1.4.8. Se < € uma ordem sobre A, entdo < dada por, dados
a,be A, a<b se, e somente se, a = b ea#b, € una ordem estrita sobre

A.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que < assim definida satisfaz os dois
axiomas de ordem estrita.

(a) Seja a € A. Como nao é verdade que a # a, nao vale a < a A a # a.
Logo, temos que —(a < a) como querfamos.

(b) Sejam a,b,c € A. Suponha que a < b e b < ¢. Precisamos mostrar que
a < c. Note que, como a < b e b < ¢, temos que

(a=2bAha#b)ANb=cAb#c)

pela definicao de <. Assim, pela propriedade de transitividade de =,
temos que a = ¢. Para concluir o que queremos, basta mostrarmos que
a # c¢. Vamos fazer isso por contradicdo. Suponha a = ¢. Como a < b,
temos que ¢ < b. Por outro lado, temos que b < c. Pela definicao de <,
temos entao que ¢ < b e b < ¢. Assim, pela propriedade de antissimetria
de =<, temos que b = ¢. Contradicao com o fato que b < c.

O

3Veja também o Exercicio 1.4.16.
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Considere a seguinte definicao:

Definicao 1.4.9. Seja < uma ordem sobre A. Dizemos que a € A é um
minimo de A se vale a < b para todo b € A.

Poderiamos nos perguntar se a existéncia de um minimo é consequéncia
dos axiomas de ordem. Isto é, se podemos provar a partir de tais axiomas a
seguinte proposicao:

dac AVbe Aa=<b

A resposta para isso é que nao. Nao podemos provar tal proposicao a
partir de tais axiomas. Mas entao alguém poderia dizer que se nao pode-
mos provar tal afirmagao, deverfamos poder provar sua negacao. Mas isso
também nao é verdade. Nao podemos provar tal afirmagao nem sua negagao.
E como provar isso? (que nao podemos provar). Isso é facil. Suponha que
pudéssemos provar tal afirmacao. Entao todas as relactes que satisfacam os
axiomas de ordem devem satisfazer tal afirmacdo também. Por outro lado,
se pudéssemos provar sua negacao, entao todas as relagoes que satisfacam
os axiomas de ordem deve satisfazer tal negacao também. Ou seja, se mos-
trarmos uma relagao de ordem que satisfaca a existéncia de minimo e uma
outra que nao satisfaga (isto é, que satisfaca sua negagao) teremos que nem
a existéncia nem sua negacao podem ser consequéncias dos axiomas de or-
dem. Este é o caso em que dizemos que uma afirmacao é independente de
certa colecao de axiomas.

Exemplo 1.4.10. Note que 1 é um minimo na ordem | sobre {n € N: n > 0}
j& que 1]b para todo b € N~ {0}. Ou seja, | é uma ordem que admite minimo.
Por outro lado, < é uma ordem sobre R que nao admite minimo. Basta notar
que, para qualquer x € R, =(z < (z — 1)).

Exercicios

Exercicio 1.4.11. Monte uma tabela verdade que justifique o modus po-
nens. Isto é, com entradas p e ¢, verifique que a tunica linha em que p e
p — q tem valores verdadeiros é a linha em que ¢ também é verdade.

Exercicio 1.4.12. Considere < uma ordem sobre A. Seja B C A. Defina
em B a seguinte relagdo, para qualquer z,y € B, x =<* y se, e somente se,
x = y. Mostre que <* é uma ordem sobre B. Esta é chamada de restrigao
de < a B (em geral, denotamos as duas ordens com o mesmo simbolo).
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Exercicio 1.4.13. Mostre que < dada por, para (a,b), (c,d) € R?, (a,b) <
(c,d) se, se somente se

(a<c)V(a=cAb<d)
¢ uma ordem sobre R?. Esta ordem é chamada de ordem lexicografica.

Exercicio 1.4.14. Mostre que C é uma relacao de ordem sobre o conjunto
de todos os subconjuntos de um conjunto X fixado.

Exercicio 1.4.15. Mostre que assumindo que valem as propriedades de
assimetria e de transitividade para ordens estritas, temos que vale a de
irreflexividade (ou seja, por causa da Proposigao 1.4.7, poderiamos trocar
a propriedade de irreflexividade pela de assimetria na definicdo de ordem
estrita).

Exercicio 1.4.16. Mostre que se < é uma ordem estrita sobre A, entao =<
dada por, dados a,b € A, a < b se, e somente se, (a < bV a = b) é uma
ordem sobre A.

Exercicio 1.4.17. Mostre que a seguinte afirmacao é independente dos
axiomas de ordem estrita:

Vaec AIba<b

Exercicio 1.4.18. Mostre que a seguinte afirmacao é independente dos
axiomas de ordem estrita:

Vac AVbe A(a<b— (3ce Aa<cAhc=<b))

1.5 Exercicios do Capitulo

1.5.1. Aplique nosso método de negagao de férmulas para escrever a férmula
que diz “A nao tem minimo”.

1.5.2. Negue a férmula que diz que uma funcao f : R — R n&o é continua
num ponto zg. Dé um exemplo de uma funcdo nao continua no ponto 1 e
mostre que, de fato, ela ndo é continua.

1.5.3. Suponha que < é uma ordem sobre A e que tal ordem tem um minimo.
Mostre que tal minimo é tinico. Isto é, suponha a é um minimo e suponha
que b também seja. Mostre que a = b.
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Capitulo 2

Numeros naturais

2.1 Introducao

Na primeira secao deste capitulo, vamos dar uma definicao axiomatica para
os numeros naturais. Nas secOes seguintes, mostraremos como definir em tal
conjunto as operagoes bésicas, como a soma e a multiplicagao.

Depois, nos capitulos seguintes, mostraremos como usar os naturais para
definir outros conjuntos importantes em matemadatica, como os inteiros e
os racionais. Ou seja, de certa forma, vamos mostrar como fundamentar
parte da matematica assumindo apenas algumas afirmagoes sobre nimeros
naturais.

2.2 Axiomas de Peano

Comecemos com os axiomas de Peano. Tais axiomas sao uma forma de
definir axiomaticamente o conjunto N dos nimeros naturais. Para descre-
ver tais propriedades, usaremos, além dos simbolos usuais ji descritos, os
seguintes simbolos: 0 (zero) e s (sucessor).

(a) 0 €N;

(b) Vn € N s(n) € N;

(c) Vn € N s(n) # 0;

(d) Yn € NVm € N s(n) = s(m) = n =m;

(e) Seja P(x) uma propriedade sobre elementos de N. Se valem

27

Basicamente estes axiomas
dizem: 0 é um ntmero na-
tural; se algo é um ntimero,
seu sucessor também é; 0
nao é sucessor de ninguém;
se dois numeros tem o
mesmo sucessor, eles sao
iguais e, finalmente, que
vale a indugao.



Basicamente o que esta-
mos fazendo aqui é pro-
var que se todo conjunto
nao vazio admite minimo,

entao vale indugao.

28 CAPITULO 2. NUMEROS NATURAIS

(i) P(0);
(ii) Vn € N P(n) — P(s(n));

Entao vale P(n) para todo n € N.

O axioma (e) é conhecido como principio de indugao. O conjunto
{0,1,2,...} satisfaz as propriedades acima se interpretamos o simbolo s(n)
como n + 1. Para notar que vale o principio de indugao em tal conjunto,
suponha que nao vale. Entao existe n o menor tal que nao vale P(n). Note
que tal n ndo pode ser o 0 ja que temos que vale P(0). Sabemos entao que
n =m+1 para algum m € {0, 1,2,...}. Como m < n, temos que vale P(m).
Logo, vale P(s(m)). Mas P(s(m)) = P(m + 1) = P(n), contradigao.

Agora vamos comecar a ver algumas consequéncias de tais axiomas. Ou
seja, propriedades que os niimeros naturais também tem e que decorrem do
fato deles satisfazerem os axiomas de Peano.

O primeiro resultado basicamente diz que, ao tomarmos sucessores, nunca,
voltamos ao préprio elemento:

Proposicao 2.2.1. Temos que s(n) # n para todo n € N.

Demonstragao. Vamos provar isso por inducao. Ou seja, para concluirmos
0 que queremos, basta mostrarmos, utilizando o principio de inducao, que a
férmula P(z) vale para todo x € N, onde P(x) é “s(x) # x”. Para mostrar
isso por indugao, precisamos mostrar que vale P(0) e que se vale P(n) vale
P(s(n)). Note que 0 # s(0) ja que 0 € N (por (a)) e, portanto, s(0) # 0 por
(c).

Agora suponha que vale P(n) para algum n. Ou seja, vale n # s(n).
Vamos mostrar que vale P(s(n)), isto é, s(n) # s(s(n)). Suponha que nao,
isto é, que vale s(n) = s(s(n)). Por (d), temos que n = s(n), contrariando
nossa hipdtese. O

O préximo resultado diz que, com excecao do 0, todo natural é sucessor
de outro natural:

Proposicao 2.2.2. Sen € N en # 0, entao existe m € N tal que n = s(m).

Demonstragcao. Novamente, vamos mostrar por indugdo. Ou seja, vamos
mostrar que vale a férmula P(z) para todo x € N onde P(x) é a férmula

x#0—3Imz=s(m)

Note que 0 # 0 — Im 0 = s(m) simplesmente porque nao vale 0 # 0 (nao
importa que também nao valha o lado direito da implicagao).
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Agora suponha que vale P(n) para algum n. Isto é, para tal n vale:
n# 0 — 3Im n = s(m).

Precisamos mostrar entao que vale P(s(n)). Isto é, precisamos mostrar
que, se vale s(n) # 0 (o que vale!), entdo vale que existe m tal que s(n) =
s(m). Considere m = n. Note que, entdao s(n) = s(m) como querfamos. [

Num primeiro momento, pode parecer que o principio de inducao sé serve
para mostrar afirmacoes sobre os niimeros naturais. Mas muitas afirmagoes
que s@o mostradas por inducao nao falam sobre nimeros naturais (ou, pelo
menos nao sobre eles diretamente). Vejamos um exemplo (note que esse
exemplo sé estd aqui para mostrar como indugao aparece em outros contex-
tos. Nessa demonstragao usaremos diversas coisas que ainda nao foram (ou
nem serao) mostradas neste trabalho):

Exemplo 2.2.3. Vamos mostrar que, para qualquer n € N e qualquer z > 0,
temos (z") = na"~! ((z") denota a derivada de 2™). Para mostrarmos isso
por inducao, precisamos transformar isso numa afirmagdo sobre nimeros
naturais. Assim, nossa afirmacao P(n) simplesmente é

Vo >0 (") = na"!
Vamos verificar se vale P(0). Para isso ser verdade, precisamos que
(%)Y =0

Mas isso de fato ocorre ja que 2° = 1 (ou seja, é constante). Agora vamos
mostrar que P(n) — P(s(n)). Antes disso, vamos fazer o caso n = 1
separadamente (vamos usar isso mais para frente). Note que

(') =2 =1=12°

Lembrando que s(n) = n + 1, vamos usar também que (f(x)g(z)) =
f(x)g(z) + f(x)g'(x). Assim, suponha que

(xn)/ — nxn—l

e vamos mostrar que
(2" = (n 4 1)z"

Temos que

(xn+1)/ — (xnx)/
(x”)’q: ern—i—l(x)/
na" 1z + 2”1
= nz" + 2"
= (n+1)a"

Aqui formalmente estamos
nos adiantando: ainda nao
“sabemos” que s(n) =
n + 1 - isso serd visto na
préxima segao.
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Exercicios

Exercicio 2.2.4. Considere o seguinte argumento para mostrar que todos
os cavalos sao de uma mesma cor: Vamos mostrar que todos os cavalos tem
apenas uma cor por indugao sobre a quantidade de cavalos. Ou seja, P(n)
¢é a afirmacao: Dada uma colecao de n cavalos, todos eles tem a mesma cor.
E claro que temos que P(0) vale (se nao valesse, teria que ter um conjunto
com 0 cavalos, sendo dois com cores diferentes). Agora vamos supor que
vale P(n) e mostrar P(n+1). Sejam n+ 1 cavalos. Vamos mostrar que eles
sao todos de uma cor s6. Pegue um dos cavalos e separe. Vamos chama-lo
de a. Note que sobraram n cavalos. Pela nossa hipotese, os n cavalos sao
todos da mesma cor. Devolva o cavalo original e separe um outro qualquer
(vamos chama-lo de b). Novamente ficamos com apenas n cavalos e, por
hipétese, todos sdo da mesma cor. Assim, o cavalo a tem a mesma cor que
os demais (diferentes de b). Mas, pela primeira passagem, o cavalo b tem a
mesma cor que os demais. Ou seja, a e b tem a mesma cor, que é a cor dos
demais. Logo, todos tem a mesma cor.

Qual o erro cometido acima?

Exercicio 2.2.5. Note que, se tirarmos o axioma s(n) # 0 para todon € N,
terfamos que o conjunto N = {0} também iria satisfazer todos os axiomas
listados (colocando N no lugar de N).

2.3 A soma nos naturais

Vejamos agora como definir a operacao de soma (+) sobre os naturais:

Definigao 2.3.1. Chamamos de soma nos naturais (ou adigao) uma fungao
f:N x N — N tal que sejam satisfeitas:

(a) Ya € N f(a,0) = q;
(b) Ya e NVbeN f(a,s(b)) = s(f(a,b)).

Vamos ver que, na verdade, existe uma unica funcao f que satisfaz os
axiomas acima. Antes, vamos provar algumas propriedades que qualquer
funcao que satisfaz tais axiomas vai satisfazer:

Lema 2.3.2. Seja f: NxN — N uma soma sobre N. Entdo, dado a € N,
temos que f(0,a) = a.
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Demonstragdo. Vamos mostrar a afirmagao P(x) dada por

f0,2) ==z
por inducao.
P(0): Temos que f(0,0) = 0 pelo axioma (a) de adigao.

P(n) — P(s(n)): Suponha que f(0,n) = n e vamos provar que f(0,s(n)) =
s(n). Temos, por (b), que f(0,s(n)) = s(f(0,n)) = s(n).
O

Lema 2.3.3. Seja f : N X N — N wuma soma sobre N. Entao, dados
a,b € N, temos que f(a,s(b)) = f(s(a),b)

Demonstragao. Seja a € N. Considere a seguinte afirmagao P(x) para x €
N:

fla,s(x)) = f(s(a),z)
Note que se P(x) for verdadeira para todo x € N, temos o resultado desejado
(j& que o a é qualquer). Vamos mostrar P(z) por inducao.

P(0): Temos f(a,s(0)) = s(f(a,0)) = s(a). Por outro lado, f(s(a),0) =
s(a). Logo, temos P(0).

P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(a,s(n)) = f(s(a),n) e vamos mostrar

F(a.s(s(n))) = f(s(a), s(n)). Temos

fla;s(s(n))) = s(f(a,s(n)))
= s(f(s(a),n))
= [f(s(a),s(n))

O]

Finalmente, podemos provar que qualquer fungdo que satisfaga os axio- E note que conseguimos
mas de soma precisa ser comutativa: provar tudo isso sem nem
mesmo saber se existe de

Proposicao 2.3.4. Seja f: NxN — N uma soma sobre N. Entdo, dados
a,b e N, temos que f(a,b) = f(b,a).

fato alguma funcao que
satisfaga os axiomas de
Demonstragao. Seja a € N. Considere a seguinte afirmacao sobre z € N: soma.

f(x7a) - f(avw)

Vamos chamar tal afirmacao de P(x). Note que se mostrarmos P(z) para
todos os x € N, teremos o resultado desejado (ja que o a é qualquer). Assim,
vamos mostrar P(n) por indugao sobre n € N.
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P(0): Temos que f(z,0) = z, pelo axioma (a) da definicdo de soma. Por
outro lado, temos que f(0,z) = x também (pelo Lema 2.3.2).

P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(n,a) = f(a,n) e vamos mostrar que
f(s(n),a) = f(a,s(n)). Temos:

f(s(n),a) *2% f(n

S M
—  fla,s(n
O]

Note que s6 dissemos duas condicoes sobre f, mas essas duas condigoes
sao suficientes para descrevé-la completamente, como atesta o seguinte re-
sultado:

Proposicao 2.3.5. Suponha que f : NXN — Neg: NxN — N
sejam duas adigoes sobre N. FEntdo, para quaisquer a,b € N temos que

fla,b) = g(a,b).
Demonstragao. Seja a € N. Considere P(z) a seguinte afirmacao para x €
N:

f(aa .’IJ) - g(a,x)
Vamos mostrar tal afirmacao por inducao (note que isso é suficiente para o
que queremos).

P(0): Pelo axioma (a) da soma, temos que f(a,0) =a = g(a,0).

P(n) — P(s(n)): Vamos supor que vale f(a,n) = g(a,n) e mostrar que vale
f((aa 3((”)))) = g(a7 S(TL)) Temos f(av S(TL ) s(f(a,n)) = s(g(a,n)) =
g(a,s(n)).

O]

Ou seja, agora temos que, no maximo, uma fungéo pode satisfazer os
axiomas de soma. Resta provar que existe alguma.

Esse é o resultado que Para isso, vamos provar um resultado conhecido como teorema da re-
atesta que definir “recursi- cursao. Este teorema costuma ser apresentado numa forma bem mais geral,
vamente” em programagdo mas, para O que vamos precisar aqui, a versao a seguir é suficiente (e boa
de fato funciona. Vocé j4 parte da ideia da demonstracao mais geral serda apresentada também de
deve ter usado em algumas forma simplificada).
situagoes (mesmo sem sa-
ber). Por exemplo, quando
se definie que a funcao fa-
torial é definida por 0! =1
e (n+1)! = (n+1)n!, vocé
esta usando recursao.
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Teorema 2.3.6 (da Recursao em N). Seja ¢ : N — N uma funcdo. Seja
a € N. Entdo existe uma unica funcao f : N — N tal que

(a) £(0) = a;
(b) f(s(n)) = ¢(f(n)).

Demonstragdo. A unicidade segue por indugao (como fizemos no caso da
soma). Vamos mostrar que existe alguma f satisfazendo as condigoes.
Considere F o conjunto de todas as fungoes g tais que:

e 0 € dom(g);

e se s(n) € dom(g), entdo n € dom(g).
¢ g(0)=a

o g(s(n))

Primeiramente, note que F # (), j4 que a fungao com dominio igual a
{0} e tal que g(0) = a, é um elemento de F.

FEm geral, dizemos que duas fungoes F, G sao funcoes compativeis se,
para todo x € dom(F') Ndom(G), temos que F(z) = G(z). Note que se duas
fungoes sao compativeis entre si, elas tem uma extensao em comum. Basta

definir.

©(g(n)) para todo s(n) € dom(g).

se x € dom(F)
se x € dom(Q)

Note que, se g,h € F, entao g e h sao compativeis. Para isso, basta,
fixadas g, h € F, mostrar por indugao a afirmagao

Vn € Nn € dom(g) Ndom(h) = g(n) = h(n)

Finalmente, como todas as fungoes em F sao compativeis, para definir
f, basta tomar f(n) g(n) para qualquer g € F que tenha n em seu
dominio (ja que qualquer outra fungao em F vai ter o mesmo valor). Assim,
s6 precisamos mostrar que, dado qualquer n € N, existe g € F tal que
n € dom(g). Novamente, tal resultado pode ser provado por indugao.
Finalmente, note que f definida desta forma satisfaz o enunciado.

O
Com isso, podemos mostrar a existéncia de uma funcao soma:

Proposicao 2.3.7. Existe uma func¢do soma.

Veja o Exercicio 2.3.18

Da mesma forma, temos
que a funcao h com
dominio {0,s(0)} tal que
B(0) = a e h(s(0)) = p(a)
também é um elemento de

F.

Note que H estende am-
bas as funcoes por elas se-
rem compativeis (em ou-
tro caso, teriamos pro-
blemas na interseccao dos

dominios).



Note que estamos usando
como ¢ a propria fungao s.

D4 muita vontade “somar
—a dos dois lados” - mas
note que a gente ainda nem
tem o que é subtragao (ou
nimeros negativos).
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Demonstragao. Seja a € N. Pelo teorema da recursao, temos que existe
fa : N — N dada por

o f,(0) =gq;
o fa(s(b)) = s(fa(b))-
Agora defina f(a,b) = f,(b). Note que tal fungao é uma soma. O

Dados os ltimos resultados, temos que existe uma tnica funcao satisfa-
zendo os axiomas de adicao. Para manter a coeréncia com a notagao usual,
a partir deste momento adotaremos a notacao a + b no lugar da f(a,b).

Vejamos mais algumas propriedades sobre a soma:

Proposicao 2.3.8. Valem as sequintes propriedades:
(a) Dados a,b € N, temos a +b= b+ a; (comutativa)
(b) Dados a,b,c € N, temos que (a +b) + ¢ =a+ (b+ ¢); (associativa)
Demonstragao. (a) E simplesmente o que foi provado na Proposicao 2.3.4.
(b) Sejam a,b € N. Considere a seguinte afirmagao P(z) para x € N:
(a+b)+zx=a+ (b+x)
Vamos mostrar P(x) por indugao (note que isso é suficiente).

P(0): (a+0b)+0 = a+ b, pelo axioma (a) da soma. Por outro lado,
a+ (b+0) =a+ b, pelo mesmo axioma.

P(n) — P(s(n)): Vamos supor que vale (a+b)+n = a+ (b+n) e vamos
mostrar que (a +b) + s(n) =a+ (b+ s(n)). Temos

(a+b)+ s(n)

s((a+0b) +n)
s(a+ (b+n))
a+s(b+mn)

= a+ (b+s(n))

O]

Proposicao 2.3.9 (Lei do Cancelamento). Sejam a,b,c € N. Sea+b=
a—+ c, entdo b= c.
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Demonstragao. Sejam b,c € N. Considere P(z) a seguinte afirmagao para
reN:
(x+b=x+4+c)—=b=c

Vamos mostra-la por inducao (note que isso é suficiente).

P(0): Suponha que 0+b =0+ c. Note que 0+b =b e que 0+ ¢ = ¢. Logo,
temos que b = ¢ como queriamos.

P(n) — P(s(n): Suponha que vale (n+b=n+c¢) — b = c¢. Suponha que
vale s(n)+b = s(n) +c. Logo, temos b+ s(n) = ¢+ s(n). Pela axioma
(b) da adicao, temos s(b+n) = s(c+n). Pelo axioma (d) dos naturais,
temos que b+ n = c+n. Logo, n+b =n+ c e, portanto, b = c.

O
Finalmente, podemos passar a usar algumas notacoes mais usuais:

Definicao 2.3.10. Vamos chamar de 1 o elemento s(0) de N. Também
usaremos a notacao usual para s(1) =2, s(2) = 3...

Proposicao 2.3.11. Seja a € N. Entao s(a) = a + 1.

Demonstragao. Considere P(z) a seguinte afirmagao para x € N:
s(z) =z +1

Vamos mostra-la por inducao.

P(0): Temos s(0) = 1 por defini¢ao. Por outro, 0+1=1+0=1.

P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(n) =n + 1 e vamos mostrar que vale
s(s(n)) = s(n) + 1. Temos

s(s(n)) = s(n+1
s(I1+n
= 1+s(n
= s(n)+1

~— — ~—

O]

Dado o ultimo resultado, daqui em diante muitas vezes utilizaremos a
notacao n + 1 no lugar da s(n).
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Curiosidade

Vamos fechar esta se¢do com uma curiosidade sobre a formulacao apresen-
tada aqui.Para apresentar isso, vamos temporariamente nos adiantar e ja
supor as outras operacoe usuais dos naturais ja definidas e com suas res-
pectivas propriedades ja valendo - faremos essas formalizagoes nas segoes
seguintes.

Dizemos que um nimero n € N esta escrito recursivamente na base b se
n estd escrito na base b, cada expoente também estd escrito na base b, cada
expoente de cada expoente também etc. Por exemplo, considere o niimero
521. Ele escrito na base 2 fica

521 =29 423 + 20
Mas os expoentes 9 e 3 nao estao escritos na base 2, assim, arrumamos:
521 = 22°+27 4 92'4+2° 4 90

Apareceu um novo 3, dai fazemos:

2220+20+20 220+20 0
521 =2 + 2 + 2

Agora o processo terminou. Note podemos fazer isso em qualquer base
fixada. Para cada possivel base b € N, com b > 2, considere a fungao
pp : N — N que faz o seguinte processo:

e pp recebe um nimero n;

e escreve o numero n recursivamente na base b;

e substitui cada ocorréncia da base b por (b+ 1) e faz a conta;
e a funcao p;, retorna o valor obtido na conta acima.

Por exemplo, lembrando que ja fizemos a expansao acima,

po(521) = 3% T80 | g34s0 4 30
—  1.330.279.464.729.113.309.844.748.891.857.449.678.491
~ 13-10%

Essa funcao pode ser definida formalmente por recursao (vocé conse-
gue?). De posse de tal funcao (na verdade, de posse de cada p), podemos
definir a seguinte sequéncia, dado k € N:
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Chamamos g (1), gx(2), g (3), ... de sequéncia de Goodstein de k.

gk(1) = k;

_ [ pasi(gr(n)) =1 se gi(n) > 0;
gr(n+1) = { 0 caso contrario

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.3.12. Adotando k = 3, temos

g3(1) = 3;
93(2) = 3;
93(3) = 3;
93(4) = 3;
93(5) = 2;
93(6) = 1;
g93(7) =0

Note que uma vez que o valor 0 é atingido, a sequéncia fica constante.

Exemplo 2.3.13. Adotando k = 4, temos

94(1) =
94(2) =
94(3) =
9a(4) =
94(5) =

) =

) =

94(7
94(24) = 1151;

(
(
(
(
(
94(6
(
(
94(3 2402 653 209) =3. 2402 653 210 -1
(3 2402 653 211) =0 (

ga essa € a primeira vez que tal funcao da 0)

37
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Na verdade, pode-se provar:
Teorema 2.3.14 (Goodstein). Dado k > 1, existe n € N tal que gi(n) = 0.

Talvez o mais interessante aqui é que o teorema acima é impossivel de ser
provado s6 com o uso dos axiomas de Peano aqui apresentados - ou seja, sua
afirmacao é uma afirmagao independente de tais axiomas (ver, por exemplo,

Secao 10.2 de [3]).

Exercicios

Exercicio 2.3.15. Mostre que, dados a,b,c € N, se b + a = ¢ + a, entao
b=c.

Exercicio 2.3.16. Seja a € N tal que n + a = n para todo n € N. Mostre
que a = 0 (um elemento satisfazendo tal propriedade é dito um elemento
neutro com relacao a operacao +. Assim, o que estamos mostrando com
esse exercicio é que o 0 é o tnico elemento neutro com relagao a +).

Exercicio 2.3.17. Sejam a,b € N tais que a + b = 0.
(a) Mostre que b = 0.
(b) Conclua que a =0e b=0.

Exercicio 2.3.18. Adapte a demonstracdo para o Teorema da Recursao
para o caso em que ¢ : N x N — N e substituimos a segunda condigao por
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2.4 O produto nos naturais

Vamos agora, de forma semelhante ao que fizemos com a soma, definir o
produto de naturais.

Definicao 2.4.1. Chamamos de produto (ou de multiplicagdo) uma
funcao f: N x N — N que satisfaz:

(a) Va € N f(a,0) = 0;
(b) Va e NVbeN f(a,s(b)) =a+ f(a,b).
Da mesma forma que com a soma, o produto também €é tnico:

Proposicao 2.4.2. Sejam f:NxN — Neg: NxN — N dois produtos
sobre N. Entao, dados a,b € N, temos que f(a,b) = g(a,b).

Demonstracao. Seja a € N. Considere P(x) sendo f(a,x) = g(a,z). Vamos
mostrar P(z) para todo x € N por indugao.

P(0): Temos, pelo axioma (a) que f(a,0) =0 = g(a,0).

P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(a,n) = g(a,n) e vamos mostrar que
vale f(a,s(n)) = g(a,s(n)). Temos

fla,s(n)) = a+ f(a,n)
a+ g(a,n)
= g(a,s(n))

Vamos agora mostrar a existéncia de uma fungao produto:
Proposicao 2.4.3. Eziste uma funcdo produto.

Demonstragao. Fixado a € N, considere f, : N — N dada pelo teorema da
recursao satisfazendo:

L4 fa(o) =0
o fuls(m) = fuln) +a.

Com isso, definimos f(a,b) = f,(b). Note que f assim definida é um
produto. O

A inspiracao para definir
fa(s(n)) éaquea(n+1) =
an + a.
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Dados os 1ltimos resultados, denotaremos o tinico produto sobre os na-
turais por -. Isto é, em vez de usarmos f(a,b) usaremos a - b. Muitas vezes
omitiremos o - e usaremos simplesmente ab.

Lema 2.4.4. Seja a € N. Entdo 0-a = 0.

Demonstragao. Considere P(z) sendo 0-z = 0. Vamos mostrar por indugao.
P(0): 0-0 =0, pelo axioma (a).

P(n) — P(s(n)): Suponha 0-n = 0. Temos

0-s(n) = 04+(0-n)
040
=0

Lema 2.4.5. Sejam a,b € N. Entdo vale s(b)-a=a+ (b-a).

Demonstragao. Seja b € N. Considere P(z) sendo s(b) -z = = + (b - x).
Vamos mostrar por indugao. Temos:

P(0): s(b)-0=0. Por outro lado, 0+ (¢-0) =040 = 0.
P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(b) -n =mn+ (b-n). Temos
s(b)-s(n) = s(b)

(b) (b-
(b) +n) + (b
+s(n)) + (b-
)+ (b4 (b-n)
)+ (b-5(n))

+ (s(b) - n)
+ (n+ (

n)

(
(b
s(n
s(n

)
)
n)
)

Proposicao 2.4.6. Valem as sequintes propriedades:

(a) Dados a,b €N, a-b="b-a; (comutativa)

(b) Dados a,b,c e N, a-(b+c)=(a-b)+ (a-c); (distributiva).
(¢) Dados a,b,c €N, (a-b)-c=a-(b-c); (associativa)

Demonstragdo. (a) Seja a € N. Considere P(x) sendo a -z = x - a. Vamos
mostrar por inducao.
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P(0): Temos que a-0=0=0-a (pelo Lema 2.4.4).
P(n) — P(s(n)): Suponha a-n =n-a. Temos

a-s(n) = a+(a-n)
a+(n-a)

245 s(n)-a

(b) Considere P(z) sendo a - (b+ z) = (a-b) + (a - x). Vamos mostrar por
inducao.

P(0): a-(b+0) =a-b. Por outro lado, a-b+a-0=a-b+0=a-b.

P(n) — P(s(n)): Suponha que vale a-(b+n) = (a-b) + (a-n). Vamos
mostrar a - (b+ s(n)) = (a-b) + (a- (s(n)). Temos:

a-(b+s(n) = a-(s(b+n))

a+ (a-(b+n))
a+ ((a-b)+ (a-n))
(a-b)+(a+(a-n))
= (a-b)+(a-s(n))

(¢) Sejam a,b € N. Considere P(x) sendo (a-b) -z = a-(b-x). Vamos
mostrar por indugao.

P(0): Temos que (a-b)-0=0. Por outro lado, a- (b-0) =a-0=0.
P(n) — P(s(n)): Suponha que vale (a-b)-n=a-(b-n). Temos

(a-0)-s(n) = (a-b)+((a-b)-n)
(a-b)+(a- (b-n))

=) 0 b+ (b n)
a-(b-5(n))

Proposicao 2.4.7. Sejam a,b € N. Sea-b=0, entdoa=0 ou b=0.

Demonstracdo. Suponha a -b = 0. Temos que mostrar a = 0V b = 0.
Suponha que b # 0. Vamos mostrar que entdo a = 0 (note que isso é
suficiente). Como b # 0, existe m € N tal que s(m) = b. Assim, temos que
a-s(m) = 0. Por outro lado, temos que a-s(m) = a+ (a-m). Assim, temos
que a + (a-m) = 0. Logo, a =0e a-m = 0 (pelo Exercicio 2.3.17). Em
particular, temos que a = 0 como queriamos. ]
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Proposicao 2.4.8. Seja a € N. Entdio1l-a = a.

Demonstragao. Considere P(x) sendo 1-z = x. Vamos mostrar por indugao.
P(0): Como 1-0 =0, temos o resultado.

P(n) — P(s(n)): Suponha que vale 1-n = n. Temos:

1-s(n) = 1+(1-n)
= 14n
= s(n)

O

Para evitar o uso excessivo de parénteses, vamos utilizar as convencgoes
usuais. Por exemplo, em vez de escrevermos (a+b)+c, escreveremos a+b+c
(j& que pela associativa, ndo importa como interpretamos a ultima notagao).
Também usaremos o “critério de prioridade” do produto sobre a soma. Por
exemplo, ab + ¢ deverd ser interpretado como (a - b) + c.

Exercicios

Exercicio 2.4.9. Mostre por inducao que vale a seguinte identidade para
todo x € N:
2-0+14+--42z)=(x+ Dz

Exercicio 2.4.10. Considere k retas num plano, sendo que nenhuma delas
é paralela a outra e que, para cada ponto do plano, passe no maximo duas
destas retas. Considere R sendo a quantidade de regides em que o plano foi
dividido por tais retas. Mostre que vale a seguinte identidade:

2R=kk+k+2

Exercicio 2.4.11. Considere f : N — N satisfazendo as seguintes propri-
edades:

(A) f(0)=1;
(B) Para todo a € N, f(s(a)) = f(a) - s(a);

(a) Calcule f(1), f(2), f(3) e f(4).

(b) Mostre que s6 existe uma unica f satisfazendo os axiomas acima. Dado
este resultado, vamos denotar f(a) por a! (fatorial de a).
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Exercicio 2.4.12. Mostre por inducao que a quantidade de formas de se
colocar p objetos distintos numa fila (como todos os p objetos) é pl.

Exercicio 2.4.13. Justifique a existéncia da fungao fatorial usando o teo-
rema da recursao.

2.5 A ordem nos naturais

Nesta secao vamos definir a ordem sobre os naturais.

Definigao 2.5.1. Dados a,b € N, vamos denotar por a < b se existe m € N
tal que a + m = b. Esta é a ordem usual sobre N.

Proposigcao 2.5.2. A relacdo < definida acima € de fato uma ordem sobre
N.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que valem os axiomas de ordem.
reflexiva: Seja a € N. Como a + 0 = a, temos que a < a.

antissimétrica: Sejam a,b € N tais que a < b e b < a. Vamos mostrar que
a = b. Temos entao que existe m € N tal que a + m = b e que existe
k € N tal que b+k = a. Logo, de a+m = b temos que (b+k)+m = b.
Assim b+ (k+m) = b+ 0. Logo, k +m = 0. Pelo Exercicio 2.3.17,
temos que k = m = 0. Assim, de a + m = b temos que a = b como
queriamos.

transitiva: Sejam a,b,c € N tais que a < b e b < ¢. Vamos mostrar que
a < c. Sejam m,k € N tais que a +m = b e b+ k = c¢. Note que
tomando t = m + k, temos

a+t

a+ (m+k)
(a+m)+k
= b+k

= C

Logo, a < c.
O

Os axiomas de ordem nao implicam que, dados dois elementos quaisquer,
eles precisam ser compardveis. Mas, no caso desta ordem especifica que
apresentamos, isso vale:
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Definicao 2.5.3. Dizemos que uma ordem < sobre X é uma ordem total
sobre X se, dados a,b € X, temos que a < b ou b < a.

Lema 2.5.4. Valem as sequintes afirmagoes:
(a) Seja a € N. Entdoa < a+1;
(b) Sejam a,b € N. Entaoa <b—a+1<b.

Demonstragao. (a) Note que a < a+ 1, pois a+ 1 =a+ 1. Agora suponha
que a = a + 1. Mas entao a = s(a), contradigao.

(b) Temos que existe m € N tal que a +m = b, com m # 0 (pois, se m = 0,
terfamos a = b). Assim, m = s(n). Logo, a + s(n) = b e, portanto
(a+1)+n=>. Istoé,a+1<hb.

]

Proposicao 2.5.5. A ordem < definida acima é uma ordem total sobre N.

Demonstragdo. Seja a € N. Considere Cy = {m € N: m < aVa < m}
(leia como “o conjunto de todos os elementos compardveis com a”). Vamos
mostrar que C, = N. Como a é qualquer, note que isso implica o resultado
(j& que dado qualquer a, ele é comparédvel com todos os outros elementos
de N). Vamos mostrar isso por indugao. Isto é, considere P(z) a afirmagdo
Cy =N

P(0): Note que dado qualquer m € N, temos que 0 < m (pois 0 +m = m.
Assim, Cp = N.

P(n) — P(n+ 1): Suponha que vale C), = N, vamos mostrar que C,11 = N.
Seja m € N. Temos que mostrar que m € N. Temos que m € C,, (pela
hip6tese de indugao). Assim, temos dois casos:

e Casom<n: Comom<nen<n-+1, temos que m <n+1 e,
portanto, m € Cp4+1 como querfamos.

e Caso n < m: Vamos dividir esse caso em dois. Se n < m, entao
n+1 < me, portanto, m € Cp,11. Sen =m, entao m < n+1e,
portanto, m € Cpy1.

O]

Finalmente, com a ajuda da ordem, podemos provar a lei de cancela-
mento para o produto:
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Proposicao 2.5.6. Sejam a,b,c € N com ¢ # 0. Se ac = be, entdo a = b.

Demonstragdo. Suponha que a < b (note que o outro caso seria b < a, que
seria andlogo). Entao existem m € N tal que a +m = b. Assim, de ac = be,
temos que ac = (a+m)c. Ou seja, ac = ac+ me e, portanto, me = 0. Como
¢ # 0, temos que m = 0 e, portanto, a = b como queriamos. O

Exercicios

2.5.1. Mostre que, dados a, b € N, temos que vale uma, e somente uma, das
seguintes afirmagoes:

(i) a<b
(i) b<a
(ifi) a=b
2.5.2. Sejam a,b,c € N. Mostre que se a < b, entao a+c <b+c.
2.5.3. Sejam a,b,c € N. Mostre que se a < b, entao ac < be.
2.5.4. Seja a € N. Mostre que nao existe b€ N tal quea <be b < a+ 1.
2.5.5. Seja P(z) uma afirmacao sobre z € N. Seja a € N. Se
(a) vale P(a);
(b) vale P(n) — P(n + 1) para todo n > a.

Mostre que entao vale P(z) para todo x € N tal que a < x.

2.6 Exercicios do Capitulo

2.6.1. Seja a € N tal que a-n = n para todo n € N. Mostre que a = 1
(um elemento satisfazendo tal propriedade é dito um elemento neutro com
relacdo a operagao -. Assim, o que estamos mostrando com esse exercicio é
que o 1 é o unico elemento neutro com relagao a -).

2.6.2. Considere uma pista circular onde se encontram k postos de com-
butivel (k > 1). Sabe-se que somando a quantidade total de combustivel
dos postos, tem-se o suficiente para que um carro possa dar uma volta com-
pleta. Mostre que existe um local da pista em que um carro, mesmo sem
combustivel, possa comegar e dar uma volta completa.
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2.6.3. Dizemos que f : (N~ {0}) x N — N é uma exponenciagao se f
satisfaz:

(A) Dado a € N, a # 0 temos f(a,0) = 1;
(B) Dados a,b € N, com a # 0, temos f(a, s(b)) = f(a,b)a.

(a) Calcule, pela defini¢ao, f(2,1), f(2,2) e f(2,3).

(b) Mostre que a exponenciacio é tinica. Assim, usaremos a notacao a’, em

vez de f(a,b). Reescreva os axiomas A e B com essa nova notagao.

(c) Mostre que, dados a,b,c € N, com a # 0, temos (a’) - (a®) = ab*.

(d) Mostre que, dados a,b,c € N, com a # 0, temos (a?)® = a(%9).



Capitulo 3

Numeros Inteiros

3.1 Introducgao

Agora vamos usar o que temos sobre os naturais para conseguir definir o
conjunto dos inteiros. Isto é, uma vez que se tenha os nimeros naturais,
apresentaremos um método que se obtém os inteiros.

Podemos pensar os niimeros inteiros como representantes de “diferencas”
entre numeros naturais. Por exemplo, o 5 representa a diferenca entre 7 e
2 (quanto falta para o 2 “chegar” no 7). Ja o —3 representa a diferenga
entre 8 e 11. Ou seja, para definirmos os inteiros, podemos usar pares de
naturais. Desta forma, poderfamos representar o 5 como (7,2) e o —3 por
(8,11). Veremos no que se segue que fazer essa representagao nos facilita
muitos casos. Mas ela tem um incoveniente: por exemplo, os pares (4,1)
e (7,4) representam ambos o nimero 3. Veremos na proxima se¢ao uma
maneira de lidar com essa repeticao. Tal método nos sera tutil em muitas
outras situagoes.

3.2 Relacoes de equivaléncia

Antes de definirmos os inteiros, precisaremos do conceito de relacao de equi-
valéncia.

Definigao 3.2.1. Seja X um conjunto. Dizemos que uma relacao ~ é uma
relacao de equivaléncia se sao satisfeitas:

(a) Para todo z € X, temos que x ~ z; (reflexiva)

(b) Para todos z,y € X, temos que z ~ y — y ~ z. (simétrica)

47



Uma ideia aqui é pensar Y
como um conjunto de co-
res. Assim, f(z) é a cor de
x e a classe de x 820 os ele-
mentos com a mesma cor
de z.
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(c) Paratodos x,y,z € X, temos que (x ~ yAy ~ z) = = ~ z. (transitiva)
Primeiramente, note que a igualdade é uma relacao de equivaléncia:

Exemplo 3.2.2. A igualdade é uma relacao de equivaléncia sobre um con-
junto X, ja que, para todo z € X temos que x = x. Também temos que se
r = y entdo y = x para quaisquer x,y € X. E, por ultimo, temos que se
r=1yey=z entdo x = z para todo z,y,z € X.

Proposicao 3.2.3. Seja f : X — Y wma fungdo. Entao a relagao ~ dada
por a ~ b se, e somente se, f(a) = f(b) para todo a,b € X € uma relagao
de equivaléncia sobre X.

Demonstragao. Vamos mostrar os axiomas de relagao de equivaléncia:
(a) Seja a € X. Note que f(a) = f(a), logo a ~ a.

(b) Sejam a,b € X. Note que, se a ~ b, entao f(a) = f(b) e, portanto b ~ a
(pois f(b) = f(a)).

(c) Sejam a,b,c € X. Suponha a ~ b e b ~ c. Entao f(a) = f(b) e
f(b) = f(c). Assim f(a) = f(c) e, portanto, a ~ ¢ como queriamos.

O]

Uma relagao de equivaléncia serve para agrupar elementos “similares”:

Definicao 3.2.4. Seja X um conjunto e ~ uma relacao de equivaléncia
sobre X. Dado x € X, denotamos por [z] (ou T) o conjunto {y € X : y ~ x}
(classe de equivaléncia de ). Denotamos por X/ ~ o conjunto de todas
as classes de equivaléncia, isto é, X/ ~= {[z] : z € X }.

O seguinte lema nos vai ser 1til em diversos resultados:

Lema 3.2.5. Seja ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X. Sejam a,b € X.
Se existe x € [a] N [b], entdo [a] = [b].

Demonstragdo. Temos que mostrar que [a] C [b] e que [b] C [a]. Sejay € [a].
Entdao y ~ a. Como z ~ a (pois z € [a]), temos que y ~ x. Como
x ~ b, temos que y ~ b. Logo, y € [b]. Assim mostramos que [a] C [b].
Analogamente, mostramos que [b] C [a] (exercicio). O

Esse agrupamento muitas vezes é tutil:
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Proposicao 3.2.6. Seja f : X — Y uma fungao. Considere ~ a relagdo
de equivaléncia sobre X dada por, para a,b € X, a ~ b se, e somente se,
f(a) = f(b). Entao a fungio f : X/ ~— Y dada por f([a]) = f(a) é

mjetora.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que f esta bem definida.
Isto porque usamos um “representante” da classe [a] para para definir quanto
é f([a]). Poderia ser que alguém tomasse b € [a] e tivesse um resultado dife-
rente. Vamos mostrar que nao. Sejab € [a]. Entao b ~ a. Logo, f(b) = f(a).
Assim, dado qualquer representante b da classe [a], f([a]) = f(a) = f(b).
Vamos agora mostrar que tal funcao é, de fato, injetora. Sejam [al, [b] €
X/ ~. Suponha que f([a]) = f([b]). Vamos mostrar que [a] = [b]. Note que
temos f(a) = f(b). Logo, a ~ b e, portanto, b € [a]. Pelo Lema 3.2.5, temos
que [a] = [b]. O

Definigao 3.2.7. Seja X um conjunto. Chamamos uma familia F de sub-
conjuntos de X de uma particao de X se sao satisfeitas:

(a) UFe]—'F = X;
(b) Se A, B € F sao distintos, entao AN B = ().

Proposicao 3.2.8. Seja F uma particio sobre um conjunto X. Entdo ~ Veja o exercicio 3.2.13 para
definido por a ~ b (para a,b € X ) se, e somente se, existe F' € F tal que o processo contrério.

a,b € F € uma relagao de equivaléncia sobre X. FEsta é chamada de relagao

de equivaléncia induzida por F.

Demonstragdo. Vamos mostrar os axiomas de relagao de equivaléncia para

~.

(a) Seja x € X. Como Jp.r F = X, existe F' € F tal que x € F. Logo,
x ~x (pois x € F).

(b) Sejam z,y € X tais que x ~ y. Entao existe F' € F tal que z,y € F.
Logo, y ~ .

(c¢) Sejam z,y,z € X tais que x ~ y e y ~ z. Entdo existe F' € F tal que
z,y € F e existe G € F tal que y,z € G. Note que y € FNG. Pelo
axioma (b) de partigao, se F' e G fossem distintos, terfamos F NG = ().
Logo, F' = G. Assim, x,y,z € F e, portanto, x ~ z.

O]



Note que isso é de fato
uma relacdo de equi-
valéncia pela Proposicao
3.2.3.
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Alongamentos

Alongamento 3.2.9. Considere a igualdade como uma relacdo de equi-
valéncia sobre um conjunto X. Dado = € X, quem é o conjunto [z]?

Alongamento 3.2.10. Mostre que se na Proposigao 3.2.6 supormos também
que f é sobrejetora, entao f € bijetora.

Alongamento 3.2.11. Seja f : X — Y uma fungado. Seja ~ uma relagao de
equivaléncia sobre Y. Mostre ~ dada por a ~ bse f(a) ~ f(b) é uma relacao
de equivaléncia sobre X . Prove a Proposigao 3.2.3 usando esse alongamento.
Exercicios

Exercicio 3.2.12. Considere as mesmas hipdteses da Proposicao 3.2.8.

(a) Mostre que, para todo z € X, existe um unico F, € F tal que x € Fy;

(b) Na notagao do item anterior, mostre que F, = [z], considerando a
relacao de equivaléncia induzida por F.

Exercicio 3.2.13. A ideia deste exercicio é complementar a Proposicao
3.2.8. Seja ~ uma relacao de equivaléncia sobre X.

(a) Seja z € X. Mostre que existe y € X tal que = € [y].

(b) Sejam z,y € X. Mostre que se [z], [y] forem distintos (como conjuntos),
entdo [z] N [y] = 0.

(c) Mostre {[z] : * € X} é uma particdo sobre X. Esta é chamada de
particao induzida pela relacao de equivaléncia ~.

Exercicio 3.2.14. Considere f : X — Y sobrejetora e g : Y — Z injetora.
Considere ~ relac@o de equivaléncia sobre X dada por a ~ b se g(f(a)) =
g(f(b)) Mostre que existe uma funcao bijetora entre X/ ~ e Y
3.3 Definicao e operacgoes basicas
Proposicao 3.3.1. Considere a relacio ~ sobre N? dada por

(a,b) ~ (c,d) se, e somente sea+d=c+b

onde (a,b), (c,d) € N2, Entdo ~ ¢é uma relacio de equivaléncia' sobre N2.

L A inspiracéo desta relacéo de equivaléncia vem do seguinte. Queremos que a—b = c—d.
Ou seja, queremos que a +d = ¢+ b.
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Demonstragdo. Vamos mostrar os axiomas de relagao de equivaléncia:
(a) Seja (a,b) € N2, Temos que a + b = a + b, logo (a,b) ~ (a,b).

(b) Sejam (a,b), (c,d) € N? tais que (a,b) ~ (¢, d). Temos que c+b = a+d,
logo (¢, d) ~ (a,b).

(c) Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € N? tais que (a,b) ~ (c,d) e (c,d) ~ (e, f).
Temos a+d=c+b. Logoa+d+ f =c+ b+ f. Também temos que
c+ f =e+d. Logo, temos c+ f + b= e+ d+ b. Desta forma obtemos
a+d+ f=e+d+be, portanto, a + f = e + b. Isto é, (a,b) ~ (e, f).

O]

Definigao 3.3.2. Chamamos de Z o conjunto N?/ ~ onde ~ é a relacio de
equivaléncia definida no item anterior. Cada elemento de Z é chamado de
numero inteiro.

Definigao 3.3.3. Sejam [(a,b)], [(c,d)] € Z. Definimos? [(a,b)] + [(c,d)] =
[(a+¢,b+ d)] (soma nos inteiros).

Proposicao 3.3.4. A operacao de soma estd bem definida.

Demonstragao. Precisamos mostrar que tal definicdo independe dos repre-
sentantes de classe tomados. Ou seja, precisamos mostrar que se (a,b) ~
(x,y) e (¢,d) ~ (w,z) entdao (a + ¢,b+d) ~ (x + w,y + z). Temos que
a+y=b+zrequec+z=d+ w. Assim

(a+c)+(y+z) = (a+y) +(c+2)
= (b+x)+ (d+w)
= (b+d)+ (x4 w)
O
Proposicao 3.3.5. Temos que a soma satisfaz as sequintes propriedades:

(a) Comutativa;

(b) Associativa;

2A inspirago para essa definicio vem do seguinte: queremos definir (a —b) + (¢ — d) e
isso é igual a (a + ¢) — (b + d).
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Demonstragao. Vamos mostrar que ela é comutativa e vamos deixar a asso-
ciativa como Exercicio (3.3.14). Sejam [(a,b)],[(c,d)] € Z. Vamos mostrar
que [(a,b)] + [(¢,d)] = [(c,d)] + [(a,b)]. Temos

[(a,0)] + [(c,d)] = [(a+cb+d)]
= [(c+a,d+ )]
= [(e,d)] + [(a,0)]
]
Proposigao 3.3.6. Para qualquer [(a,b)] € Z, temos que [(a,b)] +[(0,0)] =
[(a,b)]
Demonstragao. Basta notar que (a 4+ 0,0+ 0) ~ (a,b), jd que a +0+b =
b+0+a. O

Proposicao 3.3.7 (Lei do Cancelamento). Sejam [(a,b)], [(¢c,d)], [(z,y)] €
Z. Se [(a,0)] + [(z,y)] = [(c, d)] + [(z, y)], entdo [(a,b)] = [(c, d)].

Demonstragao. Temos que [(a + z,b+y)] = [(c+ x,d + y]]. Assim, a + x +
d+y=>b+y+c+x. Assim, cancelando x + y, temos a + d = b + ¢, isto é,
(a,b) ~ (c,d). O

Definicao 3.3.8. Sejam [(a,b)], [(c,d)] € Z. Definimos® [(a,b)] - [(c,d)] =
[(ac + bd,ad + bc)]. Este é o produto nos inteiros. Assim como fizemos
com N, omitiremos o sinal - normalmente.

Proposicao 3.3.9. A operacao de produto estd bem definida.
Demonstragao. Ver o Exercicio 3.3.17. O
Proposicao 3.3.10. Valem as sequintes propriedades para o produto.

(a) Associativa;

(b) Comutativa;

Demonstracdo. Ver Exercicio 3.3.18 ]

Proposigao 3.3.11. Vale a propriedade distributiva entre a soma e o pro-
duto em 7. Isto €, dados [(a,b)],[(c,d)], [(z,y)] € Z, temos que

[(z,)]([(a,0) + (¢, A)]) = ([(2, y)][(a, b)]) + ([(; Y)l{(e, )])

3A inspiracdo para essa definicdo é: queremos definir (a — b) - (¢ — d) e isso é igual a
(ac+ db) — (ad — be).
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Demonstracdo. Temos
)H(a +eb+d)

[(z,»)([(a,0) + (¢,d)]) = [(=,
[(z ( ¢)+y+d),z(b+d)+y(a+c))]
= [(za+ xc+ yb+ yd, zb + xd + ya + yc))
[(xa + yb, xb + ya)] + [(xc + yd, zd + yc)]
([(z, y)][(a,b)]) + ([(z, y)][(c, d)])

Proposigao 3.3.12. Seja [(a,b)] € Z. Entao [(1,0)][(a,b)] = [(a,b)].
Demonstragao. Temos [(a,b)][(1,0)] = [(al 4 b0, a0 + b1)] = [(a,D)]. O

Exercicios
Exercicio 3.3.13. Sejam a,b € N.
(a) Dé um exemplo de forma que [(a,b)] = [(z,y)], mas a #z e b #y.

(b) Mostre que se [(x,b)] = [(a,b)], entdo z = a.

(c) Enuncie e prove o andlo ao exercicio anterior, fixando a primeria coor-
denada.

Exercicio 3.3.14. Mostre que vale a propriedade associativa para a soma
em 7.

Exercicio 3.3.15. Mostre que o elemento neutro da soma é tnico, isto é,
dado [(a,b)] € Z tal que para todo [(z,y)] € Z temos que [(z,y)] + [(a,b)] =

[(z, )], entdo [(a,b)] = [(0,0)].

Exercicio 3.3.16. Mostre que [(a,b)] € Z é tal que [(a,b)] = [(0,0)] se, e
somente se, a = b.

Exercicio 3.3.17. Mostre que o produto dos inteiros estd bem definido.

Exercicio 3.3.18. Mostre as propriedades associativa e comutativa para o
produto em Z.

Exercicio 3.3.19. Mostre que o elemento neutro do produto é tinico.
Exercicio 3.3.20. Sejam [(a,b)],[(c,d)] € Z

(a) Mostre que [(a,b)][(0,1)] = [(b, a)];

(b) Mostre que [(a,b)] + [(b,a)] = [(0,0)];

(¢) Mostre que se [(a,b)] + [(¢,d)] = [(0,0)], entao [(a,b)] = [(d, ¢)].
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3.4 Forma canonica e ordem

Proposicao 3.4.1. Seja [(a,b)] € Z. Entao existe © € N tal que [(a,b)] =
[(CIZ,O)] ou [(a7 b)] = [(Oax)]

Demonstragao. Vamos separar em 3 casos:

a = b: Neste caso, tomamos x = 0 e [(a,b)] = [(0,0)] (ver Exercicio 3.3.16).

a < b: Seja m € N tal que a + m = b. Vamos mostrar que (a,b) ~ (0,m).
De fato, temos que a + m = b+ 0.

b < a: Seja m € N tal que b+ m = 0. Vamos mostrar que (a,b) ~ (m,0).
De fato, temos que a + 0 = b+ m.

O]

Definicao 3.4.2. Dizemos que um elemento de Z esté escrito na forma
candnica se ele estd escrito na forma [(z,0)] ou [(0,z)]. Pelo resultado
anterior, temos que todo elemento pode ser escrito na forma canonica. Note
que tal representacao é unica (ver Exercicio 3.4.13).

Escrever os elementos na forma candnica muitas vezes facilita demons-
tracoes:

Proposigao 3.4.3. Sejam [(a,b)], [(¢,d)] € Z tais que [(a,b)][(c,d)] = [(0,0)].
Entdo [(a,b)] = [(0,0)] ou [(c, )] = [(0,0)]

Demonstragao. Seja x € N tal que [(a,b)] = [(z,0)] ou [(a,b)] = [(0,z)] e
seja y € N tal que [(¢,d)] = [(y,0)] ou [(¢,d)] = [(0,y)]. Temos 4 casos.
Vamos mostrar 2, deixando os outros dois como exercicio:

e Pela definigao do produto, temos [(x,0)][(y, 0)] = [(zy,0)]. De [(zy,0)] =
[(0,0)], temos que zy = 0 (pelo Exercicio 3.3.13). Logo, x = 0ouy = 0
e, portanto, [(a,b)] = [(0,0)] ou [(c,d)] = [(0,0)].

e Pela definigdo do produto, temos que [(x,0)][(0,y)] = [(0,zy)]. Como
no caso anterior, temos que zy = 0 e, portanto, x = 0 ou y = 0. Assim

[(a,6)] = [(0,0)] ou [(¢, d)] = [(0,0)].

O

Definicao 3.4.4. Sejam [(a,b)],[(c,d)] € Z. Seja x € N tal que [(a,b)] =
[(2,0)] ou [(a,b)] = [(0,2)] e seja y € N tal que [(c,d)] = [(y,0)] ou [(c,d)] =
[(0,y)]. Dizemos que [(a,b)] < [(c,d)] se, e somente se, ocorre um dos

A ideia escondida aqui é seguintes casos:

que o primeiro caso os dois

sao positivos, no segundo

um é e o outro nao e no

terceiro caso ambos sao ne-

gativos.
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i [(a7 b)] = [(va)L [(C, d)] = [(ya 0)] ex < y;
e [(a,0)] = [(0,2)], [(c,d)] = [(y,0)};
* [(a,0)] = [(0,2)], [(c,d)] = [(0,y)] e y < =.

Esta é a ordem usual sobre os inteiros - veja o Exercicio 3.4.14.
Proposicao 3.4.5. A ordem sobre os inteiros € total.

Demonstragdao. Sejam [(a,b)], [(c,d)] € Z. Temos que mostrar que [(a,b)] <
[(c,d)] ou [(¢,d)] < [(a,b)]. Sejam z,y € N tais que [(a,b)] = [(x,0)] ou
[(a,b)] = [(0,z)] e [(c,d)] = [(y,0)] ou [(c,d)] = [(0,y)]. Vamos analisar os

Casos:

e Se [(a,0)] = [(,0)] e [(¢,d)] = [(y,0)]. Se x <y, temos que [(T,O)] <

[(y,0)]. Caso contrério, temos que y < x e, portanto, [(y,0)] < [(z,0)].
e Se [(a,b)] = [(,0)] e [(c,d)] = [(0,9)], entdo [(0,y)] < [(x,0)].
Os outros casos sao andlogos. O

Definigao 3.4.6. Denotamos por x o elemento [(x,0)]. Denotamos por —z o
elemento [(0, z)]. Assim, denotamos por z+(—y) o elemento [(z,0)]+[(0, y)].
Muitas vezes, omitimos o +, ficando apenas x — y. Chamamos de positivo
um elemento da forma [(z,0)] e de negativo um da forma [(0,y)].

Proposicao 3.4.7. (a) O produto de dois positivos € positivo;
(b) O produto de dois negativos € positivo;
(c) O produto de um positivo com um negativo é negativo;

Demonstragdo. Sejam a,b € N.

(a) Temos que [(a,0)][(b,0)] = [(ab,0)];
(b) Temos que [(0,a)][(0,b)] = [(ab,0)];
(c) Temos que [(a,0)][(0,5)] = [(0, ab)].

O]

Definicao 3.4.8. Dado [(a,b)] € Z, denotamos por —[(a,b)] o elemento

[(b, a)].

Proposicao 3.4.9. Sejam a,b € Z. Temos:
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(a) —=(=a) = a;

(b) a(=b) = —(ab);

Demonstracao. (a) Seja [(z,y)] = a. Entao —(—[(z,y)]) = —[(y,2)] =
[(z, y)].

(b) Sejam [(z,y)] = a e [(w, z)] = b. Temos

a(=b) = [(z,9))(—([w,z]))
[(z,y)][(z, w)]

= [(zz + yw,zw + yz)]
—[(zw + yz, zz + yw)]
= —([(z,y)][(w, 2)])

O]

Proposicao 3.4.10. Dado um elemento z € Z, temos que z € positivo se,
e somente se, —z € negativo.

Demonstragdo. Suponha z positivo. Entao existe a € N tal que z = [(a,0)].

Assim, —z = —[(a,0)] = [(0,a)] e, portanto, é negativo. Por outro lado,
se —z ¢é negativo, existe a € N tal que —z = [(0,a)]. Logo, z = —(—z) =
—[(0,a)] = [(a,0)] é positivo. O
Alongamentos

Alongamento 3.4.11. Mostre que (—1)(—1) = 1.

Alongamento 3.4.12. Seja a € Z. Mostre que —a = (—1)a.

Exercicios

Exercicio 3.4.13. Mostre que cada elemento de Z tem apenas uma unica
representagao na forma canonica.

Exercicio 3.4.14. Mostre que a relagao apresentada de fato é uma ordem
sobre Z.

Exercicio 3.4.15. Mostre a Lei do Cancelamento do produto em Z:
Dados [(a,b)], [(c,d)], [(z,y)] € Z tais que [(a,b)][(z,y)] = [(c,d)][(z,y)] e
[(z,y)] # [(0,0)], entao [(a,b)] = [(c, d)].

Exercicio 3.4.16. Sejam a,b € Z mostre que a < b se, e somente se, existe
m € 7 positivo tal que a +m = b.
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Exercicio 3.4.17. Mostre que z € Z é positivo se, e somente se, z > 0

(0= 1(0,0)]).

Exercicio 3.4.18. Sejam a,b,c € Z.

(a) Mostre que se a < b, entdo a +c¢ < b+ ¢;
(b) Mostre que se a < be ¢ >0, entao ac < b;

(c) Mostre que se a < be ¢ <0, entao be < ac.

3.5 Divisibilidade e valor absoluto

Vamos identificar N = {z € Z : z > 0} da maneira usual.

Definigao 3.5.1. Dados a,b € Z, dizemos que a divide b (e denotamos por
alb) se existe m € Z tal que am = b.

Proposicao 3.5.2. Sejam a,b,c € Z. Temos:
(a) 1la;

(b) al0;

(c) ala;

(d) Se alb e blc, entdo alc.

Demonstragao. (a) Basta notar que la = a.
(b) Basta notar que a0 = 0.

(c) Basta notar que al = a.

(d) Seja m € Z tal que am = b. Seja n € Z tal que bn = c¢. Vamos provar
que a(mn) = ¢. De fato, a(mn) = (am)n = bn = c.
O

Proposicao 3.5.3. Sejam a,b € Z. Entao ab= (—a)(-b).
Demonstragao. Temos (—a)(—b) = (—1la)(=1b) = (—=1)(—=1)(a)(b) = ab.

[0 A utima igualdade segue

Nos naturais, temos uma tnica possibilidade para que um produto dé 1:

Lema 3.5.4. Se a,b € N sdo tais que ab=1, entdo a =b=1.

de um alongamento da
secao anterior.
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Demonstragdo. Note que b # 0 (pois a0 = 0 # 1). Assim, existe m € N
tal que b = m + 1. Substituindo, temos ab = a(m + 1) = am + a. Isto é,
a+am = 1. Assim, temos que a < 1. Como a € N, temos a =0 ou a = 1.
Como a # 0 (pois 0b = 0 # 1), temos que a = 1. Como 1b = 1- 1, temos,
pela lei do cancelamento, que b = 1. ]

J& nos inteiros, temos duas possibilidades para um produto dar 1:

Lema 3.5.5. Se a,b € Z sdo tais que ab=1, entaéoa =b=1oua=0>0=
—1.

Demonstragao. Temos 3 casos: a,b sao positivos, a, b sao negativos e o ter-
ceiro caso é o que um é positivo e o outro é negativo (neste tltimo caso, po-
demos supor sem problemas que a é positivo e b é negativo). Note também
que, claramente, a, b # 0.

e a,b > 0. Neste caso, pelo lema anterior, temos que a,b = 1.

e a,b < 0. Note que

Como (—a), (—b) s@o positivos, temos que —a,—b = 1 e, portanto,
a,b=—1.

e a > 0eb<0. Note que, neste caso, ab < 0 e, portanto, nao pode ser
1 (ou seja, esse caso era impossivel de ocorrer).

O]

Proposicao 3.5.6. Sejam a,b € Z. Se alb e bla, entdo a =b ou a = —b.

Demonstragdo. Primeiramente, note que se b = 0, como bla, temos que
a = 0 e, portanto, o resultado vale. Logo, podemos supor agora que b # 0.
De a|b, temos que existe m € Z tal que am = b. De bla, temos que existe n
tal que bn = a. Assim, de am = b, temos que (bn)m = b. Como b # 0, pela
lei do cancelamento, temos que nm = 1. Pelo lema anterior, n = m =1 ou
n =m = —1 e temos o resultado. O

Teorema 3.5.7 (Principio do menor elemento). Seja S C N. Se S # (),
entdo existe m € S minimo de S (isto é, m < s para todo s € S).
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Demonstragao. Considere o conjunto
M = {zx € N: para todo s € S, z < s}.

Note que 0 € M. Como S # (), temos que existe s € S. Note que s+1 ¢ M.
Logo, M # N. Considere a propriedade P(x) como

x e M.

Note que temos P(0). Logo, como tal propriedade nao pode valer para todo
x € N, temos que existe n € N tal que P(n) 4 P(n+1) (pois a indugao nao
pode valer). Isto é, existe n € N tal que P(n) e =P(n + 1). Vamos mostrar
que tal n é o minimo de S. Como vale P(n), temos que n < s para todo
s € S. Resta mostrar que n € S. Suponha que ndo. Entao vale que, para
qualquer s € S, n < s. Logo, n+ 1 < s (pelo Lema 2.5.4) para qualquer
s € S. Assim, n+ 1 € M e, portanto, P(n + 1), contradigao. O

Veja o caso geral
Teorema 3.5.8 (Algoritmo da divisdao de Euclides). Sejam a,b € Z tais FExercicio 3.5.5.

que a > 0 e b > 0. Entdo existem inteiros q e r tais que a = bqg + r com
0<r<hb.

Demonstragdo. Considere o conjunto
S={a—bxr:x€Zea—bxr>0}.

Note que S # (), pois tomando z = 0, temos que a — bx = a > 0. Seja
r o menor elemento de S. Assim, para algum ¢ € Z, temos que r = a — bq.
Logo, r + bqg = a. Note que, como r € S, r > 0.

Se mostrarmos que r < b terminamos. Suponha que nao. Temos

0 < r—b
= (a—bg)—b
= a—-blg+1)

Note entao que a — b(qg+ 1) € S. E note que a —b(qg+ 1) =a—bg —b <
a—bq=r,ji que b > 0. Mas isso contradiz a minimalidade de r. ]

Definicao 3.5.9. Dado z € Z, definimos o valor absoluto de z (denotado
por |z|) da seguinte maneira:

z sez>0
|2 = —z sez<0

Proposicao 3.5.10. Sejam a,b € Z. Temos que valem as sequintes afirmagoes:

no
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(a) la| = 0;
(b) la|]=0—a=0;
(¢c) a<lal;

Demonstragdo. (a) Se a > 0, temos que |a| = a > 0. Se a < 0, temos que
la| = —a > 0.

(b) Suponha que a # 0. Se a > 0, temos que |a| = a > 0 e, portanto |a| # 0.
Se a < 0, temos que |a] = —a > 0 e novamente temos que |a| # 0.

(c) se a > 0, temos que |a|] = a e, portanto, a < |a|]. Se a < 0, temos que
a < |a| pelo item (a).
]

Exercicios

3.5.1. Mostre que | é uma ordem sobre N. Ela é uma ordem sobre Z?
3.5.2. Mostre que dado a € Z, temos que —|a| < a.

3.5.3. Sejam a,b € Z.

(a) Mostre que a + b < |a| + |b];

(b) Mostre que —(|a| + |b]) < a + b;

(¢) Mostre que |a + b| < |a| + |b]|.

3.5.4. Sejam a,b € Z. Mostre que |ab| = |al|b].

3.5.5. Sejam a,b € Z.

(a) Se a < 0eb> 0, mostre que existem ¢,r € Z tais que a = bq + r com
0<r<hb.

(b) Se b < 0, mostre que existem ¢, r € Z tais que a = bg+r com 0 < r < |b|.

(c) Conclua o caso geral do Algoritmo da divisao de Euclides: Dados
a,b € Z tais que b # 0, existem ¢,r € Z tais que a = bg + r com
0<r<lb.

3.5.6. Considere uma fila de pessoas em que a primeira pessoa é uma mulher
e a ultima é um homem. Mostre que ha pelo menos um homem que esta
imediatamente atras de uma mulher.
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3.6 Numeros primos
Um conceito bastante 1til é o de niimero primo:

Definicao 3.6.1. Dado um p € N, dizemos que p é primo se p > 1 e se
a € N é tal que a|p, entdo a = p ou a = 1.

O préximo resultado vai facilitar algumas demonstracoes por indugao ou
por argumentos de minimalidade:

Proposicao 3.6.2. Sejam a,b € N tais que a,b > 1. Se al|b, entdo a < b.

Demonstragao. Como alb, existe n € N tal que an = b. Note que n # 0 pois
b # 0. Assim, existe m € N tal que n = m + 1. Temos

b = an
= a(m+1)
= am-+a

Logo, a <b. O

Ja temos material suficiente para provar que todo niimero maior que 1
¢ divisivel por algum primo:

Proposicao 3.6.3. Dado a € N, com a > 1, existe p primo tal que pla.

Demonstragao. Seja D = {n € N:n > 1 e nla}. Note que D # () ja4 que
a € D. Seja p o minimo de D. Vamos mostrar que p é primo. Suponha
que nao. Entao existe d tal que d > 1, d # p e d|p. Pela Proposicao 3.6.2,
temos que d < p. Note que, como d|p e pla, temos que d|a. Logo, d € D
contrariando a minimalidade de p. O

Com o resultado anterior, podemos decompor cada a > 1 em fatores
primos:

Proposigao 3.6.4. Dadoa € N, coma > 1. Entao existem p1, ..., pn primos
tais que a =py1 -+ Pp-

Demonstragao. Considere A = {a € N : a > 1 e existem pq, ..., p, primos
tais que a = py - -+ - pp}. Temos que mostrar que A = {a € N : a > 1}.
Suponha que nao. Entao {a € N:a > 1} \ A é nao vazio. Seja m o minimo
de tal conjunto. Note que m > 1. Pela Proposicao 3.6.3, existe p primo
tal que p|m. Pela Proposigao 3.6.2, temos dois casos p = m ou p < m. Se
p = m, temos uma contradigao com a definicdo de m (pois m ¢ A).

Veja
3.6.15.

o

Alongamento
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Se p < m, note que existe k tal que pk = m e tal que k > 1 (se k = 0,
terfamos m = 0 e se k = 1, terfamos m = p). Assim, pela minimalidade m,
temos que existem py, ..., p, tais que k = p1-----p,. Logo, m = (p1+- - pn)p,
contrariando a definicdo de m. O

Definicao 3.6.5. Sejam a,b € Z. Dizemos que d é um maximo divisor
comum de a e b se

(a) d >0
(b) dla e d|b;
(c) Se e satisfaz (a) e (b), entao e|d.

Proposicao 3.6.6. Se d e e sdo mdximos divisores comuns de a e b, entao
d=ce.

Demonstragao. Basta notar que dle e e|d. Logo, como ambos sao positivos,
temos que d = e. ]

Proposicao 3.6.7. Sejam a,b € Z com a,b # 0. Entdo o minimo do
conjunto {ax + by : axr +by >0 e x,y € Z} é o mdzimo divisor comum de
a eb.

Demonstragdo. Vamos chamar o conjunto do enunciado de A. Note que
A # () (exercicio). Assim, seja d o minimo de A. Note que d > 0. Sejam
x,y € Z tais que d = ax + by. Vamos mostrar que d|a. Suponha que nao.
Aplique o algoritmo da divisao de Euclides e tome a = dg+7r com 0 < r < d.
Note que
r = a—dgq

= a— (ax +by)g

= a(l—=zq) —b(yq)
Logo r € A, contrariando a minimalidade de d. Podemos provar de maneira
andloga que d|b. Assim, s6 nos resta mostrar que dado e > 0 tal que ¢ela e
elb temos que e|ld. Como e|a, existe m tal que em = a. Como elb, existe n
tal que en = b. Assim, temos

d = ax+by
= emx+eny
= e(mx + ny)

Logo, d|e como querfamos. ]
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Observagao 3.6.8. Note que se a = 0, pode ser que o maximo divisor
comum entre a e b ndo exista. Por exemplo, nao existe maximo divisor
comum entre 0 e 3, pois o Unico divisor de 0 é o préprio 0 e 0 nao é divisor
de 3.

Defini¢ao 3.6.9. Dados a,b € Zy, chamamos de mdc(a,b) o méaximo
divisor comum de a e b.

Finalmente, podemos também definir o0 maximo divisor comum entre a
e b de forma mais “proxima” de seu nome:

Proposigao 3.6.10. Sejam a,b € Z,y. Entio M € o mdxzimo divisor co-
mum entre a e b se, e somente se, M|a, M|b e, dado qualquer n tal que nla
e n|b, temos que n < M.

Demonstragao. Suponha que M é o maximo divisor comum entre a, b. Pela
defini¢ao, j& temos que M|a e M|b. Assim, dado n tal que n|a e n|b, resta
mostrar que n < M. Temos dois casos:

e Sen<0,entdon < M, ja que M > 0.

e Se n > 0, entao pela definicdo de maximo divisor comum entre a e b,
temos que n|M. Logo, como M,n € N, pela Proposi¢ao 3.6.2, temos
que n < M como queriamos.

Agora suponha M como no enunciado. Primeiramente, note que M > 0.
Pois, caso contrario, teriamos que —M também seria um divisor de a e b e
M < —M, contrariando a definicao de M. Assim, M satisfaz as condigoes
(a) e (b) da defini¢cdo de maximo divisor comum. Seja d = mdc(a,b). Pela
defini¢ao de d, temos que M|d. Ou seja, M < d. Por outro lado, temos que
d < M pela definigao de M. Logo, M = d. O

Proposigao 3.6.11. Se p é primo e p fa para a € Z, entdo mdc(p,a) = 1.

Demonstragao. Seja d > 0 tal que d|a e d|p. Note que, como p é primo,
temos que d = p ou d = 1. Como p fa, temos que d = 1. O

Proposicao 3.6.12. Sejam p primo e a,b € Z tais que plab. Entdo pla ou
plb.

Demonstragdo. Suponha que p Ja. Entao mdc(a,p) = 1. Sejam z,y € Z
tais que ax + py = 1. Assim, temos que b = abr + pby. Seja k tal que
pk = ab. Temos que b = pkx + pby = p(kxz + by). Logo, p|b. O
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Corolério 3.6.13. Se p € um primo e play ---a,, entdo eziste j tal que
plaj.

Demonstragao. Vamos provar por indugao sobre n. Note que o caso n = 2
é o que foi feito anteriormente. Agora suponha que vale o caso n e vamos
provar o caso n + 1. Suponha plaj - --apt+1. Se plaps1, terminamos. Caso
contrario, plai---a, (pela proposicao anterior). Assim, por hipdtese de
indugao, temos que pla; para algum j =1,...,n. O

Teorema 3.6.14. A decomposicdo feita na Proposicao 3.6.4 € unica a me-
nos da ordem dos fatores.

Demonstragao. Seja a € Z com a > 1. Sejam pq, ..., Dn, q1, ---, @ Primos tais
quea=pj----- Pn=qr- """ gm- Vamos mostrar que p; = ¢q1. Suponha que
p1 < ¢1 (o outro caso é anédlogo). Note que p1|a, entdo pi|q - - - ¢m. Assim,
p1 divide algum dos g¢;’s e, portanto, ¢ igual a algum deles. Como ¢; € o
menor dos g;’s, temos que g; < p; - como a gente ja tinha suposto p1 < ¢,
temos a igualdade.

Agora, aplicando a lei do cancelamento, temos que

P2 Pn=4G2" " " Qm-

Com argumento analogo ao anterior, obtemos que p2 = ¢2. Repetimos
o processo até “acabar” com os primos de um lado (sobrando 1 do outro
lado). Note que terfamos um produto de primos resultando em 1 - ou seja,
a unica possibilidade é se os primos do outro lado também acabarem. Em
outras palavras, n = m. ]

Alongamentos

Alongamento 3.6.15. Seja p > 1. Mostre que p é primo se, e somente se,
p é minimal com relacao a ordem | (divide) restrita a {a € N:a > 1}.

Exercicios

Exercicio 3.6.16. Sejam a,b € Z. Mostre que se a|b, entao mdc(a,b) = |a.

Exercicio 3.6.17. Sejam a,b € Z. Dizemos que x € Z é um multiplo de
a se existe y € Z tal que ay = x. Defina o minimo multiplo comum
(denotado por mme(a,b)) como sendo o minimo do conjunto M = {m € N:
(Ip € Z ap = m) A (3q € Z bg = m)}. Mostre que M necessariamente é ndo
vazio (assim garantimos a existéncia do minimo).
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Exercicio 3.6.18. Sejam a,b € N, tais que a,b > 0.
(a) Mostre que existe k tal que b = mdc(a, b)k;
(b) Mostre que ak é multiplo de b;

(c) Note que mmec(a,b) < ak;

(d) Mostre que mmc(a, b)ymdc(a,b) < ab.

3.7 Congruéncia

Definicao 3.7.1. Seja m € N, com m # 0. Considere a seguinte relagdo
sobre Z: a =, b se, e somente se, m|la — b (para a,b € Z). A notagdo mais
usual para isso é a = b mod m.

Proposicao 3.7.2. A relagio =, definida acima € uma relacdo de equi-
valéncia sobre 7.

Demonstragao. Sejam a,b,c € Z. Temos:
(a) a =, a: Temos que m|a — a pois a — a = 0;

(b) Se a =, b, entao b =, a: De fato, se m|a — b, entao existe n € Z tal
que mn = a — b. Logo, —mm = b — a e, portanto, m|b — a;

(c) Sea=,beb=y, ¢, entdo a =, ¢: Seja p € Z tal que pm = a — b e seja
q € Z tal que gm = b — c¢. Temos que pm +gm =a — b+ b — c, isto é,
(p+ q)m = a — c. Logo, m|a — ¢ com queriamos.

O
Proposicao 3.7.3. Sejam a,b,c,d € Z e m € Z com m # 0. Temos:
(a) Se a =, b, entio —a =,, —b;
(b) Se a =, b, entdo a+c=,, b+ c;
(c) Se a =y, b, entdo ac =, be;
(d) Sea=p,bec=yd, entio a+c =, b+d;
(e) Sea=,bec=y,d, entio ac =, be;

(f) Ser e N ea=,,b, entio a” =, b".
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Demonstragdo. (a) Temos que m|a — b. Note que m|b — a.

(b) Temos que m|a —b. Note que (a +c¢) — (b+¢) = a —b. Logo, m|(a +
c)—(b+c);

(¢c) Temos que m|a — b. Note que m|c(a — b).

(d) Temos que m|a—be m|c—d. Assim, existem x,y € Z tais que mz = a—b
emy=c—d. Logo, (a+c¢)—(b+d)=(a—b)+ (c—d) =mx+my =
m(x +y). Logo, m|(a+¢c) — (b+ d).

(e) Temos que m|a—be m|c—d. Assim, existem z,y € Z tais que mz = a—b
e my =c—d. Logo, ac —bd = ac —bc+bc—bd=c(a—b)+b(c—d) =
emx + bmy = m(cx 4 by). Assim, m|ac — bd.

(f) Vamos mostrar por indugao sobre r. Note que vale para r = 0, pois
1 =,, 1. Suponha que vale para r = n e vamos mostrar para r =n + 1.
Temos que a =, b, logo, pela hipdtese de inducao, temos que a™ =, b".
Assim, pelo item (e), temos que a"a =,, b"b. Isto é, a" ! =, b7+

O

Proposicao 3.7.4. Sejam a,b € Z em € N comm # 0. Sejam rq, 19 dados
pelo algoritmo da divisao de Fuclides de a e b por m, isto é, a = mq; +11 €
b=maqo+ 19 com 0 < 1,79 <m. Entdo a =, b se, e somente se, r| = T3.

Demonstra¢ao. Suponha que a =, b. Queremos mostrar que r; = r2. Seja
n € 7 tal que mn = a — b. Vamos fazer o caso r; > ry (0 outro é anédlogo).
Temos

ri—ry = (a—maq)— (b—mge)
(a —b) + (mg2 — maq)
mn —m(q2 — q1)
= mn—-q@+aq)

Logo, m|ry — ro. Note que r; < m, logo, r1 — re < m. Assim, a tdnica
possibilidade para que m|r; — ry é se 11 — 19 = 0, isto é, 11 = ry como
queriamos.

Agora suponha que 71 = 9. Temos que a —b = mqy —r1 — (mga —r3) =
m(q1 — q2). Isto é, mla — 0. O

Exemplo 3.7.5. Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma
data que vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007 Vamos dar um numero de 0
a 6, para cada dia da semana, comecando no domingo. Vamos supor que o
dia 0 cai num domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda. E o dia 87 Bom,
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temos que 8 = 7+ 1. Note que esse 7 representa uma “volta” completa na

semana. Entao é “domingo” mais um dia. Isto é, segunda. Se fosse o dia
20, terfamos 20 = 2 - 7+ 6. Note que os multiplos de 7 marcam as “voltas”
completas na semana, assim, temos que tal dia é “domingo” mais 6 dias.
Isto é, sibado. Desta maneira, para calcular em que dia semana serd uma
data daqui a 90 dias, basta tomarmos o resto da divisao do nimero do dia da
semana atual mais quanto dias queremos. No nosso exemplo, vamos supor
que hoja é sexta. Logo, o dia associado é 5. Assim, daqui a 90 dias, serd
o resto de 95 dividido por 7. Com 95 = 13 - 7 + 4, teremos que o dia da
semana serd o correspondente a 4, isto é, quinta.

Exemplo 3.7.6. Qual é o o tltimo digito de 27°°0? Primeiramente, note
que o ultimo digito de um ntimero é o resto da divisao de tal niimero por 10.
Ou seja, queremos achar a entre 0 e 9 de forma que a =19 27°%°. A primeira
coisa que podemos notar é que 27 =19 7. Logo, a =19 7°%°. Note também
que 72 = 49 Logo 7% =19 49 =19 9 =10 —1. Assim, 7°%0 = (72)?%0 =,
(—1)2%0 =4 1. Logo, o ultimo digito de 27°% ¢ 1.

Exemplo 3.7.7. Maneira alternativa de resolver o problema anterior: Par-
timos do ponto em que temos que 27°%° = 7590 Vejamos como se comportam
as poténcias de 7 médulo 10. Temos 70 =1, 7' =10 7, 7?2 =19 9, 7> =19 3,
7 =19 1, ou seja, elas formam um ciclo de comprimento 4. Assim, temos
que 7% =, 70 =4 1, pois 500 tem resto 0 na divisao por 4.

Exercicios

Exercicio 3.7.8. Mostre que um ntmero n € N é multiplo de 4 se, e
somente se, o numero formado pelos seus dois tltimos digitos é multiplo de
4.

Exercicio 3.7.9. Seja n € N impar. Mostre que 2" 4 1 ¢ divisivel por 3.

Exercicio 3.7.10. Prove que todo ano (incluindo bissextos) tem pelo menos
uma sexta-feira 13.

3.8 Exercicios do Capitulo

3.8.1. Numa reuniao de uma seita secreta, cada participante deve, ao che-
gar no local, cumprimentar cada um dos participantes que chegaram antes
(vamos supor que nao cheguem dois participantes ao mesmo tempo). Seja
n o numero de participantes e (), a quantidade total de cumprimentos na
reunido. Mostre que 2C,, = n(n — 1).
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3.8.2. Sejam a,b € N com b > 0. Sejam q1,q2,71,72 € N tais que a
bq1 + 11 = bga + 1r2 com 0 < 1,79 < b. Mostre que ¢1 = g2 € r1 = 19 (isto é,
mostre que a resposta do algoritmo de Euclide ¢ tnica).

3.8.3. Dizemos que um nimero n € N é par se 2|n. Dizemos que n é impar
caso contrario.

Mostre que todo niimero par pode ser escrito na forma 2k, onde k € N;

Mostre que todo niimero impar pode ser escrito na forma 2k + 1, onde

keN;

Mostre que todo nimero da forma 2k é par (para k € N);
Mostre que todo nimero da forma 2k + 1 é impar (para k € N);
Seja n € N. Mostre que n? é par se, e somente se, n é par.

3.8.4. Sejam py, ..., py primos. Mostre que p; nao divide p;
qualquer ¢t =1,...,n.

----- pn + 1 para

3.8.5. Mostre que existem infinitos primos.

3.9 Racionais

Definicao 3.9.1. Considere o conjunto A = {(a,b) € Z : b # 0} e considere
~ a seguinte relagao sobre A: dados (a,b), (z,y) € A, definimos (a,b) ~
(x,y) se, e somente se, ay = bx.

Proposicao 3.9.2. A relagio ~ definida acima € uma relagdo de equi-
valéncia sobre A.

Demonstragao. Note que (a,b) ~ (a,b). Também temos que (a,b) ~ (x,y

implica que (z,y) ~ (a,b). Agora vejamos a transitiva. Sejam (a,b), (z,y), (o, 3) €

A tais que (a,b) ~ (z,y) e (x,y) ~ («, 5). Temos que mostrar que (a,b) ~
(a, B). Isto é, afp = ba. Temos

ay = bx

xf = ya.

Assim, multiplicando por 8 a primeira equacao, temos ay = bx5. Logo,
ayp = bya. Como y # 0, temos af = ba: como queriamos. O
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Definigao 3.9.3. Denotamos por Q o conjunto A/ ~. Chamamos tal con-
junto de conjunto dos niimeros racionais.

Definigao 3.9.4. Definimos a operacao de soma sobre os racionais da se-
guinte maneira: dados [(a,b)],[(z,y)] € Q, definimos [(a,b)] + [(z,y)] =
[(ay + b, by)].

Proposicao 3.9.5. A operacdo de soma estd bem definida.

Demonstragao. Primeiramente, note que, de fato, (ay + xb,by) € A, ja que
by # 0 (pois tanto b como y sdo diferentes de 0). Agora vamos mostrar
que ela independe dos representantes. Sejam (a,b), (¢, d), (z,y), (w,z) € A
tais que (a,b) ~ (z,y) e (¢,d) ~ (w, z). Vamos mostrar que (ad + cb, db) ~
(xz +wy,yz) isto é, (ad + ¢b)yz = (zz + wy)db. Temos ay = bz e cz = dw.
Logo

(ad+ cb)yz = adyz + cbyz
aydz + czby
brdz + dwby
= (xz+ wy)db

O

Definigao 3.9.6. Definimos a operacao de produto sobre os racionais da
seguinte maneira: dados [(a,b)],[(z,y)] € Q, definimos [(a,b)] - [(z,y)] =
[(az, by)].

Proposicao 3.9.7. A operacdo de produto estd bem definida.
Demonstracao. Veja o Exercicio 3.10.2. ]

Definicao 3.9.8. Dizemos que um elemento [(a,b)] € Q estd na forma
canoénica se b > 0.

Proposicao 3.9.9. Todo nimero g € Q admite uma representacdo na forma
canonica.

Demonstragao. Seja [(a,b)] = ¢q. Se b > 0, nada temos a fazer. Se b < 0,
observe que [(—a, —b)] = [(a, b)] (pois —ab = —ba) e [(—a, —b)] estd na forma
canonica. ]

Definicao 3.9.10. Sejam ¢, € Q. Dizemos que ¢ < 7 se ay < zb se
q=[(a,b)], r =[(z,y)] e [(a,b)] e [(x,y)] estao na forma candnica.

Proposicao 3.9.11. A relagdo < definida acima estd bem definida.

Aqui é s6 pensar que esta-
mos fazendo a soma usual,
mas sem simplificar.

Novamente, isso é apenas
a operagao usual, sem sim-
plificagoes.
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Demonstracdo. Precisamos mostrar que se valem

[(a1,01)] = [(a2, b2)]

(w1, y1)] = [(72, y2)]
[(a1,01)] < [(21,91)]

entdao vale [(az,b2)] < [(z2,y2)]. Note que as duas primeiras equagoes se

traduzem para ai1by = bias € r1ys = y1x2. Assim, de a1y; < bixy, multipli-
cando ambos os lados por beys (que é maior que 0), temos

a1y1b2y2 < biz1bayo.

Substituindo a1bs por bias do lado esquerdo e x1y» por zoy; do lado direito,
obtemos:

brazy1y2 < bayix2by.

Cancelando biy; (que é diferente de 0), temos agys < boxs, isto é,
[(ag,b2)] < [(x2,y2)] como querfamos. O

Proposicao 3.9.12. A relacio < definida acima € uma ordem total sobre

Q.
Demonstragao. Ver o exercicio 3.10.4 O

Definicao 3.9.13. Seja [(a,b)] € Q escrito na forma canénica. Denotamos

[(a,b)] por . No caso em que b = 1, utilizamos simplesmente a.

Observacgao 3.9.14. Note que tal notagao fica coerente com o que tinhamos

antes. Isto é, § + % = aTer = a + b, onde a ultima soma é entre inteiros.
Note que temos a mesma coisa para o produto.

3.10 Exercicios

Exercicio 3.10.1. Qual o problema com a relagao ~ se deixarmos A conter
pontos da forma (z,0)?

Exercicio 3.10.2. Mostre que o produto dos racionais estd bem definido.
Atencao, mostre também que o resultado de tal operacao pertence a Q (veja
o comec¢o da demonstragao da Proposicao 3.9.5).

Exercicio 3.10.3. Mostre que a soma e o produto sao associativas, comu-
tativas e que vale a distributiva.
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Exercicio 3.10.4. Mostre que a relacao < definida acima é uma ordem
total sobre Q.

Exercicio 3.10.5. Encontre um elemento neutro para a soma. Mostre que
ele é tinico.

Exercicio 3.10.6. Encontre um elemento neutro para o produto. Mostre
que ele é tnico.

Exercicio 3.10.7. Mostre que se ¢ € Q e ¢ # 0, entao existe r € Q tal que
gr = 1. Neste caso dizemos que 7 é o inverso de ¢ e o denotamos por ¢~ .

Mostre que tal inverso é tinico.

Exercicio 3.10.8. Definimos a divisao em QQ como sendo, dados a,b € Q,
com b # 0, § = ab—'. Mostre que isso é coerente com a notacdo que ja
tinhamos, isto ¢, se a,b € Z com b # 0, entdo [(a,b)] = ¢ = ab™'.



Mas essas duas formas sao
equivalentes.

A ideia aqui é que o corte
divide o racionais em duas
“metades”, uma para es-
querda (no sentido de me-
nor) e uma para direita.
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3.11 Numeros reais

Vamos ver agora como definir o conjunto dos nimeros reais, supondo ja
conhecido o conjunto dos racionais. Veremos duas maneiras de se fazer isso.
A primeira, usa mais a ideia de ordem. A segunda, trabalha mais com a
nocao de convergéncia de sequéncias.

Como a primeira no¢ao com que vamos trabalhar envolve ordem, vai ser
bastante importante o conceito de intervalo:

Definigao 3.11.1. Seja (X, <) conjunto totalmente ordenado. Dizemos que
I C X é um intervalo se, para todo a,b € I, se x € X é tal que a < z e
x < b, entao x € I.

Cuidado com a definicao acima: a ideia é que o intervalo nao deixa
“buracos”, mas é preciso que o que “tamparia”’ cada buraco seja um elemento
no contexto trabalhado. Talvez os exemplos abaixo ajudem nesse sentido.

Exemplo 3.11.2. O conjunto {n € N:3 <n en < 20} é um intervalo nos
naturais. O conjunto {¢g € Q : 3 < ¢ e ¢ < 20} também é um intervalo em
Q. Mas o conjunto {n € Q : 3 < n,n < 20 e n € N} nao é um intervalo em

Q.

Defini¢ao 3.11.3. Chamamos de um corte de Dedekind um par (7, J)
onde I, J C Q sdo intervalos nao vazios tais que

o JUJ=Q;
e se i € I, entdo existe k € I tal que ¢ < k;
e dadosi €l e j € J temos que i < j.

Exemplo 3.11.4. (I, J) é um corte de Dedekind, onde I = {g € Q: ¢ < 0}
eJ={qeQ:q>0} (exercicio).

O truque com os cortes para se construir os reais é mais ou menos o
seguinte: cada corte vai representar um real e a ideia desse real é ser o
elemento que fica entre I e J. No exemplo acima, o real representado é o 0.
Note que ele é o minimo de J (isso acontece com qualquer outro racional).
A situacao fica mais interessante quando o corte representa um irracional,
como vamos ver no préximo exemplo (ndo vamos usar isso no exemplo, mas
tenha em mente que o corte representa o niimero \/§)
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Exemplo 3.11.5. (I,J) é um corte de Dedekind onde I = {q € Q : qq <

2Vg<0ted ={¢g€Q:2<qqANq> 0} Primeiramente, precisamos Faca um desenho de I e J!

provar que I e J sao intervalos. Vamos provar que J é um intervalo (I fica

como exercicio). Sejam a,b € J com a < b. Seja ¢ € Q tal que a < ¢ < b.

Como 0 < a, temos que 0 < ¢g. Assim, s6 falta mostrar que 2 < qq. De fato,

como a < ¢, temos aa < qa e aq < qq. Logo, aa < qq e, portanto, 2 < qq.
Vejamos que IUJ = Q. Note que é suficiente mostrarmos que Q C 1TUJ.

Seja g € Q. Se g < 0,q€ . Se g > 0, temos dois casos. Se gq < 2, entao

q € 1. Se gq > 2, temos que gq € J. Note que o caso qqg = 2 é
Se i € I, precisamos mostrar que existe k € I tal que i < k. Se 7 < 0, impossivel.

basta tomarmos k = % Se i >0 e i < 2, considere

21+ 2

1+ 2

k=

Primeiramente, note que k > ¢ pois

i(i42)
)
by
)
215
p;)

N

I
=~

Note também que kk < 2, pois

_ _ 2042 2i42
2—kk = 2-°5 i+2
— 9 _ 4i°48i44
- i2+4i+4

22 +8i+8— (4% +8i+4)
12+4i+4

Note que, como o denominador é positivo, s6 precisamos analisar o sinal do
numerador. Assim

212 +8 +8—4i2 -8 —4 =
>

S = &
|
N
N

Ou seja, tal diferenca é positiva, como queriamos.
Finalmente, s6 precisamos mostrar que, dados ¢ € I e j € J, temos que
1 < j - vamos deixar isso como exercicio.

Vamos agora provar alguns resultados béasicos sobre os cortes.

Lema 3.11.6. Seja (I,J) um corte de Dedekind. Se a € I e b < a, entdo
bel.
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Demonstragao. Suponha que nao. Entao b € J. Mas isso contraria a tltima
propriedade da defini¢ao de corte. O

Note que num corte, como I UJ = Qe INJ = (), o préprio I serve para
determinar o corte (basta definirmos J = Q ~\ ).

Proposicao 3.11.7. Dados (A, B) e (X,Y) dois cortes de Dedekind, dize-
mos que (A,B) < (X,Y) se A C B. Tal relagao é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.

Demonstragao. Que é uma relagao de ordem, nao ha nada a provar, ja que
a inclusdo é uma relacao de ordem. Resta mostrar que tal relacao é total.
Sejam (A, B) e (X,Y) dois cortes. Suponha que (4,B) £ (X,Y), isto é,
A ¢ X. Vamos provar que X C A. Seja x € X. Como A ¢ X, existe
a € AN X. Note que a € Y. Assim, para todo z € X, temos que z < a.
Em particular, temos x < a. Asim, z € A pelo lema. O

Definigao 3.11.8. Seja (X, <) conjunto totalmente ordenado e seja A C X
um conjunto nao vazio. Dizemos m € X é um majorante para A se a <m
para todo a € A. Dizemos que A C X é limitado superiormente se A
admite um majorante.

Exemplo 3.11.9. 1 e 3 sdo majorantes para o conjunto [0, 1] em Q.

Defini¢ao 3.11.10. Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado. Seja
A C X um conjunto limitado superiormente. Dizemos que a € X é um
supremo de A (notagdo sup A), se a = min{m : m é majorante de A}.

Um supremo pode nao existir:

Exemplo 3.11.11. Em Q, nfo existe sup A, onde A = {g € Q: ¢ > 0A¢? <

2}.
Mas se o supremo existe, ele é unico:

Proposigao 3.11.12. Seja (X, <) conjunto totalmente ordenado e seja A C
X conjunto limitado superiormente. Sejam a,b supremos de A. Entdo a = b.

Demonstragdo. Como a é o menor dos majorantes de A e como b é um
majorante de A, temos que a < b. A outra desigualdade é analoga. O

Definicao 3.11.13. Seja (X, <) conjunto totalmente ordenado. Dizemos
que < é uma ordem completa se, para todo A C X limitado, existe
a = sup A.
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Proposicao 3.11.14. A ordem definida acima para o conjunto de todos os
cortes de Dedekind é completa.

Demonstragdo. Seja A um conjunto de cortes que seja limitado. Isto é,
existe (I, J) tal que, para todo (A, B) € A, temos que A C I. Vamos provar
que existe um supremo para A. Considere (X,Y") onde

X=|J{A:(A,B) e A}

Y=Q~\ X

Vamos provar que (X,Y) = sup.A. Primeiramente, note que X # (),
pois qualquer A tal que (A, B) € Aétal que A # (e A C X. Note também
que existe j € J e que tal j ¢ A para qualquer (A, B) € A. Logo, j € B e,
portanto, B é nao vazio.

Vamos provar que X é um intervalo. De fato, sejam a,b € X e c € Q
tais que a < ¢ < b. Seja A tal que (A, B) € A e tal que b € A (existe pela
definicdo de X). Pelo Lema 3.11.6, temos que ¢ € A e, portanto, ¢ € X
como querfamos. Vamos deixar o restante da prova de que (X,Y) é um
corte como exercicio.

Note que, pela defini¢ao de (X,Y), temos automaticamente que A C X
para todo (A4, B) € A. Isto é, (X,Y) é um majorante para A. Resta mostrar
que é o menor. Para isso, basta mostrar que X C I. De fato, dado =z € X,
temos que z € A para algum (A, B) € A. Como (I, J) é majorante, temos
que A C I. Logo, x € I como queriamos. O

Definicao 3.11.15. Chamamos de R o conjunto de todos os cortes de De-
dekind com a ordem apresentada acima.

As operacoes sobre R podem ser definidas de maneira natural a partir das
operagoes definidas sobre Q. Por exemplo, (A, B)+(X,Y) = (A® X, B&Y),
onde I@J={i+j:i€l,j€j}.

Exercicios

Exercicio 3.11.16. Seja (I, J) um corte de Dedekind. Prove as seguintes
afirmacoes:

(a) Se q ¢ I, entao q € J.
(b) INJ=0.

(c) Se g € Q é tal que existe j € J tal que j < g, entao q € J.
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envolve conceitos que sao
bastante uteis em outros
contextos - por exemplo,
completamento de espagos
métricos.
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Exercicio 3.11.17. Seja (X, <) conjunto ordenado completo. Sejam A, B
nao vazios tais que B é limitado superiormente e A C B.

(a) Mostre que A é limitado superiormente.
(b) Mostre que sup A < sup B.

)
)

(c) Dé um exemplo nessas condigdes em que A # B mas sup A = sup B.
)

(d) Dé um exemplo nessas condigdes em que sup A < sup B.

3.12 Numeros reais (de novo)

Nesta secao vamos apresentar uma segunda maneira de definir niimeros reais.
Comegamos com a ideia do que é uma sequéncia ser convergente para
um ponto:

Definicao 3.12.1. Seja (g, )neny uma sequéncia de racionais. Dizemos que
tal sequéncia converge para ¢ se, para todo € € Q¢, existe ng € N tal
que, para todo m > ng, temos que |¢, — ¢q| < €.

Exemplo 3.12.2. Considere (g,)nen dada por ¢, = g para todo n € N.
Vamos provar que (¢, )nen converge para q. De fato, dado € € Qs¢, temos

lgn —q| =0< e
Ou seja, podemos tomar ng = 0.

Exemplo 3.12.3. A sequéncia (%H)”EN converge para 0. De fato, dado
€ € Q>o, note que ¢ = 3 com a,b > 0. Seja ng = b. Note que

Assim, dado m > ng, temos

! - Lt

m+1_

Intuitivamente, uma sequéncia convergente tem seus pontos ficando arbi-
trariamente préximos de um ponto fixado (para onde a sequéncia converge).
Podemos mudar um pouco o conceito e pedir que os pontos da sequéncia
fiquem préximos um dos outros - mas nao necessariamente préximos de um
ponto fixado:
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Definicao 3.12.4. Seja (¢n)nen uma sequéncia de racionais. Dizemos que
(gn)nen € uma sequéncia de Cauchy se, para todo € € Q~, existe ng € N
tal que, para todo m,n > ng temos |g, — gm| < €.

Se os pontos da sequéncia ficam proximos de um ponto fixado, eles ficam
préoximos entre si:

Proposicao 3.12.5. Se (qn)nen € uma sequéncia convergente, entdo (qn)nen
¢ uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Seja q tal que (g, )nen converge para q. Seja e € Q. Como
(gn)nen converge para g, existe ng tal que, para todo k > ng, temos

lae—al <

qr —4q B

Sejam n, m > ng. Temos

|Qn_Q+q_Qm‘
n — al + g — gm]

£ £
2+2
= £

‘Qn_Qm|

AN

O]

Algumas sequéncias de Cauchy nao convergem - por exemplo, tome uma
aproximacao racional para v/2. A ideia aqui serd representar cada real por
uma sequéncia de Cauchy - lembrando que as sequéncias de Cauchy neste
contexto sao formadas por nimeros racionais. Um problema que aparece
aqui é a falta de unicidade. Para cada real existem diversas sequéncias
de Cauchy que convergem para ele. Para isso, teremos que trabalhar com
classes de equivaléncias e considerar como iguais sequéncias que convergem
para o mesmo lugar. Mas como ainda nao temos para onde essas sequéncias
convergem (afinal, ainda estamos definindo os reais), precisamos usar um
truque parecido com a definigdo de sequéncia de Cauchy:

Definigao 3.12.6. Sejam (z,)nen € (Yn)nen sequéncias de Cauchy. Dizemos
que (xn)neN = (yn)nEN se (xn - yn)nEN converge para 0.

Proposicao 3.12.7. A relacdo = definida acima é uma relagao de equi-
valéncia.

Demonstragao. E claro que (2, )nen = (Tn)nen POIS (Zn—2n )nen € a sequéncia
constante igual a 0.

Em vez de usar € na de-
finicaio de que converge,
usamos § - como era para
qualquer e, podemos fazer

1sso.

Note que essa condigao é
equivalente a para todo ¢ €
Q=0 existe ng tal que para
todo n > ng |z, —yn| < e.



Note que, assim, k > n; e
k > no.
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Se (Tp)neN (Yn)nen, precisamos mostrar que (p)nen = (Yn)nen-
Como (Zp)neN = (Yn)nen, entdo a sequéncia (r, — Yn)nen converge para
0. Ou seja, dado ¢ € Qsq, existe ng tal que, para todo k > ng, temos que
|xr — yk| < e. Como |z — yi| = |yx — Tk, temos o resultado.

Finalmente, se (25)nen = (Yn)neN € (Yn)neN = (2n)neN, Precisamos mos-
trar que (xn)nGN = (Zn)neN-

Seja £ € Qsp. Como (n)nen = (Yn)nen, existe n; tal que, para todo
k > ni temos

~
o~

o — il < 5

Tp — -,

kE— Yk 2
Analogamente, existe ns tal que, para todo k > ns, temos

€

—zk| < =.

|y <3

Assim, considere ng = max{ni,ny}. Dado k > ng, temos:

lze — 21l = |Te — Yk + Y — 2]
< ke = yrl + lyr — 2]
< 5+t5
= ¢

O]

Proposicao 3.12.8. Se (zp)nen € (Yn)nen convergem para x e y respecti-
vamente, entao (Tp)neN = (Yn)neN S€, € somente se, x = y.

Demonstragdo. Suponha (z,)neN
e =z —y|l >0. Como (n)neN

(Yn)nen. Suponha que z # y. Entao
(Yn)nen, existe ny tal que, para todo

[l 112

k> mna,
€
ok =yl < 3
Como (zp,)neN converge para x, existe ng tal que, para todo k > na,
€
|z — 21| < 3
Analogamente, existe n3 tal que, para todo k > ns,
€
ly — k| < 3

Assim, seja k = max{ni,na,n3}. Temos

|z — 2+ 2 — yp + Yk — Y|
v — x| + |k — yr| + Yk — Y
R

13

|z — y|

AN
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contrariando a definicao de e.
Agora suponha z = y. Seja € > 0. Seja n; tal que, para todo k > nq,

|lx — k| <
Seja ns tal que, para todo k > na,

13
ly — | < 3

Considere ng = max{ni,ne}. Assim, dado k > ng, temos

|2k — 2+ 2 — yg
|2k — o] + |2 — yg
ok — 2| + [y — vl
e

|2k — Yk

A CIIA

O]

Definicao 3.12.9. Podemos definir R como sendo o conjunto de todas as
classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy de racionais pela relagao
acima.

Exercicios

Exercicio 3.12.10. Mostre que a sequéncia (gp)nen dada por ¢, = 0 se n
é par e ¢, = 1 se n é impar nao converge.

Exercicio 3.12.11. Suponha que (z,,),ecN converge para a e para b. Mostre
que a = b.

Exercicio 3.12.12. Sejam ¢,a € Q. Suponha que (¢,)nen converge para q.
Mostre que a sequéncia (¢, + a)pen converge para q + a.
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Capitulo 4

Teoria dos Conjuntos

4.1 Cardinalidade

Definicao 4.1.1. Sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que A e B tem a
mesma cardinalidade se existe f : A — B bijetora. Notagao: |A| = |B].

Proposigao 4.1.2. |N| = [N~ {0}
Demonstragdao. Basta considerar f : N — N\ {0} dada por f(n) =n+1. O
Proposicao 4.1.3. Considere P = {n € N:n € par}. Entao |P| = |N]|.

Demonstragao. Basta notar que a funcao f : N — P dada por f(n) = 2n
é uma bijegao (exercicio). O

Proposicao 4.1.4. Sejam A, B,C conjuntos. Se |A| = |B| e |B| = |C]|,
entao |A| = |C|.

Demonstragdo. Sejam f: A — B e g: B — C fungoes bijetoras. Note
que go f: A — C é bijetora (exercicio). O

Proposicao 4.1.5. Considere I = {n € N :n € impar}. Entao |I| = |N|.

Demonstragao. Basta notar que f : N — I dada por f(n) = 2n+1 é
bijetora (exercicio). O

Corolério 4.1.6. |P| = |I|.
Proposigao 4.1.7. |Z| = |N|.

81
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Demonstragao. Considere f : N — Z dada por

z se n é par
f(n) = { (n+1) .,
—-—5— sen ¢ impar

Note que f é injetora (exercicio). Vamos mostrar que ela é sobrejetora. Seja
z €7Z. Se z > 0, tome n = 2z. Note que f(n) = 2—2’3 = z. Se z < 0, tome

n = —2z — 1. Note que f(n):—%:z. 0

Nem sempre é facil verificar a existéncia de fungoes injetoras. Por exem-
plo, pode-se provar que |N| = |N x N|. Uma maneira é vocé perceber que a
funcao f : N x N — N dada por

f(a,b):%(a+b)(a+b+1)+b

Nao é tarefa simples encontrar uma funcdo como acima, nem mostrar
que ela de fato é bijetora (vale tentar um pouco).

Para contornar esse tipo de problema, o seguinte resultado ajuda bas-
tante:

Teorema 4.1.8 (de Cantor-Bernstein-Schroeder). Sejam A, B conjun-
tos e sejam f: A — B e g: B — A fungoes injetoras. Entao |A| = |B|.

Demonstragdo. Vamos provar o resultado supondo que AN B = (). Para
ver como obter o caso geral a partir desse, veja o Exercicio 4.1.15. Seja
x € AU B. Defina

e sp =1

o s f(st) sesteA
ntL T g(s%)  se st € B.

o 5 _ f71(s%,) ses®, estd definido e pertence a Im(f)
—(n+1) g 1(s%,) ses®, estd definido e pertence a Im(g)

Note que s? pode nao estar definido para todo z € Z. Considere
S*={s € AUB:z € Ze s} estd definido}

Note que (S*)zeaup forma uma particao sobre AU B (cuidado, pode acon-
tecer que S* = SY mesmo com z # y). De fato, sejam s¥ = s7. Note que,
entao sZ+m = Si,m Para qualquer m € Z. Logo, S¥ = 57.

Com isso, se mostrarmos que |[S* N A| = |S* N B|, terminamos. Temos

alguns casos:
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e Se s? estd definido para todo z, f induz uma bije¢ao, pois é sobrejetora.

e Se z é o menor tal que s? estd definido e s? € A, entao f induz uma
bijecao (ja que é sobrejetora).

e Se z é o menor tal que s estd definido e s7 € B, entao g induz uma
bijecao (ja que é sobrejetora).

Assim, fica facil mostrar o resultado que comentamos:
Proposigao 4.1.9. |N| = [N x NJ.
Demonstragao. Considere f : N — N x N dada por f(n) = (n,n) e g :

N x N — N dada por g(a,b) = 223%. Note que as duas fungdes sio injetoras
facilmente. ]

Também podemos provar o seguinte:
Proposigao 4.1.10. |Q| = |N]|.
Demonstragao. Como podemos ver N C Q, jé temos a fungao f : N — Q

injetora. Por outro lado, podemos tomar a funcao g : Q — Z x Z dada
por f(§) = (a,b), onde § estd na forma simplificada. Note que tal funcao é

injetora. Como |N| = |Z|, temos que |N x N| = |Z x Z| (veja o Alongamento
4.1.11) e como |N x N| = |N|, temos que |Z x Z| = |N|. Assim, existe
h : Q@ — N injetora. O
Alongamentos

Alongamento 4.1.11. Sejam A, B, X,Y conjuntos tais que |A| = |X| e
|B| = |Y|. Mostre que |A x B| =|X x Y.

Alongamento 4.1.12. Mostre que se existe f : A — B sobrejetora, entao
existe g : B — A injetora.

Alongamento 4.1.13. Mostre que se existe f : A — B injetora, entao
existe g : B — A sobrejetora.
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Exercicios

Exercicio 4.1.14. Mostre que |[N"| = |N| para todo n € Nx.

Exercicio 4.1.15. Este é um um roteiro para mostrar que, se vale o Teo-
rema de Cantor-Bernstein-Schoroeder para conjuntos disjuntos, entao vale
para o caso geral. Sejam f: A — B e g: B — A injetoras.

(a) Considere os conjuntos A’ = {(a,0) : a € A} e B = {(b,1) : b € B}.
Note que tais conjuntos sao disjuntos.

(b) Mostre que |A| = |A'| e |B| = |B'|.
(c) Conclua o resultado.

Exercicio 4.1.16. Enuncie e prove uma segunda versao do Teorema de
Cantor-Bernstein-Schoroeder, onde as fungoes f e g do enunciado original
sao sobrejetoras em vez de injetoras.

4.2 Conjunto das partes e mais cardinalidades

Um dos resultados que vamos mostrar nesta secao é que o conjunto dos
reais tem cardinalidade maior que a dos naturais. Faremos isso de uma
maneira indireta, mas os resultados intermediarios também sao tteis em
outras situagoes.

Vamos comecar com o conjunto das partes, que nada mais é que o con-
junto de todos os subconjuntos de um conjunto fixado:

Definicao 4.2.1. Considere X um conjunto. Chamamos de p(X) (con-
junto das partes de X) o conjunto de todos os subconjuntos de X.

Exemplo 4.2.2. Seja A ={1,2,3}. Entao

p(A) = {0’ {1 {2} {3} {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}
Proposigao 4.2.3. Se A tem n elementos, entio p(A) tem 2™ elementos.

Demonstracao. Vamos mostrar o resultado por inducao sobre n. Se n = 0,
entdo A = () e, como () C (), temos que p(0) = {0}. Ou seja, p(P) tem um
elemento, como queriamos.

Agora suponha o resultado para n e vamos provar para n + 1. Seja A
com n + 1 elementos. Seja a € A. Considere P(A) = {X C A:a ¢ X}.
Ou seja, P(A) = p(A ~ {a}). Assim, por hipétese de indugao, temos que
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P(A) tem 2" elemento. Considere Q(A) = {X C A :a € A}. Note que
f:P(A) — Q(A) dada por

f(X) =X U{a}

é uma bijecao (exercicio). Logo, P(A) e Q(A) tem 2" elementos cada. Fi-
nalmente, note que p(A) = P(A) UQ(A) e que P(A)NQ(A) = 0. Assim,
o(A) tem 2" + 2" = 2" glementos como querfamos. O

Notagao: indicaremos por | X| # |Y| quando nao existe uma bijecao entre
XeY.

Proposicao 4.2.4. |N| # |p(N)|.

Demonstragao. Suponha que exista f : N — ©(N) bijecao. Considere o
conjunto A ={a € N:a ¢ f(a)}. Como f é uma bijecao e A € p(N), temos
que existe b € N tal que f(b) = A. Vamos ver que isso dd uma contradicao.
Note que se b € A, entdao b € f(b) e, portanto, b ¢ A. Por outro lado, se
b¢ A, entao b ¢ f(b) e, portanto, b € A. O

Note que, claramente, existe uma fungao injetora de N em p(N). Por
exemplo, podemos tomar f(n) = {n}. Assim, o que o resultado anterior nos
diz é que nao existe uma funcao injetora de p(N) em N (ou, equivalente-
mente, que ndo existe uma fun¢ao sobrejetora de N em p(N).

Proposicao 4.2.5. Existe uma funcao injetora de R em p(N).

Demonstragao. Note que basta provarmos que existe uma funcao injetora
de R em p(Q) (veja o Alongamento 4.2.12). Para cada r € R, existe (g}, )nen
sequéncia de racionais que converge para r. Podemos tomar tal sequéncia
de forma que z] # x] se n # m (pense um pouco para se convencer disso).
Vamos provar que a funcao f: R — p(Q) dada por

f(r)y=A{x, :neN}

é injetora.
Sejam r # s € R. Considere € = |r — s|. Como (] ),en converge para 7,
existe n, tal que, se n > n,, temos
€

\902—7”’<§

Analogamente, existe ng tal que, se n > ng, temos
€

\:Efl—s\<§

Para uma demons-
tracao alternativa, veja o
Exercicio 4.2.14
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Vamos mostrar que f(z,) N f(zs) é finito - note que isso prova que
f(z,) # f(xs) j& que eles sdo infinitos. Suponha que nao, entdo existe
a € f(xzy) N f(xs) tal que a = 2}, e a = x}, com n > n, e k > n,. Assim,

r=sl = Fr-ata-s
< |Jr—a|l+|a—s|
= |r—ap] 4 faf — sl
< €
contradicao. O
Ja temos “metade” da igualdade |R| = |p(N)|. Vamos agora & outra

metade.

Definicao 4.2.6. Dados conjuntos A C B, denotamos por x5 : B — {0,1}
a funcao dada por

1 sexeA

B _

XA(x)_{ 0 sex¢ A

Chamamos tal funcao de funcao caracteristica de A em B. Normalmente,
quando B esta claro no contexto, o omitimos.

Proposigdo 4.2.7. |F| = |p(N)| onde F = {x}} : A C N}.

Demonstragdo. Basta notar que a fungao ¢ : F — p(N) dada por p(x4) = 4
¢é bijetora. 0

Proposicao 4.2.8. Eziste uma fun¢ao injetora de p(N) em R.

Demonstragao. Note que é suficiente mostrarmos que existe uma funcao
injetora de F em R. Considere ¢ : F — R dada por

(xa) =0, xa(0)xa(1) - xa(n)---

Coroldrio 4.2.9. |R| = |p(N)|

Corolario 4.2.10. Ndo existe f : R — N injetora.
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Alongamentos

Alongamento 4.2.11. Determine p(X) onde:
(a) X ={a,b,c,d};
(b) X ={0};
() X

(d) X =p({1,2}).

Alongamento 4.2.12. Mostre que se |A| = |B|, entao |p(A)| = |p(B)|.

Exercicios

Exercicio 4.2.13. Mostre que, dado X um conjunto, entao | X| # |p(X)|.

Exercicio 4.2.14. Lembre-se que cada r € R pode ser visto como um par
(Ir,Jr) que é um corte de Dedekind. Mostre que a funcao f : R — p(Q)
dada por f(r) = I, é injetora. Use isso para uma demonstracao alternativa
da Proposicao 4.2.5

4.3 Enumerabilidade

Nesta secao vamos apresentar os resultados na forma de exercicios.
Definigao 4.3.1. Dizemos que um conjunto X é enumeravel® se | X| = |N]|.

Exercicio 4.3.2. Sejam A e B conjuntos enumeraveis. Mostre que AU B
é enumeravel (para facilitar, mostre o caso em que eles sao disjuntos).

Exercicio 4.3.3. Mostre que, se para cada n € N, X, é enumeravel, entao
Upen Xn ¢ enumerdvel (novamente, faca o caso em que eles sao todos dois
a dois disjuntos).

Exercicio 4.3.4. Mostre que N" é enumeravel.

Exercicio 4.3.5. Seja X um conjunto enumeravel. Para cada n € Nsg,
considere X,, = {4 C X : A tem n elementos}.

(a) Mostre que X™ é enumerdvel.

!Em geral, um conjunto finito também é dito enumerdvel, mas vamos supor nestes
exercicios que todos os conjuntos sdo infinitos para facilitar.
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(b) Construa f: X, — X" injetora.

(¢) Mostre que entao existe g : X;, — N injetora.
(d) Mostre que existe h : N — X, injetora.

(e) Conclua que X,, é enumeravel.

Definigao 4.3.6. Dizemos que um conjunto A é finito se A tem n
elementos para algum n € N.

(f) Mostre que F é enumeravel, onde F = {F C X : F ¢ finito}.

Exercicio 4.3.7. Mostre que Y = {A C N: A ¢ infinito} é nao enumeravel.

Vamos terminar essa secao apresentando um resultado interessante sobre
0s numeros reais:

Definicao 4.3.8. Dizemos que 7 € R é um ntiimero algébrico se existe
um polinémio p nao nulo com coeficientes racionais tal que p(r) = 0.

Exemplo 4.3.9. Qualquer g € Q é algébrico, ja que x — ¢ é um polinémico
como acima. /2 também é algébrico, j4 que 22 — 2 também é como acima.

Proposigao 4.3.10. O conjunto dos nimeros algébricos é enumerdvel.

Demonstragdo. Seja P’ o conjunto de todos os polindémios de coeficientes
racionais. Note que, para qualquer n € Ny, Q" é enumerdvel. Assim,
Q = Un€N>O Q™ é enumeravel. Note que existe uma bijecao ¢ : Q@ — P
dada por

©(qos -+, qn) = o + Q1T + - -+ + gu”
Assim, se considerarmos P o conjunto dos polindmios nao nulos de coefici-

entes racionais, temos que P também é enumeravel. Seja f : N — P bijecao.
Dado n € N, considere

Znp ={reR:p(r)=0,onde p= f(n)}

Note que cada Z,, é finito (isso foge do escopo desse texto, mas nao é tao ruim
de provar). Note também que J,,cy Zn € 0 conjunto de todos os niimeros
algébricos. Assim, como tal unido é enumeravel, temos os resultados. O
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4.4 Axiomas

Qual a ideia intuitiva que temos de conjuntos? Normalmente pensamos
que um conjunto é qualquer colecao de coisa. Seguindo esse raciocinio,
poderiamos fazer:

T ={X:X éum conjunto}

Este seria o conjunto de todos os conjuntos. Como o préprio T' é um con-
junto, temos que T" € T. Isso é estranho, mas ainda assim nao parece ser
uma contradicao. Como isso é estranho, poderiamos entao criar o conjunto
dos conjuntos nao estranhos:

R={XeT:X¢X}

Teriamos, por exemplo, que T' ¢ R. Por outro lado, N € R. Mas e R? Note
que nao temos opc¢ao para R: se R € R, pela definicdo de R, temos que
R ¢ R. Por outro lado, se R ¢ R, novamente pela definicdo de R, temos
que R € R. Ou seja, a existéncia de R implica numa contradicao. Este é
conhecido como o paradoxo de Russel. Quem quiser saber mais sobre a
histéria deste problema, recomendamos [?].

Para evitar problemas como o Paradoxo de Russel, apresentamos uma
lista do que podemos fazer com conjuntos. Esta lista é conhecida como ZFC
(Zermelo, Fraenkel e Axioma da Escolha). Vamos apresentar a lista aqui,
com alguns comentarios.

Quem quiser saber mais sobre o assunto, recomendamos [?].

Existéncia Existe um conjunto que nao possui elementos. Em simbolos,
dx Yy y ¢ x. Denotamos tal conjunto por ().

Extensao Dois conjunto sao iguais se possuem os mesmos elementos. Em
simbolos: Vz Vy(Vz (z ez w2z €y)AN(z €y > 2z€2)) > =y.

Quando ocorre Vz z € y — z € z, usamos a seguinte notacao: y C x.
Desta forma, podemos denotar o tltimo axioma como Va Vy(z C y A
yCczxz)—>x=y.

Separagao Se P é uma propriedade e x é um conjunto, existe o subcon-
junto y que contém exatamente os elementos de x que satisfazem a
propriedade P. Em simbolos Vx Jy((Vz € = P(z) —» z € y) A (Vz €
y — (z €z AP(2)))). A notagao usual para isso é y = {z € x : P(2)}.

Par Se z e y sdo conjuntos, entao existe um conjunto z que contém os dois
como elementos. Em simbolos: Vx Vy dz x € 2z Ay € z. Note que
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tal axioma nao garante que os tnicos elementos de z sejam = e y mas,
para isso, podemos usar o axioma da Separacao. No caso em que 0s
unicos elementos de z sejam x e y a notacao fica z = {x,y}. Se, além
disso, se x = y, usamos a notagao z = {z}.

Uniao Para todo conjunto x, existe um conjunto y que contém todos os
elementos dos elementos de . Em simbolos: Vx Jy Va dz € z a €
z — a € y. Novamente, tal axioma nao garante que os tnicos elemen-
tos de y sejam esses, mas isso pode ser feito utilizando-se o axioma
da Separacao. No caso em que o conjunto y contém exatamente tais
elementos, a notagao usual é y = J,, 2. Agora podemos provar que
dados conjuntos A e B, existe o conjunto AU B. Primeiramente mos-
tramos que existe o conjunto {A, B} (exercicio). Depois, mostramos
que existe y = Uze{A,B} z (note que este é o conjunto desejado).

Partes Dado x um conjunto, existe um conjunto y que contém todos os
subconjuntos de x. Em simbolos: Vx dJy Vz 2 C 2 — 2z € y. No-
vamente, nao temos garantido que os tnicos elementos de y sejam os
subconjuntos de x, mas podemos contornar isso com o axioma da se-
paracao. Se for o caso em que os elementos de y forem os subconjuntos
de x, usamos a notacao y = p(x).

Infinito Dado um conjunto z, denotamos por S(x) o conjunto x U {x}
(podemos fazer isso pelo axioma do par (veja o Exercicio 4.4.3 e da
unido). O axioma do infinito diz que existe um conjunto A tal que
) € A e tal que para todo x € A, S(z) € A. Em simbolos: 34 () €
AN (Ve e AS(x)eA).

H& mais alguns axiomas, mas os deixaremos para a proxima secao.

Outra interpretacao

Uma caracteristica do método axioméatico é que podemos ter diferentes in-
terpretagoes para o que os axiomas descrevem. Isso ocorre também com os
axiomas aqui apresentados. Por exemplo, considere a relacdo < definida
sobre N da seguinte forma:

a < b se, e somente se, 0 a-ésimo termo da expansao binaria de b é 1

Por exemplo, b = 25 em binario da 110012 entao 0 < 25, 1 &« 25, 4 < 25.
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Essa relacao satisfaz todos os axiomas apresentados acima, com excecao
ao do infinito (interpretando < como €). Por exemplo, o niimero 0 faz papel
de () uma vez que nao existe a tal que a < 0. Se a e b sdo nimeros distintos,
o nimero k=242 étal que a < ke b < k.

Exercicios

4.4.1. Mostre que o conjunto vazio é tinico. Isto é, que s6 existe um conjunto
sem elementos.

4.4.2. Mostre que existem os seguintes conjuntos:

(a) {0};

(b) {{0}};

(c) {0,{0}}.

4.4.3. Se x é um conjunto, mostre que {x} também é um conjunto.
4.4.4. Mostre que se {z} é um conjunto, entdo = também é.

4.4.5. A ideia deste exercicio é formalizar o conceito de intersec¢ao. Seja A
um conjunto nao vazio. Sejab € A. Defina(,cpa={zr €b:Vac Az € a}.

(a) Justifique a existéncia de tal conjunto.

(b) Mostre que tal defini¢ao independe da escolha do b. Isto é, seja ¢ € A.
Mostre que {r €b:Vac€ Az €a} ={r€c:Yae Ax € a};

(c) Se A e B sao conjuntos, defina AN B com o que foi feito acima.

4.4.6. Mostre que podemos omitir o axioma da existéncia. Isto é, que a
existéncia do conjunto vazio pode ser obtida a partir dos outros axiomas.

4.4.7. Mostre que nao existe o conjunto de todos os conjuntos.

4.4.8. Mostre que se a, b, ¢ s2o conjuntos, entdo existe o conjunto {a, b, c}.

4.5 Funcoes e o restante dos axiomas

Comecamos com a ideia principal de uma funcao: associar a cada elemento
de um lado, um unico elemento do outro. Com isso em mente, podemos
definir uma férmula do “tipo fungao”. Basicamente é uma féormula P, que a
cada ay, ..., a, conjuntos, associa um unico conjunto b tal que P(b,ay, ..., ay)
seja satisfeita. Muitas vezes usamos uma notagao mais parecida com funcao

b= f(al, ceey an).
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Exemplo 4.5.1. Considere P(x,y) sendo y € z A (Vz € z z = z). Note
que a cada a que tomarmos, sé existe um conjunto b satisfazendo P(b,a) (a

saber, b = {a}).

Exemplo 4.5.2. Se omitirmos a parte “Vz € xz = x” na propriedade P
anterior, nao temos mais que P é do tipo funcao. Pois by = {a,0} como
by = {a} (suponha a # ()) sao distintos e P(by,a) e P(bg,a) sdo satisfeitas.

Podemos formalizar a ideia do que é uma funcao usando o que ja temos
até aqui. Comecemos com a ideia do par ordenado:

Definicao 4.5.3. Sejam z,y dois conjuntos. Definimos o par ordenado
como o conjunto {{z}, {z,y}}. Notacdo (z,y). Neste caso, dizemos que x é
a primeira coordenada do par e que y é a segunda.

Observacao 4.5.4. e Existe uma férmula P tal que P(z) é verdadeira
se, e somente se, x é um par ordenado;

e Existe uma férmula P; tal que P;(a,z) é verdadeira se, e somente se
x é um par ordenado e a é a primeira coordenada de x;

e Existe uma férmula P, tal que Py(a,x) é verdadeira se, e somente se
x é um par ordenado e a é a segunda coordenada de x;

Proposicao 4.5.5. Sejam (x,y) e (a,b) dois pares ordenados. Entdo (x,y) =
(a,b) se, e somente se, x =a ey =b.

Definigao 4.5.6. Se X e Y sao conjuntos, denotamos por X XY o conjunto
de todos os pares ordenados (z,y) taisquez € X ey € Y.

Observagao 4.5.7. Na verdade, é necessario provar que se X e Y sao
conjuntos, entdao X x Y é de fato um conjunto. Isso é possivel usando o
fato que p(Y') é conjunto e, portanto, que X U p(Y) é conjunto. Assim,
P(X U p(Y)) também é um conjunto. Finalmente, usamos o axioma da
separacao para tomarmos apenas os pares ordenados desejados.

Definigcao 4.5.8. Chamamos de uma funcao f de X em Y um subconjunto
de X x Y tal que, para todo = € X, existe y € Y tal que (z,y) € f e que
se (z,y1), (x,y2) € f, entdo y; = y2. Neste caso, denotamos (z,y) € f como

f(x) =y.

Agora podemos continuar com a lista dos axiomas de ZFC:
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Substituicao Considere P uma férmula do tipo funcao. Se x é um con-
junto, entao existe o conjunto y de todos os elementos associados ao
aplicar-se P aos elementos de z. Em simbolos: Vz (Vay,...,a, €
x3z P(z,a1,....,ay)) — (FyVz Vaq,...,an € xP(z,a1,...,an) — 2 € y).
O 3!z quer dizer “existe um unico z satisfazendo o que vem a se-
guir”. No caso em que y contém exatamente tais elementos, denota-
mos y = {z: P(z,a1,...,ay),a1,...,a, € x}. Ou, usando a notacao de
funcao, y = {f(a1,...,an) : a1, ...,an}.

Fundagao Todo conjunto x nao vazio possui um elemento que é disjunto
de . Em simbolos Vo oz # 0 — (Jy € x y Nz = 0). Este é o axioma
de ZFC que é menos usado em matemadtica em geral. Apesar disso,
serve, por exemplo, para impedir que existam conjuntos x tais que
x € x (veja o Exercicio 4.5.2). Também o usaremos para mostrar a
propriedade fundamental do par ordenado.

Escolha Se x é um conjunto de conjuntos nao vazios, entao existe uma
fungao f : x — J,epa tal que f(z) € x. Ou seja, se temos uma
familia de conjuntos nao vazios, podemos “escolher” um elemento de
cada conjunto.

Exercicios

4.5.1. (a) Escreva numa férmula “x tem exatamente um elemento” (um
conjunto desta forma é dito unitario);

(b) Escreva numa férmula “x tem exatamente dois elementos”.
4.5.2. Mostre que nao existe = tal que x € x.
4.5.3. Mostre que nao existem conjuntos a, b tais que a € b € a.

4.5.4. Seja X um conjunto. Mostre que existe o conjunto A formado por
todos os unitarios de elementos de X. (Isto é, A = {{z}: 2z € X}).
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4.6 Exercicios do Capitulo

4.6.1. Dizemos que um conjunto X ¢é indutivo se () € X e, para todo
z e X, S(x)=zU{z} € X. Considere A o conjunto dado pelo axioma da
inifinito. Considere A = {a € p(A) : a é indutivo}.

a) Mostre que A € A;

(a)
(b) Mostre que, para todo a € A, 0 € a;

(c) Considere N = (,c 4 a. Mostre que () € N;
(d) Mostre que {0}, {0,{0}} € N.

(e) Mostre que N é indutivo.

Observacgao 4.6.1. Esta é a maneira usual de se construir o conjunto N dos
naturais. Chamamos de 0 o elemento de N que possui 0 elementos (isto é,
o (), chamamos de 1 o elemento de N que possui 1 elemento (isto é, o {0}),
chamamos de 2 o elemento de N que possui 2 elementos (isto é, o {0, {0}})
etc.

4.7 Boa ordenacao

Definigcao 4.7.1. Dizemos que uma ordem = é uma boa ordem sobre X
se para qualquer A C X nao vazio é tal que A possui elemento minimo.

Exemplo 4.7.2. A ordem usual sobre N é uma boa ordem (pelo Principio
do Menor Elemento).

Exemplo 4.7.3. A ordem usual sobre 0, 1] ndo é uma boa ordem pois o
préprio conjunto |0, 1] ndo possui minimo.

Teorema 4.7.4. Para todo conjunto existe uma boa ordem.

Na verdade, podemos colocar o teorema anterior no lugar do axioma da
escolha - para isso, deveriamos provar que com o axioma da escolha podemos
provar o teorema anterior (ndo vamos fazer isso aqui) e depois provar que,
supondo o teorema anterior, podemos provar o axioma da escolha. Eo que
faremos no préximo resultado:

Proposicao 4.7.5. Se todo conjunto pode ser bem ordenado, entdo vale o
axioma da escolha.
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Demonstragao. Seja X um conjunto de conjuntos nao vazios. Precisamos
mostrar que existe uma fungao f : X — (J,cx  tal que f(z) € z para
todo 2 € X. Como X é um conjunto, temos que |J,.x # é um conjunto.
Logo, existe < uma boa ordem sobre J .y z. Defina f : X — (J cx @
como f(x) = minz (a ideia aqui é que sabendo que existe a boa ordem,
podemos fazer uma tnica “escolha” de antemao). O

Vamos chamar de um w; um conjunto bem ordenado por = tal que w; é
nao enumeravel e tal que, para qualquer x € wy, o conjunto

{yew :y 2z}

é enumeravel.

Pode-se mostrar que dados quaisquer dois conjuntos com a propriedade
acima, eles sdo “isomorfos no sentido de ordem”. Isto é, existe uma bijecao
entre eles que preserva a ordem. Isso nos da a “unicidade” de tal conjunto.
Falta mostrar que existe algum conjunto com tal propriedade. Vamos mos-
trar isso agora.

Seja < uma boa ordem sobre R. Ja sabemos que R é nao enumerével -
isto é, nao nao existe uma sobrejecao de N em R (note que a outra sobrejecao
obviamente existe). Suponha que nao exista x € R tal que

{lyeR:y =<z}

seja nao enumeravel. Se isso acontece, o préprio R com essa ordem serve
como wi. Se existe tal x, entao podemos tomar o menor com tal propriedade.
Fazendo isso, pela minimalidade, obtemos que, para qualquer y € x:

{zeR:z<y}

é enumeravel e, portanto
{lyeR:y =<z}

serve como wi.
Pela maneira como wy foi construido, pode-se mostrar que, dado qualquer
conjunto X n&éo enumerdvel, existe f : w; — X injetora. Ou seja, w;
represnenta o menor tamanho possivel para um conjunto nao enumeravel.
Finalmente, poderfamos nos perguntar se |w;| = |R|. Essa é conhecida
como a hipdtese do continuo. Essa afirmacao nao é consequéncia dos axiomas
de ZFC, nem sua negagao é.

Essa nao é a definicao
usual de wy, mas optamos
por essa por simplicidade.

Nesse contexto, muitas ve-
zes denota-se wy por Nj.



96 CAPITULO 4. TEORIA DOS CONJUNTOS

Exercicios

4.7.1. Mostre que se < é uma boa ordem sobre X, entao < é uma ordem
total.

4.7.2. Encontre o erro na seguinte argumentagao: O Teorema da boa ordem
diz que todo conjunto tem uma boa ordem. Mas o seguinte subconjunto |0, 1]
de R nao possui menor elemento, logo esta nao é uma boa ordem e, portanto,
o teorema nao vale.

4.7.3. Considere os seguintes conjuntos ordenados. Decida quais ordens sao
boas:

a) R com a ordem usual;

(
(b

Q com a ordem usual;

)
)

(¢) [0,1] com a ordem usual;

(d) {1} com a igualdade como ordem;
)

(e) N~ {0} com a | como ordem (lembrete: alb se a divide b).



Dicas de alguns exercicios

1.1.9 O que é falar uma mentira sobre uma verdade? E falar a verdade
sobre uma mentira?

1.2.8 No item (a), basta notar que para a ser igual a b, basta que a nao
seja maior que b nem que seja menor. Assim, uma proposicao desejada é

(=p) A ().
1.2.9 Escreva quando p A g é falso. Negue isso.

1.4.13 Tente ver qual a relagao entre os seguintes pontos: (1,1),(1,2),(2,1)
e (2,2).

1.4.17 Considere o conjunto [0, 1] com a ordem estrita usual.

1.4.18 Considere os conjuntos Q e N com as ordens estritas usuais.

2.2.4 Faga o caso com 2 cavalos (n =1).

2.3.16 Some tal elemento com O.

2.3.17

a Suponha que b # 0. Entao b = s(c¢) para algum ¢ € N.

b Use b = 0 dado pelo item anterior e faga a conta.

2.4.10 Considere R dado por n + 1 retas. Separe uma das retas. Escreva
2R =2V + 2N, onde V é quantidade de regioes que ja se tinha antes da tal
reta e N é a quantidade acrescida pela reta.

2.4.11

97
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a Calcule f(1) como f(s(0)) pela definigao. Depois calcule f(2) como f(s(1))
e use o que voceé ja fez e a definicao.

b Olhe as Proposigoes 2.3.5 e 2.4.2.
2.5.4 Mostre por contradigao. Use o fato que < é total. Veja o Lema 2.5.4.
2.6.1 Multiplique tal elemento por 1.

2.6.2 Mostre por inducao no nimero de postos. Note que sempre tem um
posto com combustivel suficiente para se chegar no préximo posto.

3.2.13
b Suponha que [z] N [y] # 0. Mostre que [x] = [y].

3.2.14 Mostre que ¢([a]) = f(a) é bijetora (ndo esquega de mostrar que ela
estd bem definida).

3.3.17 Olhe a demonstragao da Proposi¢ao 3.3.4. Suponha (a,b) ~ (z,y),
(¢,d) ~ (w, z). Obtenha as equagoes (multiplicando por termos adequados):
ac+yc =bc+cz, db+dr = da+dy, xc+ 2z = zd+wx e dy+wy = cy+ zy.
Some tais equagoes.

3.4.15 Escreva [(z,y)] na forma canoénica. Analise os casos.
3.4.18
a Use o Exercicio 3.4.16.

b Use o Exercicio 3.4.16. Atengao com o fato que produto de positivos é
positivo (Proposicao 3.4.7).

¢ Use o Exercicio 3.4.16. Lembre que —a + a = 0 e que se a é negativo,
entao —a € positivo.

3.5.3
a Use que a < |a| e o Exercicio 3.4.18.
b Use que —|a| < a e o Exercicio 3.4.18.

c Separe os casos em que a +b>0e a+ b <0 e use os itens anteriores.
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a Use o Teorema 3.5.8 para —a. Encontre um valor ¢’ e r’ para o —a.
Escreva a em funcao de ¢’ e 7’. Some e subtraia b para encontrar ¢ e 7 como
desejados.

b Aplique o item anterior e o Teorema 3.5.8 para —b.
3.5.6 Use o principio do menor elemento.

3.6.18

b Use o fato que mdc(a, b)|a;

c Note que ak é multiplo de a e de b;

d Use o fato que mmec(a,b) < ak.

3.7.8 Considere o resto da divisdo do nimero por 100.

3.7.9 Vocé quer achar o resto da divisao de 2™ + 1 por 3. Lembre que
2 =3 —1.

3.8.2 Veja a demonstracao de 3.7.4 para mostrar que r; — 9 = 0.
3.8.3
b Use o algoritmo da divisao de Euclides.

d Aplique o algoritmo da divisdo de Euclides para dividir 2k 4+ 1 por 2. Use
a unicidade dada no exercicio 3.8.2.

e Num dos lados, suponha que n nao é par e use o item (b).

3.8.4 Use a unicidade do algoritmo de Euclides.

3.8.5 Suponha que p1, ..., pn sejam todos os primos. Use o exercicio anterior.
3.10.1 Tente mexer com a transitiva.

4.2.13 Veja a demonstracao da Proposicao 4.2.4

4.4.5

a Use o axioma da separagao.
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¢ Veja como fizemos com a uniao.

4.4.6 Use o axioma do infinito e o da separagao.

4.4.7 Use o axioma da separacgao para reproduzir o paradoxo de Russel.
4.5.2 Considere o conjunto {z} e use o axioma da fundagao.

4.5.3 Considere o conjunto {a, b} e use o axioma da fundacao.

4.5.4 Use o axioma da susbtituicgao.

4.7.1 Considere conjuntos da forma {z,y} C X.
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