Submodelos Elementares e uma Aplicacao
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1 Introducao

Nesse trabalho apresentaremos as ferramentas necessarias para entender o que
sao submodelos elementares e como aplicar esse conceitos para demonstrar o seguinte
Teorema:

Seja (X, 7) Lindeldf, regular e satisfazendo o primeiro axioma de enumerabilidade.
Entao | X| <.

Para ver mais aplicacoes em topologia e teoria de conjuntos basta ver a referéncia
[1].

Veremos que consiguiremos de certa forma um modelo bem grande que contenha
o espaco X e as propriedades topologicas desejadas, mas como precisamos que o
espaco tenha o tamanho de no maximo ¢ usaremos o Teorema Downward Loweinhein-
Skolem. Tal Teorema nos permite conseguir um modelo menor que ainda contenha
os objetos que nos sao necessarios.

2 Liguagens, Modelos e Submodelos

Nessa secao falaremos sobre linguagens, modelos e no final definiremos o que
¢ um submodelo elementar. Para isso apresentaremos brevemente as definicoes de
formulas, satisfacao e Teoria.

Definicao 2.1. Uma linguagem é um conjunto de simbolos e dentre eles teremos
simbolos para relacoes, simbolos para funcgoes e simbolos para constantes:

L=A{P, .. F .. c..}



cada P é uma relacao n-aria para algum n > 1 e cada F' é uma m-func¢ao para algum
m > 1.

Termos e formulas de uma linguagem £ sao sequéncias finitas de simbolos de
simbolos de L, e de simbolos logicos (simbolos de indentidade “=", parentesis “( e
)7, variaveis, conectivos “V e A”,negacio “—" e quantificadores “¥ e 37). O conjuntos
de todos os termos e formulas sao definidos por recursao, para maiores detalhes veja
David Maker.

Um modelo para uma linguagem dada £ é o par U = (A, I) onde A é o universo
de U e I é a funcao interpretacao que interpreta os simbolos de £ em A. Um modelo
para L é usualmente denotado da seguinte forma:

U= (APY . FY . M .)

Como iremos verificar as intepretacoes das formulas dentro dos modelos é melhor
entenderemos um pouco melhor o que sao fomulas e o que é o seu valor.

Definigcao 2.2.

7) Uma varidvel é um termo.

77) Um simbolo de constante é um termo.

i1i) Se F' é uma m-funcio e ty, ..., t,, sdo termos, entdo F(ty,...,t,,) é um termo.

)
)
iv) Qualquer combinagao finita dos itens i) — iii) sdo termos.

Definigao 2.3.

i) t; =ty € uma féormula atomica, onde t; e ty sdo termos de L.

i1) Se P é uma relagdo n-aria e tq, ..., t,, termos, entdo P(ti,...,t,) ¢ uma féormula
atémica.

Definicao 2.4.

i) Uma formula atomica é uma férmula.



i1) Se ¢ e 1 sao formulas, entdo (¢ A1) e —p sdo formulas.
i1i) Se x & uma variavel e ¢ uma formula, entao (Vz)p ¢ uma férmula.
iv) Qualquer combinagao finita dos itens i) — éii) sdo férmulas.

Uma sentenca é uma férmula sem variaveis livres.

Definicao 2.5.
O valor de um termo t(vp,...,v,) em xo,...,x, ¢ definido como t[zy,...,z,] da
seguinte forma:

i) Se t =v;, entao t[zo, ..., x4 = ;.

i1) Se t é um simbolo constante ¢, entdo é a interpretacio de ¢ em U.

iti) Set = F(ti,...,ty) onde F' é uma m-funcao, entao t[zo, ..., z4| = G(t1[zo, ..., Tg|, ... tm[T0, ...

onde GG é a interpretacao de F em U.

Definicao 2.6. Suponha que ¢(vy, ..., v,) é a formula atomica t; = ¢, onde t1(vy, ..., v,)
e ta(vg, ..., vy) sdo termos. Entao zo, ..., z, satisfaz ¢ se, e somente se, t[zo, ..., x,] =
tg{l’o, ceey Iq].

Suponha que (v, ...,v,) € a formula atéomica P(ty,...,t,) onde P é uma relacao
n-aria e t1(vo, ..., Vq), ..., tn(vo, ..., vy) S0 termos. Entao xo,...,z, satisfaz ¢ se, e
somente se, R(ti[zo, ..., Ty|, ... tm[Z0, ..., 24]) onde R é a interpretacdo de P em U.
Abreviamos como U = p[x, ..., x,] para: xo, ..., x, satisfaz ¢ em U.

Seja £ uma linguagem. Uma L-teoria T é um conjunto de L-sentencas. Dizemos
que M é um modelo de T se M |= ¢ para todas as sentencas de ¢ € T.

Defini¢ao 2.7. Dois modelosd = (A, P, ..., F,...;c,..) el = (A, P', .. F' ..., ..)
sao isomorfos se existe um isomorfismo entre U e U’, i.e., existe uma funcao f de A
em A’ tal que:

1. P(xy,...,x,) se, e somente se, P'(f(x1),..., f(xn)).
2. f(F(x1, ..., zp)) = F'(f(x1), ..., f(x)).
3. fle)=¢

Para todas as relagoes, funcoes e constantes de U4. Se f é um isomorfismo, en-
tao f(tY[ay,...,a,]) = t4[f(ar), ..., f(a,)] para cada termo, e U |= @lay, ..., a,] se, e
somente se, U' = p[f(a1), ..., f(an)] para cada formula ¢ e todas ay, ..., a, € A.
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Definicao 2.8. Um submodelo de ¢/ é um subconjunto B C A dotado das relagoes
PYNB™ ..., funcoes FY | B™, ... e constantes &/,... todas as constantes ¢’s pertencem
a B, e B ¢ fechado para todos FY (se (11, ...,2,) € B™, entdo FY4(xy,...,x,,) € B).
Um mergulho de B em U/ é um isomorfismo entre B e um submodelo B’ C U/. Um
submodelo B C U é um submodelo elementar (denotamos por B < U) se para
toda formula ¢ e para todos aq,...,a, € B temos:

B = play, ..., a,] se, e somente se, U = ¢lay, ..., a,).

3 O Teorema de Loweinhein-Skolem

Veremos o que é necesséario para entender o O Teorema de Loweinhein-Skolem.

Teorema 3.1 (Critério de Tarski-Vaught). Sejam % e B modelos para L, U C B
onde U = (A, I*), B = (B,IP) e A C B. Entio % < % se, e somente se, para
toda formula ¢(Z,v) € L e para todo d € A" se existe b € B tal que B = ¢(a,b),
entdo existe c € A tal que p(d,c).

Demonstragao. Veja [3]. O

Observacao. O critério nos diz que para um submodelo ser elementar basta testar
a validade para as férmulas existenciais. Ou seja, para toda féormula ¢ € £ com
parametros no submodelo se existir alguém no modelo que testemunha a validade de
© entao existe alguém no submodelo que atesta a validade de .

Definicao 3.2. Seja B um conjunto nao vazio e # um cardinal.

e Se f: B* — B para algum a < 6 entao A C B ¢é fechado sobre f se, e somente
se, f[A%] C A.

e Se FC{f:B*— B:«a<0}entao A C B é fechado se, e somente se, A é
fechado sobre f para todo f € F.

e O fechode S C B sobre F é [({X:SC X C Be X éfechado sobre F}.

Se quisermos saber a cardinalidade de F precisamos construi-lo recursivamente,
e para isso usaremos o seguinte Lema:

Lema 3.3. Seja 0 um cardinal regular infinito, e seja F = {f : B* —» B : a < 0}.
Fixze S C B, e defina recursivamente:

1. So=5.



2. Ser1=8S:U{f(@): feFef:B*— Beidec (5"}
3.5, = U§<77 Sy sen for um ordinal limite.

Entao Sy € o fecho de S sobre F.
Fazendo 6 = w temos o seguinte:

Lema 3.4. Se F C {f : B" = B :n € w} e k um cardinal infinito tal que |S| < K
onde S C B e |F| < k entao o fecho de S sobre F tem tamanho no mdzimo k.

Demonstragao. Note que S, = J,c Af(@) : f€ Fe f:B"—= Bedc S"}. Para
cadan € w [S™] = |S| = k, entao |S,| < [F|-|S| - Ny =Kk -Ry = k. O

Teorema 3.5 (Downward Loweinhein-Skolem-Tarski). Seja B = (B, I®) um modelo
para L. Fize k tal que max{|L]|,No} < k < |B| e fire S C B tal que |S| < k. Entao
eziste um submodelo elementar of = (A, I*) tal que % < B e S C A e |A| = k.

Demonstracao. Para cada férmula existencial ¢ de £, uma funcao de Skolem da
seguinte maneira:

Seja ¢ uma formula existencial, entdo ¢(Z) é da forma 3yy(Z,y). Seja f, : B" —
B tal que para todo @ € B" se # = p(d), entao existe b € B tal que # = Jy(a, b),
entao tome f,(@) = b. Caso contrario f,(d@) escolhe qualquer valor arbitrario.! Note
que n = n, depende de ¢, na verdade temos que f, : B"* — B Podemos definir as
funcoes de Skolem usando a boa ordem de B.2

Seja F a familia de todas as f,’s. Note que |F| < &, |£| < k. Como |B| > & fixe
S"C Btalque S C 8" C Bel|S'| =k. Seja A o fecho de S’ sobre F. Pelo tltimo
Lema temos que |A| < k. Como S’ C A entdao |A| = k. Entdo o conjunto A define
um modelo % C B e U < P pelo critério de Tarski-Vaught.

Note que A é fechado para todas as fungoes de £. Ou seja, se g € L tal que
gz : B" — B entao g»(A™) C A. De fato, para cada g € L tal que g é fungao seja
©(Z) dado por Jy(g(Z) = y) note que a funcao de Skolem f, tem que ser gz. No
caso n = 0 A contem cy4 para cada constante ¢ de £. Nesse caso tome ¢ a sentenca
Jy(c = y) e a fungao de Skolem f, leva B® = {0} em B, e f,(0) tem que ser cg,
entao cy € A. O

!Note que usamos o axioma da escolha para definir as f, ().
2f,(@) =min{b e B: B = p(d,b),a e A"}.



4 Como aplicar esses resultados?

Intuitivamente (V, €) satisfaz todos os axiomas de ZFC. Contudo V' é uma classe
propria e assim nao podemos aplicar o Léwenhein-Skolem.

Definicao 4.1. Para cada ordinal 6 seja H(0) = {z : |tr(X)| < 6}.

Cada H(6) é um conjunto e (H(0), €) satisfaz boa parte dos axiomas de ZFC.
Entao o resultado a seguir no garante que dada uma colecao finita de férmulas
podemos tomar H(0) para 6 “suficientemente” grande.

Teorema 4.2 (Principio da Reflexao). Se ¢;(z1, ..., 2,), i < m sao formulas e « um
cardinal, entdao existe 0 > « tal que para todo ay,...,a, € H(0) e para todo i < m:

(H(9),€) &= pi(z1,...,x,) se, e somente se, @;(x1,...,x,) vale em V.
Usando todos esses resultados queremos provar o seguinte Teorema:

Teorema 4.3. Seja (X, 7) Lindeldf, reqular e satisfazendo o primeiro azxioma de
enumerabilidade®. Entdo | X| < c.

Mas antes disso veremos dois Lemas auxiliares:

Lema 4.4. Seja 6 um ordinal e 0 um cardinal. Suponha que (M,)q<s € uma cadeia
de submodelos elementares de H(0), i.e. para todo o < 6, M, = H(0) e para todo
a< B <8, My = H(0)5 EntioM=\J._s M, = H(0).

a<d

Demonstracao. Basta observar que a uniao arbitraria de submodelos elementares é
um submodelo elementar. O

Observacao. Note que todo modelo M contém Ny, i.e., g € M e como podemos
descrever cada elemento de Ry em M por meio de formulas temos que Xy C M. Seja
x € M tal que |z| < Rg emtao existe uma bije¢do f : Ny — x e entdo x = f(Rg) C M.
Agora veremos quais condi¢oes um modelo tem que satisfazer para que se x+ C M
com |x| < Ng entdo x € M.

Lema 4.5. Sejam 0 um cardinal infinito tal que w < 0. Entdo, para cada A C H(0)
com |A| < Ny existe M = H(0) tal que A C M, |M| <Xy e para cada v C M com
‘SC| < No, x e M.
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i.e. para cada x € X existe (Up)new C 7~ {0} que é base local para z.



Demonstracao. Pelo Léwenhein-Skolem existe um modelo M, < H(f) tal que A C
My e [ M| < ¢. Para o < wy limite seja M, := U6<a Mg, pelo Lema anterior temos
que M, <X H(0) e |M,| < ¢. Para a+ f+ 1 seja M, < H() tal que |M,| < ¢,
Mg C M, e para cada x C Mjp tal que |z| < Vo, © € M,. Isso é possivel pelo
Lowenhein-Skolem junto com o fato de Mz nao ter mais de ¢ elementos de tamanho
No. Seja M =, Ma. Note que A C M e |[M| < c. Pelo Lema 4.4 M = H(0).
Seja x C M tal que |z| < Ng e para cada a, € = seja o, < w; tal que a, € M, . Seja
a = sup{a, :n € w} como a < w; temos que r C M, C M e assim x € M,,. O

E agora vamos para a demonstracao do Teorema 4.3

Demonstragcao. Seja T uma topologia para X tal que X seja Lindelof, regular e
satisfaca o primeiro axioma da enumerabilidade. Tome 6 grande o suficiente e seja
M < H(0) tal que X,7 € M, |M| < ¢ e para todo x C M tal que |z| < R, temos
que x € M. Note que M existe pelo Lema 4.5.

Afirmacao 1: X N M é um subespaco fechado de X.

Seja z € XN M. Em H(0) existe (z,)new € X N M tal que lim,e,x, = .
Note que (z,)new € M (Lema Anterior) e M “pensa”’ que lim,c,x, = y para algum
y € M. Logo, em H(0) temos que limyec,x, =y = x. Portanto x € X N M.

Afirmacgao 2: X C M.

Suponha que nao, e tome z € X ~ M.

Primeiramente, mostremos que para todo y € X N M existe U € 7N M tal que
y € Uyez ¢ U, Temos queem H () existe (Vy)new, C 7 tal que {y} = (), Va- Note
que y & elemento de M entdo existe (Up)new C TNM tal que M =, o, Un = {y} e,
novamente, pelo Lema anterior (Up,)new € M. Também temos que para todo n € w
U, € M e sendo assim existe k € w tal que z ¢ Uy. Tome U, := U.

Agora, € = {U, : y € X N M} forma uma cobertura para X N M. Como
X N M é fechado entdo X N M é Lindeldf e entdo existe €' C €, |€'| = Ny tal que
U% D> XN M. Portanto ¢’ € M. Pela defini¢ao de submodelos elementares temos:

H(0) = (¢’ cobre X) se, e somente, se M |= (¢’ cobre X).

Porém z ¢ | J%” o que é um absurdo! Portanto X N M = X.
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