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SUMARIO



Introducao

Teoria dos conjuntos é uma area da matemética com diversas fungoes. Por
um lado, ela é uma das maneiras de se fundamentar a matematica - no
sentido que toda drea matematica pode de alguma forma se fundamentada
usando-se esta teoria. Por outro lado, tal area é uma area em si, com
seus proprios problemas e motivagoes - muitas vezes se confundindo com
combinatéria infinita. Finalmente, teoria dos conjuntos é uma area que
pode ter aplicacoes em diversas areas - principalmente em problemas que
envolvam algum tipo de combinatéria (mesmo quando tal combiatéria nao
é explicita).

Neste texto, trabalharemos mais com os dois ultimos aspectos: teoria
dos conjuntos como drea em si e aplicagOes para outras dreas. A tentativa
é fazer esses dois aspectos de forma alternada, mais focada nas aplicacoes e
desenvolvendo a teoria conforme a necessidade.

A estrutura do texto se d4 em duas principais partes: a primeira den-
tro de ZFC, que é o que se costuma supor em matemadtica comum. Na
segunda parte, apresentamos alguns resultados que dependem de hip6teses
mais fortes e discutiremos a importancia deste tipo resultado.
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Parte 1

ZFC






Capitulo 1

Preambulos

1.1 Alguns axiomas

A ideia de que qualquer colecdo de coisas forma um conjunto leva a con-
tradicoes de forma muito rapida. Por exemplo, considere T a colecao de
todos os conjuntos. Uma primeira coisa estranha a se notar é que, como
T é um conjunto, temos que T' € T. Isso é estranho, mas a principio, nao
é grave. Para diminuir o incomodo, tomemos N a colecao dos conjuntos
“normais” no seguinte sentido:

N={xeT:z¢x}

Assim, em N 86 temos os conjuntos “normais”. Por exemplo, T' ¢ N. Mas
e quanto ao préprio N7 Note que se N € N, teriamos, pela definicao de
N, que N ¢ N. Por outro lado, se N ¢ N, pelo mesmo motivo, terfamos
N € N e nao ha escapatéria.

O problema aqui surge por tomarmos qualquer colecao de coisas como
formando um conjunto. Desta forma, como em qualquer outra coisa em
matematica, o que precisamos nao ¢ de uma “definicao” intuitiva do que é
ser um conjunto, mas sim, de uma lista de axiomas que dizem o que podemos
fazer.

A lista mais comumente usada para isso (e que nés vamos adotar aqui)
é a seguinte (conhecida como ZFC):

Vazio Jx Vy y ¢ x. Ou seja, esse x da férmula é o conjunto vazio, denotado
por (), que nada mais é que um conjunto que nao tem elementos.

Extensionalidade Vz Vy (z = y) <> (Vz (2 € z <> z € y)). Ou seja, dois
conjuntos sao iguais se possuem os mesmos elementos.

9

Este é conhecido como o
paradoxo de Russell.

Apesar de parecer que a
definicao de N é que leva
a problemas, é a definigao
de T que é problematica

ZFC é uma tripla estranha:
duas pessoas e um axioma.
Zermelo, Fraenkel e o axi-
oma da escolha (choice, em
inglés).



Veja o Alongamento
1.1.10.

Aqui  cometemos  um
abuso, o axioma sé diz que
estes elementos estarao em
U, mas nao que sé eles.
U poderia conter “lixo”
- mas isso é facilmente
corrigido  usando-se o
axioma da separagao.

Pense como se ¢ fosse uma
funcao e y = p(x). Veja o
Exercicio 1.1.17.
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Par Vz Vy 3z z,y € z. Ou seja, para quaisquer conjuntos x,y, existe um
conjunto z que os contém como elementos.

Separagao Se A é um conjunto e ¢ é uma férmula, entdo {x € A : p(z)}
é um conjunto. Note que, formalmente, para cada férmula ¢, temos
um novo axioma. Ou seja, aqui temos um esquema que representa
infinitos axiomas.

Uniao VF 3U Vz Vy (z € yAy € F) — = € U. Vamos dar um exemplo para
facilitar: considere F = {{1},{2,3},{4}}. Entao o U do axioma nada
mais é que {1,2,3,4}. Em notacao, temos que U = |JF = Uyefy.

Infinito Dado z, defina s(x) = x U {z} (leia s(x) como “sucessor de z” -
isso vai fazer algum sentido daqui a pouco). O axioma do infinito nada
mais diz que existe um conjunto que contém o () como elemento e que
¢é fechado por sucessores. Em simbolos:

AS Ve SANzeS s(x)es)

Partes Vz Jdy Vz C z z € y. Isto é, dado um conjunto z, existe um conjunto
y que contém todos os subconjuntos de x como elementos. Usando o
axioma da separacgao para jogar fora eventuais outros elementos (isto
é, elementos que nao sejam subconjuntos de x), obtemos o conjunto
que denotaremos por p(zx).

Substituicao Dizemos que uma férmula ¢ é do tipo fungao se, para qual-
quer x existe um tunico y tal que p(z,y). Assim, dada uma férmula ¢
do tipo fungao temos que o seguinte também é um axioma:

Ve yVzex 32 €y p(z,2)

Ou seja, usando este axioma e o axioma da separacao, dado um con-
junto D, conseguimos obter que o seguinte também é um conjunto:

{a:3d € D ¢(d,a)}

Note também que, novamente, para cada formula do tipo funcao, te-
mos um novo axioma. QOu seja, este é outro esquema de infinitos
axiomas.

Fundagao Vz # () dy € x x Ny = (). Este axioma impede coisas estranhas
como por exemplo = € x: se temos que = € x, entdo {x} contraria este
axioma.
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Principio da boa ordem Para todo conjunto z existe uma boa ordem
sobre ele. Veremos mais adiante a definicao de boa ordem e diversas
de suas propriedades. Este axioma muitas vezes é substituido pelo
axioma da escolha. Veremos mais sobre isso na préxima secao.

Um processo lento e doloroso

Teoria dos conjuntos serve também para fundamentar matemaéatica no se-
guinte sentido: o que é feito em matematica, como fungoes, relacoes etc,
pode ser construido a partir dos axiomas apresentados anteriormente. De
certa forma, estamos entao apenas supondo como verdadeiros estes axiomas.
Mas esse nao é um processo curto. E nao é o enfoque deste texto. Assim,
apenas para satisfazer o leitor curioso, vamos apresentar um roteiro como
exemplo, deixando os outros como um exercicio de imaginacao.

Vamos mostrar como podemos formalizar a ideia de uma relagdo (por
exemplo, a < entre os naturais). Desta forma, vamos supor que X é um
conjunto (cuja construgao ja estd justificada pelos axiomas) e vamos ver
como justificar a existéncia de uma relagdo R sobre X. A primeira coisa a
ser feita é transformar isso em uma linguagem com a qual possamos traba-
lhar. Sé podemos trabalhar com conjuntos, entdo o processo é simplificado:
nao temos escolha, precisamos fazer a relacao entre os elementos virar um
conjunto. Mas isso é ficil. Basta pensarmos a relagdo R como o conjunto de
pares de X x X tais que a primeira coordenada se relaciona com a segunda.
Ou seja, basicamente ¢ uma mudanca de notacao. Em vez de dizermos

xRy

dizemos

(r,y) € R

Talvez um exemplo ajude aqui. Se estivessemos trabalhando com a relagao
< nos naturais, estariamos na verdade trabalhando com o conjunto

{(a,b) eN?*:3ceNa+c=0b}

Assim, s6 precisamos justificar a existéncia de X x X tendo como hipdtese
a existéncia de X. Se tivermos o conceito de par ordenado, isso fica facil:
nada mais é que o conjunto de todos os pares ordenados cujas duas coordenas
estdo em X. Mas como definir um par ordenado s6 usando conjuntos? Dados
x,y, uma primeira ideia poderia ser {z,y}. Mas isso ja d4 o problema da
ordem, uma vez que {z,y} = {y,x}. Uma boa ideia é simplesmente definir
da seguinte forma:

(l’,y) = {$7 {:L',y}}

Pode até nao ser um pro-
cesso dificil, mas é um pro-
cesso cansativo.

D4 vontade de falar
{(a,b) : a < b}, mas es-
tamos tentando justificar
<, entao isso ficaria meio

circular.



Veja o Alongamento 1.1.11
e o Exercicio 1.1.18

Ou seja, na formalizacao
anterior, teriamos que <
é um subconjunto de X X
X tal que, por exemplo,
(xz,2) € < para todo x €
X.
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Note que, dados x, y, temos que a justificativa para a existéncia do con-
junto acima se da simplesmente pelo axioma do par e da separagao.

Boa ordem

Boa ordem nao é sé algo que estamos devendo definir para completar os
axiomas, como também é um conceito que sera bastante importante neste
texto. Lembrando:

Definicao 1.1.1. Dizemos que < é uma ordem sobre X se, para todo
z,y,z € X, temos:

(a) z < x;
(b) sex <yey<uxentdoz =y;
(c) sex<yey<zentdox < z.
Uma boa ordem é uma ordem com uma condi¢ao adicional:

Definigao 1.1.2. Dizemos que uma ordem < sobre X é uma boa ordem
se, para todo subconjunto nao vazio Y C X existe minimo (minY’), isto é,
um y € Y tal que y < 3’ para todo ¢ € Y.

Vamos agora definir um conjunto bastante especial. Considere S o con-
junto dado pelo axioma do infinito. Definimos o seguinte conjunto:

w = ﬂ N
NeN
onde N ={N € p(S):0 € NeVzeN s(x) e N}
Note que, pela definicao acima, temos diretamente que vale o seguinte
resultado:

Proposicao 1.1.3 (Principio da indugao finita). Seja X C w tal que
0 € X etal que, se x € X, entdo s(x) € X. Entio X = w.

Demonstragao. Por um lado, X C w. Pela definicao de w, temos que w C

X. O

Com isso, temos que w faz o papel dos naturais, com a funcao s fazendo
o papel da funcao “sucessor” usual dos naturais. Veremos mais algumas
propriedades interessantes sobre w nesta secao.

Um conceito que ird aparecer diversas vezes é o conceito de conjunto
transitivo:



1.1. ALGUNS AXIOMAS 13

Definigao 1.1.4. Dizemos que X é um conjunto transitivo se, para todo Veja o Alongamento 1.1.13

y € X, temos que y C X. para entender melhor o
nome

Proposicao 1.1.5. Se n € w, entao n € transitivo.

Demonstragao. Note que ) é trivialmente transitivo. Note também que, se a
é transitivo, entdao aU{a} também é. Logo, o resultado segue pelo principio
da inducao finita. O

Lema 1.1.6. Sejam a,b € w tais que a C b. Entdo a € b ou a =b.

Demonstragdo. Por inducao sobre b. Se b = (), entao a = 0 e temos o
resultado.
Suponha entao o resultado para b e vamos provar para s(b). Isto é, vamos
supor que
aCb=(acbVa=0>)

e vamos provar que
a C s(b) = (a € s(b)Va=s(b))

Suponha entao que a C s(b) = bU {b}. Temos dois casos. Se b € a, como
a € w, a é transitivo. Logo, b C a. Ou seja, temos:

buU{b} CacCbU{b}

Logo, a = s(b).
Se b ¢ a, entdo a C b. Pela hipétese de indugdo temos dois casos:

e a € b: Neste caso, temos a € bU {b} = s(b).
e a=0b: Entdo a=bebU {b} = s(b).
O

Note que C é uma ordem sobre w, ja que C é uma ordem sobre qualquer
conjunto. Mas, no caso de w, podemos mostrar que tal ordem é uma boa
ordem:

Teorema 1.1.7. w € bem ordenado por C.



Um minorante de um
conjunto S é um elemento
a tal que a < s para todo
seSs.
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Demonstragao. Seja S C w nao vazio. Suponha que S nao tenha minimo.
Seja
N = {a € w: a é um minorante de S}

Note que N NS = ), caso contrario S teria um minimo. Note que () € N.
Suponha que a € N. Vamos provar que s(a) € N. Sejab € S. Comoa C be
a # b, temos que a € b (Lema 1.1.6). Assim, aU{a} C b. Ou seja, s(a) é um
minorante para S e, portanto, s(a) € N. Logo, pelo principio da indugao
finita, temos que N = w e, portanto, S = (), contradicao. ]

Note que, assim, temos que a ordem < usual dos naturais se traduz como
C aqui. E, incidentalmente, a ordem estrita < se traduz como €.

Alongamentos

Alongamento 1.1.8. Formalmente, podemos trabalhar com conjuntos ape-
nas com as relagoes € e =. Mas, nos axiomas listados acima, usamos outros
simbolos. Para tudo ficar certo, defina as seguintes formulas s6 usando € e

(a) 2 Cy

(b) zNy

(¢) = = {a} para algum a.

Alongamento 1.1.9. Dado F # (), mostre a existéncia de [ F = (45 A.
Alongamento 1.1.10. Escreva explicitamente o axioma da separacao.

Alongamento 1.1.11. Mostre que, dados z, y, de fato existe o par ordenado
(x,y) definido como acima.

Alongamento 1.1.12. Mostre que toda boa ordem é total (chamamos uma
ordem sobre X de ordem total se todos os elementos de X sao comparaveis
entre si).

Alongamento 1.1.13. Mostre que = é transitivo se, e somente se, para
todo a,b tais que a € b e b € x, temos que a € x.

Alongamento 1.1.14. Mostre diretamente que os seguintes conjuntos sao

transitivos: 0, {0}, {0, {0}}.

Alongamento 1.1.15. Mostre que o axioma do vazio pode ser obtido a
partir dos outros.
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Exercicios

Exercicio 1.1.16. Imagine um mundo colorido onde existam duas cores
de conjuntos: vermelhos e amarelos. FExistem o vazio vermelho e o vazio
amarelo, depois o unitario do vazio vermelho e o unitario do vazio amarelo.
Mas também o conjunto com dois elementos: os dois vazios (um de cada
cor). E proceda assim com as outras operagoes de conjuntos. Qual axioma
de ZFC nao ¢ satisfeito nesse mundo?

Exercicio 1.1.17. Usando o axioma da substituicdo, mostre que, dado um
conjunto A, existe o conjunto U = {{a} : a« € A}. Mostre a existéncia do
mesmo conjunto usando o axioma das partes.

Exercicio 1.1.18. Escreva a férmula “z é um par ordenado”.

Exercicio 1.1.19. Um fung¢do nada mais é que um conjunto de pares or-
denados (ou seja, uma fungao nada mais é que um tipo de relagao) com
uma propriedade a mais. Escreva essa propriedade usando essa notacao de
conjunto.

Exercicio 1.1.20. Seja < uma ordem sobre X. Mostre que sao equivalentes:

(i) < é uma boa ordem;

(ii) nao existe (zp)new tal que cada x, € X € xp41 < Tp.
Exercicio 1.1.21. Mostre que, dadon € w, n ={k € w: k < n}.
Exercicio 1.1.22. Considere X o conjunto {0, 1} xw com a seguinte ordem:

(a,n) = (b,m)

sea<bousea=>ben <m. Mostre que = é uma boa ordem.

1.2 Boa ordem é boa mesmo

Comecamos esta se¢gdo com uma aplicacao interessante do principio da boa
ordem. Na proxima secao, veremos que essa aplicacao tem mais coisas inte-
ressantes escondidas.

Teorema 1.2.1. Todo espaco vetorial possui base.

Ou seja, podemos definir
etc.

Na verdade, para este
texto, a maior importancia
da demonstragao a seguir é
que o principio da boa or-
dem implica na existéncia
de bases em espagos veto-
riais - sem o uso do axioma
da escolha.



Aqui a ideia é que organi-
zamos os vetores numa fila
e 0S que Nao eram com-
binagao lineares dos ante-

riores entram em B.

Um jeito de ler essa ¢é
hipétese é “se vale para
todo mundo antes de =z,
vale para x”.
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Demonstragao. Seja V um espaco vetorial. Dado A C V, vamos denotar
por [A] o subespago gerado por A (lembre-se que este é o subconjunto de
V que contém A e todas as combinagoes lineares dos elementos de A). Por
convencao, adotemos [()] = {0}. Seja < uma boa ordem sobre V. Defina B
da seguinte maneira

B={veV:ivé¢[{weV :w=<v}}

Vamos mostrar que B é uma base para V. Suponha que B nao seja linear-
mente independente. Sejam by, ...,b, € B e ay,...,a, € K (K é um corpo
qualquer sobre quem V ¢ espago vetorial) tais que > ;- aibi =0 e a; # 0
para todo i. Seja b; o maximo de {b1,...,b,} (com relagao a =<). Note que
bj € [{b1,....,bn} ~ {bj}] e, portanto, b; € [{w € V : w < b;}]. Logo, b; ¢ B,
contradigao.

Agora vamos mostrar que B é gerador. Isto é, que [B] = V. Suponha
que nao. Entdo existe b ¢ [B]. Seja o menor b com tal propriedade (estamos
usando que < é boa ordem). Logo, para todo w < b, w € [B]. Ou seja,
{w eV :w < b}] C [B] (isso é um exercicio simples de algebra linear).
Como b ¢ [B], temos que b ¢ [{w € V : w < b}| e, portanto, b € B
contradicao (pois B C [B]). O

Outro fato importante sobre boas ordens é que vale uma certa inducao
para elas:

Proposicao 1.2.2 (indugao para boa ordem). Seja < uma boa ordem
sobre X . Entdo vale inducao sobre X no sequinte sentido: dada uma formula
@ tal que, para qualquer x € X temos

(Vy e Xy <z = ¢(y)) = o(x)
entdo vale o(x) para todo v € X.

Demonstragao. Suponha que nao vale o resultado, entao existe £ o menor
tal que nao vale ¢(x). Logo, pela hipdtese sobre ¢, temos que vale p(z),
contradicao. O

Nos naturais, podemos definir fungées num ponto n apenas com base
em como a funcao foi definida nos valores menores que n. Por exemplo,
podemos definir f de forma que f(0) =1e f(n+1) =(n+1)f(n) (também
conhecida como n!). Para boas ordens, podemos fazer algo similar. Antes de
provarmos tal resultado, é bom notar que, ao formarlizarmos o conceito de
funcao em ZFC, tratamos cada fung¢ao como um conjunto de pares ordenados
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- essa formalizacao tem também a vantagem que podemos trabalhar com
funcoes como se fossem conjuntos, podendo tomar unioes, interseccgoes etc.
Veja o Alongamento 1.2.9 para ver essa formalizagao. Usaremos este fato
implicitamente nesta demonstracao e em muitas outras no decorrer deste
texto.

Proposicao 1.2.3 (recursao para boa ordem). Seja < uma boa ordem
sobre X. Seja ¢ uma formula do tipo funcdo tal que existe um conjunto Y
com a propriedade que, se p(z,y) vale para algum z,y, entao y € Y. Entdo
existe uma unica fungao com dominio X tal que, para cada x € X, f(x) = a,
onde a € o unico tal que ({f(y) :y < z},a).

Demonstragdo. Considere F o conjunto de todas as fungdes g com dominio
algum segmento inicial de X, isto é, {y € X : y < z} para algum x € X
e tal que g(z) = a onde p({g(y) : y < x},a) para cada x no dominio de g.
Primeiramente, note que tal familia é nao vazia, ja que g = {(x,a)} € F,
onde x = min X e a é tal que ¢(,a). Note também que dadas quaisquer
duas fungoes em F, elas sao compativeis, isto é, se  pertence ao dominio
de ambas, elas valem o mesmo em tal ponto z (mostre isso por inducao).
Como uniao de uma familia de fungdes compativeis é uma funcao (veja o
Alongamento 1.2.10), temos que f = |JF é uma funcdo. Note que, se
mostrarmos que f tem dominio X, terminamos. Suponha que nao e seja
z =min{y € X : y ¢ dom(f)}. Note que f [ {y € X : y < 2} é um
elemento de F. Considere

g=fT{ye X y<az})U{(r,a)}

onde a é o tnico tal que o({y € X : y < z},a). Note que g € F, contrariando
a definicao de f. O

Ordem x escolha

Como dito anteriormente, o principio da boa ordem é equivalente ao axioma
da escolha. Mas existem outras formulagdes também equivalentes. Vamos
apresentar algumas delas, comecando com uma das mais populares:

Definicao 1.2.4. Seja < uma ordem sobre X. Dizemos que C C X é uma
cadeia se C é totalmente ordenado por <, isto é, dado a,b € C, vale
a <boub<a. Dizemos que a € X é maximal se nao existe b € X tal que
a <b. Dado Y C X, dizemos que a € X é um majorante para Y se, para
todo y € Y, temos que y < a.

A existéncia de Y pode
ser omitida, mas a demons-
tragao fica um pouco mais
confusa. Veja o Exercicio
1.2.16.

A ideia aqui é que, se
nao desse para definir tal
funcao, existiria o primeiro
ponto em que ela nao po-
deria ser definida e isso le-
varia a uma contradigao.



Estamos wusando tacita-
mente aqui recursao para
boas ordens. E cuidado
com as ordens aqui, temos
duas diferentes.
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Proposicao 1.2.5 (Lema de Zorn). Seja < uma ordem sobre X conjunto
nao vazio. Se toda cadeia em X admite majorante, entdo X admite elemento
mazximal.

Demonstragao. Seja =< uma boa ordem sobre X. Para cada x € X, defina

A — {$}UUy<xAy sez<mparatodozeuy<xAy
! Uyﬂ Ay caso contrario

Como essa é a primeira construcao por recursao nao trivial deste texto,
vamos tentar apresentar a ideia aqui. Suponha que « é o minimo de X com
relacdo a <. Desta forma, A, é o primeiro a ser definido. Como néo existe
A, com y < o para falhar a hipdtese de construcao, temos automaticamente
que

Ay ={a} Ul ={a}

Desta forma, suponha que S seja o primeiro elemento de X maior que «
(com relacdo a <) mas que nao valha a < §. Entao, temos que que

A5 ={a}

Agora, se v for o primeiro maior que « e § (com relagao a <, mas o < 7,
entao

A, = {1rua} = {a}.

Vamos provar que cada A, é uma cadeia com relacdo a <. Vamos fazer
isso por indugao sobre z. Isto ¢, vamos supor que, dado x € X, se A, for uma
cadeia para cada y < x, entao A, também é uma cadeia. Primeiramente,
note que |J,_, Ay é uma cadeia (veja o Exercicio 1.2.12). Assim, temos dois
casos:

y<x

o Ay =U,<, Ay Este caso € trivial pelo comentdrio acima.

o Ay ={z}UlU,~, Ay. Neste caso, isso quer dizer que z < z para todo
z € Uy, Ay Ouseja, U, -, Ay é totalmente ordenado e todos os seus
elementos sdo menores que x. Logo, A, também é uma cadeia.

Note que, pelo mesmo Exercicio 1.2.12, temos que A = J, .y Az ¢ uma
cadeia com relacao a <. Logo, por hipdtese, temos que existe x majorante
para A. Se mostrarmos que x é maximal, terminamos. Suponha que z nao
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seja maximal. Isto é, existe z € X com z < z. Note entdo z ¢ A, jd que z é
o méximo de A. Note também que, pela definicdo de A,, temos:

A, ={z}ul] 4,

y<z
e, portanto, z € A, o que é uma contradicao.

O Lema de Zorn implica o principio da boa ordem facilmente:
Proposigao 1.2.6. Se vale o Lema de Zorn, vale o principio da boa ordem.

Demonstragao. Seja X um conjunto. Seja O o conjunto dos pares (A, <4)
onde A C X e <4 é uma boa ordem sobre A. Considere a seguinte relagao
sobre O:

(A,<4) 2 (B,<B)

se A C B, <p N(A x A) =<4 e A é um segmento inicial de B, isto é,
para todoa € Aeb € BN A, a <p b. Seja C uma cadeia de elementos
de O. Vamos mostrar que <= U(A,SA)GC <4 é uma boa ordem sobre Y =
U(A,gA)eC A. Que < é uma ordem, é facil. Entao seja S C Y nao vazio. Seja
y € 5. Seja A tal que (A,<4) € Cetal quey € A. Sejam = min SN A (tal
minimo é considerado com relagao a <,4). Note que, pela maneira como < é
definida, nao existe iy’ € S tal que ¢y < m. Logo, m é o minimo de S. Desta
forma, temos que (Y, <) € O e, além disso, (Y, <) é um majorante para a
cadeia C (exercicio). Assim, pelo Lema de Zorn, temos que existe (B, <p)
maximal em 0. Note que B = X, pois, caso contrario, se existe z € X \ B,
basta estender a ordem <p para incluir  como o maior elemento de BU{x}
que seria um elemeto de O estritamente maior que (B, <p). O

O principio da boa ordem claramente implica o axioma da escolha:

Proposicao 1.2.7 (Axioma da escolha). Dada uma familia F de con-
Juntos nao vazios, existe f : F — |JF tal que f(x) € x para todo x € F.

Demonstragdao. Fixe < uma boa ordem sobre | J F. Para cada x € F, defina
f(z) = minz. O

Vimos anteriormente que todo espago vetorial admite uma base. Fizemos
isso usando o principio da boa ordem. Ou seja, mostramos a implicacao
“principio da boa ordem implica que todo espaco vetorial possui base”. A
volta também vale. Mas nao vamos fazer um caminho direto - primeiramente
vamos mostrar o seguinte:

Cuidado que na préxima
demonstragao, trabalhare-
mos com relagdes como se
elas fosse conjuntos - da
mesma maneira que fize-
mos com fungoes.

A primeira vontade aqui
é simplesmente dizer que
uma ordem estende a ou-
tra. Mas dai uniao de
boas ordens pode nao ser
uma boa ordem (veja o

Exercicio 1.2.13.)



Esse resultado (e demons-
tragao) é de Andreas Blass
em [1].

Monoémio é sé a multi-
plicagao de um escalar por
variaveis. Ou seja, um
polinbmio é a soma de

monomios.
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Proposicao 1.2.8. Se todo espago vetorial possui base, entdo (quase) vale
o azioma da escolha.

Demonstracao. Vamos mostrar uma versao mais fraca que o axioma da esco-
lha: o axioma das miultiplas escolhas - Dada F uma familia de conjuntos
nao vazios, existe ¢ : F — p(|JF) tal que p(F) C F é finito e nao vazio
para todo F. Veremos depois como passar dessa afirmacgao para o axioma
da escolha propriamente dito.

Seja F uma familia de conjuntos nao vazios. Sem perda de generalidade,
podemos supor que todos os elementos de F sao dois a dois disjuntos (veja
o Exercicio 1.2.15). Defina X = {JpcrF. Seja k um corpo. Defina k(X)
o corpo de fragoes com “varidaveis” em X. Isto é, os elementos de k(X)
sao “fracoes de polinémios de vérias varidveis”, mas no lugar das varidveis,
aparecem elementos de X.

Para cada F' € F, definimos o F-grau de um monémio como sendo a
soma dos graus de todos os elementos de F' naquele monomio. Um elemento
f € k(X) é dito F-homogéneo de grau d se é da forma % onde todos os
monomios de py tem um mesmo F-grau n e todos os mondémios de p; tem
F-grau d + n.

Note que K = {f € k(X) : f é F-homogéneo de grau 0 para todo F' € F}
é um subcorpo e, portanto, k(X) é um espaco vetorial sobre K. Seja V o
espaco gerado por X em k(X) (como K-espaco vetorial).

Por hipotese, existe B base para V. Seja F' € F e seja z € F. Como
x € V, existe B(x) C B finito e, para cada b € B(x), existe \j € K nao

nulo de forma que
z= > b

beB(x)
Seja y € F. Note que, entao,

y= Y _ Ab

beB(y)

Note também que % € K (aqui usamos que os elementos de F sao dois a
dois disjuntos, veja o Alongamento 1.2.11). Logo, multiplicando a primeira

- . y )
equagao acima por :, obtemos:

y = Z %)\fb
beB(x)

Como B é base, temos unicidade na escrita. Em particular, B(x) = B(y).
Ou seja, B(x) nao depende do particular € F' tomado. Note também que
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cada /\z = ﬁ Ou seja, f = %ZbGB(ac) Ay também ¢ tinico. Mais que isso, f
é F-homogéneo de grau —1. Ou seja, se escrevemos f na forma simplificada,
alguns elementos de F' devem aparecer no seu denominador. Defina ¢(F)
como sendo o conjunto de tais elementos. Ou seja, definimos ¢(F') como
sendo um subconjunto finito de F' e, portanto, temos a fungao desejada. [

Ainda faltam algumas implicagoes para fecharmos a equivaléncia com-
pleta entre essas afirmacgoes. Mas elas ficarao bem mais faceis quando ti-
vermos mais algumas ferramentas. Voltaremos a elas quando tivermos tais
ferramentas.

Alongamentos

Alongamento 1.2.9. Sejam X e Y conjuntos. Dizemos que f é uma
funcao de X em Y (notagao f: X =Y se f C X x Y tal que:

e Para todo x € X, existe y € Y tal que (z,y) € f;

e Para todo z € X, se (z,a),(z,b) € f, entdao a = b.
Usualmente, em vez de denotarmos (z,y) € f, usamos f(z) = y.
(a) Dada f: X — Y, defina o conjunto dom(f) (dominio de f).

(b) Dada f : X — Y, defina o conjunto Im(f) (imagem de f). Cuidado
aqui, ndo queremos o contradominio de f.

(c) Dados f: X - Y e Z C X, determine o conjunto f [ Z, onde f | Z é
a funcgao restricao de f a Z.

Alongamento 1.2.10. Mostre que, se F é um conjunto de fungées duas a
duas compativeis, entdao | J F é uma funcao.

Alongamento 1.2.11. Na demonstracao da Proposig¢ao 1.2.8, note que se
os elementos de F nao sao necessariamente dois a dois disjuntos, entao dados
x,y € F' € F, pode nao ser verdade que % tenha G-grau homogéneo para
todo G € F.

Exercicios

Exercicio 1.2.12. Seja X um conjunto ordenado por <. Seja C uma familia
de subconjuntos de X tais que, dados A, B € C, temos que A C Bou B C C
(ou seja, C é uma cadeia com relagdo a C). Suponha que cada A € C seja
totalmente ordenado por <. Mostre que | J 4 A € totalmente ordenado por
<.

Informalmente, lemos este
exercicio como “cadeia de

cadeias é cadeia”.



Depois que  tivermos
definido cardinais, essa
notacao fara mais sentido.
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Exercicio 1.2.13. Escreva a ordem usual de Z como uma cadeia de boas
ordens. Conclua que uniao de cadeias de boas ordens nao necessariamente
é boa ordem.

Exercicio 1.2.14. Mostre diretamente que, se vale o Lema de Zorn, entao
vale o axioma da escolha.

Exercicio 1.2.15. Seja F uma familia de conjuntos nao vazios. Para cada
F e F, defina F' = {(z,F) : x € F}. Mostre que F/ = {F': F € F} é uma
familia de conjuntos dois a dois disjuntos.

Exercicio 1.2.16. Seja < boa ordem sobre X. Seja ¢ uma férmula do tipo
funcao. Mostre que a férmula ¥ (x,a) dada por

“(z € X e existe uma funcao f com dominio {y € X : y < x} tal que
f(z) =bonde p({z': 2/ < z},b) e f(x) =a onde p({7' : z < 2},a))
oua={("

¢ uma férmula do tipo funcao. Depois, note que, pelo axioma da subs-
tituigdo, podemos tomar todos os valores possiveis de a se z € X e ¢(z,a).
Mostre entao que vale o teorema da recursao sem pedirmos a restricao dos
valores para (.

1.3 Tamanhos, muitos tamanhos

Para comparar tamanhos de conjuntos, usaremos funcoes bijetoras:

Definigao 1.3.1. Dizemos que X e Y tem a mesma cardinalidade se existe
f: X — Y bijetora. Notagao: | X| = |Y|.

Muitas vezes, verificar se existe alguma bijecdo é um processo dificil.
Bem mais facil é a verificagao da existéncia de duas funcoes injetoras. O
préximo teorema ajuda nesse sentido:

Teorema 1.3.2 (de Cantor-Bernstein-Schroeder). Sejam A, B conjun-
tos e sejam f: A— B e g: B— A funcoes injetoras. Entao |A| = |B].

Demonstragdo. Seja x € AU B. Defina
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o & B { f~(s%,) se s®, estd definido e pertence a B

(1) T g7(s%,)  se s7,, estd definido e pertence a A
Note que s7 pode nao estar definido para todo z € Z. Considere
S*={sl € AUB:z € Ze s; esta definido}

Note que (5%)zcaup forma uma particao sobre AU B (cuidado, pode acon-

tecer que S* = SY mesmo com z # y). De fato, sejam s = s7. Note que,

entao Slz/er = sy, para qualquer m € Z. Logo, S¥ = S*.
Com isso, se mostrarmos que |S* N A| = |S® N B|, terminamos. Temos
alguns casos:

e Se s? estd definido para todo z, f induz uma bije¢ao, pois é sobrejetora.

e Se s? € A é o menor z definido, entao f induz uma bijegao (j& que é
sobrejetora).

e Se s? € B é o menor z definido, entdo g induz uma bijegao (ja que é
sobrejetora).

O]

Uma aplicacao simples do préximo resultado é que sempre podemos au-
mentar os tamanhos:

Proposicao 1.3.3. Seja X um conjunto. Entdo nao existe f: X — p(X)
funcdo sobrejetora.

Demonstragao. Suponha que exista f : X — p(X) sobrejetora. Defina
A={zeX:z ¢ f(z)}

Como f é sobrejetora, existe x € X tal que f(x) = A. Note que isso é uma
contradigao, ja que:

e Se x € A, entdo, pela definicao de A, temos que x ¢ f(x) = A.

e Se x ¢ A, entdo, pela definicao de A, temos que = € f(x) = A.



Essa aplicacao foi tirada de
[2].

Para efeitos de nao cair
em trivialidades, nao va-
mos considerar conjuntos
unitarios como wuma cir-
cunferéncia.
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Uma aplicagao com circunferéncias

Nesta secao, vamos apresentar uma aplicacao do que temos até aqui. Ela
fica um pouco mais facil depois que tivermos cardinais definidos mas, essen-
cialmente, o que precisamos de cardinais é o seguinte resultado:

Proposigao 1.3.4. Dado X um conjunto, existe uma boa ordem < sobre X
tal que, para todo x € X, nao existe uma sobrejecio entre {y € X 1y < x}
e X.

Demonstracdo. Seja =< uma boa ordem qualquer sobre X. Se ela ja tem tal
propriedade, terminamos. Se nao, existe z € X tal que existe uma bijegao
entre {y € X : y <z} e X. Seja x o menor com tal propriedade. Note que,
entdo, {y € X : y < z} induz uma boa ordem sobre X (veja Alongamento
1.3.8). O

Também vamos usar nesta secao os seguintes fatos, que serao facilmente
provados com o material que veremos depois:

° |R‘ = |R3|.
e |Roo| =|R].

Proposicao 1.3.5. Ndo existe uma familia C de circunferéncias duas a
duas disjuntas tal que | JC = R2.

Demonstracao. Suponha que exista tal familia. Seja Cy € C. Sejam xg e g 0
centro e o raio respectivamente de Cy. Seja C tal que xg € C. Seja r1 o raio
de Ci. Note que, como CoNCy =0, r < %O. Continuando este processo,
temos que a sequéncia (p)ne, dos centros das circunferéncias (Cp)new €
uma sequéncia de Cauchy e, portanto convergente para algum z € R. Note
que se C' é uma circunferéncia tal que x € C, temos que C N C,, # () para
algum n, contradicao. O

A situacdo muda bem quando passamos para o R?. Comecemos com um
lema:

Lema 1.3.6. Seja C uma familia de circunferéncias tal que ndo eziste
f: C — R? sobrejetora. Se existe p € R3 ~ |JC, entdo eriste uma cir-
cunferéncia C tal que p e C e CNC' =0 para todo C" € C.

Demonstragdo. Seja P = {m C R® : © é um plano tal que = € 7}. Note
que nao existe uma fungao sobrejetora de C em P (basicamente, porque
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|P| = |R?|). Assim, como cada circunferéncia est4 contida num tnico plano,
existe m € P tal que, para qualquer C € C, nao é verdade que C' C .
Considere

S={pemn: existe C € C tal que p € C}.

Como cada C' € C intercepta 7 em, no maximo, dois pontos, temos que |S| <
IC]. Seja p € ™\ S (existe por |7| = |R|) e seja r C 7 uma reta contendo p.
A quantidade de circunferéncias contidas em 7 e que tangenciam r no ponto
p é igual a quantidade de pontos de R. Como cada ponto de .S determina, no
maximo, uma destas circunferéncias, podemos tomar uma circunferéncia C'
tangenciando r no ponto p que nao contém qualquer ponto de S e, portanto,
nao tem pontos em comum com qualquer uma das circunferéncias anteriores.

O]

Proposicao 1.3.7. Existe uma familia C de circunferéncias duas a duas
disjuntas tal que | JC = R3.

Demonstragao. Considere < uma boa ordem sobre R?® com a propriedade
apresentada na Proposicdo 1.3.4. Seja x o menor ponto de R? segundo essa
ordem. Seja C, uma circunferéncia qualquer que contenha o ponto x. Agora
seja z € R3 um ponto qualquer e suponha definida Cy circunferéncia para
todo y < z de maneira que:

(i) se y < z, entdo y € Cy.
(ii) se y,y' < z e Cy # Cy, entdao Cy N Cy = 0.
Vamos mostrar que existe uma circunferéncia C, de maneira que:
(i) z € C..
(ii) sey < ze Cy # C;, entdo C, N C, = 0.

Assim, se conseguimos garantir tais condi¢oes, podemos continuar esse pro-
cesso para todo z € R3. Vamos verificar isso. Temos dois casos.

e Existe y < z tal que z € C,. Neste caso, basta fazer C, = C,. Note
que temos as condicOes satisfeitas facilmente.

e Nao existe y < z tal que z € Cy. Assim, note que {Cy : y < z} e 2z
satisfazem as condigoes do Lema 1.3.6. Logo, existe C, circunferéncia
satisfazendo as condigoes desejadas.

Considere C = {C, : = € R3}. Note que essa é a cobertura que pro-
curavamos. O

Aqui usamos o seguinte re-
sultado: se um conjunto é
infinito, entao |X| = |F|
onde F é o conjunto de to-
dos os subconjuntos finitos
de X. Vamos provar esse
resultado mais adiante.
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Alongamentos

Alongamento 1.3.8. Seja < uma boa ordem sobre X e seja f: X — Y
bijecio. Mostre que < dada por a < bse f~1(a) < f~1(b) para todoa,b € Y
é uma boa ordem sobre Y.

Alongamento 1.3.9. Seja f : X — Y funcao sobrejetora. Mostre que
existe g : Y — X injetora.

Alongamento 1.3.10. Enuncie e prove o andlogo ao Teorema 1.3.2 onde
as fungoes apresentadas sao sobrejetoras em vez de injetoras.

Exercicios

Exercicio 1.3.11. Sejam A e B conjuntos. Denotamos por B4 o conjunto
de todas as fungoes da forma f : A — B. Mostre que, dado X conjunto
qualquer, |p(X)| = |2%]| (considere 2 = {0,1}).

Na sequéncia, vamos apresentar alguns resultados envolvendo reticu-
lados. Entre eles, vamos apresentar um teorema de Tarski ([3]) e, como
aplicacao de tal teorema, uma nova demonstragao do Teorema de Cantor-
Bernstein-Schroeder (Teorema 1.3.2).

Exercicio 1.3.12. Dizemos que uma ordem (A, <) é um reticulado se,
para a,b € A, existe o supremo do conjunto {a,b} (normalmente denotado
por a V' b) e e também o infimo (denotado por a A b). Dizemos que (4, <) é
um reticulado completo se, para todo B C A, existe o supremo e o infimo
de B (denotados por \/ B e A\ B respectivamente).

(a) Mostre que toda ordem total é um reticulado.
(b) Mostre que [a,b] com a ordem usual de R é um reticulado completo.

(c) Dados a,b € A, denotamos por [a,b] = {xr € A:a <z ez <b}. Mostre
que, se a < b, entao [a, b] é um reticulado completo.

Exercicio 1.3.13. Seja (A, <) um reticulado completo. Seja f : A — A
mondtona nao decrescente, isto é, se a < b, entao f(a) < f(b). Este é um
roteiro para mostrar que o conjunto F' = {a € A : f(a) = a} dos pontos
fixos de f é um reticulado completo.

(a) Considere B={a € A:a < f(a)}. Note que B # ().

(b) Mostre que, para todo b € B, f(b) € B.
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c) Seja s =\/ B. Mostre que s € B.

(d) Note que s é um ponto fixo.

f

(c)
)
(e) Note que nao existe um ponto fixo maior que s.
(f) Encontre ¢ o menor ponto fixo.

)

Considere 1 = \/ A. Seja C C F. Seja ¢ = \/C. Note que f[[c,1]] C
e, 1].

(g

(h) Note que, assim, existe um supremo para os pontos fixos de f restrita a
[¢,1]. Note que tal supremo é o préprio c.

(i) Conclua que F' é completa.

Exercicio 1.3.14. Sejam f: X - Y e g:Y — X injetoras.

(a) Note que (p(X),C) é um reticulado completo.

(b) Mostre que ¢ : p(X) — p(X) dada por p(A) = X ~ (g[Y ~ f[A4]]) é
uma funcao mondtona nao decrescente.

(c) Seja F' C X ponto fixo de ¢. Mostre que i : X — Y dada por

v | fley sexeF
iz) = { g li(z) ser e X\ F

é uma bijecao entre X e Y.

Exercicio 1.3.15. Seja f : [0, 1] — [0, 1] funcdo mondtona nao decrescente. Note que nem precisamos
Mostre que, além de f ter pontos fixos, o conjunto de tais pontos admite de f continua.
maximo e minimo.
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Dicas de alguns exercicios

1.1.16 Verifique os axiomas na ordem em que eles foram listados aqui.
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Solucoes de alguns exercicios
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