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Capitulo 1

Preambulos

1.1 Alguns axiomas

A ideia de que qualquer colecao de coisas é um conjunto leva a contradigoes
de forma muito rapida. Por exemplo, considere T a colecao de todos os
conjuntos. Uma primeira coisa estranha a se notar é que, como T é um
conjunto, temos que T € T'. Isso é estranho, mas a principio, nao é grave.
Para diminuir o incomodo, tomemos N a colecao dos conjuntos “normais”
no seguinte sentido:
N={zeT:z ¢z}

Assim, em N s6 temos os conjuntos “normais”. Por exemplo, 7' ¢ N. Mas
e quanto ao préprio N7 Note que se N € N, terfamos, pela definicao de
N, que N ¢ N. Por outro lado, se N ¢ N, pelo mesmo motivo, terfamos
N € N e nao ha escapatéria.

O problema aqui surge por tomarmos qualquer cole¢do de coisas como
um conjunto. Desta forma, como em qualquer outra coisa em matematica, o
que precisamos nao é de uma “defini¢ado” intuitiva do que é ser um conjunto,
mas sim, de uma lista de axiomas que dizem o que podemos fazer.

A lista mais comumente usada para isso (e que nés vamos adotar aqui)
¢ a seguinte (conhecida como ZFC):

Vazio Jx Vy y ¢ x. Ou seja, esse x da férmula é o conjunto vazio, denotado
por () que nada mais é que um conjunto que nao tem elementos.

Extensionalidade Vz Vy (z = y) <> (Vz (2 € 2 +> z € y)). Ou seja, dois
conjuntos sao iguais se possuem os mesmos elementos.

Par Vx Vy 3z x,y € z. Ou seja, para quaisquer conjuntos z,y, existe um
conjunto z que os contém como elementos.

9

Este é conhecido como o
paradoxo de Russell.

Apesar de parecer que a
definicao de N é que leva
a problemas, é a definigao
de T que é problemética
ZFC é uma tripla estranha:
duas pessoas e um axioma.
Zermelo, Fraenkel e o axi-
oma da escolha (choice, em
inglés).



Veja o  Alongamento

1.1.10.

Aqui  cometemos  um
abuso, o axioma sé diz que
estes elementos estarao em
U, mas nao que sé eles.
U poderia conter “lixo”
- mas isso €é facilmente
corrigido  usando-se o
axioma da separagao.

Pense como se ¢ fosse uma
fungao e y = p(x). Veja o
Exercicio 1.1.16.
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Separacao Se A é um conjunto e ¢ é uma férmula, entdao {x € A : p(x)}

é um conjunto. Note que, formalmente, para cada férmula ¢, temos
um novo axioma. Ou seja, aqui temos um esquema que representa
infinitos axiomas.

Uniao VF 3U Vz Vy (z € yAy € F) — = € U. Vamos dar um exemplo para

facilitar: considere F = {{1},{2,3},{4}}. Entéo o U do axioma nada
mais é que {1,2,3,4}. Em notagao, temos que U = |JF = Uyefy.

Infinito Dado z, defina s(x) = x U {z} (leia s(x) como “sucessor de z” -

isso vai fazer algum sentido daqui a pouco). O axioma do infinito nada
mais diz que existe um conjunto que contém o () como elemento e que
é fechado por sucessores. Em simbolos:

ISP e SANVxeS s(z)es)

Partes Vx dy Vz C z z € y. Isto é, dado um conjunto z, existe um conjunto

y que contém todos os subconjuntos de x como elementos. Usando o
axioma da separacgao para jogar fora eventuais outros elementos (isto
é, elementos que nao sejam subconjuntos de x), obtemos o conjunto
que denotaremos por @(z).

Substituicao Dizemos que uma férmula ¢ é do tipo fungao se, para qual-

quer x existe um tunico y tal que p(z,y). Assim, dada uma férmula ¢
tipo funcao temos que o seguinte também é um axioma:

Vo Iy Vzex 32 €y o(z,2)

Ou seja, usando este axioma e o axioma da separacao, dado um con-
junto D, conseguimos obter que o seguinte também ¢é um conjunto:

{a:3d € D ¢(d,a)}

Note também que, novamente, para cada férmula do tipo fungao, te-
mos um novo axioma. Ou seja, este é outro esquema de infinitos
axiomas.

Fundagao Vz # () 3y € x x Ny = (). Este axioma impede coisas estranhas

como x € z: se temos que T € z, entdo {x} contraria este axioma.

Principio da boa ordem Para todo conjunto z existe uma boa ordem

sobre ele. Veremos mais adiante a definicao de boa ordem e diversas
de suas propriedades. Este axioma muitas vezes é substituido pelo
axioma da escolha. Veremos mais sobre isso na préxima segao.
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Um processo lento e doloroso

Teoria dos conjuntos serve também para fundamentar matemadtica no se-
guinte sentido: o que é feito em matematica, como fungoes, relacoes etc,
pode ser construido a partir dos axiomas apresentados anteriormente. De
certa forma, estamos entao apenas supondo como verdadeiros estes axiomas.
Mas esse nao é um processo curto. E nao é o enfoque deste texto. Assim,
apenas para satisfazer o leitor curioso, vamos apresentar um roteiro como
exemplo, deixando os outros como um exercicio de imaginacao.

Vamos mostrar como podemos formalizar a ideia de uma relacao (por
exemplo, a < entre os naturais). Desta forma, vamos supor que X é um
conjunto (cuja construgao ja estd justificada pelos axiomas) e vamos ver
como justificar a existéncia de uma relagdo R sobre X. A primeira coisa a
ser feita é transformar isso em uma linguagem com a qual possamos traba-
lhar. Sé podemos trabalhar com conjuntos, entdo o processo é simplificado:
nao temos escolha, precisamos fazer a relacao entre os elementos virar um
conjunto. Mas isso é facil. Basta pensarmos a relagdo R como o conjunto de
pares de X x X tais que a primeira coordenada se relaciona com a segunda.
Ou seja, basicamente é uma mudanca de notagdo. Em vez de dizermos

xRy

dizemos

(r,y) € R

Talvez um exemplo ajude aqui. Se estivessemos trabalhando com a relagao
< nos naturais, estariamos na verdade trabalhando com o conjunto

{(a,b) eN?*:3ceNa+c=b}

Assim, sé precisamos justificar a existéncia de X x X tendo X. Se tivermos
o conceito de par ordenado, isso fica facil: nada mais é que o conjunto de
todos os pares ordenados cujas duas coordenas estao em X. Mas como
definir um par ordenado sé usando conjuntos? Dados z,y, uma primeira
ideia poderia ser {z,y}. Mas isso ja d4 o problema da ordem, uma vez que
{z,y} = {y,z}. Uma boa ideia é simplesmente definir da seguinte forma:

(z,y) = {z, {z,y}}

Dados z, y, temos que a justificativa para a existéncia do conjunto acima
se d4 simplesmente pelo axioma do par e da separagao.

Pode até nao ser um pro-
cesso dificil, mas é um pro-
cesso cansativo.

D4 vontade de falar
{(a,b) : a < b}, mas es-
tamos tentando justificar
<, entao isso ficaria meio
circular.

Veja o Alongamento 1.1.11
e o Exercicio 1.1.17



Ou seja, na formalizagao
anterior, teriamos que <
é um subconjunto de X X
X tal que, por exemplo,
(z,xz) €< para todo = €
X.
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Boa ordem

Boa ordem nao é sé algo que estamos devendo definir para completar os
axiomas, como também é um conceito que serd bastante importante neste
texto. Lembrando:

Definicao 1.1.1. Dizemos que < é uma ordem sobre X se, para todo
xz,y,2z € X, temos:

(a) z < ux;
(b) sex <yey<zxentdoz =y;
(c) sex<yey<zentdox < z.
Uma boa ordem é uma ordem com uma condi¢ao adicional:

Definicao 1.1.2. Dizemos que uma ordem < sobre X é uma boa ordem
se, para todo subconjunto nao vazio Y C X existe minimo (minY’), isto é,
um y € Y tal que y < ¢ para todoy’ €Y.

Vamos agora definir um conjunto bastante especial. Considere S o con-
junto dado pelo axioma do infinito. Definimos o seguinte conjunto:

w = ﬂ N
NeN
onde N ={N € p(S):0 e NeVxe N s(z) e N}.
Note que, pela definicdo acima, temos diretamente que vale o seguinte
resultado:

Proposicao 1.1.3 (Principio da indugao infinita). Seja X C w tal que
0 € X e tal que, se x € X, entdo s(x) € X. Entio X = w.

Demonstragao. Por um lado, X C w. Pela definicao de w, temos que w C
X. O

Com isso, temos que w faz o papel dos naturais, com a funcao s fazendo
o papel da fungao “sucessor” usual dos naturais. Veremos mais algumas
propriedades interessantes sobre w nesta secao.

Um conceito que ird aparecer diversas vezes é o conceito de conjunto
transitivo:

Veja o Alongamento 1.1.13 Definigao 1.1.4. Dizemos que X é um conjunto transitivo se, para todo
para entender melhor o y € X, temos que y C X.

nome
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Proposigao 1.1.5. Sen € w, entdo n ¢é transitivo.

Demonstracao. Note que () é trivialmente transitivo. Note também que, se a
é transitivo, entao aU{a} também é. Logo, o resultado segue pelo principio
da indugao finita. O

Lema 1.1.6. Sejam a,b € w tais que a C b. Entdo a € b ou a =b.

Demonstragdo. Por inducao sobre b. Se b = (), entao a = 0 e temos o
resultado.
Suponha entao o resultado para b e vamos provar para s(b). Isto é, vamos
supor que
aCb=(acbVa=0>)

e vamos provar que
a C s(b) = (a€s(b)Va=s(b))

Suponha entdo que a C s(b) = bU {b}. Temos dois casos. Se b € a, como
a € w, a é transitivo. Logo, b C a. Ou seja, temos:

bU{b} CacCbuU{b}

Logo, a = s(b).
Se b ¢ a, entdo a C b. Pela hipétese de indugao temos dois casos:

e a € b: Neste caso, temos a € bU {b} = s(b).
e a=0b: Entdfoa=b € bU {b} = s(b).
0

Note que C é uma ordem sobre w (C é uma ordem sobre qualquer con-
junto). Mas, no caso de w, podemos mostrar que tal ordem é uma boa
ordem:

Teorema 1.1.7. w ¢ bem ordenado por C.

Demonstragao. Seja S C w nao vazio. Suponha que S nao tenha minimo.

Seja Um minorante de um
N ={a € w: a é um minorante de S} conjunto S é um elemento

a tal que a < s para todo

Note que N NS = (), caso contrario S teria um minimo. Note que ) € N. S
ses.

Suponha que a € N. Vamos provar que s(a) € N. Sejab e S. Comoa Cbe
a # b, temos que a € b (Lema 1.1.6). Assim, aU{a} C b. Ou seja, s(a) é um
minorante para S e, portanto, s(a) € N. Logo, pelo principio da indugao
finita, temos que N = w e, portanto, S = (), contradicao. ]
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Note que assim, temos que a ordem < usual dos naturais se traduz como
C aqui. E, incidentalmente, a ordem estrita < se traduz como €.

Alongamentos

Alongamento 1.1.8. Formalmente, podemos trabalhar com conjuntos ape-
nas com as relagoes € e =. Mas, nos axiomas listados acima, usamos outros
simbolos. Para tudo ficar certo, defina as seguintes férmulas s6 usando € e

(a) zCy

(b) zNy

(¢) = = {a} para algum a.

Alongamento 1.1.9. Dado F # (), mostre a existéncia de (| F = (4.5 4.
Alongamento 1.1.10. Escreva explicitamente o axioma da separacao.

Alongamento 1.1.11. Mostre que, dados z, y, de fato existe o par ordenado
(x,y) definido como acima.

Alongamento 1.1.12. Mostre que toda boa ordem é total (chamamos uma
ordem sobre X de ordem total se todos os elementos de X sao comparaveis
entre si).

Alongamento 1.1.13. Mostre que x ¢é transitivo se, e somente, para todo
a,b tais que a € b e b € x, temos que a € x.

Alongamento 1.1.14. Mostre que o axioma do vazio pode ser obtido a
partir dos outros.

Exercicios

Exercicio 1.1.15. Imagine um mundo colorido onde existam duas cores
de conjuntos: vermelhos e amarelos. Existem o vazio vermelho e o vazio
amarelo, depois o unitario do vazio vermelho e o unitario do vazio amarelo.
Mas também o conjunto com dois elementos: os dois vazios (um de cada
cor). E proceda assim com as outras operagoes de conjuntos. Qual axioma
ZFC nao ¢ satisfeito nesse mundo?

Exercicio 1.1.16. Usando o axioma da substitui¢do, mostre que, dado um
conjunto A, existe o conjunto U = {{a} : a € A}. Mostre a existéncia do
mesmo conjunto usando o axioma das partes.
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Exercicio 1.1.17. Escreva a férmula “z é um par ordenado”.

Exercicio 1.1.18. Um fung¢do nada mais é que um conjunto de pares or-
denados (ou seja, uma fungdo nada mais é que um tipo de rela¢do) com
uma propriedade a mais. Escreva essa propriedade usando essa notacgao de
conjunto.

Exercicio 1.1.19. Seja < uma ordem sobre X. Mostre que sao equivalentes:
(i) < é uma boa ordem;
(ii) ndo existe (,)new tal que cada z, € X € Xy q1 < .

Exercicio 1.1.20. Mostre que, dadon € w, n = {k € w: k < n}.

1.2 Boa ordem é boa mesmo

Comegamos esta secao com uma aplicagao interessante do principio da boa
ordem. Na proxima secao, veremos que essa aplicacao tem mais coisas inte-
ressantes escondidas.

Teorema 1.2.1. Todo espaco vetorial possui base.

Demonstracao. Seja V um espaco vetorial. Dado A C V, vamos denotar
por [A] o subespaco gerado por A (lembre-se que este é o subconjunto de
V que contém A e todas as combinagoes lineares dos elementos de A). Por
convengao, adotemos [)] = {0}. Seja < uma boa ordem sobre V. Defina B
da seguinte maneira

B={veV:v¢[{weV :w=<v}}

Vamos mostrar que B é uma base para V. Suponha que B nao seja linear-
mente independente. Sejam by, ....,b, € B e ai,...,a, € K (K é um corpo
qualquer sobre quem V' ¢ espago vetorial) tais que > ;" b =0 e a; # 0
para todo i. Seja b; o maximo de {b1,...,b,} (com relagdo a <). Note que
bj € [{b1,....,bn} N~ {b;}] e, portanto, b; € [{w € V : w < b;}]. Logo, b; ¢ B,
contradicao.

Agora vamos mostrar que B é gerador. Isto é, que [B] = V. Suponha
que nao. Entao existe b ¢ [B]. Seja o menor b com tal propriedade (estamos
usando que < é boa ordem). Logo, para todo w < b, w € [B]. Ou seja,
{w €V :w < b}] C [B] (isso é um exercicio simples de &lgebra linear).
Como b ¢ [B], temos que b ¢ {w € V : w < b} e, portanto, b € B
contradigao (pois B C [B]). O

Ou seja, podemos definir
0=0,1={0},2={0,1}
etc.

Aqui a ideia é que organi-
zamos os vetores numa fila
e 0S que Nao eram com-
binagao lineares dos ante-
riores entram em B.



A existéncia de Y pode
ser omitida, mas a demons-
tragao fica um pouco mais
confusa. Veja o Exercicio
1.2.14.

A ideia aqui é que, se
nao desse para definir tal
fungao, existiria o primeiro
ponto em que ela ndo po-
deria ser definida e isso le-

varia a uma contradigao.

16 CAPITULO 1. PREAMBULOS

Outro fato importante sobre boas ordens é que vale uma certa inducao
para elas:

Proposicao 1.2.2 (indugao para boa ordem). Seja < uma boa ordem
sobre X . Entao vale indugdo sobre X no sequinte sentido: dada uma formula
o tal que, para qualquer x € X temos

(Vy e X y <z = 9(y)) = »(z)
entdo vale p(x) para todo x € X.

Demonstragcdo. Suponha que nao vale o resultado, entdo existe x o menor
tal que nao vale p(x). Logo, pela hipdtese sobre ¢, temos que vale p(x),
contradigao. O

Nos naturais, podemos definir fungées num ponto n apenas com base
em como a funcao foi definida nos valores menores que n. Por exemplo,
podemos definir f de forma que f(0) =1e f(n+1) = (n+1)f(n) (também
conhecida como n!). Para boas ordens, podemos fazer algo similar:

Proposicao 1.2.3 (recursao para boa ordem). Seja < uma boa ordem
sobre X. Seja ¢ uma férmula do tipo funcdo e tal que existe um Y tal que
se o(x,y) vale para algum x,y, entdo y € Y. Entdo existe uma unica fungao
com dominio X tal que, para cada x € X, f(x) = a, onde a € o unico tal

que o({f(y) : y <z}, a).

Demonstragao. Considere F o conjunto de todas as fungoes g com dominio
algum segmento inicial de X, isto é, {y € X : y < z} para algum x € X
e tal que g(z) = a onde p({g(y) : y < z},a) para cada x no dominio de g.
Primeiramente, note que tal familia é nao vazia, ja que g = {(x,a)} € F,
onde x = min X e a é tal que p(0,a). Note também que dadas quaisquer
duas funcoes em F, elas sao compativeis, isto é, se x pertence ao dominio
de ambas, elas valem o mesmo em tal ponto z (mostre isso por indugao).
Como unido de uma familia de fungdes compativeis é uma fungao (veja
o Alongamento 1.2.9), temos que f = |JF é uma fungdo. Note que, se
mostrarmos que f tem dominio X, terminamos. Suponha que nao e seja
x=min{y € X : y ¢ dom(f)}. Considere

9= fU {(‘Tva)}

onde a é o0 unico tal que p({y € X : y < x},a). Note que g € F, contrariando
a definicao de f. O



1.2. BOA ORDEM E BOA MESMO 17

Ordem x escolha

Como dito anteriormente, o principio da boa ordem ¢ equivalente ao axioma
da escolha. Mas existem outras formulagbes também equivalentes. Vamos
apresentar algumas delas, comecando com uma das mais populares:

Definicao 1.2.4. Seja < uma ordem sobre X. Dizemos que C C X é uma
cadeia se C é totalmente ordenado por <, isto é, dado a,b € C, vale
a < boub<a. Dizemos que a € X é maximal se nao existe b € X tal que
a <b. Dado Y C X, dizemos que a € X é um majorante para Y se, para
todo y € Y temos que y < a.

Proposicao 1.2.5 (Lema de Zorn). Seja < uma ordem sobre X conjunto
nao vazio. Se toda cadeia em X admite majorante, entao X admite elemento
mazximal.

Demonstragao. Seja < uma boa ordem sobre X. Para cada x € X, defina

A — {x}UUy—<wAy sez<xparatodozEUy<xAy
’ Uy<x Ay caso contrario

Note que A = (J,cx Az ¢ uma cadeia com relacio a < (mostre por
inducao que cada A, é uma cadeia e depois conclua isso usando que cada
um estéd contido no outro). Logo, por hipdtese, temos que existe x majorante
para A. Se mostrarmos que x é maximal, terminamos. Suponha que x nao
seja maximal. Isto é, existe z € X com x < z. Note entao que, por definicao,
temos:

A, ={z3u ] 4,

y<z

e, portanto, z € A, o que é uma contradicao. O
O Lema de Zorn implica o principio da boa ordem facilmente:
Proposicao 1.2.6. Se vale o Lema de Zorn, vale o principio da boa ordem.

Demonstragdo. Seja X um conjunto. Seja O o conjunto dos pares (A, <4)
onde A C X e <4 é uma boa ordem sobre A. Considere a seguinte relagdo
sobre O:

(A,<a) 2 (B,<p)

se A C B, <pNAxA) =<4 e Aé um segmento inicial de B, isto é,
para todoa € Aeb € BN A, a <p b. Seja C uma cadeia de elementos
de O. Vamos mostrar que <= U(A,gA)eC <4 é uma boa ordem sobre Y =

Estamos wusando tacita-
mente aqui recursao para
boas ordens. E cuidado
com as ordens aqui, temos
duas diferentes.

A primeira vontade aqui
é simplesmente dizer que
uma ordem estende a ou-
tra. Mas dai uniao de
boas ordens pode nao ser
uma boa ordem (veja o
Exercicio 1.2.11.)



Esse resultado (e demons-
tracdo) é de Andreas Blass
em [1].

Monoémio é sé a multi-
plicagao de um escalar por
variaveis. Ou seja, um
polindbmio é a soma de
monomios.

18 CAPITULO 1. PREAMBULOS

U(A,SA)GC A. Que < é uma ordem, é ficil. Entao seja S C Y nao vazio.
Sejay € S. Seja A tal que (A, <) €Cetalquey € A. Sejam =minSNA
(tal minimo é considerado com relagao a <4). Note que, pela maneira como
=< é definida, nao existe y’ € S tal que ¥’ < m. Logo, m é o minimo de
S. Desta forma, temos que (Y, <) € O e é um majorante para a cadeia C.
Assim, pelo Lema de Zorn, temos que existe (B, <p) maximal em O. Note
que B = X, pois, caso contrario, se existe x € X ~ B, basta estender a
ordem <p para incluir  como o maior elemento de B U {z} que seria um
elemeto de O estritamente maior que (B, <p). O

O principio da boa ordem claramente implica o axioma da escolha:

Proposicao 1.2.7 (Axioma da escolha). Dada uma familia F de con-
Juntos nao vazios, existe f : F — |JF tal que f(x) € x para todo x € F.

Demonstragao. Fixe < uma boa ordem sobre | JF. Para cada x € F, defina
f(z) = minz. O

Vimos anteriormente que todo espaco vetorial tem base. Fizemos isso
usando o principio da boa ordem. Ou seja, mostramos a implicagao “principio
da boa ordem implica que todo espaco vetorial possui base”. A volta também
vale. Mas nao vamos fazer um caminho direto: primeiramente vamos mos-
trar o seguinte:

Proposicao 1.2.8. Se todo espago vetorial possui base, entio (quase) vale
o aztoma da escolha.

Demonstragao. Vamos mostrar uma versao mais fraca que o axioma da esco-
lha: o axioma das multiplas escolhas - Dada F uma familia de conjuntos
nao vazios, existe ¢ : F — p(|JF) tal que ¢(F') C F ¢ finito e nao vazio
para todo F. Veremos depois como passar dessa afirmacgao para o axioma
da escolha propriamente dito.

Seja F uma familia de conjuntos nao vazios. Sem perda de generalidade,
podemos supor que todos os elementos de F sao dois a dois disjuntos (veja
o Exercicio 1.2.13). Defina X = (Jpcr F. Seja k um corpo. Defina k(X)
o corpo de fragbes com “varidveis” em X. Isto é, os elementos de k(X)
sao “fracoes de polinomios de varias varidaveis”, mas no lugar das varidveis,
aparecem elementos de X.

Para cada F' € F, definimos o F-grau de um monoémio como sendo a
soma dos graus de todos os elementos de F' naquele monomio. Um elemento

f € k(X) é dito F-homogéneo de grau d se é da forma % onde todos os
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monomios de py tem um mesmo F-grau n e todos os mondémios de p; tem
F-grau d + n.

Note que K = {f € k(X) : f é F-homogéneo de grau 0 para todo F' € F}
é um subcorpo e, portanto, k(X ) é um espaco vetorial sobre K. Seja V o
espaco gerado por X em k(X) (como K-espaco vetorial).

Por hipdtese, existe B base para V. Seja F' € F e seja « € F. Como
x €V, existe B(xz) C B finito e, para cada b € B(x), existe A} € K nao

nulo de forma que
r= Y Ab

beB(x)

Seja y € F. Note que, entao,

y= > b
)

beB(y

Note também que % € K (aqui usamos que os elementos de F sao dois a
dois disjuntos, veja o Alongamento 1.2.10). Logo, multiplicando a primeira
equacao acima por %, obtemos:

y= Y A

beB(x)

Como B ¢é base, temos unicidade na escrita. Em particular, B(x) = B(y).
Ou seja, B(x) nao depende do particular € F' tomado. Note também que
cada /\z = % Ou seja, f = %ZbEB(ac) Ay também ¢ tinico. Mais que isso, f
é F-homogéneo de grau —1. Ou seja, se escrevemos f na forma simplificada,
alguns elementos de F' devem aparecer no seu denominador. Defina ¢(F)
como sendo o conjunto de tais elementos. Ou seja, definimos ¢(F') como
sendo um subconjunto finito de F' e, portanto, temos a fungao desejada. [

Ainda faltam algumas implicagoes para fecharmos a equivaléncia com-
pleta entre essas afirmacoes. Mas elas ficardo bem mais faceis quando ti-
vermos mais algumas ferramentas. Voltaremos a elas quando tivermos tais
ferramentas.

Alongamentos

Alongamento 1.2.9. Mostre que, se F é um conjunto de fungdes duas a
duas compativeis, entao | J F é uma funcao.



Depois  que  tivermos
definido cardinais, essa
notagao fara mais sentido.
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Alongamento 1.2.10. Na demonstracao da Proposicao 1.2.8, note que se
os elementos de F nao sao necessariamente dois a dois disjuntos, entao dados
z,y € FF € F, pode nao ser verdade que % tenha G-grau homogéneo para
todo G € F.

Exercicios

Exercicio 1.2.11. Escreva a ordem usual de Z como uma cadeia de boas
ordens. Conclua que unido de cadeias de boas ordens nao necessariamente
¢é boa ordem.

Exercicio 1.2.12. Mostre diretamente que, se vale o Lema de Zorn, entao
vale o axioma da escolha.

Exercicio 1.2.13. Seja F uma familia de conjuntos nao vazios. Para cada
F € F, defina F' = {(z,F) : x € F}. Mostre que F' é uma familia de

conjuntos dois a dois disjuntos.

Exercicio 1.2.14. Seja < boa ordem sobre X. Seja ¢ uma férmula do tipo
fungao. Mostre que a férmula 1 (z, a) dada por “(x € X e existe uma fungao
f com dominio {y € z : y < z} tal que f(z) = b onde p({z' : 2’ < z},b) e
f(z) =aonde p({z' : z < z},a)) oua =" é uma férmula do tipo fungao.
Depois, note que, pelo axioma da substituicao, podemos tomar todos os
valores possiveis de a se x € X e ¥(x,a). Mostre entao que vale o teorema
da recursao sem pedirmos a restricao dos valores para .

1.3 Tamanhos, muitos tamanhos

Para comparar tamanhos de conjuntos, usaremos fungoes bijetoras:

Definicao 1.3.1. Dizemos que X e Y tem a mesma cardinalidade se existe
f: X — Y bijetora. Notagao: |X|=|Y|.

Muitas vezes, verificar se existe alguma bijecao é um processo dificil.
Bem mais ficil é a verificacdo da existéncia de duas funcées injetoras. O
préximo teorema ajuda nesse sentido:

Teorema 1.3.2. Sejam A, B conjuntos e sejam f: A— Beg: B— A
fungoes injetoras. Entdo |A| = |B|.
Demonstragdo. Seja x € AU B. Defina

o sj =1
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o sy = f(sy)sesy € Aousy,y =g(sy) se sy €B.

* sty = fH(s%,) se %, € Be 5% =g 1(s%,)ses”, € Ae

n+1)
estes elementos estiverem definidos.
Note que s? pode nao estar definido para todo z € Z. Considere

S*={sT € AUB:z€Ze s? esta definido}

Note que (S%)zecaup forma uma partigao sobre AU B (cuidado, pode acon-

tecer que S* = SY mesmo com x # y). De fato, sejam s = si. Note

que, entao s? +m = Si4., Dara qualquer m € Z. Assim, se mostrarmos que
|ST N A| = |S* N B|, terminamos. Temos alguns casos:

e Se s? estd definido para todo z, f induz uma bijegao, pois é sobrejetora.

e Se s? € A é o menor z definido, entao f induz uma bijegao (ja que é
sobrejetora).

e Se s? € B é o menor z definido, entdao g induz uma bijegao (ja que é
sobrejetora).

O]

Proposicao 1.3.3. Seja X um conjunto. Entdo nao eziste f : X — p(X)
funcao sobrejetora.

Demonstragao. Suponha que exista f : X — p(X) sobrejetora. Defina
A={zeX:z¢ f(x)}

Como f é sobrejetora, existe x € X tal que f(x) = A. Note que isso é uma
contradi¢ao, ja que:

e Se x € A, entdo, pela definicao de A, temos que = ¢ f(x) = A.

e Se x ¢ A, entdo, pela definicao de A, temos que z € f(x) = A.



Essa aplicacao foi tirada de
[2].

Para efeitos de nao cair
em trivialidades, nao va-
mos considerar conjuntos
unitarios como wuma cir-
cunferéncia.
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Uma aplicagao com circunferéncias

Nesta secao, vamos apresentar uma aplicacao do que temos até aqui. Ela
fica um pouco mais facil depois que temos cardinais definidos mas, essenci-
almente, o que precisamos de cardinais é o seguinte resultado:

Proposigao 1.3.4. Dado X um conjunto, existe uma boa ordem < sobre X
tal que, para todo x € X, nao existe uma sobrejecio entre {y € X 1y < x}
e X.

Demonstracdo. Seja =< uma boa ordem qualquer sobre X. Se ela ja tem tal
propriedade, terminamos. Se nao, existe z € X tal que existe uma bijegao
entre {y € X : y <z} e X. Seja x o menor com tal propriedade. Note que,
entdo, {y € X : y < z} induz uma boa ordem sobre X (veja Alongamento
1.3.8). O

Também vamos usar nesta secao os seguintes fatos, que serao facilmente
provados com o material que veremos depois:

° |R‘ = |R3|.
e |Roo| =|R].

Proposicao 1.3.5. Ndo existe uma familia C de circunferéncias duas a
duas disjuntas tal que | JC = R2.

Demonstracao. Suponha que exista tal familia. Seja Cy € C. Sejam xg e g 0
centro e o raio respectivamente de Cy. Seja C tal que xg € C. Seja r1 o raio
de Ci. Note que, como CoNCy =0, r < %O. Continuando este processo,
temos que a sequéncia (p)ne, dos centros das circunferéncias (Cp)new €
uma sequéncia de Cauchy e, portanto convergente para algum z € R. Note
que se C' é uma circunferéncia tal que x € C, temos que C N C,, # () para
algum n, contradicao. O

A situacdo muda bem quando passamos para o R?. Comecemos com um
lema:

Lema 1.3.6. Seja C uma familia de circunferéncias tal que ndo eziste
f: C — R? sobrejetora. Se existe p € R3 ~ |JC, entdo eriste uma cir-
cunferéncia C tal que p e C e CNC' =0 para todo C" € C.

Demonstragdo. Seja P = {m C R® : © é um plano tal que = € 7}. Note
que nao existe uma fungao sobrejetora de C em P (basicamente, porque
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|P| = |R?|). Assim, como cada circunferéncia est4 contida num tnico plano,
existe m € P tal que, para qualquer C € C, nao é verdade que C' C 7. Seja
S ={p e m: existe C €C tal que p € C'}. Como cada C € C intercepta 7
em, no maximo, dois pontos, temos que |S| < |C|.. Seja p € w7\ S5 (existe por
|| = |R|) e sejar C 7 uma reta contendo p. A quantidade de circunferéncias
contidas em 7 e que tangenciam r no ponto p é igual a quantidade de
pontos de R. Como cada ponto de S determina, no maximo, uma destas
circunferéncias, podemos tomar uma circunferéncia C' tangenciando r no
ponto p que nao contém qualquer ponto de S e, portanto, ndo tem pontos
em comum com qualquer uma das circunferéncias anteriores. O

Proposicao 1.3.7. Ezxiste uma familia C de circunferéncias duas a duas
disjuntas tal que |JC = R3.

Demonstracdo. Considere < uma boa ordem sobre R? com a propriedade
apresentada em 1.3.4. Seja z o menor ponto de R? segundo essa ordem. Seja
C, uma circunferéncia qualquer que contenha o ponto z. Agora seja z € R3
um ponto qualquer e suponha definida Cy, circunferéncia para todo y < z de
maneira que:

(i) sey < z, entéo y € Cy.
(ii) se y,y < ze Cy # Cy, entdo Cy N Cy = 0.
Vamos mostrar que existe uma circunferéncia C, de maneira que:
(i) z € C..
(ii) se y < z e Cy # C., entdo C,y N C, = 0.

Assim, se conseguimos garantir tais condigoes, podemos continuar esse pro-
cesso para todo z € R3. Vamos verificar isso. Temos dois casos.

e Existe y < z tal que z € C,. Neste caso, basta fazer C, = C,. Note
que temos as condicoes satisfeitas facilmente.

e Nao existe y < z tal que z € Cy. Assim, note que {Cy : y < z} e 2z
satisfazem as condigoes do Lema 1.3.6. Logo, existe C, circunferéncia
satisfazendo as condigoes desejadas.

Considere C = {C, : = € R3}. Note que essa é a cobertura que pro-
curavamos. O

Aqui usamos o seguinte re-
sultado: se um conjunto é
infinito, entdo |X| = |F|
onde F é o conjunto de to-
dos os subconjuntos finitos
de X. Vamos provar esse
resultado mais adiante.
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Alongamentos

Alongamento 1.3.8. Seja < uma boa ordem sobre X e seja f: X — Y
bijecio. Mostre que < dada por a < bse f~1(a) < f~1(b) para todoa,b € Y
é uma boa ordem sobre Y.

Alongamento 1.3.9. Seja f : X — Y funcao sobrejetora. Mostre que
existe g : Y — X injetora.

Alongamento 1.3.10. Enuncie e prove o andlogo ao Teorema 1.3.2 onde
as funcoes apresentadas sao sobrejetoras em vez de injetoras.

Exercicios

Exercicio 1.3.11. Sejam A e B conjuntos. Denotamos por B4 o conjunto
de todas as fungoes da forma f : A — B. Mostre que, dado X conjunto
qualquer, |p(X)| = |2%]| (considere 2 = {0,1}).



Capitulo 2

Ordinais, cardinais e outros

2.1 Ordinais

Ja vimos que boa ordem é algo bastante importante neste texto. Agora,
vamos apresentar certos conjuntos que, de alguma forma, sao representantes
canonicos de todas as boas ordens possiveis:

Definigao 2.1.1. Dizemos que « é um ordinal se ele é transitivo e bem
ordenado por €. Cuidado aqui, dizemos

que € é uma boa ordem
Note que, pelo que provamos anteriormente, cada n € w é um ordinal.

Mais que isso, o préprio conjunto w também é um ordinal. E, nao é muito

no sentido de ordem

estrita. Para ficarmos
dificil de ver, w U {w} também é um ordinal. com a definigio formal,
Note que, como cada ordinal é transitivo, entao todo elemento seu também precisamos trabalhar com

é bem ordenado por €. Assim, podemos provar: “c ou igual”

Proposicao 2.1.2. Seja o um ordinal. Se x € o, entdo x € um ordinal.

Demonstracdo. SO precisamos mostrar que x é transitivo. Sejam a,b tais
que a € be b € z. Como « é transitivo, temos que b € a. E, pelo mesmo
motivo, a € a. Como € é uma ordem sobre «, temos que esta ¢ uma relagao
transitiva e, portanto, a € x. O

Proposicao 2.1.3. Seja X um conjunto nao vazio de ordinais. Entdo (| X
é um ordinal.

Demonstracdo. Basta notar que interseccao de conjuntos transitivos é tran-
sitivo e que, dado a € X, temos que (| X C « e, portanto, como € bem
ordena «, € bem ordena () X. O

25



Note que pela transitivi-
dade dos ordinais, temos
que todos os elementos
aqui pertencem a a.

A ideia aqui é que qualquer
ordinal contido num outro,
é um segmento inicial dele.
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Proposicao 2.1.4. Sejam « e B ordinais tais que B € «. Suponha que
v € « seja tal que v € o menor tal que 5 € . Entao v = fU{S}.

Demonstragao. Como ~ é um ordinal, temos que 8 C < e, portanto, 5 U
{8} C ~. Por outro lado, dado £ € 7, temos pela minimalidade de v que
B ¢ & Ou seja, como € é uma ordem total sobre «, temos £ € 5 ou £ = .
Desta forma, temos que v C 5 U {8}. O

Proposigao 2.1.5. Seja o um ordinal. Entio o = BU {8} para algum (3
ou para todo € «, temos fU{S} € a.

Demonstragao. Seja € « tal que S U {S} ¢ a. Note que S U {5} C a.
Suponha que exista v € a \ (8 U {5}). Podemos supor que v seja o menor
com tal propriedade. Note que 8 € v (de fato, como v, € «, se B ¢ ~,
como € é uma ordem total sobre «, terfamos que 8 = v ou v € 5. Mas
ambos esses casos contrariam o fato que v € o~ (U {3})). Entao, pelo
resultado anterior, temos que v = U {8} contrariando o fato que v € a e

BU{B} ¢ a. O

Os resultados anteriores nos motivam a denotar oo U {a} como s(a) (se
a é um ordinal). Ainda mais, costumamos denotar por a + 1 tal conjunto.
Com isso, temos a seguinte definicao:

Definigao 2.1.6. Seja o um ordinal. Se @ = 8+ 1 para algum [ ordinal,
dizemos que « é um ordinal sucessor. Caso contrario, dizemos que « é
um ordinal limite.

Note que todo n € w nao vazio é um ordinal sucessor. Note também que
w é um ordinal limite (veja o Alongamento 2.1.19).

Lema 2.1.7. Sejam « e B ordinais tais que existe v € a~\ 3. Entdo B C .

Demonstracao. Seja € € 5. Vamos provar que & € . Suponha que nao.
Note que &,7 € a. Logo, como € é uma ordem total sobre «, temos dois
casos:

e £ = ~. Mas isso é um contradicao pois neste caso temos v € [,
contrariando a defini¢ao de 7.

e v € £ Mas isso é uma contradicao, pois isso também implica que
v E B.
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Lema 2.1.8. Sejam « e B ordinais tais que § C a. Entdo =« ou 8 € «.

Demonstragdo. Suponha 3 # a. Seja v € o\ . Podemos supor v o menor
com tal propriedade. Vamos mostrar que v =  (note que isso implica que
B € a como queremos). Suponha que nao. Pelo Lema anterior, temos que
B C 7. Entao existe 7' € v\ 8. Logo, temos que ' € a \ 3, contrariando
o fato que v era o menor com tal propriedade. ]

Teorema 2.1.9 (Indugao para ordinais). Seja ¢ uma formula tal que,
se para todo « ordinal, temos que () para B € a, entao ¢(«a). Entao, para
todo v ordinal, temos que p(a).

Demonstracao. Seja o um ordinal qualquer. Defina f = {£ € a : ¢(§)}.
Se f = «, entdo por hipétese temos que vale p(a). Caso contrério, seja
v = mina \ S. Note que, como v C «, temos que, para todo £ € v, ¢(§).
Logo, por hipétese, ¢(7), contrariando o fato que v ¢ S. O

De forma aniloga ao que fizemos com w, podemos provar o seguinte:

Teorema 2.1.10 (Boa ordem para ordinais). Seja ¢ uma formula sobre
ordinais tal que pelo menos um ordinal a satisfaca. Entao existe um ordinal
a tal que p(a) e, se B é um ordinal tal que o(f), entao o C .

Com isso, podemos provar que “€ V =" funciona como uma boa ordem
sobre os ordinais. Desta forma, muitas vezes vamos denotar por < quando
queremos dizer € com relagdao a ordinais. Uma observacao importante a
ser feita é que nao podemos dizer que € é de fato uma boa ordem sobre os
ordinais basicamente por que os ordinais néao formam um conjunto:

Proposicao 2.1.11. A colegdo de todos os ordinais ndo forma um conjunto.

Demonstragao. Suponha que A seja o conjunto de todos os ordinais. Note
que A é também um ordinal. Logo, A € A, o que é uma contradicio. O

Formalmente, dada um férmula ¢ sobre conjuntos, chamamos a colegao
de todos os conjuntos que a satisfazem de uma classe. Claramente, todo
conjunto é uma classe. Assim, para indicarmos que uma classe nao é um
conjunto, diremos que ela é uma classe prépria.

Vamos terminar esta se¢do mostrando que os ordinais representam (de
forma tnica) cada boa ordem:

Definigao 2.1.12. Sejam X e Y conjuntos ordenados. Dizemos que f :
X — Y é um isomorfismo de ordem se f é bijetora e f(a) < f(b) se, e
somente se, a < b.

Estamos usando aqui o
minimo com relagao ao €.

A ideia é que se certa pro-
priedade vale para algum
ordinal, entao existe o me-
nor ordinal que a satisfaz.



Os intervalos de ordinais
sdo definidos de forma
andloga aos intervalos de
reais.
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Proposicao 2.1.13. Sejam « e 8 ordinais. Se existe f : « —> [ isomor-
fismo de ordem, entdao o = f3.

Demonstracao. Vamos fazer por inducao sobre a. Se v = (), entao clara-
mente 3 = (). Agora suponha que o resultado vale para todo £ < a. Supo-
nha que exista f : @« — B isomorfismo de ordem. Seja £ < a. Note que
fl1é&:&— Aéum isomorfismo de ordem, onde A C 5. Note que A é um
segmento inicial de 5 e, portanto, A = v para algum ~ € 3. Pela hipdtese
de indugao, temos que & = ~. Ou seja, temos que o C . Trabalhando com
a inversa, obtemos que 8 C a. ]

Teorema 2.1.14. Seja X um conjunto bem ordenado. Entao existe um, e
apenas um, ordinal o tal que existe f : X — a isomorfismo de ordem.

Demonstracao. A unicidade segue do resultado anterior. Para a existéncia,
basta definir f recursivamente como f(z) = min{a :Vy <z f(y) < a}. O

Ordinais compactos

Fixado um ordinal a, ha uma topologia bastante natural sobre ele, a topo-
logia da ordem:

Definicao 2.1.15. Dado um ordinal o, chamamos de topologia da ordem
a topologia gerada pelos conjuntos da forma |¢, n[ e [0, &[] para todo &, 7 € a.

A menos de mengao contraria, sempre que tomarmos um ordinal como
um espago topolégico, estaremos adotando a topologia da ordem.

Proposicao 2.1.16. Seja o um ordinal. Se A C « € limitado, isto €,
existe B € a tal que a < B para todo a € A, admite supremo. Lembrando, o
supremo ¢ o menor dos majorantes de um conjunto.

Demonstragdo. Como A é limitado, ele possui pelo menos um majorante.
Logo, o conjunto dos majorantes de A admite minimo. O

Proposigao 2.1.17. Se a € um ordinal limite, entGo o« nao € compacto.

Demonstragdao. Basta notar que {[0, 8+ 1[: € a} é uma cobertura aberta
sem subcobertura finita. O

Proposigao 2.1.18. Se « € um ordinal sucessor, entdo o € compacto.
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Demonstragao. Vamos mostrar por inducao sobre a. Seja [ tal que a =
B+1. Se j3 for sucessor, terminamos (afinal, « serd um compacto adicionado
de um ponto). Suponha que  nao seja sucessor. Seja C uma cobertura por
abertos para a. Seja C € C tal que 8 € C. Note que existe £ tal que
1€,8] € C. E, como S é limite, £ + 1 < 8. Por hipdtese de indugao, existe
C' C C finito tal que £ +1 = [0,¢] € UC'. Note, entao, C' U {C} é uma
subcobertura finita para [0, 5] = a. O

Alongamentos

Alongamento 2.1.19. Mostre que todo n € w nao nulo é um ordinal
sucessor. Mostre que w é um ordinal limite.

Alongamento 2.1.20. Mostre que, para todo « ordinal, temos que [0, o] =
[0, + 1].

Alongamento 2.1.21. Mostre que no Teorema 2.1.14 o isomorfismo também
¢ Unico.

Alongamento 2.1.22. Considere w com a seguinte ordem: se a,b # 0,
entdo a < b se, e somente se, a < b (< é a ordem usual) e a < 0 para todo
a € w.

(a) Mostre que = é uma boa ordem.

(b) Mostre que w com esta ordem é isomorfo a w + 1.

Exercicios

Exercicio 2.1.23. Mostre que, se X é um conjunto, nao existe uma funcao
com dominio X e sobrejetora nos ordinais.

Exercicio 2.1.24. Mostre que nao existe um conjunto ilimitado nos ordi-
nais.

Exercicio 2.1.25. Mostre que a colecao dos ordinais sucessores é uma classe
propria.

Exercicio 2.1.26. Mostre que num ordinal «, os tinicos pontos isolados sao z é dito um ponto isolado
os sucessores e o 0. se {z} é aberto.

Exercicio 2.1.27. Mostre que todo ordinal é um espago de Hausdorff,
isto é, dados dois pontos x,y distintos, existem abertos A, B disjuntos tais
quex € Aeye B.



Chamamos tr(X) de fe-
cho transitivo de X.
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Exercicio 2.1.28. Mostre que se a = sup A, entdo a € A.

Exercicio 2.1.29. Sejam X bem ordenado e Y totalmente ordenado. Cha-
mamos de ordem lexicografica a seguinte ordem sobre YX: f < g se
f(z) < g(x) onde z = min{z € X : f(z) # g(z)}. Mostre que isso é de fato
uma ordem e mostre também que tal ordem é total. Mostre que se, além
disso, Y é bem ordenado, entao tal ordem é uma boa ordem.

Exercicio 2.1.30. Sejam « e 3 ordinais. Defina o + [ como o tinico ordinal
que é isomorfo a ({0} x a) U ({1} x ) com a ordem lexicogréfica. Verifique
se é verdadeira a afirmacao “w+1=1+w”.

Exercicio 2.1.31. Dizemos que uma fung¢ao de ordinais em ordinais é uma
funcao normal se f(a) < f(f)se a < fe (o) =sup{f(B): B <a}seaé
limite e diferente de (). Seja f uma funcao normal. Mostre que:

(a) f(supA) =sup{f(a):a € A} para todo A conjunto de ordinais.
(b) f(a) > « para todo a.

(c) dado B ordinal, existe a > 3 tal que f(a) = a.

2.2 Medindo a complexidade dos conjuntos
Comecemos com um resultado simples:

Proposicao 2.2.1. Seja X wm conjunto qualquer. Entdo existe um con-
Junto transitivo tr(X) onde X C tr(X) e dado qualquer conjunto Y transi-
tivo tal que X C Y temos que tr(X) C Y.

Demonstragao. Defina Ty = X e T,,11 = |JT,, para n € w. Defina tr(X) =
Unew Tn- Claramente, X C tr(X) e tr(X) é transitivo. Note também que,
se x € T, para algum n € w, ¢ € Y para qualquer Y transitivo tal que
Xcy. 0

Proposigao 2.2.2. Toda classe nao vazia de conjuntos admite um elemento
€ minimal.

Demonstracao. Seja X pertencente a classe fixada. Considere A os elemen-
tos de tr(X) que pertencem a tal classe. Pelo axioma da fundagao, existe
a € Atal que an A = (. Note que tal a é minimal. O
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Esse resultado nos da que podemos definir algo recursivamente sobre os
préprios elementos. Para ficar mais claro, vejamos isso em agao, justamente
no exemplo que nos serd importante agora:

Definigao 2.2.3. Seja X um conjunto. Definimos rank(0)) = () e denotamos
por rank(X)= sup{rank(y) +1:y € X}.

Note que isso estd bem definido. De fato, suponha que nao. Considere Formalmente, deveriamos
todos os conjuntos X de forma que nao foi possivel definir o rank. Seja X trabalhar como na de-
o € minimal sem rank. Mas note que, entao, todo elemento de X tem rank monstragdo do teorema de
e, portanto, X também tem. recursao.

Além do rank dar uma medida sobre a complexidade do conjunto, também
nos da uma ideia sobre sobre sua construcao. Considere a seguinte cons-
trucao recursiva:

o Vo =0
o Vor1=p(Va)
o V= U£<5 Ve

Vamos provar que todo conjunto pertence a algum dos V,,’s. Para isso,
vamos provar o seguinte resultado:

Lema 2.2.4. Sejam «, B ordinais. Temos:
(a) Vg € transitivo.

(b) Voo C V3 sea < p.

(c) se X CVy ea < f, entio X € Vg.

(d) se X € Vg, entio X C Vg para algum & < a.

Demonstragdo. (a) Por indugdo sobre a. Se a = (), é imediato. Se « é
limite, o resultado é imediato uma vez que V, é uniao de conjuntos
transitivos. Finalmente, se « = 341, temos que, dado X € V,,, X C V3.
Logo, se Y € X, temos que Y € Vg. Mas, como Vg ¢ transitivo, Y C Vj
e, portanto, Y € Vg1 como querfamos.

(b) Por inducao sobre 3. Se 8 = y+1. Assim, se a < 7, temos, por hipétese,
que V,, C V,. Logo, V,, € V,41. Como V, 41 é transitivo, temos o que
queriamos. Agora suponha que S é limite. Neste caso, é imediato que
Va C Vg pela definicao de V.



Ou seja, todo conjunto é
formado apenas por 0 e pa-
res de { e }. Se denotar-
mos @ por {}, entdo todo
conjunto nada mais é que
uma colegao de { e }. Pa-
rece um pouco triste.

Esta secao foi bastante ba-
seada no livro [3].

32 CAPITULO 2. ORDINAIS, CARDINAIS E OUTROS

(c) Basta notar que X € V41 C V.

(d) Por indugao sobre V,. Se o = 3 + 1, o resultado é imediato (£ = f).
Se « ¢ limite, entao X € Vj para algum 3 < o e portanto o resultado
segue por inducao e pelo fato que Vg C V.

O

Proposicao 2.2.5. Seja X um conjunto. Entao rank(X) = « se, e somente
se, X C Vo e X ¢ Vi para todo f < o

Demonstragao. Vamos mostrar por inducao sobre a. Suponha o resultado
para todo £ < a. Seja X conjunto tal que rank(X) = «. Assim, todo
Y € X é tal que rank(Y) < a e, portanto, Y C Vg para algum § < a. Logo,
Y € V, pelo Lema anterior. Ou seja, X C V,,. Note também que X ¢ Vg
para todo £ < a por hipétese de inducao.

Por outro lado, seja X C V, ~ U5<a Ve. Dado Y € X, temos, pelo Lema
anterior, que Y C Vg para algum ¢ < a. Portanto, rank(Y) < &. Assim,
ja temos que rank(X) < a. Por outro lado, dado qualquer £ < «, existe
Y € X tal que rank(Y) > €. Caso contrério, todo Y € X seria tal que
Y € V¢ e, portanto, X C Vg, uma contradigao. ]

Acabando com as escolhas

Nesta secao, vamos fechar as implicagoes para as diversas formulagoes equi-
valentes ao principio da boa ordem e o axioma da escolha.

Proposicao 2.2.6. Se vale o axioma das maltiplas escolhas, vale que todo
conjunto ordenado admite um conjunto maximal de elementos dois a dois
imcompardveis.

Demonstragao. Seja X um conjunto ordenado. Pelo axioma das multiplas
escolhas, existe f : p(X) \ {0} — p(X) tal que, para todo A C X nao
vazio, f(A) C A é finito e nao vazio. Defina g : p(X) — p(X) da seguinte
forma, dado A C X:

g(A) ={a € f(A) : a é minimal em f(a)}

Note que, trivialmente, cada g(A) é um suconjunto finito de A de elementos
dois a dois incomparaveis.
Considere a seguinte construcao recursiva sobre os ordinais:

o Ao =g(X)
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o Ay =g({z € X :  é incomparével com cada b € Uz, Ag})-

Note que os elementos de X que pertencem a algum A, formam um con-
junto A. Vamos provar que tal A é um conjunto maximal de elementos
incomparaveis. Suponha que a,b € A sejam comparaveis. Seja « tal que
a € Ay ebec Ag. Se a = (3, temos uma contradicao pois tanto a como b
sdo minimais em A,. Sem perda de generalidade, suponha a < 8. Entéo
b¢ Ag ja que b é compardvel com a, contradicao.

Finalmente, vamos provar que A é maximal. Note que, em algum ordinal
a, Ay = 0 (caso contrério, terfamos que os ordinais formariam um conjunto).
Mas note que isso s6 é possivel se nao “sobraram” elementos que possam

estender A. ]

Lema 2.2.7. Seja X um conjunto ndao vazio. Se existe [ : p(X) {0} —
UV onde f(V) € V para todo V € o(X) nao vazio, entao existe uma boa
ordem sobre | JV. Uma fung¢ao assim é chamada de uma funcao escolha

para p(X) ~ {0}.

Demonstragdao. Defina a seguinte recursao sobre os ordinais (antes de comegar,
fixe um Y ¢ X qualquer). Tomamos zg = f(X) e

xa:{f(X\{$525<a}) se {rzg:B<a}pX

Y caso contrario

Note que f precisa valer Y a partir de algum ordinal «, caso contrario
teriaomos que os ordinais formariam um conjunto pelo axioma da substi-
tuicao. Note que assim {z3: f < a} induz uma boa ordem sobre X. O

Em particular, esse lema nos da o seguinte:

Corolario 2.2.8. Se wale o azxioma da escolha, vale o principio da boa
ordem.

Demonstragdo. Seja X um conjunto. Seja f uma funcao escolha sobre p(X).
Pelo Lema, temos que existe uma boa ordem sobre X. ]

Proposigao 2.2.9. Se todo conjunto ordenado admite uma familia maximal
de elementos dois a dois ndo compardveis, entdo todo conjunto ordenado
admite uma boa ordem.

Demonstragao. Seja X totalmente ordenado por <. Se mostrarmos que
existe uma fungao escolha para E(X) \ 0, o resultado segue pelo Lema
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anterior. Seja ) o conjunto de todos os pares da forma (y,Y), onde y €
Y C X. Defina sobre tal conjunto a ordem

(y1, Y1) 2 (y2,Y2) se Y1 =Ya e y1 <2

Seja A C Y maximal tal que seus elementos sdo dois a dois incomparéveis.
Vamos mostrar que [ J A é a funcao escolha desejada.

Note que, dado Y C X néo vazio, existe algum par da forma (y,Y) € Y
pois, caso contrario, qualquer um desta forma seria incomparavel com todos
os elementos de Y. Mais que isso, como a ordem sobre X é total, existe um
unico elemento com tal formato. O

Proposicao 2.2.10. Se todo conjunto totalmente ordenado pode ser bem
ordenado, entdo dado um conjunto bem ordenado A, temos que p(A) é bem
ordendvel.

Demonstracdo. Identifique o p(A) com 24 (veja o Exercicio 1.3.11). Co-
loque em 24 ordem lexicografica (veja Exercicio 2.1.29). Assim, p(A) fica
totalmente ordenado e, portanto, bem orden&vel. O

Proposigao 2.2.11. Se wvale que todo conjunto bem ordenado A € tal que
p(A) é bem ordenado, entdo vale o principio da boa ordem.

Demonstragao. Se mostrarmos que V, é bem ordenado para todo « ordinal

limite, temos o resultado. Seja « ordinal limite. Se mostrarmos que existe
Aqui ndo podemos sim- uma familia (WW3)s<, onde cada Wp é uma boa ordem sobre Vg teremos o
plesmente aplicar indugdo, resultado (é facil construir uma boa ordem a partir disso). Seja k o menor
porque precisamos dizer ordinal tal que nao existe uma funcéao injetora de x em V,. Por hipétese,
qual boa ordem pegamos p(x) admite uma boa ordem <. Vamos agora definir cada W3 usando esta
para cada 3, caso contrario boa ordem recursivamente:

na.o tAem.os como g,afrantlr a o Wy = 0

existéncia da familia sem o

axioma da escolha. e se (3 ¢ limite, definimos W3 de maneira padrao usando cada W com
§<B.

e se f =~v+1, entao V3 = p(V;). Por hipétese, V, é bem ordenado por
W, e, portanto, tem um isomorfismo de ordem com algum v < x. Dai
usando esse isomorfismo mais a boa ordem < de p(k), obtemos uma
boa ordem sobre Vj.

O
Com a sequéncia apresentada acima, mais os resultados anteriores, temos

a equivaléncia entre principio da boa ordem, lema de Zorn, axioma da escolha
e todo espaco vetorial tem base.
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Exercicios

Exercicio 2.2.12. Seja « um ordinal. Determine rank(«).

2.3 Cardinais

Do mesmo jeito que ordinais representam todas as boas ordens, cardinais
representam todos os tamanhos de conjuntos:

Definicao 2.3.1. Seja o um ordinal. Dizemos que « é um cardinal se nao
existe f < a tal que |a| = |B].

Note que dado um conjunto qualquer, ele tem bije¢ao com um cardinal
(via principio da boa ordem) e com apenas um. Assim, faz sentido a seguinte
definigao:

Definigao 2.3.2. Seja X um conjunto. Denotamos por | X| o tinico cardinal
k tal que existe uma bijecao entre X e k.

Note que isso estende o uso anterior que fazfamos de | - |, afinal, existe
uma bijecao entre X e Y se, e somente se, | X| = |Y| como acima.

Note também que, dado um cardinal qualquer, existe um ordinal maior
que ele que ndo tem bijecao com ele (veja o Alongamento 2.3.19). Assim,
faz sentido a seguinte definigao:

Definigao 2.3.3. Seja x um cardinal. Denotamos por ' o menor cardinal N&o confundir x* com x +
que é maior que k. 1 (soma ordinal).

Com isso, podemos fazer a seguinte definigao:

Definicao 2.3.4. Denotamos por Rp= w. Se Ng estd definido para todo
f < a (o um ordinal), denotamos por R,= x onde k é o menor cardinal tal
que Ng < k para todo 3 < a.

Desta forma, ¢ facil ver que Ry = NP, Além disso, muitas vezes usare-
mos a notacao w, no lugar de R, quando quisermos destacar que queremos
trabalhar com a ordem de N,,.

Dizemos que um conjunto X ¢ finito se existe n € ¥y tal que | X| = n.
Dizemos que X ¢ infinito caso contrario.



Formalmente nao é uma
ordem, uma vez que pares
de ordinais nao é um con-
junto. Mas deve dar para
entender.
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Uma ordem bacana sobre pares de ordinais

Vejamos agora como definir uma ordem sobre pares de ordinais. Isso vai
nos facilitar na hora de calcular o tamanho de produtos. Mas antes, vamos
definir uma notagao que vai facilitar bastante:

Definicao 2.3.5. Seja X um conjunto ordenado por <. Dado =z € X,
denotamos por |x o conjunto {y € X : y < z}.

Definicao 2.3.6. Sejam («, ) e (v,0d) pares de ordinais. Vamos denotar
por (a, ) < (v,9) se

e max{a, f} < max{v,d} ou
e max{q, f} = max{vy,d} e « <y ou
e max{a, 8} = max{y,d},a=7ye f <J.

Nao é dificil notar que < é uma ordem e que qualquer conjunto nao
vazio de pares de ordinais admite minimo com tal ordem (veja o Alonga-
mento 2.3.20). Note também que, para qualquer ordinal o, temos (veja o
Alongamento 2.3.21):

axa=](0,a)

Considere, para cada «, 8 ordinais, o(a, 3) o unico ordinal tal que o(«, f3)
é isomorfo a | (a, f).

Lema 2.3.7. 0(0,w) = w.

Demonstragao. Note que | (0,w) = w X w. Como | (0,w) é infinito, basta
mostrarmos que, para cada elemento de | (0,w) s6 existem finitos elementos
menores que ele. De fato, dado (a,b) € w X w, temos que (z,y) < (a,b) é tal
que z,y < max{a, b}. O

Note que como 0(0, ) < 0(0, ) se o < f3, temos que a < 0(0, @) para
todo a. Vejamos a outra desigualdade:

Proposigao 2.3.8. Para todo cardinal infinito o, 0(0, ) = ov. Em particu-
lar, existe uma bijecdo entre a X a e a.

Demonstracao. Vamos mostrar por inducao sobre . Note que, para a = w,
temos o resultado. Suponha entao que o resultado é vélido para todo 8 < «
e vamos mostrar para «. Suponha que nao. Entao o < 0(0, ). Logo, existe
(v,0) < (0,) tal que @ = o(7, d). Note que, entdo, v, < a. Seja (3 tal que
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7,0 < f < a. Note que (v,d) < (0,5). Assim, a < 0(0, 3). Mas |0(0, 3)| =

8% B| = ||B]x|B||. Mas, por hipétese de indugao, ||8]x[B]| = (0, |]) = |8]-
Contradicao ja que |f| < a. O

Corolario 2.3.9. Seja k um cardinal infinito. Entdo k = |k X K|.
Corolario 2.3.10. Seja X um conjunto infinito. Entdo | X| = |X x X]|.

Corolario 2.3.11. Sejam X,Y conjuntos infinitos. Entao |X x Y| =
max{| X[, [Y[}.

Demonstragao. Suponha |X| < |Y|. Entao |[X xY| < |Y xY|=|Y]|. Como
Y| < |X x Y], temos o resultado. O

Corolério 2.3.12. Seja F uma familia de conjuntos tal que |F| = K (k €
infinito) e cada F € F € tal que |F| < k. Entao ||JF| < k.

Demonstragdo. Note que podemos supor que cada |F| = k. Fixe {F; :
£ < Kk} = F e, para cada §{ < K, seja f¢ : K — F¢ bijetora. Note que
¢k x k — |JF dada por

p(o, B) = falB)

é sobrejetora. Logo, k = |k x k| < [[JF|. Como a outra desigualdade é
imediata, temos o resultado. O

Um conceito que vai ser importante em varios contextos sao subconjuntos
de algum tamanho fixado:

Definicao 2.3.13. Sejam X um conjunto e x um cardinal. Denotamos por
[X]* o conjunto {A C X : |A| = k}. Também usamos a notac¢ao [X|<" para
{Y C X :|X| <k}

Em particular, [X]<Y0 sio todos os subconjuntos finitos de X:
Proposicao 2.3.14. Se X ¢ infinito, entdo |[X]<N0| = |X]|.

Demonstragao. Note que |[X]"| = |X| para todo n € Ry, n # 0. Como

[(X]<N0 =, [X]™, temos o resultado. O

Terminamos essa se¢ado com uma simples aplicagao:

Teorema 2.3.15. Seja V um espago vetorial. Se A e B sao bases para V,
entao |A| = |B].



Lembrando, [X] denota o
subespago gerado por X.
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Demonstragao. Vamos apenas fazer o caso em que A e B s&o infinitas. Su-
ponha que nao vale o resultado e, portanto, podemos supor sem perda de
generalidade que |A| < |B|. Para cada a € A, existe B, C B finito tal que
a € [By] . Seja B’ = (J,c g Ba- Note que |B'| < |A|. Por outro lado, note
que B’ C B e [B'] =V, ji que [B'] D A, contradicao. O

Sequéncias convergem, mas e dai?

J& vimos que w; nao é compacto. Mas vamos ver nesta secao que ele tem
certas propriedades “parecidas” com compactos:

Lema 2.3.16. Seja A C wy enumerdvel. Entdo A € limitado.

Demonstragdo. Suponha que nao. Entdo w; = |J,cq | a. Mas note que
cada | a é enumeravel. Logo, w; é enumeravel, contradicao. ]

Lema 2.3.17. Toda sequéncia (xy)necw estritamente crescente de pontos de
w1 € convergente.

Demonstragao. Como A = {x,, : n € w} é enumeravel, temos que A admite
supremo. Seja a € wy tal supremo. Note que, dado |53, a] aberto contendo
a, temos que, existe z, > 8 (por « ser supremo) e todo zx com k > n é tal
que i €]5, al. O

Teorema 2.3.18. Toda sequéncia (enumerdvel) de pontos de wi admite
subsequéncia convergente.

Demonstragdao. Seja (n)new sequéncia de pontos de w;. Note que, pelo
Exercicio 2.3.25, temos um dos seguintes casos:

e (Zn)new admite subsequéncia constante. Neste caso, o resultado é
trivial.

e (Zn)new admite subsequéncia estritamente decrescente. Note que esse
caso é impossivel, uma vez que wy é bem ordenado.

e (n)new admite subsequéncia estritamente crescente. Note que neste
caso temos o resultado pelo Lema anterior.
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Alongamentos

Alongamento 2.3.19. Seja k. Mostre que k < |p(K)].

Alongamento 2.3.20. Mostre que < definida sobre os pares de ordinais é
de fato uma ordem e que todo conjunto de pares admite minimo.

Alongamento 2.3.21. Mostre que, dado um ordinal «, | (0,a) = o X a.

Alongamento 2.3.22. Mostre que todo cardinal infinito é um ordinal li-
mite.

Exercicios

Exercicio 2.3.23. Mostre que X ¢é infinito se, e somente se, existe f : w —
X injetora.

Exercicio 2.3.24. Mostre que X ¢ infinito se, e somente se, existe f : X —
Y bijetora tal que Y C X.

Exercicio 2.3.25. Este é um roteiro para mostrar que toda sequéncia num
conjunto totalmente ordenado admite uma subsequéncia constante, ou ad-
mite uma subsequéncia estritamente crescente ou admite uma subsequéncia
estritamente decrescente. Assim, seja (zp)ne, Uma sequéncia num conjunto
X totalmente ordenado por <

(a) Note que podemos supor que x, # T, se n # m (se ndo pudermos, é
que j4 resolvemos).

(b) Dizemos que x,, é um pico se, para todo k > n, temos que z; < x,. Su-
ponha que existam infinitos picos. Mostre que existe uma subsequéncia

decrescente infinita.

(¢) Suponha que nao existam infinitos picos. Mostre que existe uma sub-
sequéncia crescente.

(d) Conclua o resultado.

Exercicio 2.3.26. Considere wi + 1 como espaco topoldgico. Mostre que
w] € W1 mas nao existe uma sequéncia em wj convergente para wj.



Note que f(§) € a j& que
€] < cf(a).
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2.4 Mais um pouco sobre ordens

Cofinalidade é uma espécie de “atalho” até o final de um conjunto:

Definicao 2.4.1. Seja X ordenado por <. Dizemos que A C X é cofinal
em X se, para todo x € X, existe a € A tal que x < a.

Definicao 2.4.2. Seja X conjunto ordenado. Denotamos por cf(X) (a
cofinalidade de X) o menor cardinal x tal que existe A C X tal que A é
cofinal em X e |A| = k.

Muitas vezes, é mais comodo trabalhar com uma notacao de funcgao:

Definicao 2.4.3. Seja X conjunto ordenado. Dizemos que f: x — X é
uma funcgao cofinal se sua imagem ¢é cofinal em X.

E imediato notar o seguinte:

Proposicao 2.4.4. Dado X um conjunto ordenado. Entdo a cf(X) = K
se, e somente se, k € o menor cardinal tal que existe f : kK — X cofinal.

No caso de ordinais, podemos tomar a f crescente:

Proposicao 2.4.5. Seja a um ordinal. Entao cf(a) = k se, e somente se,
Kk € o menor cardinal tal que existe f : k —> X funcdo crescente e cofinal.

Demonstragao. Suponha cf(a) = k. Seja g : Kk — « cofinal. Defina
f kK — « da seguinte forma, para £ € k:

f(€) =sup{g(n) :n <&}

Note que f é a funcao procurada.
A outra implicacao é imediata. O

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 2.4.6. e Se a é da forma S+ 1, entéo cf (o) = 1.
e Pelos resultados da segao anterior, temos que cf(X;) = N;.

e cf(N,) = Ng. Para isso, basta notar que f : X9 — N, dada por
f(n) =N, é cofinal.

Teorema 2.4.7 (Teorema de Konig). Seja r cardinal e sejam (Ag)ecs €
(Be)e<r familias de conjuntos tais que |A¢| < |Bg| para todo & < k. Entdo

‘U£<I€A§’ < ’H£<I€B§"
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Demonstragdo. Suponha que ndo. Entao existe f : U§<n Ae — H§<n Be
sobrejetora. Para cada § < k, existe bg € Be tal que be ¢ e[ f[A¢]] j4 que ndo
existe uma funcao sobrejetora de A¢ em B¢. Note que (be)ecw € H£<n B
mas nao esta na imagem de f. O

Corolario 2.4.8. Seja  um cardinal infinito. Entio r < k(9.

Demonstracao. Seja f : cf(k) — k cofinal e crescente. Note que, para
cada £ < cf(k), temos que | | f(§)] < k (por k se cardinal). Note também

que Ugcpf(n) 4 f(§) = K. Finalmente, kel (k) = | Tle<c(n) &l Logo
k=1 U r@I<l II ="

£<cf(x) g<cf (k)

Pré-ordens

Definigao 2.4.9. Dizemos que < é uma pré-ordem sobre um conjunto X
se, para todo a,b,c € X temos:

(a) a<a
(b) sea<beb<centaoa<ec.
Definigao 2.4.10. Denotamos por <* a seguinte pré-ordem sobre w®: dados
f,g € w¥, dizemos que f <* g se
{new: f(n) > g(n)} é finito.
Vejamos alguns conceitos sobre familias de fungoes de w:

Definicao 2.4.11. Seja F C w®. Dizemos que F é uma familia ilimitada
se nao existe g € w¥ tal que f <* g para todo f € F. Dizemos que F é uma
familia dominante se, para todo g € w®, existe f € F tal que g <* f.

Note que a prépria familia F = w® é ilimitada e dominante.
Proposicao 2.4.12. Toda familia dominante € ilimitada.

Demonstragao. Seja F uma familia dominante. Suponha que ela nao seja
ilimitada. Ou seja, existe g € w® tal que f <* g para todo f € F. Defina
h € w* como

h(n) =g(n)+1

para todo n € w. Note que nao existe f € F tal que h <* f e, portanto, F
nao ¢ dominante. ]

m¢ é a projecao na £-ésima
coordenada.

Ou seja, o que estd fal-
tando para virar ordem é
a < bebdb < a implicar
a="b.

O conceito de ilimitado é
meio que O mesmo que
para ordens e o conceito de
dominante é o de cofinal
para ordens.



Note que {k € w: fn(k) >
g(k)} c{0,...,n—1}.
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Proposigao 2.4.13. Nao existe uma familia ilimitada enumerdvel.

Demonstragao. Seja (fn)new familia enumerdvel de fungoes de w*. Para
cada n € w, defina

g9(n) = max{fo(n), .., fu(n)}

Note que f,, <* g para todo n € w e, portanto, (fy)ne, nao ¢ ilimitada. [

Olhando por cima do muro

Chamamos de ¢ a cardinalidade de [2“|. Note que ¢ = |w*|. De fato, é
imediato notar que [2¥| < |w*¥|. Por outro lado, temos que w“ pode ser
identificado com [w]¥ (ver Exercicio 2.4.22). Assim,

W = [[W] < lp(w)] = [2¢]

Com isso, é facil ver que ¢ = |R]| (ver o Exercicio 2.4.23).
Note que ¢ é nao enumeravel. Logo, temos que

N1§C

Pelos resultados da secao anterior, como existe pelo menos uma familia
dominante, podemos definir 0 como a menor cardinalidade possivel para
uma familia dominante e b como a menor cardinalidade possivel para uma
familia ilimitada. Como toda familia dominante ¢ ilimitada, temos

b<?d

Como a propria familia w® é dominante, temos que 0 < ¢. Finalmente, como
nao existe uma familia ilimitada enumeravel, temos que ¥; < b. Resumindo,
temos a seguinte situacao:

Ny <b<o<¢c

O curioso é que, com os axiomas que temos até o momento, isso é meio
que tudo que podemos dizer sobre as relagoes entre esses quatro cardinais.

A hipétese do continuo (uma afirmagao que é independente dos axi-
omas de ZFC), afirma que 2% = R;. Note que, supondo essa afirmarcio, as
desigualdades acima viram todas igualdades.

Por outro lado, meio que qualquer outra combinacao que quisermos é
possivel também. Veremos um pouco mais disso adiante.

Uma afirmagao independente de uma lista de axiomas nada mais é
que uma afirmacao que nem ela, nem sua negagao, podem ser provadas a
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partir da lista de axiomas. E a mesma situacao que ocorre, por exemplo, em
teoria dos corpos. A partir dos axiomas de corpo nao é possivel provar que
existe um elemento z tal que 22> = 2. Mas também ndo é possivel provar
que nao existe tal elemento.

Alongamentos

Alongamento 2.4.14. Seja a um ordinal. Mostre que:

(a) cf(a) < a

(b) se cf(a) é finito, entao cf(a) = 1.

(c) cf(cf(a)) =cf(a).

Alongamento 2.4.15. Mostre que Q é enumeravel.

Exercicios

Exercicio 2.4.16. Sejam X, A, B conjuntos. Mostre que [(X4)B| = | X4*B|.
Mostre que, em particular, ¢¥0 = ¢.

Exercicio 2.4.17. Seja « ordinal limite. Mostre que cf(R,) = cf(«).

Exercicio 2.4.18. Mostre que existem um cardinal £ e uma familia F de
conjuntos tais que |F| < k, cada F' € F é tal que |F| < k e ainda assim

|UF| =-&.

Exercicio 2.4.19. Seja F uma familia dominante. Para cada f € F, defina
gr € w“ por

0 caso contrario

g5(n) = { f(n) sen épar
para cada n € w. Mostre que G = {gy : f € F} é ilimitada mas nao é
dominante.
Exercicio 2.4.20. Mostre que ¢ # N,,.
Exercicio 2.4.21. Mostre que existe a tal que R, = a.

Exercicio 2.4.22. Seja k um cardinal. Seja X um conjunto tal que k < | X|.

(a) Para cada A € [X]", fixe f4 : Kk — A bijetora. Mostre que ¢ : [X]* —
X" dada por ¢(A) = fa é injetora.
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(b) Observe que X" C [k x X|".
(c¢) Mostre que |X"*| = [[X]"].
Exercicio 2.4.23. Este é um roteiro para mostrar que |R| = c.

(a) Associe, para cada = € R, s, € Q“ de forma injetora.

(b) Seja f € 2¥. Seja p(f) = > ,c., f(n)107". Mostre que ¢ : 2¥ — R é
injetora.

(c¢) Conclua que |R| = c.



Capitulo 3

Algumas aplicacoes

3.1 Exemplos reais

Proposicao 3.1.1. Eziste um subconjunto A C R? tal que, para toda reta
da forma v = {(a,y) : y € R} e h = {(z,a) : * € R} (a € R), temos que
vN A tem no mdaximo um ponto e hN A tem projecao densa nos reais.

Demonstragdo. Considere Z = {I,, : n € w} uma enumeragao de todos os
intervalos da forma |a,b[ com a < b € Q. Seja {a¢ : { < ¢} = R. Para
cada n € w, seja ¥ € R tal que 22 € I,. Seja Ag = {(z9,a0) : n € w}.
Suponha definidos {x% :n € w,§ < a} para a < ¢. Para cada k € w, seja
xy € I~ {25, :n € w,& < a}. Defina Ay = {(2%,aa) : n € w}. Note que
A =Jyec Aa € 0 conjunto procurado. O

Proposicao 3.1.2. Ezxiste um subconjunto A C R? tal que, para qualquer
reta T, |[rNA| = 2.

Demonstracdo. Seja (r¢)¢<. uma enumeragao de todas as retas de R%. Seja
Ap = {a, b}, onde a,b € 1y s@o dois pontos distintos quaisquer. Fixe a < c.
Suponha definidos A¢ para todo { < a e suponha por hipdtese que nao
existam 3 pontos em B = (J;, A¢ colineares. Se [ro N B| = 2, defina
A, = . Caso contrério, primeiramente note que |[B]?| < ¢. Note também
que cada par de pontos de B determina uma reta que, por sua vez, intercepta
T NO Maximo em um ponto. Seja X o conjunto de tais pontos. Note que
| X| < |r|. Assim, se r N B = (), defina A, = {a,b} onde a,b € r ~ X sao
dois pontos distintos. Se [rN B| =1, defina A, = {a} onde a € r ~ X é um
ponto qualquer. Note que A = U§<c A¢ € o conjunto desejado. ]

45

Note que podemos tomar

tal elemento ja que |Ij]|
c.



Dada uma sequéncia s e
um elemento n, denota-
mos por s”n a sequéncia s
acrescida de n como ultimo
elemento.
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Vamos mostrar que todos os fechados nao enumeraveis de R tem cardi-
nalidade continuo. Para isso, o seguinte Lema vai ajudar:

Lema 3.1.3. Seja F' C R ndo enumerdvel. Entao existem I, J intervalos de
extremos racionais tais que INF e JNF sdo ndo enumerdveis e INJ = (.

Demonstracao. Fixe n € Nyg. Considere os intervalos da forma

i P

n n
com z € Z. Note que, pelo menos um destes intervalos é tal que I7 NE é nao
enumeravel. Se dois deles tem tal propriedade, terminamos. Caso contrario,
repita o processo com n + k com k € N. Se para algum k encontramos dois
intervalos cuja interseccao com F' é nao enumeravel, terminamos. Se isso é
impossivel, podemos construir uma sequéncia (zj)kew tal que I ;‘Ijk NF énao
enumeravel e zj é o tinico com tal propriedade. Note que (¢, Igjk tem no
maximo um ponto. Logo, F' é enumeravel, ja que, a menos de no maximo
um ponto, estd contido (e, U#Zk I"* N F (e todos esses conjuntos sio
enumeraveis).

Note que podemos repetir 0 mesmo processo se para cada k existirem
apenas dois intervalos cuja interseccao seja nao enumeravel. Desta forma,
existem pelo menos 3 intervalos e, portanto, podemos tomar dois nao con-
secutivos, assim garantindo o enunciado. O

Corolario 3.1.4. Dado F C R fechado nao enumerdvel, existem dois in-
tervalos Iy, I fechados disjuntos e limitados tais que IgNF e {1 NF sao ndo
enumerduvets.

Proposicao 3.1.5. Todo subconjunto F' C R ndo enumerdvel é tal que
|F| = c.

Demonstragao. Sejam Iy e I; como no Corolario. Suponha definido I para
s € w<¥ de forma que Iy N F' é nao enumerédvel. Assim, podemos aplicar o
Corolario novamente e encontrar I, e I~ intervalos fechados, limitados e
disjuntos tais que I,~; N F' é ndo enumeravel e I, C I;.

Note que, dada f : w — 2, temos que existe x5 € ()¢, Lfin- Note
também que xy # x4 se f # g e, finalmente, que cada xy € F. O

Proposicao 3.1.6. Existem exatamente ¢ fechados nao enumerdveis em R.

Demonstragao. Seja B uma base enumeravel para R. Note que todo aberto
de R pode ser escrito como uniao enumeravel dos elementos desta base.
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Assim, existem, no maximo, \B|NO = ¢ abertos em R e, portanto, a mesma
quantidade de fechados.

Por outro lado, para cada r € R, o intervalo [r,r + 1] é um fechado nao
enumeravel e, portanto, existem ¢ fechados nao enumeraveis em R. O

Definigao 3.1.7. Dizemos que X C R é um conjunto de Bernstein se X
é nao enumeravel e, para todo F' C R fechado nao enumeravel, temos que
FNnXeFN(R\ X) sao nao vazios.

Proposicao 3.1.8. Existe um conjunto de Bernstein.

Demonstragao. Seja (F¢)¢<. uma enumeracao de todos os fechados nao enu-
merdveis de R. Sejam xg,yo € Fy distintos. Suponha definidos (z¢)¢<q €
(Ye)e<a Para o < ¢. Sejam T, Yo € Fo ({7 : € < a}U{ye : £ < a}) (note
que podemos fazer isso ja que |F¢| = c.

Note que X = {z¢ : £ < ¢} eY = {ye : £ < ¢} sdo conjuntos de
Bernstein. O

Exercicios

Exercicio 3.1.9. Adapte a demonstracao da Proposicao 3.1.1 e garanta que
v N A tenha exatamente um ponto.

Exercicio 3.1.10. Mostre que R? \. Q3 é uma unido de retas disjuntas.

Exercicio 3.1.11. Seja X um conjunto de Bernstein.

(a) Mostre que, para qualquer K C X compacto, temos que K é enumeravel.

(b) Mostre que, para qualquer A aberto tal que X C A, temos que R~ A é
enumeravel.

(c) Conclua que X nao é mensurével.

3.2 Algumas funcgoes

O primeiro resultado desta se¢ao é um caso particular do resultado conhecido
como Lema do Pressing Down:

Proposigao 3.2.1. Seja o € wy. Seja f : [a,wi[—> wi fungdo tal que
f(€) < € para todo € € [, w1[. Entdo existe 3 tal que f~1(B) € ilimitado em
w1 .

S6 note que os dois sao dis-
juntos que tudo sai facil.

A ideia aqui é s6 usar que
0s mensuraveis podem ser
aproximados por baixo por
compactos e por cima por
abertos. Lembre também
que conjuntos enumeraveis
tem medida nula.
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Demonstragdo. Suponha que ndo. Seja Byp = «. Suponha definidos Sy, ..., Bn.
Defina

Brt1 =sup{y <wi: f(y) < B} +1

Note que, por hipétese, f,4+1 < wi. Seja f = sup{fB, : n € w}. Seja
v = f(B). Note que v < 8. Logo, existe n € w tal que v < [3,,. Assim,

pela definicao de (41, temos que, para qualquer & > Bhy1, (&) # 7.
Contradi¢ao com f(8) =ve 8 < Bnt1- O

Como uma aplicacao de tal resultado, vamos apresentar o seguinte exem-
plo:

Proposicao 3.2.2. O espago wi X (w1 + 1) nao € normal.

Demonstragdo. Note que D = {(a,a) :a € w1)} e F = {(ayw1) : a < wi}
sao fechados disjuntos. Suponha que existam A e B abertos disjuntos tais
que D C A e FF C B. Note que, para qualquer a < wy, um aberto bésico
para (o, a) é da forma |3, a]x]B, a], com 8 < a. Assim, para a € w; \ {0},
podemos definir f(a) < « tal que

(o, ) €]f(a),a]x]f(a),a] C A

Pelo resultado anterior, temos que existe § tal que f(«a) = 8 para um con-
junto ilimitado de a’s. Isso implica que

]ﬁvwl[x}ﬁ,&ﬂ[c U.

Seja v < wi tal que B < v. Note que existem & < v e & < w; tais que
(v,w1) €)&,7]x]€’,w1] C B (note que podemos tomar &' > ). Assim, temos
que (v,§'+1) € AN B. O

Proposicao 3.2.3. Seja f : wi — R funcdo continua. Entdo existe a < wy
tal que f(B) = f(a) para todo 5 > «.

Demonstragao. Seja n € N>g. Vamos mostrar que existe a,, < w; tal que

Flan) =SB <

para todo 8 > «,,. Suponha que nao. Entdo podemos construir sequéncias
(Ve )kew € (&k)kew tals que

e <& <M <1

o |f(wm) — f(&)| > 2.
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Seja 6 = sup{vy, : n € w} = sup{&, : n € w}. Note que, como f é continua,
flyk) — f(9) e f(&) — f(6). Mas isso contraria como cada 7y e & foram
escolhidos.

Seja a = sup{ay, : n € w}. Note que « satisfaz o que desejamos. O

Definicao 3.2.4. Dado X espaco topoldgico, denotamos por X um con-
junto compacto Hausdorff tal que:

(a) X C pX
(b) X =BX

(c) se f: X — [0,1] é uma fungao continua, entdo existe f:BX — R
extensao continua de f.

Chamamos X de compactificacdo de Stone-Cech de X.

Pode-se mostrar que um espaco X admite tal compactificacao se, e so-
mente se, ele for completamente regular. Também pode-se mostrar que tal
compactificacdo é tunica a menos de homeomorfismos.

Proposicao 3.2.5. fw; =w; + 1.

Demonstragao. Note que ja temos que wy + 1 é compacto e que w; = wy.
Resta mostrar a propriedade de extensao de fungoes continuas. Seja f :
wy — [0,1] funcdo continua. Seja o < w; como na Proposigao 3.2.3.
Defina f(z) = f(z) para todo z < w; e f(w1) = f(a). Note que f é a
funcao desejada. O

Exercicios

Exercicio 3.2.6. Mostre que toda f : w; — R continua é limitada (apesar
de wy nao ser compacto).

Exercicio 3.2.7. Seja X tal que exista SX. Mostre que toda funcao
continua f: X — R limitada pode ser estendida a SX.

Exercicio 3.2.8. Considere fw (existe pela observacao acima). Considere
C(Bw) o espago de todas as fungdes continuas de fw em R com a norma do
sup (||f]| = sup{|f(z)| : x € Pw}). Mostre que tal espago é isomorfo (como
espaco de Banach) a £o.



Podemos também usar -
coloragao, para indicar a
quantidade de cores.
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3.3 Coloracoes

Defini¢ao 3.3.1. Chamamos de uma coloragao sobre X uma funcao w :
X — r,onde r € w (0,1,...,71 s@o as possiveis cores para os elementos de
X).

Definicao 3.3.2. Seja X um conjunto e r € N5g. Dada uma coloragao
m: X — r, dizemos que Y C X é monocromatico se existe ¢ € r tal que
m(y) = c para todo y € Y.

Definicao 3.3.3. Seja X um conjunto e r,n € Nyo. Dada uma coloracao
7 [X]|" — r, dizemos que H C X é homogéneo se [H]" é monocromético.

Teorema 3.3.4 (de Ramsey). Sejam n,r € Nug. Seja 7 : [w|” — r uma
coloragao. Dado S C w infinito, existe H C S infinito homogéneo.

Demonstragao. Por indugao sobre n. Caso n = 1, é imediato pelo principio
da casa dos pombos. Seja 7 : [w]"*! — r. Para cada a € w, seja 7, :
[w~ {a}]" — r dada por

ma(F) = m(F U {a})

Defina ap = min S e seja Hy C S \ {ag} homogéneo para m,,. Para cada
k € w, sejam:

e apy1 =min{a € Hy : a > a; para j < k}.
e Hjyy1 C Hy é homogéneo para mq, ;-

Note que, para cada j € w, o conjunto [{ag : k > j}|™ é monocromético
para m,;. Seja cg; tal cor. Como sé existem r cores, existe uma cor ¢
tal que ¢; = c para infinitos j’s. Seja H o conjunto de tais a;’s. Sejam
by < -+ < b, € H. Note que

({0, -, bn}) = o ({b1, -+, b0 }) = ¢, = c.
Ou seja, H é homogéneo para . O
Como Corolario de tal resultado, temos sua versao finita:

Coroléario 3.3.5 (Teorema de Ramsey (versao finita)). Sejam m,n,r €
w, comr >1en <m. Entao existe N € w, com N > m tal que, para todo
coloragdo m : [N]" — r, existe H € [N|™ tal que todo subconjunto de H
com n elementos tem a mesma cor.
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Antes de provarmos tal resultado, convém apresentar uma definicao e
um resultado que serao uteis em outras situagoes:

Definig¢ao 3.3.6. Seja (T, <) conjunto ordenado. Dizemos que T' é uma
arvore se, para qualquer p € T, o conjunto {q € T': ¢ < p} é bem ordenado
por <. Dados p < g € T, dizemos que ¢ é um sucessor de p se nao existe
r € T tal que p < r < q. Dizemos que uma arvore bifurca finitamente
se, para todo p € T, o conjunto dos sucessores de T' ¢ finito e T' s6 possui
finitas raizes.

Proposigao 3.3.7 (Lema de Koénig). Seja (T, <) uma drvore infinita que
bifurca finitamente. Entdo T contém um ramo infinito.

Demonstragao. Seja Ry o conjunto das raizes de T'. Note que, para algum
rg € R, o conjunto {s € T : 9 < s} é infinito. Como os sucessores de
ro sao finitos, existe 11 sucessor de 7 tal que {s € T : 11 < s} é infinito.
Procedendo desta maneira, podemos encontrar (7, )ne. todos ordenados que
podem ser estendidos (se necessério) a um ramo. O

Demonstragao. (do Teorema de Ramsey (versao finita)) Suponha por con-
tradicdo que nao vale o resultado. Ou seja, existem m,n,r € w como no
enunciado de maneira que, para N > m, existe uma coloragao my : [N]" —
r, tal que nao existe H € [N]™ homogéneo.

Defina

Um elemento de uma
arvore é uma raiz se ele é
minimal.

Um ramo numa arvore é
uma cadeia maximal

IP = {7y : 7y é uma r—coloragao sobre [N]™, N > m e nao existe H € [N]|"™ homogéneo}

Dadas 7wy, ms € IP, dizemos que wy < s se, e somente se, N < M e
mny C mpr. Note que IP é uma arvore que bifurca finitamente. Além disso,
por hipétese, tal drvore ¢ infinita (existem infinitos N’s) e cada 7wy nao
admite um conjunto H com m elementos que seja homogéneo. Pelo Lema
de Konig, existe um ramo infinito r» em tal drvore. Note que m = UWN er TN
é uma coloragao definida sobre [w]™. Note também que tal coloragao nao
admite um subconjunto de tamanho m que seja homogéneo, contrariando o
Teorema de Ramsey (que diz que existe um infinito). O

Exercicios

Exercicio 3.3.8. Considere = a seguinte relagao entre subconjuntos de w:
A = B se AAB é finito.

(a) Note que = é uma relagao de equivaléncia.
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(b) Fixe para cada classe de equivaléncia [X] um representante f([X]). Note
que XAf([X]) é finito.

(c) Mostre que existe uma coloracao = : [w]“ — 2 tal que para todo con-
junto infinito X C w, existem A, B C X infinitos tais que w(A) # n(B).

(d) Compare com o Teorema de Ramsey (versao finita).



Capitulo 4

Filtros

4.1 Conceitos basicos

Definigao 4.1.1. Dizemos que < é uma pré-ordem sobre IP se, para todos
a,b,c € IP, temos que

(a) a<a
(b) sea<beb<c entdoa<ec.

Definicao 4.1.2. Uma pré-ordem (P, <) é nao trivial se nao existe p tal que
p < g para todo ¢ € IP. No decorrer do texto, a menos de mengao contraria,
toda pré-ordem sera nao trivial.

Definigao 4.1.3. Seja (IP,<) uma pré-ordem. Dizemos que F C IP é um
filtro se

(a) F#0,1P.
(b) se p,q € F, existe r € F tal que r < p,q.
(c) se p€e IP e q € IP sao tais que p < ¢, entao q € IP.

Definigao 4.1.4. Seja (IP, <) uma pré-ordem. Dizemos que F C IP é uma
familia centrada se, para todo aq,...,a, € F, existe b € IP tal que b < q;
para todo ¢ = 1, ...,n. Diremos que a familia é centrada em si mesma se o b
pode ser tomado em F.

Exemplo 4.1.5. Considere X um conjunto nao vazio. Considere p*(X) o
conjunto de todos os subconjuntos nao vazios de X. Considere sobre p*(X

53
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a ordem da inclusdo. Note que uma familia F em p*(X) é centrada se,
e somente se, F tem a propriedade da intersecgao finita (veja o Exercicio
4.1.14).

Proposicao 4.1.6. Seja (IP, <) uma pré-ordem. Dada F C IP centrada em
st mesma, existe um filtro F' O F.

Demonstragao. Basta tomar F' = {b € IP : existe a € F tal que a <b}. O

Definicao 4.1.7. Dizemos que um filtro F' é um ultrafiltro se F' é maximal
(com relag@o a inclusdo).

Exemplo 4.1.8. Sejax € X. Entao u, = {A C X : z € A} é um ultrafiltro
em p*(X).

Proposicao 4.1.9. Se a € IP é um elemento minimal, entdo ug, = {b € IP :
a < b} € um ultrafiltro. Chamamos tal ultrafiltro de ultrafiltro principal.

Proposigao 4.1.10. Todo filtro pode ser estendido a um ultrafiltro.

Demonstragao. Basta notar que na prova da Proposi¢ao 4.1.6 obtemos um
ultrafiltro, dada a maximilidade. O

Proposicao 4.1.11. Seja X um conjunto ndo vazio. Seja u um filtro sobre
©*(X). Sao equivalentes:

(i) w é um ultrafiltro.
(ii) se AC X, entio A € u ou (X N\ A) € u.

(i1i) se AUB € u, entdo A € u ou B € u.

Demonstragao. (i = ii): Suponha que exista B € u tal que BN A = (.
Neste caso, B C (X \ A) e, portanto, (X \ A) € u. Entao suponha que néo
exista B € u tal que BN A = (). Note que, entdo u U {A} é centrada. Logo,
existe v’ D w ultrafiltro contendo A (veja o Exercicio 4.1.15. Mas, como u é
maximal, v’ = u e, portanto, A € u.

(16 = i): Sejam A, B C X tais que AU B € u. Suponha que A ¢ u.
Entao X \ A € u. Note que

BOD(X~NA)N(AUB)€eu

Logo, B € u.
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(790 = 1): Seja u um filtro satisfazendo (iii). Seja v’ D w filtro. Suponha
que exista A € v’ \ u. Note que

AU(XNA)=Xecu

Logo, A € uw ou (X \ A) € u. Note que (X \ A) ¢ u, pois, caso contrério,
terfamos (X \ A) € v/ o que contraria A € u/. Logo, A € u. O

Uma topologia sobre ultrafiltros

Definicao 4.1.12. Seja X um conjunto nao vazio. Vamos denotar por
Ult(X) o conjunto de todos os ultrafiltros sobre p*(X). Considere sobre
Ult(X) a topologia gerada pelos conjuntos da forma a* = {u € Ult(X) : a €
u} para a C X.

Proposicao 4.1.13. Sejam X nao vazio e a € p*(X). Temos:

(a) a* € aberto e fechado.

(b) Ult(X) é de Hausdorff.

(c) Ult(X) é compacto.

Demonstragdo. (a) Basta notar que Ult(X) \ a* = (X \ a)*.

(b) Sejam w,v € Ult(X) distintos. Seja a € u \ v. Note que, como a ¢ v,
XNa€wv Assim,u€a*eve (X \a).

(¢) Suponha que nao. Seja A uma cobertura para Ult(X) por abertos
bésicos sem subcobertura finita. Isto é, A = {a* : a € A’} para algum
A C p(X). Seja B={X \a:aec A}. Vamos mostrar que B é cen-
trado. Sejam X \ayq,..., X \a, € B. Note que, como ajU- - - ay nao cobre
Ult(X), temos que existe u ¢ a} para todoi = 1,...,n. Ouseja, X \a; €
u para todo i = 1,...,n. Como u é filtro, (X ~ai)N---N(X \a,) # 0.
Ou seja, a familia B é centrada. Logo, existe v € Ult(X) D B. Note que

v ¢ |JA, contradicao.
O]

Exercicios

Exercicio 4.1.14. Seja F C p*(X). Mostre que F é centrada se, e somente
se, qualquer interseccao finita de elementos de F é nao vazia.

Veja o 4.1.17 para notar
que tal conjunto de fato é
uma base.
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Exercicio 4.1.15. Seja X nao vazio. Seja F C p*(X). Seja [F] o conjunto
de todas as interseccoes finitas de F.

(a) Mostre que F é centrada se, e somente se, [F] é centrada em si mesma.
(b) Mostre que se F é centrada, entao existe v O F ultrafiltro.

Exercicio 4.1.16. Seja X um conjunto. Entao p*(X) admite um ultrafiltro
néao principal se, e somente se, X ¢é infinito.

Exercicio 4.1.17. Seja X nao vazio. Mostre que a* Nb* = (a N b)*.

4.2 Algumas aplicacoes coloridas

Nesta segao, vamos considerar sempre a ordem U como o conjunto dos ul-
trafiltros sobre p*(Nsg).

Definicao 4.2.1. Considere ¢ definida sobre U/ por
udv={ACNsg:{keNsg: A—k eu} ev}

onde A—k ={a—k:a€ A} NNsy. Note que u@®v € U se u,v € U
(Exercicio 4.2.7).

Definicao 4.2.2. u € U é dito idempotente se u ® u = u.

Note que, pelo Exercicio 4.2.8, nenhum ultrafiltro principal de U é idem-
potente.

Proposicao 4.2.3. Existe u € U idempotente.

Demonstragdo. Considere A ={A CU:A#(, Aéfechadoe Ad A= A}.
Note que A # () ja que U € A. Note também que, como cada elemento de A
é fechado e U é compacto, temos que toda cadeia decrescente de elementos
de A tem intersec¢ao ndo vazia. Note também que tal intersecgdo pertence
a A. Logo, existe um elemento minimal B € A. Vamos provar que todo
elemento de B é idempotente. Como B # (), isso implica o resultado.

Seja u € B. Note que u® B C B e que u® B é fechado (j& que é imagem
continua de um compacto - veja o Exercicio 4.2.9). Pela minimalidade,
temos que u @ B = B. Ou seja, para cada u € B, existe v € B tal que
udv=u. Seja

B,={veB:u®dv=u}
Note que B, # 0, B, é fechado (por continuidade, veja o Exercicio 4.2.9)
Note que, dados v,w € B,,, e, finalmente, que B, ® B, C B,. Logo, B, € A. Como B, C Be B ¢
temos que v @ (v @ w) = minimal, obtemos que B, = B. Ou seja, u € By, e, portanto, u ®u =u. O
udw=u.
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Corolério 4.2.4 (Teorema de Hindman). Seja 7 : Nsg — 7 uma co-
loragao (r € w). Entdo existe X C w infinito tal que >y = {> i @i :
T, ..., Ty € X, # xj se i # j} € monocromdtico.

Demonstracao. Seja u € U idempotente. Para cada A € u, seja
A*={keNyy: A—kecu}

Note que, como A € u, temos que A € u @ u. Pela definicao de u @ u, temos
que A* € u. Assim, temos que AN A* € u e, portanto, A N A* é infinito (j&
que u é nao principal - veja o Exercicio 4.2.10).

Seja A € u. Vamos provar que existe X infinito tal que ) C A. Sejam
Ag = Ae kg € AgnN Aj. Defina A; = (Ao — ko) N Ap. Por construcao,
Ao — ko € u e, portanto, A; € u. Logo, podemos escolher k; € A1 N A} e
podemos ainda tomar ki > kg. Ou seja, procedemos fazendo:

L4 An+1 = (An - kn) N An;
o kni1 € Apy1 N A:Hrl com kni1 > kny.

Seja X = {kn, : n € w}. Note que X ¢ infinito. Note que, dados
kj, < ..<kj,, temos que Y . kj, € Aj, C A.

Ou seja, qualquer elemento de u contém um conjunto da forma ) | para
algum X infinito. Assim, para terminarmos o resultado, basta encontrarmos
um elemento de u que seja monocromatico. Note que Nyg = 7 1(0) U
~-Un Y(r —1) e que tal unido é disjunta. Logo, pelo menos um destes
conjuntos pertence a u (veja Exercicio 4.2.11). Claramente, tal conjunto é
monocromaético. ]

Por outro lado, note que existe uma coloracao tal que nao existe um
subconjunto infinito monocromatico que seja fechado para a soma (ver o
Exercicio 4.2.12).

Proposicao 4.2.5. Seja X um conjunto e seja G C p*(X). As sequintes
afirmagdes sao equivalentes:

(a) Para toda coloragao finita sobre X, existe G € G monocromdtico.

(b) Eziste um ultrafiltro u sobre p*(X) tal que, para todo F € u, existe
G € G tal que G C u.

Demonstragdo. a = b) Seja F = {F C X : FNG # () para todo G € G}.
Considere [F] o conjunto de todas as intersecgoes finitas de elementos
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de F. Vamos mostrar que [F| é centrada. Sejam F1, ..., F,, € F. Para
cada S C {1,...,n}, defina

Cs=[(\Fn[)(X\F)

i€s ¢S

Note que (Cs)scqi,.. ny forma uma particao sobre X. Considere a
seguinte coloragao 7 : X — p({1,...,n}) dada por 7(x) = S se x €
Cs. Por (a), existe G € G monocromético. Isto é, existe S C {1,...,n}
tal que G' C (Ve Fi N Njgs(X N F3). Mas, como GNF; # ) para todo
i, temos que G C (i, F; e, em particular, (;_, F; # 0.

coloragao.

)

Seja u ultrafiltro tal que u D [F]. Seja F' € u. Como (X N\ F) ¢ u
= 0.

temos que (X N\ F) ¢ F. Logo, existe G € G tal que GN (X \ F)
Ou seja, G C F' como queriamos.

b = a) Seja u ultrafiltro como em b. Seja m uma coloragao finita sobre X.
Entdo existe um subconjunto monocromético F' € u (ver Exercicio
4.2.11). Logo, qualquer G € G com G C F' (dado por (b)) é mono-
cromatico.

O]

Exercicios
Exercicio 4.2.6. Mostre que ¢ é associativa.

Exercicio 4.2.7. Mostre que, de fato, u ®v € U se u,v € Y.

Exercicio 4.2.8. Para cada n € N5, considere u,, = {A C N5y :n € A}
Mostre que ug @ up = Uq+p para todo a,b € Nyj.

Exercicio 4.2.9. Seja u € U. Mostre que f : Y — U dada por f(v) = udv
é continua.

Exercicio 4.2.10. Seja X um conjunto e seja u ultrafiltro sobre p*(X).
Mostre que u é principal se, e somente se, u contém algum conjunto finito.

Exercicio 4.2.11. Sejam X um conjunto e u ultrafiltro sobre p*(X). Se
AjU---UA, =X com A;NA; =0 sei# j, entdo existe i tal que 4; € u.

Exercicio 4.2.12. Mostre que existe uma r-coloragao sobre w tal que nao
existe subconjunto infinito monocromaético que seja fechado para a soma.
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4.3 Um pouco de [w

Nesta se¢ao, vamos provar que U, o espago dos ultrafiltros sobre p*(w), é o
Bw e aproveitar para mostrar alguns resultados sobre Sw.

Proposicao 4.3.1. U é homeomorfo a Pw.

Demonstragao. Lembrando, s6 precisamos mostrar que w = U e que U tem
a propriedade da extensdao de funcbes continuas como na Definicao 3.2.4.
Tecnicamente, w ¢ U. Mas note que N = {u, : n € w} onde u, é o
ultrafiltro principal contendo {n} é homeomorfo a w (veja o Exercicio 4.3.7).
Seja a* um aberto bésico de p*(w). Seja n € a. Note que, entao a € uy,, isto
é, u, € a* e, portanto, N = p*(w) como querfamos.

Seja f 1w —[0,1]. Seja u € p*(w). Para cada a € u, seja

F,={f(n):ne A}

Note que, como u é centrado, F, também é. Como [0, 1] é compacto e cada
F, é fechado, temos que (,¢, Fu # 0. Vejamos que tal conjunto é unitério.
Suponha que nao. Sejam z,y € (), Fo distintos. Sejam A, B abertos
disjuntos de [0, 1] tais que x € A e y € B. Note que, entao, para cada a € u,
temos que AN {f(n) :n € a} # 0. Isto é, f~AJNa # 0. Como u é
ultrafiltro, isso implica que f~'[A] € u. Mas um argumento anilogo prova
que f71[B] € u, o que é uma contradi¢do. Desta forma, podemos definir
f(u) = z, onde {z} = Nacw Fa- Note que f 6 uma extensio continua de f
(veja Exercicio 4.3.8). O

Antes de mostrarmos o préximo resultado sobre w, vamos provar alguns
resultados sobre espagos separaveis:

Proposicao 4.3.2. O espaco w! onde |I| < ¢ € separdvel.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos supor I C R. Seja
Bi = {lp,q[nI : p < q € Q}. Considere B,, o conjunto de todos os sub-
conjuntos de By com exatamente n elementos e que tais elementos sejam
disjuntos. Note que cada B,, é enumeravel. Para cada {I,...,I,} € B, e

al,...,an

cada ay, ..., a, € w, seja fI1 "o I — w dada por

A1osin (z) = a; sex €l
Iy In 0 caso contrario

Seja F o conjunto de tais fungoes. Note que F é enumeravel e é denso em
I
w'. O

Note que qualquer funcgao
f:w—[0,1] é continua.

Note que esta demons-
tracao serve para mostrar
que qualquer funcao f :
w — K, onde K é com-
pacto Hausdorff, pode ser
estendida. Esse é um re-
sultado geral sobre 5X.
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Corolario 4.3.3. Seja (X¢)e<r, com k < ¢, familia de espagos separdveis.
Entao []¢., Xe € separdvel.

Demonstragao. Para cada § < k, seja D¢ C X¢ denso enumeravel. Note
que [, D¢ é denso em [, X¢. Note também que existe f : [[_, w —
[I¢<, De continua e sobrejetora. Como []._, w é separdvel, entao [[,_, D¢
é separavel e, portanto, H§<,i X¢ € separdvel. O
Proposicao 4.3.4. |fw| = 2°.

Demonstragao. Cada u € U é tal que u C p*(w). Logo, temos que U C
p*(p*(w)) e, portanto, ji temos que |Sfw| < 2°.

Por outro lado, considere C o conjunto de todas as fungoes de w em [0, 1].
Note que [0, 1} é separavel pelo resultado anterior e é compacto. Assim, seja
D C [0,1]¢ denso enumerével e seja f : w — D bijecdo. Pelo comentério
acima, existe f : fw — [0,1]¢ extensdo continua. Como a imagem de f é

fechada e contém D, temos que f é sobrejetora. Logo, 2¢ = [[0,1]¢] < |Sw]
com queriamos. O]

Proposicao 4.3.5. Seja F' C fw fechado infinito. Entao |F| = |fw|.
Demonstragao. Note que podemos construir familias (a,)new € (Vi)new onde

e a, € V,NF para todon € w.
e 1V, é aberto.

e V,NV,, =0sen+#m.

Note que A = {a,, : n € w} é homeomorfo a w (j& que é discreto). Seja
g: A—[0,1]. Considere G : w — [0, 1] dada por

G(n) = { glag) seneViyNuw

0 caso contrario

Seja G : fw — [0, 1] extensao continua de G. Dado aj € A, temos:
é(ak) S
C [7]
k N w]
Vk N w]

= {g(ax)}

Logo, G é uma extensdo continua para ¢ para Sw todo e, em particular,
para A. Logo, como A é compacto, temos que A é homeorfo a fw. Como
A C F, temos o resultado. O

2.—|
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Corolario 4.3.6. Sw é um compacto onde nenhuma sequéncia nao trivial
€ convergente.

Exercicios

Exercicio 4.3.7. Mostre que N = {uy, : n € w} onde cada u,, é o ultrafiltro
principal contendo n é homeomorfo a w.

Exercicio 4.3.8. Seja f definida em 4.3.1. Mostre que f é continua e que,
para cada n € w, f(u,) = f(n).

Exercicio 4.3.9. Seja I' compacto infinito e de Hausdorft.

(a) Note que existe z € F' ponto de acumulacao de F'.

(b) Existe y € F distinto de z e existem A, B abertos disjuntos tais que
re€AeyeB.

(¢) Mostre que existem (ap)new € (Vi )new onde cada a, € V,, e (V3)new sao
abertos dois a dois disjuntos.



62

CAPITULO 4. FILTROS



Parte 11

Além de ZFC
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Capitulo 5

Axioma de Martin

5.1 Definicao e resultados basicos

Como comentamos anteriormente, algumas afirmacoes sao independentes de
ZFC. Nesta segao, apresentaremos o axioma de Martin, que é uma destas
afirmacoes. Para isso, precisamos de algumas definigoes:

Definigao 5.1.1. Dada ([P, <) uma ordem, temos que p, g € IP sdo incom-
pativeis se nao existe r € IP tal que r < p, ¢ (notagao, pLq).

Definicao 5.1.2. Seja ([P, <) uma ordem. Dizemos que A C P é uma
anticadeia se para todos p,q € A distintos, temos que plgq. Dizemos que
IP satisfaz c.c.c. (countable chain condition) se nao existe A C IP anticadeia
nao enumeravel.

Definigao 5.1.3. Seja ([P, <) uma ordem. Dizemos que D C IP é denso
se, para todo p € IP, existe d € D tal que d < p.

Definigao 5.1.4. Seja ([P, <) uma ordem. Seja D uma familia de densos de
IP. Dizemos que um filtro F' sobre IP é D-genérico se, para todo D € D,
temos F'N D # ().

Definicao 5.1.5. Seja k cardinal infinito. Denotamos por M A, a afirmagéo
“para toda ordem (IP,<) c.c.c. e toda familia D de densos de IP tal que
|D| < &, existe G filtro sobre IP D-genérico.

Se D é uma familia enumeravel de densos, existe G D-genérico (Exercicio
5.1.11). Desta forma, M A,, vale trivialmente (nem precisamos da hipétese
c.c.c.).

65

Sim, fica assim meio estra-

nho por motivos histéricos.
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Definicao 5.1.6. Chamamos de axioma de Martin (M A) a afirmacao:
“para todo rk < 280 vale MA,.”.

Ou seja, trivialmente, temos:
Proposigao 5.1.7. CH = MA.

Definigao 5.1.8. Sejam X e Y conjuntos. Chamamos de F'n(X,Y) o con-
junto das fungoes finitas cujo dominio estd contido em X e imagem em Y.
Vamos denotar f < g quando f D g.

Proposicao 5.1.9. Sejam X,Y conjuntos com X infinito e |Y| > 2. Sejam
reX ef: X —Y funcao. Entdo os conjuntos

D,={pe Fn(X,Y):z € dom(p)}

By = {p e Pn(X,Y): 3a € dom(p)pla) # f(a)}
sao densos em Fn(X,Y).

Demonstragao. Seja p € Fn(X,Y). Seja z € X. Se x € dom(p), temos que
p € D,. Caso contrario, ¢ = pU {(z,y)} onde y € Y é tal que ¢ € D, e

q=p.
Seja f € YX. Seja x € X ~ dom(p). Sejay € Y com y # f(x). Note
que ¢ =pU{(x,y)} é tal que ¢ € E¢ e ¢ < p. O

Proposicao 5.1.10. Nao vale M Ay, .

Demonstragao. Note que Fn(w,2) é c.c.c., j& que é enumeravel. Suponha
que vale M A,x,. Entao existe G filtro sobre F'n(w, 2) filtro D-genérico, onde,
seguindo a notacao do resultado anterior,

D={D,:newlU{Es: fe2“}

Seja g = |JG. Note que g é uma fungao (veja Exercicio 5.1.12). Seja n € w.
Como G N D, # (), temos que n € dom(g). Assim, g € 2. Mas, dada
f€2¥ como GNE, # 0, temos que g # f, contradicao. O

Exercicios

Exercicio 5.1.11. Seja (P, <) uma ordem. Seja D familia enumeravel de
densos. Entao existe G D-genérico.

Exercicio 5.1.12. Seja F filtro sobre Fn(X,Y). Mostre que |JF' é uma
funcao.
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5.2 Uma aplicacao lidica
Nesta secao, vamos trabalhar com o seguinte jogo topoldgico:

Definicao 5.2.1. Seja (X,7) um espago topolégico. Chamamos de jogo
de Rothberger o seguinte jogo entre os jogadores I e II. A cada rodada
n € w, o jogador I escolhe C,, cobertura aberta para X. Depois, o jogador 11
escolhe C), € C,,. No final, o jogador II é declarado o vencedor se Unew Ch
é uma cobertura para X.

Definigao 5.2.2. Dizemos que um espago X é um espago de Rothberger
se o jogador I nao tem uma estratégia vencedora para o jogo de Rothberger.

Note que todo espago enumeravel é de Rothberger e que todo espago de
Rothberger é de Lindeldf (veja o Exercicio 5.2.5).

Proposicao 5.2.3. O espaco 2% € um compacto que ndo € de Rothberger.

Demonstracao. Precisamos mostrar que existe uma estratégia vencedora
para o jogador I. A cada rodada n, considere a cobertura C, = {C%, CL},
onde

Ch={f€2”: f(n) =14}
Note que, de fato, cada C? é um aberto e que C,, é uma cobertura. Considere
uma partida em que o jogador I jogou sempre C,, em cada rodada n. Seja
f € 2¥ tal que, a cada rodada n, a escolha do jogador II foi C’,{(n). Defina
g € 2¥ tal que g(n) = 0se f(n) =1eg(n) =1se f(n) =0. Note que
9 ¢ Unew Cf:(n) e, portanto, o jogador I venceu a partida. O

Proposicao 5.2.4. (MA) Se X ¢é de Lindeldf e | X| < 2%, entdo X € de
Rothberger.

Demonstragao. Seja ¢ uma estratégia para o jogador I. Note que, como
o espaco é de Lindelof, podemos supor que toda cobertura dada por o é
enumerdvel. Assim, considere {C? : n € w} a cobertura dada por ¢ na
rodada 0.. Dado k € w, considere {C¥ : n € w} a cobertura dada por
o caso o jogador II escolha C’g. De forma geral, dado s € w<% e k € w,
{Cs"F . n € w} é a cobertura dada por o se o jogador I escolheu C§ na
rodada anterior.

Considere IP = {C¢ : n € w, s € w<¥} com a seguinte ordem C2 < C? se
t C s. Note que IP é enumeravel e, portanto, c.c.c. Seja x € X. Considere

D, ={C; .z €C;}

Indicamos por (MA) que
tal resultado vale na pre-
senca do axioma de Mar-
tin.
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Note que, uma vez que {C% : n € w} é uma cobertura para todo s € w<%,
D, é denso. Como |X| < 2% temos que existe F filtro (Dy)zcx-genérico.
Note que os elementos de tal filtro formam uma partida em que o jogador
IT vence o jogo de Rothberger e o jogador I segue . Ou seja, o ndo é uma
estratégia vencedora. O

Exercicios

Exercicio 5.2.5. Mostre que todo espago enumeravel é de Rothberger.
Mostre que todo espacgo de Rothberger é de Lindel6f.

Exercicio 5.2.6. Mostre que R nao é de Rothberger.

Exercicio 5.2.7. Considere o seguinte jogo entre os jogadores I e II. A cada
rodada n € w, o jogador I escolhe D, um denso sobre X. Entao, o jogador
IT escolhe d,, € D,. Ao final, o jogador II é o vencedor se {d, : n € w} é
denso.

(a) Mostre que se X tem base enumeravel, entao o jogador II tem estratégia
vencedora.

Um espago ¢é dito heredi- (b) (MA) Mostre que se X ¢é hereditariamente separavel e X tem uma base
tariamente separdvel se B tal que |B| < 2%, entdo o jogador I ndo tem estratégia vencedora.
todo subespaco seu é se-

o ..
pardve 5.3 A volta dos pequenos cardinais

Nesta se¢ao vamos trabalhar com a seguinte ordem ([P, <): IP = w<¥ X [\]<%,
onde A < 2%, Diremos que (s, F) < (t,G) se

sDt, FDOGeVaeGVnedom(s)\ dom(t) s(n) > fao(n)

onde (fa)a<x ¢ uma familia de fungoes fixada, com cada f, € w“. Note que,
para cada o € A e cada n € w,

Dy, ={(s,F):a € F}
E,={(s,F) :n € dom(s)}
sao densos em IP. Denote por D ={D, : a < A} U{E, :n € w}.

Exemplo 5.3.1. Considere s = {(0,0), (1,0), (2,4), (3,7)},t = {(0,0),(1,0), (2,4)}
e F ={ay,...,an} C . Note que (s, F),(t,F) € IP e temos que (s, F) <
(t, F') se, e somente se, 7> f,,(3) parai=1,...,n.
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Proposicao 5.3.2. (IP,<) € c.c.c.

Demonstragao. Suponha que IP nao seja c.c.c. Seja A C IP anticadeia
nao enumerdvel. Como w<* é enumerével, existem (s, F), (s,G) € A para
alguma s € w<*. Note que (s, FUQG) < (s, F),(s,G) e, portanto, A nao é
uma anticadeia. O

Proposigao 5.3.3. Se F é um filtro D-genérico sobre IP, entao |JF ¢ uma
funcao f:w — w tal que fo, <* f para todo o < A.

Demonstragao. Como F intercepta todo E,, temos que f : w — w. Seja
a € Xeseja (s, F) € FND,. Vamos provar que

{new: f(n) < fo(n)} C dom(s).

Suponha que nao. Seja n € w \ dom(s) tal que f(n) < fo(n). Seja (¢, G)
F N E,. Note que (n, f(n)) € t. Por compatibilidade de F, existe (r, H)
(s, F),(t,G). Como (r,H) < (t,G), temos que n € dom(r). Assim n
dom(r) \ dom(s). Como (r,H) < (s, F) temos que f(n) = r(n) > fa(n
contradigao.

m IA m

~—

9

O

Corolario 5.3.4. Dado k < 2%, se vale M A,,, entdo b > k.

Demonstragdao. Se tomamos (fo)a<y com A < k, por M Ay, podemos cons-

truir f tal que f, <* f para todo oo < . O
Coroléario 5.3.5. O azxioma de Martin implica que b = ¢ (e, portanto,
b=0=¢).

Alongamentos

Alongamento 5.3.6. Mostre que, de fato, D, e E, sao densos para todo
a < lambda e n € w.
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Capitulo 6

A hipodtese de Suslin

6.1 Uma caracterizacao para os reais

Definigao 6.1.1. Uma ordem < é dita uma ordem densa se, para todo
a < b existe c tal que a < ¢ < b.

Proposicao 6.1.2. Todo conjunto enumerdvel, totalmente ordenado por
uma ordem densa e sem maior nem menor elementos € isomorfo a Q.

Demonstragdo. Considere X = {z,, : n € w} ordenado por < como no
enunciado. Fixe também Q = {¢,, : » € w} uma enumeragao para Q. Vamos
definir f : X — Q um isomorfismo de ordem por indugao. Defina f(xg) =
qo- Agora suponha definidos f(xg), ..., f(2,,) e vamos definir f(z,1). Temos
3 casos:

e Caso wp41 < zp para todo k < n. Defina f(zp+1) = ¢, onde i =
min{j € w: g; < f(zx) para todo k < n}.

e Caso xp41 > xp para todo k < n. Defina f(z,41) = ¢, onde i
min{j € w: q; > f(x}) para todo k < n}.

e Caso existam e,d < n tais que z, < xpy1 < x4. Defina F =
max{f(zr) : xx < Tpt1, k <n} e D =min{f(zg) : 2k > Tpy1, k <
n}. Defina f(zp41) = ¢, onde ¢ = min{j € w: E < ¢; < D}.

Note que, por construcao, f é injetora e preserva ordem. Resta provar que
ela é sobrejetora. Suponha que nao e seja ¢, que nao pertenca a imagem de
f. Sem perda de generalidade, podemos supor n o menor possivel com tal
propriedade. Seja a o menor indice tal que, para todo m < n, existe b < a
tal que f(xp) = gm. Temos 3 casos:
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Sim, o termo denso se re-
fere a muitas coisas aqui.
Paciéncia.



Basicamente, estamos di-
zendo que 7 \ {0} é c.c.c
com a ordem da inclusao.

Ou seja, a hipotese de Sus-
lin é equivalente a nao
existéncia de uma reta de
Suslin.
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e Se ¢, < gm para todo m < n. Seja k > a o menor tal que x, < )
para todo p < k. Note que, entdao f(xr) = ¢y, contradicao.

e Se q, > ¢ para todo m < n. Este caso é andlogo ao anterior.

e Se existem e,d < n tais que g < g, < qq- Seja k > a o menor tal que
existam E, D < k tais que zg < xp < xp. Note que, entao f(xx) = qp
e, novamente, temos uma contradigao.

O

Teorema 6.1.3. Todo espaco separdvel, totalmente ordenado por uma or-

dem densa e completa, sem maior nem menor elementos € homeomorfo a
R.

Demonstragao. Seja X como no enunciado. Seja D denso enumeravel. Note
que D satisfaz as hipSteses do resultado anterior (ver Exercicio 6.1.9). Fixe
f D — Q isomorfismo de ordem. Defina f: X — R por:

f(z) =sup{f(d):de D, d< x}

Note que f é um isomorfismo de ordem (ver Exercicio 6.1.10) e, portanto,
X e R sao homeomorfos. O

Definicao 6.1.4. Dizemos que um espaco topoldgico é c.c.c. se nao nao
existe uma familia nao enumeravel de abertos dois a dois disjutos

Note que todo espaco separavel é c.c.c.

Definicao 6.1.5. Chamamos de hipétese de Suslin a afirmagado: todo
espaco c.c.c., totalmente ordenado por uma ordem densa e completa, sem
maior nem menor elementos é homeomorfo a R.

A hipétese de Suslin é mais uma afirmacao independente de ZFC.

Definicao 6.1.6. Chamamos de uma reta de Suslin um espaco c.c.c.,
totalmente ordenado por uma ordem densa e completa sem maior nem menor
elemento e que nao seja homeomorfo a R (ou, equivalentemente, que nao seja
separdvel).

Proposicao 6.1.7. Se X ¢ uma reta de Suslin, entdo X? ndo € c.c.c.
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Demonstragdo. Sejam ag, by, cg € X tais que ag < by < ¢g. Suponha defini-
dos (ag)e<r, (be)e<r € (Ce)e<r Para k < wi. Vamos definir a,, by e ¢;. Como
X nao é separavel, {b¢ : £ < k} nao é denso. Logo, existem a, e ¢, tais que

Jak, cx[N{be : &€ < K} = 0.

Seja b, €lag, x| (que existe j4 que a ordem é densa). Considere Ve =
lag, be[x]be, ce[ para cada < wi. Note que, se § # 7, temos que Ve NV, =0
e, portanto, X2 néo é c.c.c. O

Veremos adiante que o produto de espagos c.c.c. também nos d4 afirmacoes

independentes.

Martin e Baire

Vamos aqui apresentar um resultado simples envolvendo o axioma de Martin

e espagos C.C.C.:

Proposicao 6.1.8. (MA) Seja (X, T) espago topoldgico compacto e c.c.c.
Se (Ag)e<r € uma familia de abertos densos com k < 280, entdo Ne<r Ae €
denso em X.

Demonstragdo. Seja V aberto nao vazio em X. Note que V é c.c.c. (ver o
Exercicio 6.1.11). Vamos mostrar que V' N[, A¢ # 0. Considere

P={ANV:AcT, A#0}
com a ordem dada por A < B se A C B. Para cada £ < k, note que
DgZ{BEP:ECAg}

é denso em IP (ver o Exercicio 6.1.12). Note que, como IP é c.c.c. (Exercicio
6.1.13), pelo axioma Axioma de Martin, existe F C IP filtro (Dg)ecs-
genérico. Considere 7/ = {F : F € F}. Note que, como F é centrada,
F' também é centrada. Logo, (| F' é nao vazio (familia centrada de com-
pactos). Seja z € (VF'. Dado & < &, seja Fy € F N De. Entao Fe C Ag¢ e
F¢ CV (pois F¢ € IP). Assim, x € A¢ NV para qualquer £ < k. d

Exercicios

Exercicio 6.1.9. Mostre que D na demonstracao de 6.1.3 tem as proprie-
dades desejadas.

Na verdade, esse enunci-
ado é equivalente ao axi-
oma de Martin. Uma ma-
neira de se mostrar a volta
é, a partir de uma or-
dem parcial construir um
espaco de ultrafiltros.



Sim, uma familia disjunta
¢ um A-sistema de raiz ().
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Exercicio 6.1.10. Mostre que f definida em 6.1.3 é um isomorfismo de
ordem.

Exercicio 6.1.11. Mostre que se X é c.c.c. e V é um aberto de X, entao
V éc.c.c.

Exercicio 6.1.12. Mostre que D¢ definido em 6.1.8 é denso.

Exercicio 6.1.13. Mostre que IP definido em 6.1.8 é c.c.c.

6.2 Produto de espacos c.c.c.

Definicao 6.2.1. Dizemos que uma familia F de conjuntos forma um A-
sistema de raiz A se, para todo F,G € F distintos, temos que F NG = A.

Proposicao 6.2.2 (Lema do A-sistema). Seja F uma familia nao enu-
merdvel de conjuntos finitos. Entdo existe F' C F ndo enumerdvel que
forma um A-sistema.

Demonstragao. Note que, sem perda de generalidade, podemos supor que
existe n € w tal que |F| = n para todo F' € F. Vamos provar o resultado
por indugao sobre n. Se n = 1, note que F NG = 0 se £ # n e, portanto,
temos o resultado. Agora suponha o resultado para n e vamos provar para
n + 1. Vamos considerar dois casos:

e Existe a tal que F, = {F € F :a € F} é nao enumeravel. Entao, por
hipétese de indugao, F, = {F \ {a} : F € F,} contém um A-sistema
nao enumerével G de raiz A. Logo, F/ = {GU{a}: G € G} forma um
A-sistema de raiz A U {a}.

e Nao existe a tal que {F € F : a € F} seja nao enumerdvel. Sem perda
de generalidade, escreva F = {F¢ : { < wi} (talvez seja necessario
jogar alguns elementos fora). Dado a € Fp, note que existe { < wy
tal que a ¢ F; para todo n > &. Repetindo esse processo, como Fj
é finito, existe {y < wi tal que Fy N F, = () para todo n > &. Com
argumento andalogo, existe & tal que F¢, N F, = () para todo n > &;.
De forma geral, se o < wy € limite e ja temos definidos {g para todo
B < a, definimos &, = sup{{s : f < a} < wi. Se a+ 1 < wy, basta
definir £,41 de maneira analoga ao que fizemos antes. Desta maneira
{F¢, : a <wi} é um A-sistema de raiz (.

O]
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Proposicao 6.2.3. Seja (X¢)e<y familia de espagos c.c.c. tais que, para
todo F' C k finito, temos que ngF X¢ € c.c.c. Entao H§<,_i Xe¢ € c.c.c.

Demonstragao. Suponha que nao. Seja (A¢)¢<w, uma familia de abertos dois

a dois disjuntos em HE < X¢. Podemos supor cada A¢ um aberto bésico do

produto. Para cada { < &, seja a¢ o suporte de A¢. . Vamos mostrar o Se V = [lec, Ve é um
caso em que (a¢)e<y, 50 todos distintos, o caso em que isso nao ocorre é aberto do produto, chama-
analogo (ver Exercicio 6.2.8). Como cada a¢ ¢ finito, podemos supor que mos de suporte de V o
(ag)¢<w, forma um A-sistema de raiz A. Seja 7 : H§<,{ Xe — H&A X¢ conjunto {£ < k : Ve #
a projecao usual. Note que, como A¢ N A, = () para & # 7, temos que X¢}.

m(A¢) N m(Ay) = 0. Ou seja, temos que (m(A¢))e<w, ¢ uma familia de

abertos dois a dois disjuntos em ng A X¢, contrariando o fato que ng A Xe

é c.c.c. ja que A ¢é finito. O

Martin e o produto de espacos c.c.c.

Proposicao 6.2.4. (MA+-CH ) Seja X espago c.c.c. e seja (Ug)ecw, uma
familia de abertos nio vazios. Entio (Ug)e<w, contém uma familia centrada
nao enumerdvel.

Demonstragao. Para cada £ < wi, defina

Ve =|J Ue

n>¢

Note que, assim, V¢ D V), se £ < 1. Vamos mostrar que existe o < wy tal

que V¢ =V, para todo { > a. Suponha que nao. Entao podemos construir
uma sequéncia (ag)e<w, tal que

Voo

2 Va

n

se £ <. Mas entao (Va,,, \ Va,)e<w, € uma familia de abertos nao vazios
dois a dois disjuntos, contrariando o fato que X é c.c.c.
Seja a < w; como acima. Considere

P={ACV,:Aéaberto nao vazio}
Note que IP com a ordem da inclusao é c.c.c. Para cada 8 < wq, considere
Dg={AeP:3v>p ACU,}

Vamos mostrar que Dg é denso em IP. Seja A € IP. Temos entao que
ACVy CVy =V onde {& > o, 8. Assim, ANV, # 0 e, portanto,
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ANU, # 0 para algum v > £. Seja G filtro (Dg)g<y, -genérico. Note que,
entao

I={{<w :3JAcGACU}

é ilimitado em wy. Logo, (Ug)¢er é uma familia centrada e ndo enumeravel.

O
Proposicao 6.2.5. (M A+ —CH) Produto de espagos c.c.c. € c.c.c.

Demonstrag¢ao. Basta mostrarmos que, se X e Y sao c.c.c., entao X x Y
é c.c.c. Seja (Ug x Ve)ecw, familia de abertos basicos nao vazios em X X
Y. Pelo resultado anterior, podemos supor (Ug)¢<,, centrada. Assim, se
(Ue x Ve)N (U x V) =0, Ve NV, = 0. Logo, como Y ¢é c.c.c., temos que
(Ue % Vg)e<w, nao sao dois a dois disjuntos. O

Corolario 6.2.6. Se vale M A+ —-CH, vale a hipdtese de Suslin.

Exercicios

Exercicio 6.2.7. Mostre que nao vale o andlogo do Lema do A-sistema
para o caso em que J é enumeravel e cada F' € F é finito e nem para o caso
em que F é nao enumeravel e cada F' € F é enumeravel.

Exercicio 6.2.8. Mostre que se uma quantidade nao enumerével de abertos
na demonstragao de 6.2.3 tem o mesmo suporte, também temos o resultado.



Capitulo 7

Forcing

7.1

Algebra de Boole

Definigao 7.1.1. Chamamos de um algebra de Boole um conjunto A,
munido de duas operacoes bindrias + e - e uma undria — com dois elementos
denotados por 0,1 € A tais que, para todo a,b,c € A: Normalmente denotamos

por ab em vez de a - b.
a-b=b-aea+b=b+a

a-(b-c)=(a-b)-cea+(b+c)=(a+b)+c

a-(b+c)=(a-b)+(a-c)ea+(b-c)=(a+b)-(a+c)

a-(a+b)=a+(a-b)=a
(

a-(—a)=0ea+(—a)=1

Exemplo 7.1.2. Seja X um conjunto. Entao p(X) com as operagoes de U
e N forma uma algebra de Boole.

Algumas propriedade bésicas (e de facil demonstragao) sao:

Proposicao 7.1.3. Seja A uma dlgebra de Boole. Entdo, para todo a,b € A,
temos:

a+a=aa=a
a0=0ea+1=1
al=aea+0=a

—0=1e—-1=0

7



Atencgdo, isso é uma de-
finicao recursiva.

Uma férmula assim é cha-
mada de atomica

78 CAPITULO 7. FORCING

Definicao 7.1.4. Seja A uma algebra de Boole. Para a,b € A, definimos
a < bseab=a. Essa é a ordem usual numa &lgebra de Boole (ver Exercicio
7.1.7).

Definicao 7.1.5. Dizemos que uma algebra de Boole é completa se todo
X C A admite supremo.
Exercicios

Exercicio 7.1.6. Mostre que existe uma tunica algebra de Boole com dois
elementos.

Exercicio 7.1.7. Mostre que < definida acima ¢é de fato uma ordem.

Exercicio 7.1.8. Seja A uma dlgebra de Boole. Mostre que, dados a,a’, b,b’ €
A,sea<bed <V, entao aa’ < bb'.

Exercicio 7.1.9. Mostre que para todoa € A, 0 <a < 1.
Exercicio 7.1.10. Mostre que a < b se, e somente se, a + b = b.

Exercicio 7.1.11. Seja A uma algebra de Boole. Sejam a,b € A. Denota-
mos por a —b = a - (—b). Mostre que a £ b se, e somente se, a — b # 0.

7.2 Dando valores as formulas

Nesta secao, trabalharemos sempre com uma dlgebra de Boole completa A
fixada. Também vamos usar a notagdo a = b para —a + b. Vamos usar
diversas vezes a seguinte equivaléncia, para quaisquer a,b € A:

a < b se, e somente, a =b=1

Definigao 7.2.1. Vamos chamar um conjunto 7 de um nome se 7 é uma
fungao tal que todo elemento de seu dominio é um nome e todo elemento da
imagem é um elemento de A.

Exemplo 7.2.2. () é um nome. Assim, {(0,a), (0,b)} também é um nome
se a,b € A.

A ideia aqui é que dado um par (0,a) € 7, a “mede” quanto é a chance o
pertencer a 7. Agora, vamos usar essa ideia para atribuir valores booleanos
para todas as férmulas. Para isso, vamos sempre substituir as variaveis por
nomes. Comegamos com as férmulas mais simples:
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Definigao 7.2.3. Dados dois nomes o, 7, definimos

[cer]= sup [o=1t]r(t)
tedom(r)

[oc Ccr]= tedi;lnt;(a)(a(t) — [t e]

[o =71]=]o C7][r Co]

Formalmente, essa definicdo é recursiva. Assim podemos usar o rank
como definimos anteriormente para ajudar a trabalhar com ela. Por exem-
plo, a primeira parte diz que podemos definir [o € 7] se ji sabemos a de-
finigdo de [o = t] onde rank(t) < rank(c). Vamos mostrar o seguinte re-
sultado, que usa bem essa ideia:

Proposigao 7.2.4. Seja o nome qualquer. Entao [o = o] = 1. A ideia disso é que a

chance de 0 = o é 1, ou
Demonstra¢ao. Vamos provar isso por inducdo sobre o rank(c). Por de-

finigao, temos que mostrar que [o C o] = 1. Para isso, temos que mostrar
que o(t) = [t € o] =1 para todo t € dom(o). Ou seja, precisamos mostrar
que o(t) < [t € o] para todo t € dom(t). Seja t € dom(t). Temos:

seja, a maxima possivel.

[teo]l= sup [s=t]o(t)

sedom(o)
Assim, por hipdtese de indugao, [t =t] = 1 e, portanto, o supremo da
expessao acima é maior ou igual a [t = t]o(t) = o(t). O

Proposicio 7.2.5. Dados 0,7 ¢ p nomes, temos:
(a) [o=7][r=p] <[o=0]
(b) [o er]lo=p] <[per]
(c) loerllr=p] <[o €/l

Demonstracao. Isso precisa ser provado por inducgao sobre o rank de o,7 e
p. E fazemos isso supondo as 3 condicdes ao mesmo tempo para nomes de
rank menor. Vamos apresentar a demonstragao da condigao (a), deixando
as outras como exercicio:

Note que é suficiente provarmos que

[o crllr =pl <o Cpl
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Assim, pela definicao de [C], temos:

[oCcrllr=p] = (inficdom(e)o(t) = [t € T])[r = 0]
= (inftedom (o) =0 ) [[t € TH)HT - p]]
= infyedom(o) ([T = p] —o(t)) + [t € 7][r = /]

Note que, para qualquer ¢t € dom(o),
[r=pl—o(t) < —o(t)
e que, por hipdtese de inducao,
[ter]lr=p] <[t €]

Assim, temos

[o < rllr =/l

I IA

inftedom(a)(_a(t) + [[t € p]])
inftedom(cr) (U(t) = IIt S p]])

= [ocy]
O
Lema 7.2.6. Sejam z,y nomes. Se y € dom(z), entao z(y) < [y € z].
Demonstragdo. Suponha y € dom(z). Entao
[yeal= swp [y=tlz(t) = [y =ylz(y) = 2(y)
tedom(z)
O

Defini¢ao 7.2.7. Dada uma férmula ¢(z1, ..., z,), onde x;’s indicam suas
variaveis livres e dados 7y, ..., 7,, nomes, definimos [¢(71, ..., T,)] por recursao
sobre a complexidade de ¢ da seguinte maneira:

)

e Se p(r1,r2) é da forma “x; € xo” ou “zy = x3”, fazemos como ante-

riormente.

e Se ¢(z1,...,xy) é da forma —)(z1,...,zy), definimos [o(71,...,7)] =

n)
—[(11y ey )]

o Se p(z1, ..., é da forma (a1, ..., xp) AV (21, ..., ), definimos [o (71, ..., )] =

n) &
[ (@1, e ) [ [0 (71,0 7))
p) €

e Se p(z1, ..., édaforma p(x1, ..., x,) VY (21, ..., y), definimos [o (11, ..., )] =
[[@D(acl, iy Ty ]] + [[ (Tl, ...,Tn)]]
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e Sep(xy,...,x,) édaforma Iy Y(y, x1, ..., xy), definimos (11, ..., 7)] =
sup, [¢ (o, x1, ..., z5)], onde sup, indica o supremo com relagao a todos
0S 0 nomes.

e Se p(x1,...,x,) éda forma Vy ¢¥(y, x1, ..., Ty ), definimos [p (71, ..., 7)] =
inf, [ (o, x1,...,2y)], onde inf, indica o infimo com relagao a todos os
0 nomes.

Lema 7.2.8. Sejam ¢, formulas. Note que [ — ] = 1 se, e somente
se, [o] < [¢].

Demonstra¢ao. Note que [ — ] = —[¢] + [¢]. Note que —a +b =1 se,
e somente se, a < b para qualquer a, b na dlgebra de Boole. O

Proposicao 7.2.9. Considere ¢ o axioma da extensionalidade. Isto é,

VeVyz=y+< Vz(z€x—z€ey)AN(z€y — 2z€1))
Entao [¢] = 1.
Demonstracdo. Note que, para isso, s6 precisamos mostrar que, dados x,y
nomes, temos que [z =y] = [x C y][y C z]. Mas isso segue diretamente
das definicoes. O
Proposicao 7.2.10. Considere ¢ o axioma do par. Isto €

VeVy dJzx€ezANy ez

Entao [¢] = 1.

Demonstragao. Fixe x,y nomes. Considere o nome z : {z,y} — A tal que
z(x) =1 e z(y) = 1. Basta mostrar que [z € z][y € z] = 1. Temos

[z €2l = subiedom(s) [z = t]2(t)
= > [z =z]2(2)
=1
Note que [y € z] = 1 é analogo. O

De maneira parecida podemos provar que todos os axiomas de ZFC tem
valor 1.
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Aumentando o universo

A ideia da préxima definicao é a de levar “copias” de conjuntos usuais para
essa extensao de uma maneira canonica:

Definicao 7.2.11. Seja z um conjunto. Definimos o nome & de maneira
recursiva da seguinte maneira: & = {(y,1) : y € x}.

Note que 0=0.

Proposicao 7.2.12. Sejam x,y conjuntos. Entdo

(c) se x Cy entdo [z C g] = 1.
& Cy]=0.

Demonstragao. Vamos mostrar todas as condigoes por inducao sobre o rank
de x e y a0 mesmo tempo:

(a) Suponha z € y. Entao

[[i' € Zj]] = SUPtedom(y) [[t = i‘]]g(t)
> [z =zly(@)
= 1

(b) Suponha x ¢ y. Por hipétese de indugao, para todo t € y, temos que
[# =] =0 (pois x # t). Assim, [z € y] = 0.

(¢) Suponha =z C y. Seja t € dom(x). Entao x(t) = 1. Além disso, por
hipétese de indugao, [t € y] =1 ja que t € y. Logo,

P Cgl= inf #)[tey]=1
[z C 9] teiilm(x)x()[[ y]

(d) Suponha z ¢ y. Entao existe t € x tal que t ¢ y. Logo, por hipdtese de
indugao, [t € y] = 0. Assim

[pcil= inf #E)lsevl<z®ftey]=0



7.2. DANDO VALORES AS FORMULAS 83

Proposigao 7.2.13. Sejam x um conjunto e T um nome. Se [T € x] # 0,
entdo existe y € x tal que [T € z] < [y = 7].

Mas nem todos os elementos nesta extensao sao da forma & para algum
x:

Definigao 7.2.14. Chamamos de G onome G : {a:a€ A} — A dado
por G(a) = a.
Lema 7.2.15. Seja a € A. Entio [a € G] = a.

Demonstragio. Note que, dado & € dom(G), temos [a =1] = 1 se a =t ou
[a =1] =0 se t # a. Assim

[a€G]= sup [i=a]G(a)=G(a)=a
tedom(G

Em particular, [1 € G(1)] =1 e [0 € G(0)] = 0.
Proposigao 7.2.16. [G ¢ filtro sobre A] = 1.
Demonstracdo. Note que [1 € G]] = 1. Sejam a,b € A. Vamos mostrar que
[acGlbeG]<[BcceGAc<a,b]
l[acGllbeG] = ab

= [[abEC:;]]
= [ab e G][ab < a,b]
= [BrreGAT<a,b]

Ou seja, provamos que
[aeGbe@G]=[FcceGAre<ab] =1
Tomando-se os infimos para a e b, obtemos
[Vae GVbeG] = [3cce GAc<ab] =1
A terceira condigao sobre filtros é andloga. O
Proposigao 7.2.17. Se D ¢é denso em A, entio [GNF # (] = 1.
Demonstragao. Vamos provar que
a=[ForzeDrzeG]=1
Suponha que nao. Entao 1 —a > 0. Seja b € D tal que b <1 — a. Note que
b<[beG)=[beG]be D]

Assim, b < a, contrariando o fato que b < 1 — a. O
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7.3 A consisténcia de -CH

Proposicao 7.3.1. Para toda formula ¢(y,z1,...,xy,) € todo T, ..., Ty no-
mes, existe o nome tal que

le(o, 1y m)] = [Fy @y, 11y s )]

Proposigao 7.3.2. Dada uma ordem “nao trivial” IP, existe A uma dlgebra
de Boole completa e existe f : IP —» A homomorfismo de ordem injetor tal
que, para todo D C IP denso, f[D] € denso em A.

Considere Fn(wy X w,2). Pela proposi¢do acima, podemos considerar
A uma &lgebra de Boole que contém tal ordem (de maneira densa). No
decorrer desta sec¢ao, vamos sempre considerar tal dlgebra A.

Proposicao 7.3.3. [3z z = |JG] = 1.

Demonstracao. Note que isso é consequéncia dos axiomas de ZFC terem
valor 1. O

Assim, existe f nome para a uniao do resultado anterior.
Proposicao 7.3.4. [f € func¢io de &y x & em 9] = 1.

Demonstragao. Segue do fato disso ser consequéncia de ZFC e do fato de
[G DNG # 0] =1 para todo D denso em A. O

Proposicao 7.3.5. Para cada § < we, considere fg nome tal que [Va € @ fg(a) = f(§, )]

1. Entdo, dados £ # 1 < wsy, temos que [[fg # fn]]

Demonstracao. Isso segue do fato que, para cada &, 1 < wo,

D¢y ={p € Fn(wz xw,2):3In € w (a,n) € dom(p) A p(§,n) # p(n,n)}
ser denso em A. O
Como consequéncia do tltimo resultado, temos:
Proposigio 7.3.6. [2¥ > @] = 1.

Ou seja, “quase” temos a negacao da hipdtese do continuo. A questao
é que temos 2% > Wy e deveriamos ter 2% > w9, onde wy é um nome que
satisfaz a definicdo de wy. Mas obtemos tal resultado a partir do seguinte:
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Proposigao 7.3.7. Se A € c.c.c., entao para todo wy, temos que [Wo = Wa] =
1.

E, de fato, temos que A com a qual estamos trabalhando ¢ c.c.c. (pois
Fn(ws X w,2) é c.c.c).

Com isso, temos que [-CH] = 1 e, portanto, “C'H é consistente. De
fato, suponha que C'H fosse consequéncia de ZFC. Entao, como os axiomas
de ZFC tem valor 1, terfamos que C'H também tem valor 1 e, portanto,
[-CH] = 0, contradicao.

Linguagem de Forcing

E comum trabalharmos com forcing pensando numa “extensao” para todos
os conjuntos, no sentido que acrescentamos um novo conjunto que nao era
uma consequéncia de ZFC e dal acrescentamos tudo o que precisamos para
continuar valendo ZFC. Por exemplo, se x é um conjunto e G é o tal conjunto
novo, precisamos que o conjunto z U G também exista.

A ideia é que pensamos que G (o dado pelo nome G) existe, apesar de
nao ser dado pelos axiomas de ZFC. Dai, os outros conjuntos sao formados
da seguinte maneira: se x é um nome, entao

xqg ={yc: (y,a) €ExNa € G}

Novamente, isso é uma defini¢cao por recursao. Note que aplicar isso a G nos
dé de volta G. Chamamos a colecao de todos esses “novos” conjuntos de
V[G]. Note que, se temos um conjunto z, ¢ = z. E, portanto, V C V[G].

Pode-se mostrar que uma férmula ¢ vale em V[G] se, e somente se,

] € G.
Considere a seguinte notacao, para a € A e ¢ férmula:

a Ik ¢ se, e somente se, a < [¢]

Como G é filtro, temos que, se a € G, entdo [¢] € G e, portanto, vale ¢ em
V[G]. Por outro lado, se vale ¢ em V[G], temos que [¢] € G. Se a ¢ G,
entdo —a € G (pois pode-se mostrar que G é um ultrafiltro). Assim, como
a < [¢], temos que —a - [¢] = 0, contrariando o fato de ambos estarem no
filtro.

Desta forma, 1é-se a IF ¢ como “a forga ¢”. Alguns resultados séo
imediatos e os listamos como exemplos:

Proposicao 7.3.8. Sejam a,b € A e ¢, 1 formulas. Temos:
(a) sealky eb<a, entao bl ¢
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(b) sealk @ ealk1, entio alk @ Ap.

(c) se{a€ A:alkp} é denso, entao vale ¢ em V|[G].



Dicas de alguns exercicios

1.1.15 Verifique os axiomas na ordem em que eles foram listados aqui.
2.4.20 Corolério do Konig.

2.4.21 Funcao normal.
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Solucoes de alguns exercicios
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