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1 Preâmbulos 9

1.1 Alguns axiomas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

Um processo lento e doloroso . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Boa ordem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

Alongamentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Martin e o produto de espaços c.c.c. . . . . . . . . . . . . . . 75
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Caṕıtulo 1

Preâmbulos

1.1 Alguns axiomas

A ideia de que qualquer coleção de coisas é um conjunto leva a contradições
de forma muito rápida. Por exemplo, considere T a coleção de todos os
conjuntos. Uma primeira coisa estranha a se notar é que, como T é um
conjunto, temos que T ∈ T . Isso é estranho, mas a prinćıpio, não é grave.
Para diminuir o incômodo, tomemos N a coleção dos conjuntos “normais”
no seguinte sentido:

N = {x ∈ T : x /∈ x}
Assim, em N só temos os conjuntos “normais”. Por exemplo, T /∈ N . Mas Este é conhecido como o

paradoxo de Russell.e quanto ao próprio N? Note que se N ∈ N , teŕıamos, pela definição de
N , que N /∈ N . Por outro lado, se N /∈ N , pelo mesmo motivo, teŕıamos
N ∈ N e não há escapatória.

O problema aqui surge por tomarmos qualquer coleção de coisas como
um conjunto. Desta forma, como em qualquer outra coisa em matemática, o Apesar de parecer que a

definição de N é que leva

a problemas, é a definição

de T que é problemática

que precisamos não é de uma “definição” intuitiva do que é ser um conjunto,
mas sim, de uma lista de axiomas que dizem o que podemos fazer.

A lista mais comumente usada para isso (e que nós vamos adotar aqui)
é a seguinte (conhecida como ZFC): ZFC é uma tripla estranha:

duas pessoas e um axioma.

Zermelo, Fraenkel e o axi-

oma da escolha (choice, em

inglês).

Vazio ∃x ∀y y /∈ x. Ou seja, esse x da fórmula é o conjunto vazio, denotado
por ∅ que nada mais é que um conjunto que não tem elementos.

Extensionalidade ∀x ∀y (x = y) ↔ (∀z (z ∈ x ↔ z ∈ y)). Ou seja, dois
conjuntos são iguais se possuem os mesmos elementos.

Par ∀x ∀y ∃z x, y ∈ z. Ou seja, para quaisquer conjuntos x, y, existe um
conjunto z que os contém como elementos.

9



10 CAPÍTULO 1. PREÂMBULOS

Veja o Alongamento

1.1.10.
Separação Se A é um conjunto e ϕ é uma fórmula, então {x ∈ A : ϕ(x)}

é um conjunto. Note que, formalmente, para cada fórmula ϕ, temos
um novo axioma. Ou seja, aqui temos um esquema que representa
infinitos axiomas.

União ∀F ∃U ∀x ∀y (x ∈ y∧y ∈ F)→ x ∈ U . Vamos dar um exemplo paraAqui cometemos um

abuso, o axioma só diz que

estes elementos estarão em

U , mas não que só eles.

U poderia conter “lixo”

- mas isso é facilmente

corrigido usando-se o

axioma da separação.

facilitar: considere F = {{1}, {2, 3}, {4}}. Então o U do axioma nada
mais é que {1, 2, 3, 4}. Em notação, temos que U =

⋃
F =

⋃
y∈F y.

Infinito Dado x, defina s(x) = x ∪ {x} (leia s(x) como “sucessor de x” -
isso vai fazer algum sentido daqui a pouco). O axioma do infinito nada
mais diz que existe um conjunto que contém o ∅ como elemento e que
é fechado por sucessores. Em śımbolos:

∃S ∅ ∈ S ∧ (∀x ∈ S s(x) ∈ S)

Partes ∀x ∃y ∀z ⊂ x z ∈ y. Isto é, dado um conjunto x, existe um conjunto
y que contém todos os subconjuntos de x como elementos. Usando o
axioma da separação para jogar fora eventuais outros elementos (isto
é, elementos que não sejam subconjuntos de x), obtemos o conjunto
que denotaremos por ℘(x).

Substituição Dizemos que uma fórmula ϕ é do tipo função se, para qual-
quer x existe um único y tal que ϕ(x, y). Assim, dada uma fórmula ϕPense como se ϕ fosse uma

função e y = ϕ(x). Veja o

Exerćıcio 1.1.16.

tipo função temos que o seguinte também é um axioma:

∀x ∃y ∀z ∈ x ∃z′ ∈ y ϕ(z, z′)

Ou seja, usando este axioma e o axioma da separação, dado um con-
junto D, conseguimos obter que o seguinte também é um conjunto:

{a : ∃d ∈ D ϕ(d, a)}

Note também que, novamente, para cada fórmula do tipo função, te-
mos um novo axioma. Ou seja, este é outro esquema de infinitos
axiomas.

Fundação ∀x 6= ∅ ∃y ∈ x x ∩ y = ∅. Este axioma impede coisas estranhas
como x ∈ x: se temos que x ∈ x, então {x} contraria este axioma.

Prinćıpio da boa ordem Para todo conjunto x existe uma boa ordem
sobre ele. Veremos mais adiante a definição de boa ordem e diversas
de suas propriedades. Este axioma muitas vezes é substituido pelo
axioma da escolha. Veremos mais sobre isso na próxima seção.
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Um processo lento e doloroso

Teoria dos conjuntos serve também para fundamentar matemática no se-
guinte sentido: o que é feito em matemática, como funções, relações etc,
pode ser construido a partir dos axiomas apresentados anteriormente. De
certa forma, estamos então apenas supondo como verdadeiros estes axiomas.
Mas esse não é um processo curto. E não é o enfoque deste texto. Assim, Pode até não ser um pro-

cesso dif́ıcil, mas é um pro-

cesso cansativo.

apenas para satisfazer o leitor curioso, vamos apresentar um roteiro como
exemplo, deixando os outros como um exerćıcio de imaginação.

Vamos mostrar como podemos formalizar a ideia de uma relação (por
exemplo, a ≤ entre os naturais). Desta forma, vamos supor que X é um
conjunto (cuja construção já está justificada pelos axiomas) e vamos ver
como justificar a existência de uma relação R sobre X. A primeira coisa a
ser feita é transformar isso em uma linguagem com a qual possamos traba-
lhar. Só podemos trabalhar com conjuntos, então o processo é simplificado:
não temos escolha, precisamos fazer a relação entre os elementos virar um
conjunto. Mas isso é fácil. Basta pensarmos a relação R como o conjunto de
pares de X ×X tais que a primeira coordenada se relaciona com a segunda.
Ou seja, basicamente é uma mudança de notação. Em vez de dizermos

xRy

dizemos

(x, y) ∈ R

Talvez um exemplo ajude aqui. Se estivessemos trabalhando com a relação
≤ nos naturais, estaŕıamos na verdade trabalhando com o conjunto Dá vontade de falar

{(a, b) : a ≤ b}, mas es-

tamos tentando justificar

≤, então isso ficaria meio

circular.

{(a, b) ∈ N2 : ∃c ∈ N a+ c = b}

Assim, só precisamos justificar a existência de X ×X tendo X. Se tivermos
o conceito de par ordenado, isso fica fácil: nada mais é que o conjunto de
todos os pares ordenados cujas duas coordenas estão em X. Mas como
definir um par ordenado só usando conjuntos? Dados x, y, uma primeira
ideia poderia ser {x, y}. Mas isso já dá o problema da ordem, uma vez que
{x, y} = {y, x}. Uma boa ideia é simplesmente definir da seguinte forma:

(x, y) = {x, {x, y}}

Dados x, y, temos que a justificativa para a existência do conjunto acima Veja o Alongamento 1.1.11

e o Exerćıcio 1.1.17se dá simplesmente pelo axioma do par e da separação.
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Boa ordem

Boa ordem não é só algo que estamos devendo definir para completar os
axiomas, como também é um conceito que será bastante importante neste
texto. Lembrando:

Definição 1.1.1. Dizemos que ≤ é uma ordem sobre X se, para todo
x, y, z ∈ X, temos:Ou seja, na formalização

anterior, teŕıamos que ≤
é um subconjunto de X ×
X tal que, por exemplo,

(x, x) ∈≤ para todo x ∈
X.

(a) x ≤ x;

(b) se x ≤ y e y ≤ x então x = y;

(c) se x ≤ y e y ≤ z então x ≤ z.

Uma boa ordem é uma ordem com uma condição adicional:

Definição 1.1.2. Dizemos que uma ordem ≤ sobre X é uma boa ordem
se, para todo subconjunto não vazio Y ⊂ X existe mı́nimo (minY ), isto é,
um y ∈ Y tal que y ≤ y′ para todo y′ ∈ Y .

Vamos agora definir um conjunto bastante especial. Considere S o con-
junto dado pelo axioma do infinito. Definimos o seguinte conjunto:

ω =
⋂
N∈N

N

onde N = {N ∈ ℘(S) : ∅ ∈ N e ∀x ∈ N s(x) ∈ N}.
Note que, pela definição acima, temos diretamente que vale o seguinte

resultado:

Proposição 1.1.3 (Prinćıpio da indução infinita). Seja X ⊂ ω tal que
∅ ∈ X e tal que, se x ∈ X, então s(x) ∈ X. Então X = ω.

Demonstração. Por um lado, X ⊂ ω. Pela definição de ω, temos que ω ⊂
X.

Com isso, temos que ω faz o papel dos naturais, com a função s fazendo
o papel da função “sucessor” usual dos naturais. Veremos mais algumas
propriedades interessantes sobre ω nesta seção.

Um conceito que irá aparecer diversas vezes é o conceito de conjunto
transitivo:

Definição 1.1.4. Dizemos que X é um conjunto transitivo se, para todoVeja o Alongamento 1.1.13

para entender melhor o

nome

y ∈ X, temos que y ⊂ X.
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Proposição 1.1.5. Se n ∈ ω, então n é transitivo.

Demonstração. Note que ∅ é trivialmente transitivo. Note também que, se a
é transitivo, então a∪{a} também é. Logo, o resultado segue pelo prinćıpio
da indução finita.

Lema 1.1.6. Sejam a, b ∈ ω tais que a ⊂ b. Então a ∈ b ou a = b.

Demonstração. Por indução sobre b. Se b = ∅, então a = ∅ e temos o
resultado.

Suponha então o resultado para b e vamos provar para s(b). Isto é, vamos
supor que

a ⊂ b⇒ (a ∈ b ∨ a = b)

e vamos provar que

a ⊂ s(b)⇒ (a ∈ s(b) ∨ a = s(b))

Suponha então que a ⊂ s(b) = b ∪ {b}. Temos dois casos. Se b ∈ a, como
a ∈ ω, a é transitivo. Logo, b ⊂ a. Ou seja, temos:

b ∪ {b} ⊂ a ⊂ b ∪ {b}

Logo, a = s(b).
Se b /∈ a, então a ⊂ b. Pela hipótese de indução temos dois casos:

• a ∈ b: Neste caso, temos a ∈ b ∪ {b} = s(b).

• a = b: Então a = b ∈ b ∪ {b} = s(b).

Note que ⊂ é uma ordem sobre ω (⊂ é uma ordem sobre qualquer con-
junto). Mas, no caso de ω, podemos mostrar que tal ordem é uma boa
ordem:

Teorema 1.1.7. ω é bem ordenado por ⊂.

Demonstração. Seja S ⊂ ω não vazio. Suponha que S não tenha mı́nimo.
Seja Um minorante de um

conjunto S é um elemento

a tal que a ≤ s para todo

s ∈ S.

N = {a ∈ ω : a é um minorante de S}
Note que N ∩ S = ∅, caso contrário S teria um mı́nimo. Note que ∅ ∈ N .
Suponha que a ∈ N . Vamos provar que s(a) ∈ N . Seja b ∈ S. Como a ⊂ b e
a 6= b, temos que a ∈ b (Lema 1.1.6). Assim, a∪{a} ⊂ b. Ou seja, s(a) é um
minorante para S e, portanto, s(a) ∈ N . Logo, pelo prinćıpio da indução
finita, temos que N = ω e, portanto, S = ∅, contradição.
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Note que assim, temos que a ordem ≤ usual dos naturais se traduz como
⊂ aqui. E, incidentalmente, a ordem estrita < se traduz como ∈.

Alongamentos

Alongamento 1.1.8. Formalmente, podemos trabalhar com conjuntos ape-
nas com as relações ∈ e =. Mas, nos axiomas listados acima, usamos outros
śımbolos. Para tudo ficar certo, defina as seguintes fórmulas só usando ∈ e
=:

(a) x ⊂ y

(b) x ∩ y

(c) x = {a} para algum a.

Alongamento 1.1.9. Dado F 6= ∅, mostre a existência de
⋂
F =

⋂
A∈F A.

Alongamento 1.1.10. Escreva explicitamente o axioma da separação.

Alongamento 1.1.11. Mostre que, dados x, y, de fato existe o par ordenado
(x, y) definido como acima.

Alongamento 1.1.12. Mostre que toda boa ordem é total (chamamos uma
ordem sobre X de ordem total se todos os elementos de X são comparáveis
entre si).

Alongamento 1.1.13. Mostre que x é transitivo se, e somente, para todo
a, b tais que a ∈ b e b ∈ x, temos que a ∈ x.

Alongamento 1.1.14. Mostre que o axioma do vazio pode ser obtido a
partir dos outros.

Exerćıcios

Exerćıcio 1.1.15. Imagine um mundo colorido onde existam duas cores
de conjuntos: vermelhos e amarelos. Existem o vazio vermelho e o vazio
amarelo, depois o unitário do vazio vermelho e o unitário do vazio amarelo.
Mas também o conjunto com dois elementos: os dois vazios (um de cada
cor). E proceda assim com as outras operações de conjuntos. Qual axioma
ZFC não é satisfeito nesse mundo?

Exerćıcio 1.1.16. Usando o axioma da substituição, mostre que, dado um
conjunto A, existe o conjunto U = {{a} : a ∈ A}. Mostre a existência do
mesmo conjunto usando o axioma das partes.
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Exerćıcio 1.1.17. Escreva a fórmula “x é um par ordenado”.

Exerćıcio 1.1.18. Um função nada mais é que um conjunto de pares or-
denados (ou seja, uma função nada mais é que um tipo de relação) com
uma propriedade a mais. Escreva essa propriedade usando essa notação de
conjunto.

Exerćıcio 1.1.19. Seja≤ uma ordem sobreX. Mostre que são equivalentes:

(i) ≤ é uma boa ordem;

(ii) não existe (xn)n∈ω tal que cada xn ∈ X e xn+1 < xn.

Exerćıcio 1.1.20. Mostre que, dado n ∈ ω, n = {k ∈ ω : k < n}. Ou seja, podemos definir

0 = ∅, 1 = {0}, 2 = {0, 1}
etc.1.2 Boa ordem é boa mesmo

Começamos esta seção com uma aplicação interessante do prinćıpio da boa
ordem. Na próxima seção, veremos que essa aplicação tem mais coisas inte-
ressantes escondidas.

Teorema 1.2.1. Todo espaço vetorial possui base.

Demonstração. Seja V um espaço vetorial. Dado A ⊂ V , vamos denotar
por [A] o subespaço gerado por A (lembre-se que este é o subconjunto de
V que contém A e todas as combinações lineares dos elementos de A). Por
convenção, adotemos [∅] = {0}. Seja � uma boa ordem sobre V . Defina B
da seguinte maneira Aqui a ideia é que organi-

zamos os vetores numa fila

e os que não eram com-

binação lineares dos ante-

riores entram em B.

B = {v ∈ V : v /∈ [{w ∈ V : w ≺ v}]}

Vamos mostrar que B é uma base para V . Suponha que B não seja linear-
mente independente. Sejam b1, ..., bn ∈ B e α1, ..., αn ∈ K (K é um corpo
qualquer sobre quem V é espaço vetorial) tais que

∑n
i=1 αibi = 0 e αi 6= 0

para todo i. Seja bj o máximo de {b1, ..., bn} (com relação a �). Note que
bj ∈ [{b1, ..., bn}r {bj}] e, portanto, bj ∈ [{w ∈ V : w ≺ bj}]. Logo, bj /∈ B,
contradição.

Agora vamos mostrar que B é gerador. Isto é, que [B] = V . Suponha
que não. Então existe b /∈ [B]. Seja o menor b com tal propriedade (estamos
usando que � é boa ordem). Logo, para todo w ≺ b, w ∈ [B]. Ou seja,
[{w ∈ V : w ≺ b}] ⊂ [B] (isso é um exerćıcio simples de álgebra linear).
Como b /∈ [B], temos que b /∈ [{w ∈ V : w ≺ b}] e, portanto, b ∈ B
contradição (pois B ⊂ [B]).
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Outro fato importante sobre boas ordens é que vale uma certa indução
para elas:

Proposição 1.2.2 (indução para boa ordem). Seja ≤ uma boa ordem
sobre X. Então vale indução sobre X no seguinte sentido: dada uma fórmula
ϕ tal que, para qualquer x ∈ X temos

(∀y ∈ X y < x⇒ ϕ(y))⇒ ϕ(x)

então vale ϕ(x) para todo x ∈ X.

Demonstração. Suponha que não vale o resultado, então existe x o menor
tal que não vale ϕ(x). Logo, pela hipótese sobre ϕ, temos que vale ϕ(x),
contradição.

Nos naturais, podemos definir funções num ponto n apenas com base
em como a função foi definida nos valores menores que n. Por exemplo,
podemos definir f de forma que f(0) = 1 e f(n+ 1) = (n+ 1)f(n) (também
conhecida como n!). Para boas ordens, podemos fazer algo similar:

Proposição 1.2.3 (recursão para boa ordem). Seja ≤ uma boa ordemA existência de Y pode

ser omitida, mas a demons-

tração fica um pouco mais

confusa. Veja o Exerćıcio

1.2.14.

sobre X. Seja ϕ uma fórmula do tipo função e tal que existe um Y tal que
se ϕ(x, y) vale para algum x, y, então y ∈ Y . Então existe uma única função
com domı́nio X tal que, para cada x ∈ X, f(x) = a, onde a é o único tal
que ϕ({f(y) : y < x}, a).

Demonstração. Considere F o conjunto de todas as funções g com domı́nioA ideia aqui é que, se

não desse para definir tal

função, existiria o primeiro

ponto em que ela não po-

deria ser definida e isso le-

varia a uma contradição.

algum segmento inicial de X, isto é, {y ∈ X : y < x} para algum x ∈ X
e tal que g(x) = a onde ϕ({g(y) : y < x}, a) para cada x no domı́nio de g.
Primeiramente, note que tal famı́lia é não vazia, já que g = {(x, a)} ∈ F ,
onde x = minX e a é tal que ϕ(∅, a). Note também que dadas quaisquer
duas funções em F , elas são compat́ıveis, isto é, se x pertence ao domı́nio
de ambas, elas valem o mesmo em tal ponto x (mostre isso por indução).
Como união de uma famı́lia de funções compat́ıveis é uma função (veja
o Alongamento 1.2.9), temos que f =

⋃
F é uma função. Note que, se

mostrarmos que f tem domı́nio X, terminamos. Suponha que não e seja
x = min{y ∈ X : y /∈ dom(f)}. Considere

g = f ∪ {(x, a)}

onde a é o único tal que ϕ({y ∈ X : y < x}, a). Note que g ∈ F , contrariando
a definição de f .
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Ordem × escolha

Como dito anteriormente, o prinćıpio da boa ordem é equivalente ao axioma
da escolha. Mas existem outras formulações também equivalentes. Vamos
apresentar algumas delas, começando com uma das mais populares:

Definição 1.2.4. Seja ≤ uma ordem sobre X. Dizemos que C ⊂ X é uma
cadeia se C é totalmente ordenado por ≤, isto é, dado a, b ∈ C, vale
a ≤ b ou b ≤ a. Dizemos que a ∈ X é maximal se não existe b ∈ X tal que
a ≤ b. Dado Y ⊂ X, dizemos que a ∈ X é um majorante para Y se, para
todo y ∈ Y temos que y ≤ a.

Proposição 1.2.5 (Lema de Zorn). Seja ≤ uma ordem sobre X conjunto
não vazio. Se toda cadeia em X admite majorante, então X admite elemento
maximal.

Demonstração. Seja � uma boa ordem sobre X. Para cada x ∈ X, defina Estamos usando tacita-

mente aqui recursão para

boas ordens. E cuidado

com as ordens aqui, temos

duas diferentes.

Ax =

{
{x} ∪

⋃
y≺xAy se z < x para todo z ∈

⋃
y≺xAy⋃

y≺xAy caso contrário

Note que A =
⋃
x∈X Ax é uma cadeia com relação a ≤ (mostre por

indução que cada Ax é uma cadeia e depois conclua isso usando que cada
um está contido no outro). Logo, por hipótese, temos que existe x majorante
para A. Se mostrarmos que x é maximal, terminamos. Suponha que x não
seja maximal. Isto é, existe z ∈ X com x < z. Note então que, por definição,
temos:

Az = {z} ∪
⋃
y<z

Ay

e, portanto, z ∈ A, o que é uma contradição.

O Lema de Zorn implica o prinćıpio da boa ordem facilmente:

Proposição 1.2.6. Se vale o Lema de Zorn, vale o prinćıpio da boa ordem.

Demonstração. Seja X um conjunto. Seja O o conjunto dos pares (A,≤A)
onde A ⊂ X e ≤A é uma boa ordem sobre A. Considere a seguinte relação
sobre O:

(A,≤A) � (B,≤B)

se A ⊂ B, ≤B ∩(A × A) =≤A e A é um segmento inicial de B, isto é,
para todo a ∈ A e b ∈ B r A, a ≤B b. Seja C uma cadeia de elementos A primeira vontade aqui

é simplesmente dizer que

uma ordem estende a ou-

tra. Mas dáı união de

boas ordens pode não ser

uma boa ordem (veja o

Exerćıcio 1.2.11.)

de O. Vamos mostrar que ≤=
⋃

(A,≤A)∈C ≤A é uma boa ordem sobre Y =



18 CAPÍTULO 1. PREÂMBULOS

⋃
(A,≤A)∈C A. Que ≤ é uma ordem, é fácil. Então seja S ⊂ Y não vazio.

Seja y ∈ S. Seja A tal que (A,≤A) ∈ C e tal que y ∈ A. Seja m = minS ∩A
(tal mı́nimo é considerado com relação a ≤A). Note que, pela maneira como
� é definida, não existe y′ ∈ S tal que y′ < m. Logo, m é o mı́nimo de
S. Desta forma, temos que (Y,≤) ∈ O e é um majorante para a cadeia C.
Assim, pelo Lema de Zorn, temos que existe (B,≤B) maximal em O. Note
que B = X, pois, caso contrário, se existe x ∈ X r B, basta estender a
ordem ≤B para incluir x como o maior elemento de B ∪ {x} que seria um
elemeto de O estritamente maior que (B,≤B).

O prinćıpio da boa ordem claramente implica o axioma da escolha:

Proposição 1.2.7 (Axioma da escolha). Dada uma famı́lia F de con-
juntos não vazios, existe f : F −→

⋃
F tal que f(x) ∈ x para todo x ∈ F .

Demonstração. Fixe ≤ uma boa ordem sobre
⋃
F . Para cada x ∈ F , defina

f(x) = minx.

Vimos anteriormente que todo espaço vetorial tem base. Fizemos isso
usando o prinćıpio da boa ordem. Ou seja, mostramos a implicação “prinćıpio
da boa ordem implica que todo espaço vetorial possui base”. A volta também
vale. Mas não vamos fazer um caminho direto: primeiramente vamos mos-
trar o seguinte:

Proposição 1.2.8. Se todo espaço vetorial possui base, então (quase) vale
o axioma da escolha.

Esse resultado (e demons-

tração) é de Andreas Blass

em [1].

Demonstração. Vamos mostrar uma versão mais fraca que o axioma da esco-
lha: o axioma das múltiplas escolhas - Dada F uma famı́lia de conjuntos
não vazios, existe ϕ : F −→ ℘(

⋃
F) tal que ϕ(F ) ⊂ F é finito e não vazio

para todo F . Veremos depois como passar dessa afirmação para o axioma
da escolha propriamente dito.

Seja F uma famı́lia de conjuntos não vazios. Sem perda de generalidade,
podemos supor que todos os elementos de F são dois a dois disjuntos (veja
o Exerćıcio 1.2.13). Defina X =

⋃
F∈F F . Seja k um corpo. Defina k(X)

o corpo de frações com “variáveis” em X. Isto é, os elementos de k(X)
são “frações de polinômios de várias variáveis”, mas no lugar das variáveis,
aparecem elementos de X.

Para cada F ∈ F , definimos o F -grau de um monômio como sendo aMonômio é só a multi-

plicação de um escalar por

variáveis. Ou seja, um

polinômio é a soma de

monômios.

soma dos graus de todos os elementos de F naquele monômio. Um elemento
f ∈ k(X) é dito F -homogêneo de grau d se é da forma p1

p2
onde todos os
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monômios de p2 tem um mesmo F -grau n e todos os monômios de p1 tem
F -grau d+ n.

Note que K = {f ∈ k(X) : f é F -homogêneo de grau 0 para todo F ∈ F}
é um subcorpo e, portanto, k(X) é um espaço vetorial sobre K. Seja V o
espaço gerado por X em k(X) (como K-espaço vetorial).

Por hipótese, existe B base para V . Seja F ∈ F e seja x ∈ F . Como
x ∈ V , existe B(x) ⊂ B finito e, para cada b ∈ B(x), existe λxb ∈ K não
nulo de forma que

x =
∑

b∈B(x)

λxb b

Seja y ∈ F . Note que, então,

y =
∑

b∈B(y)

λybb

Note também que y
x ∈ K (aqui usamos que os elementos de F são dois a

dois disjuntos, veja o Alongamento 1.2.10). Logo, multiplicando a primeira
equação acima por y

x , obtemos:

y =
∑

b∈B(x)

y

x
λxb b

Como B é base, temos unicidade na escrita. Em particular, B(x) = B(y).
Ou seja, B(x) não depende do particular x ∈ F tomado. Note também que

cada λyb =
yλxb
x . Ou seja, f = 1

x

∑
b∈B(x) λ

x
b também é único. Mais que isso, f

é F -homogêneo de grau −1. Ou seja, se escrevemos f na forma simplificada,
alguns elementos de F devem aparecer no seu denominador. Defina ϕ(F )
como sendo o conjunto de tais elementos. Ou seja, definimos ϕ(F ) como
sendo um subconjunto finito de F e, portanto, temos a função desejada.

Ainda faltam algumas implicações para fecharmos a equivalência com-
pleta entre essas afirmações. Mas elas ficarão bem mais fáceis quando ti-
vermos mais algumas ferramentas. Voltaremos a elas quando tivermos tais
ferramentas.

Alongamentos

Alongamento 1.2.9. Mostre que, se F é um conjunto de funções duas a
duas compat́ıveis, então

⋃
F é uma função.



20 CAPÍTULO 1. PREÂMBULOS

Alongamento 1.2.10. Na demonstração da Proposição 1.2.8, note que se
os elementos de F não são necessariamente dois a dois disjuntos, então dados
x, y ∈ F ∈ F , pode não ser verdade que y

x tenha G-grau homogêneo para
todo G ∈ F .

Exerćıcios

Exerćıcio 1.2.11. Escreva a ordem usual de Z como uma cadeia de boas
ordens. Conclua que união de cadeias de boas ordens não necessariamente
é boa ordem.

Exerćıcio 1.2.12. Mostre diretamente que, se vale o Lema de Zorn, então
vale o axioma da escolha.

Exerćıcio 1.2.13. Seja F uma famı́lia de conjuntos não vazios. Para cada
F ∈ F , defina F ′ = {(x, F ) : x ∈ F}. Mostre que F ′ é uma famı́lia de
conjuntos dois a dois disjuntos.

Exerćıcio 1.2.14. Seja ≤ boa ordem sobre X. Seja ϕ uma fórmula do tipo
função. Mostre que a fórmula ψ(x, a) dada por “(x ∈ X e existe uma função
f com domı́nio {y ∈ x : y ≤ x} tal que f(z) = b onde ϕ({z′ : z′ < z}, b) e
f(x) = a onde ϕ({z′ : z < x}, a)) ou a = ∅” é uma fórmula do tipo função.
Depois, note que, pelo axioma da substituição, podemos tomar todos os
valores posśıveis de a se x ∈ X e ψ(x, a). Mostre então que vale o teorema
da recursão sem pedirmos a restrição dos valores para ϕ.

1.3 Tamanhos, muitos tamanhos

Para comparar tamanhos de conjuntos, usaremos funções bijetoras:

Definição 1.3.1. Dizemos que X e Y tem a mesma cardinalidade se existeDepois que tivermos

definido cardinais, essa

notação fará mais sentido.

f : X −→ Y bijetora. Notação: |X| = |Y |.

Muitas vezes, verificar se existe alguma bijeção é um processo dif́ıcil.
Bem mais fácil é a verificação da existência de duas funções injetoras. O
próximo teorema ajuda nesse sentido:

Teorema 1.3.2. Sejam A,B conjuntos e sejam f : A −→ B e g : B −→ A
funções injetoras. Então |A| = |B|.

Demonstração. Seja x ∈ A ∪B. Defina

• sx0 = x
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• sxn+1 = f(sxn) se sxn ∈ A ou sxn+1 = g(sxn) se sxn ∈ B.

• sx−(n+1) = f−1(sx−n) se sx−n ∈ B e sx−(n+1) = g−1(sx−n) se sx−n ∈ A e
estes elementos estiverem definidos.

Note que sxz pode não estar definido para todo z ∈ Z. Considere

Sx = {sxz ∈ A ∪B : z ∈ Z e sxz está definido}

Note que (Sx)x∈A∪B forma uma partição sobre A ∪B (cuidado, pode acon-
tecer que Sx = Sy mesmo com x 6= y). De fato, sejam syz = sxk. Note
que, então syz+m = sxk+m para qualquer m ∈ Z. Assim, se mostrarmos que
|Sx ∩A| = |Sx ∩B|, terminamos. Temos alguns casos:

• Se sxz está definido para todo z, f induz uma bijeção, pois é sobrejetora.

• Se sxz ∈ A é o menor z definido, então f induz uma bijeção (já que é
sobrejetora).

• Se sxz ∈ B é o menor z definido, então g induz uma bijeção (já que é
sobrejetora).

Proposição 1.3.3. Seja X um conjunto. Então não existe f : X −→ ℘(X)
função sobrejetora.

Demonstração. Suponha que exista f : X −→ ℘(X) sobrejetora. Defina

A = {x ∈ X : x /∈ f(x)}

Como f é sobrejetora, existe x ∈ X tal que f(x) = A. Note que isso é uma
contradição, já que:

• Se x ∈ A, então, pela definição de A, temos que x /∈ f(x) = A.

• Se x /∈ A, então, pela definição de A, temos que x ∈ f(x) = A.
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Uma aplicação com circunferências
Essa aplicação foi tirada de

[2]. Nesta seção, vamos apresentar uma aplicação do que temos até aqui. Ela
fica um pouco mais fácil depois que temos cardinais definidos mas, essenci-
almente, o que precisamos de cardinais é o seguinte resultado:

Proposição 1.3.4. Dado X um conjunto, existe uma boa ordem ≤ sobre X
tal que, para todo x ∈ X, não existe uma sobrejeção entre {y ∈ X : y < x}
e X.

Demonstração. Seja � uma boa ordem qualquer sobre X. Se ela já tem tal
propriedade, terminamos. Se não, existe x ∈ X tal que existe uma bijeção
entre {y ∈ X : y ≺ x} e X. Seja x o menor com tal propriedade. Note que,
então, {y ∈ X : y ≺ x} induz uma boa ordem sobre X (veja Alongamento
1.3.8).

Também vamos usar nesta seção os seguintes fatos, que serão facilmente
provados com o material que veremos depois:

• |R| = |R3|.

• |R>0| = |R|.

Proposição 1.3.5. Não existe uma famı́lia C de circunferências duas aPara efeitos de não cair

em trivialidades, não va-

mos considerar conjuntos

unitários como uma cir-

cunferência.

duas disjuntas tal que
⋃
C = R2.

Demonstração. Suponha que exista tal famı́lia. Seja C0 ∈ C. Sejam x0 e r0 o
centro e o raio respectivamente de C0. Seja C1 tal que x0 ∈ C1. Seja r1 o raio
de C1. Note que, como C0 ∩ C1 = ∅, r1 <

r0
2 . Continuando este processo,

temos que a sequência (xn)n∈ω dos centros das circunferências (Cn)n∈ω é
uma sequência de Cauchy e, portanto convergente para algum x ∈ R. Note
que se C é uma circunferência tal que x ∈ C, temos que C ∩ Cn 6= ∅ para
algum n, contradição.

A situação muda bem quando passamos para o R3. Comecemos com um
lema:

Lema 1.3.6. Seja C uma famı́lia de circunferências tal que não existe
f : C −→ R3 sobrejetora. Se existe p ∈ R3 r

⋃
C, então existe uma cir-

cunferência C tal que p ∈ C e C ∩ C ′ = ∅ para todo C ′ ∈ C.

Demonstração. Seja P = {π ⊂ R3 : π é um plano tal que x ∈ π}. Note
que não existe uma função sobrejetora de C em P (basicamente, porque
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|P | = |R3|). Assim, como cada circunferência está contida num único plano,
existe π ∈ P tal que, para qualquer C ∈ C, não é verdade que C ⊂ π. Seja
S = {p ∈ π : existe C ∈ C tal que p ∈ C}. Como cada C ∈ C intercepta π
em, no máximo, dois pontos, temos que |S| ≤ |C|.. Seja p ∈ πrS (existe por Aqui usamos o seguinte re-

sultado: se um conjunto é

infinito, então |X| = |F|
onde F é o conjunto de to-

dos os subconjuntos finitos

de X. Vamos provar esse

resultado mais adiante.

|π| = |R|) e seja r ⊂ π uma reta contendo p. A quantidade de circunferências
contidas em π e que tangenciam r no ponto p é igual a quantidade de
pontos de R. Como cada ponto de S determina, no máximo, uma destas
circunferências, podemos tomar uma circunferência C tangenciando r no
ponto p que não contém qualquer ponto de S e, portanto, não tem pontos
em comum com qualquer uma das circunferências anteriores.

Proposição 1.3.7. Existe uma famı́lia C de circunferências duas a duas
disjuntas tal que

⋃
C = R3.

Demonstração. Considere ≤ uma boa ordem sobre R3 com a propriedade
apresentada em 1.3.4. Seja x o menor ponto de R3 segundo essa ordem. Seja
Cx uma circunferência qualquer que contenha o ponto x. Agora seja z ∈ R3

um ponto qualquer e suponha definida Cy circunferência para todo y < z de
maneira que:

(i) se y < z, então y ∈ Cy.

(ii) se y, y′ < z e Cy 6= Cy′ , então Cy ∩ Cy′ = ∅.

Vamos mostrar que existe uma circunferência Cz de maneira que:

(i) z ∈ Cz.

(ii) se y < z e Cy 6= Cz, então Cy ∩ Cz = ∅.

Assim, se conseguimos garantir tais condições, podemos continuar esse pro-
cesso para todo z ∈ R3. Vamos verificar isso. Temos dois casos.

• Existe y < z tal que z ∈ Cy. Neste caso, basta fazer Cz = Cy. Note
que temos as condições satisfeitas facilmente.

• Não existe y < z tal que z ∈ Cy. Assim, note que {Cy : y < z} e z
satisfazem as condições do Lema 1.3.6. Logo, existe Cz circunferência
satisfazendo as condições desejadas.

Considere C = {Cx : x ∈ R3}. Note que essa é a cobertura que pro-
curávamos.
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Alongamentos

Alongamento 1.3.8. Seja ≤ uma boa ordem sobre X e seja f : X −→ Y
bijeção. Mostre que � dada por a � b se f−1(a) ≤ f−1(b) para todo a, b ∈ Y
é uma boa ordem sobre Y .

Alongamento 1.3.9. Seja f : X −→ Y função sobrejetora. Mostre que
existe g : Y −→ X injetora.

Alongamento 1.3.10. Enuncie e prove o análogo ao Teorema 1.3.2 onde
as funções apresentadas são sobrejetoras em vez de injetoras.

Exerćıcios

Exerćıcio 1.3.11. Sejam A e B conjuntos. Denotamos por BA o conjunto
de todas as funções da forma f : A −→ B. Mostre que, dado X conjunto
qualquer, |℘(X)| = |2X | (considere 2 = {0, 1}).



Caṕıtulo 2

Ordinais, cardinais e outros

2.1 Ordinais

Já vimos que boa ordem é algo bastante importante neste texto. Agora,
vamos apresentar certos conjuntos que, de alguma forma, são representantes
canônicos de todas as boas ordens posśıveis:

Definição 2.1.1. Dizemos que α é um ordinal se ele é transitivo e bem
ordenado por ∈. Cuidado aqui, dizemos

que ∈ é uma boa ordem

no sentido de ordem

estrita. Para ficarmos

com a definição formal,

precisamos trabalhar com

“∈ ou igual”.

Note que, pelo que provamos anteriormente, cada n ∈ ω é um ordinal.
Mais que isso, o próprio conjunto ω também é um ordinal. E, não é muito
dif́ıcil de ver, ω ∪ {ω} também é um ordinal.

Note que, como cada ordinal é transitivo, então todo elemento seu também
é bem ordenado por ∈. Assim, podemos provar:

Proposição 2.1.2. Seja α um ordinal. Se x ∈ α, então x é um ordinal.

Demonstração. Só precisamos mostrar que x é transitivo. Sejam a, b tais
que a ∈ b e b ∈ x. Como α é transitivo, temos que b ∈ α. E, pelo mesmo
motivo, a ∈ α. Como ∈ é uma ordem sobre α, temos que esta é uma relação
transitiva e, portanto, a ∈ x.

Proposição 2.1.3. Seja X um conjunto não vazio de ordinais. Então
⋂
X

é um ordinal.

Demonstração. Basta notar que intersecção de conjuntos transitivos é tran-
sitivo e que, dado α ∈ X, temos que

⋂
X ⊂ α e, portanto, como ∈ bem

ordena α, ∈ bem ordena
⋂
X.

25
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Proposição 2.1.4. Sejam α e β ordinais tais que β ∈ α. Suponha que
γ ∈ α seja tal que γ é o menor tal que β ∈ γ. Então γ = β ∪ {β}.

Demonstração. Como γ é um ordinal, temos que β ⊂ γ e, portanto, β ∪
{β} ⊂ γ. Por outro lado, dado ξ ∈ γ, temos pela minimalidade de γ queNote que pela transitivi-

dade dos ordinais, temos

que todos os elementos

aqui pertencem a α.

β /∈ ξ. Ou seja, como ∈ é uma ordem total sobre α, temos ξ ∈ β ou ξ = β.
Desta forma, temos que γ ⊂ β ∪ {β}.

Proposição 2.1.5. Seja α um ordinal. Então α = β ∪ {β} para algum β
ou para todo β ∈ α, temos β ∪ {β} ∈ α.

Demonstração. Seja β ∈ α tal que β ∪ {β} /∈ α. Note que β ∪ {β} ⊂ α.
Suponha que exista γ ∈ αr (β ∪ {β}). Podemos supor que γ seja o menor
com tal propriedade. Note que β ∈ γ (de fato, como γ, β ∈ α, se β /∈ γ,
como ∈ é uma ordem total sobre α, teŕıamos que β = γ ou γ ∈ β. Mas
ambos esses casos contrariam o fato que γ ∈ α r (β ∪ {β})). Então, pelo
resultado anterior, temos que γ = β ∪ {β} contrariando o fato que γ ∈ α e
β ∪ {β} /∈ α.

Os resultados anteriores nos motivam a denotar α ∪ {α} como s(α) (se
α é um ordinal). Ainda mais, costumamos denotar por α + 1 tal conjunto.
Com isso, temos a seguinte definição:

Definição 2.1.6. Seja α um ordinal. Se α = β + 1 para algum β ordinal,
dizemos que α é um ordinal sucessor. Caso contrário, dizemos que α é
um ordinal limite.

Note que todo n ∈ ω não vazio é um ordinal sucessor. Note também que
ω é um ordinal limite (veja o Alongamento 2.1.19).

Lema 2.1.7. Sejam α e β ordinais tais que existe γ ∈ αrβ. Então β ⊂ γ.A ideia aqui é que qualquer

ordinal contido num outro,

é um segmento inicial dele. Demonstração. Seja ξ ∈ β. Vamos provar que ξ ∈ γ. Suponha que não.
Note que ξ, γ ∈ α. Logo, como ∈ é uma ordem total sobre α, temos dois
casos:

• ξ = γ. Mas isso é um contradição pois neste caso temos γ ∈ β,
contrariando a definição de γ.

• γ ∈ ξ. Mas isso é uma contradição, pois isso também implica que
γ ∈ β.
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Lema 2.1.8. Sejam α e β ordinais tais que β ⊂ α. Então β = α ou β ∈ α.

Demonstração. Suponha β 6= α. Seja γ ∈ αr β. Podemos supor γ o menor
com tal propriedade. Vamos mostrar que γ = β (note que isso implica que
β ∈ α como queremos). Suponha que não. Pelo Lema anterior, temos que
β ⊂ γ. Então existe γ′ ∈ γ r β. Logo, temos que γ′ ∈ α r β, contrariando
o fato que γ era o menor com tal propriedade.

Teorema 2.1.9 (Indução para ordinais). Seja ϕ uma fórmula tal que,
se para todo α ordinal, temos que ϕ(β) para β ∈ α, então ϕ(α). Então, para
todo α ordinal, temos que ϕ(α).

Demonstração. Seja α um ordinal qualquer. Defina β = {ξ ∈ α : ϕ(ξ)}.
Se β = α, então por hipótese temos que vale ϕ(α). Caso contrário, seja
γ = minα r β. Note que, como γ ⊂ α, temos que, para todo ξ ∈ γ, ϕ(ξ). Estamos usando aqui o

mı́nimo com relação ao ∈.Logo, por hipótese, ϕ(γ), contrariando o fato que γ /∈ β.

De forma análoga ao que fizemos com ω, podemos provar o seguinte:

Teorema 2.1.10 (Boa ordem para ordinais). Seja ϕ uma fórmula sobre A ideia é que se certa pro-

priedade vale para algum

ordinal, então existe o me-

nor ordinal que a satisfaz.

ordinais tal que pelo menos um ordinal a satisfaça. Então existe um ordinal
α tal que ϕ(α) e, se β é um ordinal tal que ϕ(β), então α ⊂ β.

Com isso, podemos provar que “∈ ∨ =” funciona como uma boa ordem
sobre os ordinais. Desta forma, muitas vezes vamos denotar por < quando
queremos dizer ∈ com relação a ordinais. Uma observação importante a
ser feita é que não podemos dizer que ∈ é de fato uma boa ordem sobre os
ordinais basicamente por que os ordinais não formam um conjunto:

Proposição 2.1.11. A coleção de todos os ordinais não forma um conjunto.

Demonstração. Suponha que A seja o conjunto de todos os ordinais. Note
que A é também um ordinal. Logo, A ∈ A, o que é uma contradição.

Formalmente, dada um fórmula ϕ sobre conjuntos, chamamos a coleção
de todos os conjuntos que a satisfazem de uma classe. Claramente, todo
conjunto é uma classe. Assim, para indicarmos que uma classe não é um
conjunto, diremos que ela é uma classe própria.

Vamos terminar esta seção mostrando que os ordinais representam (de
forma única) cada boa ordem:

Definição 2.1.12. Sejam X e Y conjuntos ordenados. Dizemos que f :
X −→ Y é um isomorfismo de ordem se f é bijetora e f(a) ≤ f(b) se, e
somente se, a ≤ b.
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Proposição 2.1.13. Sejam α e β ordinais. Se existe f : α −→ β isomor-
fismo de ordem, então α = β.

Demonstração. Vamos fazer por indução sobre α. Se α = ∅, então clara-
mente β = ∅. Agora suponha que o resultado vale para todo ξ < α. Supo-
nha que exista f : α −→ β isomorfismo de ordem. Seja ξ < α. Note que
f � ξ : ξ −→ A é um isomorfismo de ordem, onde A ⊂ β. Note que A é um
segmento inicial de β e, portanto, A = γ para algum γ ∈ β. Pela hipótese
de indução, temos que ξ = γ. Ou seja, temos que α ⊂ β. Trabalhando com
a inversa, obtemos que β ⊂ α.

Teorema 2.1.14. Seja X um conjunto bem ordenado. Então existe um, e
apenas um, ordinal α tal que existe f : X −→ α isomorfismo de ordem.

Demonstração. A unicidade segue do resultado anterior. Para a existência,
basta definir f recursivamente como f(x) = min{α : ∀y < x f(y) < α}.

Ordinais compactos

Fixado um ordinal α, há uma topologia bastante natural sobre ele, a topo-
logia da ordem:

Definição 2.1.15. Dado um ordinal α, chamamos de topologia da ordem
a topologia gerada pelos conjuntos da forma ]ξ, η[ e [0, ξ[ para todo ξ, η ∈ α.Os intervalos de ordinais

são definidos de forma

análoga aos intervalos de

reais.

A menos de menção contrária, sempre que tomarmos um ordinal como
um espaço topológico, estaremos adotando a topologia da ordem.

Proposição 2.1.16. Seja α um ordinal. Se A ⊂ α é limitado, isto é,
existe β ∈ α tal que a ≤ β para todo a ∈ A, admite supremo. Lembrando, o
supremo é o menor dos majorantes de um conjunto.

Demonstração. Como A é limitado, ele possui pelo menos um majorante.
Logo, o conjunto dos majorantes de A admite mı́nimo.

Proposição 2.1.17. Se α é um ordinal limite, então α não é compacto.

Demonstração. Basta notar que {[0, β + 1[: β ∈ α} é uma cobertura aberta
sem subcobertura finita.

Proposição 2.1.18. Se α é um ordinal sucessor, então α é compacto.
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Demonstração. Vamos mostrar por indução sobre α. Seja β tal que α =
β+1. Se β for sucessor, terminamos (afinal, α será um compacto adicionado
de um ponto). Suponha que β não seja sucessor. Seja C uma cobertura por
abertos para α. Seja C ∈ C tal que β ∈ C. Note que existe ξ tal que
]ξ, β] ⊂ C. E, como β é limite, ξ + 1 < β. Por hipótese de indução, existe
C′ ⊂ C finito tal que ξ + 1 = [0, ξ] ⊂

⋃
C′. Note, então, C′ ∪ {C} é uma

subcobertura finita para [0, β] = α.

Alongamentos

Alongamento 2.1.19. Mostre que todo n ∈ ω não nulo é um ordinal
sucessor. Mostre que ω é um ordinal limite.

Alongamento 2.1.20. Mostre que, para todo α ordinal, temos que [0, α] =
[0, α+ 1[.

Alongamento 2.1.21. Mostre que no Teorema 2.1.14 o isomorfismo também
é único.

Alongamento 2.1.22. Considere ω com a seguinte ordem: se a, b 6= 0,
então a � b se, e somente se, a ≤ b (≤ é a ordem usual) e a ≤ 0 para todo
a ∈ ω.

(a) Mostre que � é uma boa ordem.

(b) Mostre que ω com esta ordem é isomorfo a ω + 1.

Exerćıcios

Exerćıcio 2.1.23. Mostre que, se X é um conjunto, não existe uma função
com domı́nio X e sobrejetora nos ordinais.

Exerćıcio 2.1.24. Mostre que não existe um conjunto ilimitado nos ordi-
nais.

Exerćıcio 2.1.25. Mostre que a coleção dos ordinais sucessores é uma classe
própria.

Exerćıcio 2.1.26. Mostre que num ordinal α, os únicos pontos isolados são x é dito um ponto isolado

se {x} é aberto.os sucessores e o 0.

Exerćıcio 2.1.27. Mostre que todo ordinal é um espaço de Hausdorff,
isto é, dados dois pontos x, y distintos, existem abertos A,B disjuntos tais
que x ∈ A e y ∈ B.
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Exerćıcio 2.1.28. Mostre que se α = supA, então α ∈ A.

Exerćıcio 2.1.29. Sejam X bem ordenado e Y totalmente ordenado. Cha-
mamos de ordem lexicográfica a seguinte ordem sobre Y X : f < g se
f(x) < g(x) onde x = min{z ∈ X : f(z) 6= g(z)}. Mostre que isso é de fato
uma ordem e mostre também que tal ordem é total. Mostre que se, além
disso, Y é bem ordenado, então tal ordem é uma boa ordem.

Exerćıcio 2.1.30. Sejam α e β ordinais. Defina α+ β como o único ordinal
que é isomorfo a ({0} × α)∪ ({1} × β) com a ordem lexicográfica. Verifique
se é verdadeira a afirmação “ω + 1 = 1 + ω”.

Exerćıcio 2.1.31. Dizemos que uma função de ordinais em ordinais é uma
função normal se f(α) < f(β) se α < β e (α) = sup{f(β) : β < α} se α é
limite e diferente de ∅. Seja f uma função normal. Mostre que:

(a) f(supA) = sup{f(a) : a ∈ A} para todo A conjunto de ordinais.

(b) f(α) ≥ α para todo α.

(c) dado β ordinal, existe α ≥ β tal que f(α) = α.

2.2 Medindo a complexidade dos conjuntos

Comecemos com um resultado simples:

Proposição 2.2.1. Seja X um conjunto qualquer. Então existe um con-
junto transitivo tr(X) onde X ⊂ tr(X) e dado qualquer conjunto Y transi-
tivo tal que X ⊂ Y temos que tr(X) ⊂ Y .Chamamos tr(X) de fe-

cho transitivo de X.
Demonstração. Defina T0 = X e Tn+1 =

⋃
Tn para n ∈ ω. Defina tr(X) =⋃

n∈ω Tn. Claramente, X ⊂ tr(X) e tr(X) é transitivo. Note também que,
se x ∈ Tn para algum n ∈ ω, x ∈ Y para qualquer Y transitivo tal que
X ⊂ Y .

Proposição 2.2.2. Toda classe não vazia de conjuntos admite um elemento
∈ minimal.

Demonstração. Seja X pertencente à classe fixada. Considere A os elemen-
tos de tr(X) que pertencem a tal classe. Pelo axioma da fundação, existe
a ∈ A tal que a ∩A = ∅. Note que tal a é minimal.
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Esse resultado nos dá que podemos definir algo recursivamente sobre os
próprios elementos. Para ficar mais claro, vejamos isso em ação, justamente
no exemplo que nos será importante agora:

Definição 2.2.3. Seja X um conjunto. Definimos rank(∅) = ∅ e denotamos
por rank(X)= sup{rank(y) + 1 : y ∈ X}.

Note que isso está bem definido. De fato, suponha que não. Considere Formalmente, deveŕıamos

trabalhar como na de-

monstração do teorema de

recursão.

todos os conjuntos X de forma que não foi posśıvel definir o rank. Seja X
o ∈ minimal sem rank. Mas note que, então, todo elemento de X tem rank
e, portanto, X também tem.

Além do rank dar uma medida sobre a complexidade do conjunto, também
nos dá uma ideia sobre sobre sua construção. Considere a seguinte cons-
trução recursiva:

• V0 = ∅;

• Vα+1 = ℘(Vα)

• Vβ =
⋃
ξ<β Vξ

Vamos provar que todo conjunto pertence a algum dos Vα’s. Para isso,
vamos provar o seguinte resultado:

Lema 2.2.4. Sejam α, β ordinais. Temos:

(a) Vα é transitivo.

(b) Vα ⊂ Vβ se α ≤ β.

(c) se X ⊂ Vα e α < β, então X ∈ Vβ.

(d) se X ∈ Vα, então X ⊂ Vξ para algum ξ < α.

Demonstração. (a) Por indução sobre α. Se α = ∅, é imediato. Se α é
limite, o resultado é imediato uma vez que Vα é união de conjuntos
transitivos. Finalmente, se α = β+1, temos que, dado X ∈ Vα, X ⊂ Vβ.
Logo, se Y ∈ X, temos que Y ∈ Vβ. Mas, como Vβ é transitivo, Y ⊂ Vβ
e, portanto, Y ∈ Vβ+1 como queŕıamos.

(b) Por indução sobre β. Se β = γ+1. Assim, se α ≤ γ, temos, por hipótese,
que Vα ⊂ Vγ . Logo, Vα ∈ Vγ+1. Como Vγ+1 é transitivo, temos o que
queŕıamos. Agora suponha que β é limite. Neste caso, é imediato que
Vα ⊂ Vβ pela definição de Vβ.
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(c) Basta notar que X ∈ Vα+1 ⊂ Vβ.

(d) Por indução sobre Vα. Se α = β + 1, o resultado é imediato (ξ = β).
Se α é limite, então X ∈ Vβ para algum β < α e portanto o resultado
segue por indução e pelo fato que Vβ ⊂ Vα.

Proposição 2.2.5. Seja X um conjunto. Então rank(X) = α se, e somenteOu seja, todo conjunto é

formado apenas por ∅ e pa-

res de { e }. Se denotar-

mos ∅ por {}, então todo

conjunto nada mais é que

uma coleção de { e }. Pa-

rece um pouco triste.

se, X ⊂ Vα e X 6⊂ Vβ para todo β < α.

Demonstração. Vamos mostrar por indução sobre α. Suponha o resultado
para todo ξ < α. Seja X conjunto tal que rank(X) = α. Assim, todo
Y ∈ X é tal que rank(Y ) < α e, portanto, Y ⊂ Vξ para algum ξ < α. Logo,
Y ∈ Vα pelo Lema anterior. Ou seja, X ⊂ Vα. Note também que X 6⊂ Vξ
para todo ξ < α por hipótese de indução.

Por outro lado, seja X ⊂ Vαr
⋃
ξ<α Vξ. Dado Y ∈ X, temos, pelo Lema

anterior, que Y ⊂ Vξ para algum ξ < α. Portanto, rank(Y ) ≤ ξ. Assim,
já temos que rank(X) ≤ α. Por outro lado, dado qualquer ξ < α, existe
Y ∈ X tal que rank(Y ) ≥ ξ. Caso contrário, todo Y ∈ X seria tal que
Y ∈ Vξ e, portanto, X ⊂ Vξ, uma contradição.

Acabando com as escolhas

Nesta seção, vamos fechar as implicações para as diversas formulações equi-Esta seção foi bastante ba-

seada no livro [3]. valentes ao prinćıpio da boa ordem e o axioma da escolha.

Proposição 2.2.6. Se vale o axioma das múltiplas escolhas, vale que todo
conjunto ordenado admite um conjunto maximal de elementos dois a dois
incomparáveis.

Demonstração. Seja X um conjunto ordenado. Pelo axioma das múltiplas
escolhas, existe f : ℘(X) r {∅} −→ ℘(X) tal que, para todo A ⊂ X não
vazio, f(A) ⊂ A é finito e não vazio. Defina g : ℘(X) −→ ℘(X) da seguinte
forma, dado A ⊂ X:

g(A) = {a ∈ f(A) : a é minimal em f(a)}

Note que, trivialmente, cada g(A) é um suconjunto finito de A de elementos
dois a dois incomparáveis.

Considere a seguinte construção recursiva sobre os ordinais:

• A0 = g(X)
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• Aα = g({x ∈ X : x é incomparável com cada b ∈
⋃
β<αAβ}).

Note que os elementos de X que pertencem a algum Aα formam um con-
junto A. Vamos provar que tal A é um conjunto maximal de elementos
incomparáveis. Suponha que a, b ∈ A sejam comparáveis. Seja α tal que
a ∈ Aα e b ∈ Aβ. Se α = β, temos uma contradição pois tanto a como b
são minimais em Aα. Sem perda de generalidade, suponha α < β. Então
b /∈ Aβ já que b é comparável com a, contradição.

Finalmente, vamos provar que A é maximal. Note que, em algum ordinal
α, Aα = ∅ (caso contrário, teŕıamos que os ordinais formariam um conjunto).
Mas note que isso só é possivel se não “sobraram” elementos que possam
estender A.

Lema 2.2.7. Seja X um conjunto não vazio. Se existe f : ℘(X) r {∅} −→⋃
V onde f(V ) ∈ V para todo V ∈ ℘(X) não vazio, então existe uma boa

ordem sobre
⋃
V. Uma função assim é chamada de uma função escolha

para ℘(X) r {∅}.

Demonstração. Defina a seguinte recursão sobre os ordinais (antes de começar,
fixe um Y /∈ X qualquer). Tomamos x0 = f(X) e

xα =

{
f(X r {xβ : β < α}) se {xβ : β < α} 6⊃ X
Y caso contrário

Note que f precisa valer Y a partir de algum ordinal α, caso contrário
teŕıaomos que os ordinais formariam um conjunto pelo axioma da substi-
tuição. Note que assim {xβ : β < α} induz uma boa ordem sobre X.

Em particular, esse lema nos dá o seguinte:

Corolário 2.2.8. Se vale o axioma da escolha, vale o prinćıpio da boa
ordem.

Demonstração. Seja X um conjunto. Seja f uma função escolha sobre ℘(X).
Pelo Lema, temos que existe uma boa ordem sobre X.

Proposição 2.2.9. Se todo conjunto ordenado admite uma famı́lia maximal
de elementos dois a dois não comparáveis, então todo conjunto ordenado
admite uma boa ordem.

Demonstração. Seja X totalmente ordenado por <. Se mostrarmos que
existe uma função escolha para ℘(X) r ∅, o resultado segue pelo Lema
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anterior. Seja Y o conjunto de todos os pares da forma (y, Y ), onde y ∈
Y ⊂ X. Defina sobre tal conjunto a ordem

(y1, Y1) � (y2, Y2) se Y1 = Y2 e y1 < y2

Seja A ⊂ Y maximal tal que seus elementos são dois a dois incomparáveis.
Vamos mostrar que

⋃
A é a função escolha desejada.

Note que, dado Y ⊂ X não vazio, existe algum par da forma (y, Y ) ∈ Y
pois, caso contrário, qualquer um desta forma seria incomparável com todos
os elementos de Y . Mais que isso, como a ordem sobre X é total, existe um
único elemento com tal formato.

Proposição 2.2.10. Se todo conjunto totalmente ordenado pode ser bem
ordenado, então dado um conjunto bem ordenado A, temos que ℘(A) é bem
ordenável.

Demonstração. Identifique o ℘(A) com 2A (veja o Exerćıcio 1.3.11). Co-
loque em 2A ordem lexicográfica (veja Exerćıcio 2.1.29). Assim, ℘(A) fica
totalmente ordenado e, portanto, bem ordenável.

Proposição 2.2.11. Se vale que todo conjunto bem ordenado A é tal que
℘(A) é bem ordenado, então vale o prinćıpio da boa ordem.

Demonstração. Se mostrarmos que Vα é bem ordenado para todo α ordinal
limite, temos o resultado. Seja α ordinal limite. Se mostrarmos que existe
uma famı́lia (Wβ)β<α onde cada Wβ é uma boa ordem sobre Vβ teremos oAqui não podemos sim-

plesmente aplicar indução,

porque precisamos dizer

qual boa ordem pegamos

para cada β, caso contrário

não temos como garantir a

existência da famı́lia sem o

axioma da escolha.

resultado (é fácil construir uma boa ordem a partir disso). Seja κ o menor
ordinal tal que não existe uma função injetora de κ em Vα. Por hipótese,
℘(κ) admite uma boa ordem ≤. Vamos agora definir cada Wβ usando esta
boa ordem recursivamente:

• W0 = ∅

• se β é limite, definimos Wβ de maneira padrão usando cada Wξ com
ξ < β.

• se β = γ + 1, então Vβ = ℘(Vγ). Por hipótese, Vγ é bem ordenado por
Wγ e, portanto, tem um isomorfismo de ordem com algum γ < κ. Dáı
usando esse isomorfismo mais a boa ordem ≤ de ℘(κ), obtemos uma
boa ordem sobre Vβ.

Com a sequência apresentada acima, mais os resultados anteriores, temos
a equivalência entre prinćıpio da boa ordem, lema de Zorn, axioma da escolha
e todo espaço vetorial tem base.
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Exerćıcios

Exerćıcio 2.2.12. Seja α um ordinal. Determine rank(α).

2.3 Cardinais

Do mesmo jeito que ordinais representam todas as boas ordens, cardinais
representam todos os tamanhos de conjuntos:

Definição 2.3.1. Seja α um ordinal. Dizemos que α é um cardinal se não
existe β < α tal que |α| = |β|.

Note que dado um conjunto qualquer, ele tem bijeção com um cardinal
(via prinćıpio da boa ordem) e com apenas um. Assim, faz sentido a seguinte
definição:

Definição 2.3.2. Seja X um conjunto. Denotamos por |X| o único cardinal
κ tal que existe uma bijeção entre X e κ.

Note que isso estende o uso anterior que faźıamos de | · |, afinal, existe
uma bijeção entre X e Y se, e somente se, |X| = |Y | como acima.

Note também que, dado um cardinal qualquer, existe um ordinal maior
que ele que não tem bijeção com ele (veja o Alongamento 2.3.19). Assim,
faz sentido a seguinte definição:

Definição 2.3.3. Seja κ um cardinal. Denotamos por κ+ o menor cardinal Não confundir κ+ com κ+

1 (soma ordinal).que é maior que κ.

Com isso, podemos fazer a seguinte definição:

Definição 2.3.4. Denotamos por ℵ0= ω. Se ℵβ está definido para todo
β < α (α um ordinal), denotamos por ℵα= κ onde κ é o menor cardinal tal
que ℵβ < κ para todo β < α.

Desta forma, é fácil ver que ℵα+1 = ℵ+
α . Além disso, muitas vezes usare-

mos a notação ωα no lugar de ℵα quando quisermos destacar que queremos
trabalhar com a ordem de ℵα.

Dizemos que um conjunto X é finito se existe n ∈ ℵ0 tal que |X| = n.
Dizemos que X é infinito caso contrário.
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Uma ordem bacana sobre pares de ordinais

Vejamos agora como definir uma ordem sobre pares de ordinais. Isso vai
nos facilitar na hora de calcular o tamanho de produtos. Mas antes, vamos
definir uma notação que vai facilitar bastante:

Definição 2.3.5. Seja X um conjunto ordenado por ≤. Dado x ∈ X,
denotamos por ↓x o conjunto {y ∈ X : y < x}.

Definição 2.3.6. Sejam (α, β) e (γ, δ) pares de ordinais. Vamos denotar
por (α, β) < (γ, δ) se

• max{α, β} < max{γ, δ} ou

• max{α, β} = max{γ, δ} e α < γ ou

• max{α, β} = max{γ, δ}, α = γ e β < δ.

Não é dif́ıcil notar que ≤ é uma ordem e que qualquer conjunto nãoFormalmente não é uma

ordem, uma vez que pares

de ordinais não é um con-

junto. Mas deve dar para

entender.

vazio de pares de ordinais admite mı́nimo com tal ordem (veja o Alonga-
mento 2.3.20). Note também que, para qualquer ordinal α, temos (veja o
Alongamento 2.3.21):

α× α =↓ (0, α)

Considere, para cada α, β ordinais, o(α, β) o único ordinal tal que o(α, β)
é isomorfo a ↓ (α, β).

Lema 2.3.7. o(0, ω) = ω.

Demonstração. Note que ↓ (0, ω) = ω × ω. Como ↓ (0, ω) é infinito, basta
mostrarmos que, para cada elemento de ↓ (0, ω) só existem finitos elementos
menores que ele. De fato, dado (a, b) ∈ ω×ω, temos que (x, y) ≤ (a, b) é tal
que x, y ≤ max{a, b}.

Note que como o(0, α) < o(0, β) se α < β, temos que α ≤ o(0, α) para
todo α. Vejamos a outra desigualdade:

Proposição 2.3.8. Para todo cardinal infinito α, o(0, α) = α. Em particu-
lar, existe uma bijeção entre α× α e α.

Demonstração. Vamos mostrar por indução sobre α. Note que, para α = ω,
temos o resultado. Suponha então que o resultado é válido para todo β < α
e vamos mostrar para α. Suponha que não. Então α < o(0, α). Logo, existe
(γ, δ) < (0, α) tal que α = o(γ, δ). Note que, então, γ, δ < α. Seja β tal que
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γ, δ < β < α. Note que (γ, δ) < (0, β). Assim, α < o(0, β). Mas |o(0, β)| =
|β×β| = ||β|×|β||. Mas, por hipótese de indução, ||β|×|β|| = o(0, |β|) = |β|.
Contradição já que |β| < α.

Corolário 2.3.9. Seja κ um cardinal infinito. Então κ = |κ× κ|.

Corolário 2.3.10. Seja X um conjunto infinito. Então |X| = |X ×X|.

Corolário 2.3.11. Sejam X,Y conjuntos infinitos. Então |X × Y | =
max{|X|, |Y |}.

Demonstração. Suponha |X| ≤ |Y |. Então |X ×Y | ≤ |Y ×Y | = |Y |. Como
|Y | ≤ |X × Y |, temos o resultado.

Corolário 2.3.12. Seja F uma famı́lia de conjuntos tal que |F| = κ (κ é
infinito) e cada F ∈ F é tal que |F | ≤ κ. Então |

⋃
F| ≤ κ.

Demonstração. Note que podemos supor que cada |F | = κ. Fixe {Fξ :
ξ < κ} = F e, para cada ξ < κ, seja fξ : κ −→ Fξ bijetora. Note que
ϕ : κ× κ −→

⋃
F dada por

ϕ(α, β) = fα(β)

é sobrejetora. Logo, κ = |κ × κ| ≤ |
⋃
F|. Como a outra desigualdade é

imediata, temos o resultado.

Um conceito que vai ser importante em vários contextos são subconjuntos
de algum tamanho fixado:

Definição 2.3.13. Sejam X um conjunto e κ um cardinal. Denotamos por
[X]κ o conjunto {A ⊂ X : |A| = κ}. Também usamos a notação [X]<κ para
{Y ⊂ X : |X| < κ}.

Em particular, [X]<ℵ0 são todos os subconjuntos finitos de X:

Proposição 2.3.14. Se X é infinito, então |[X]<ℵ0 | = |X|.

Demonstração. Note que |[X]n| = |X| para todo n ∈ ℵ0, n 6= 0. Como
[X]<ℵ0 =

⋃
n∈ω[X]n, temos o resultado.

Terminamos essa seção com uma simples aplicação:

Teorema 2.3.15. Seja V um espaço vetorial. Se A e B são bases para V ,
então |A| = |B|.
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Demonstração. Vamos apenas fazer o caso em que A e B são infinitas. Su-
ponha que não vale o resultado e, portanto, podemos supor sem perda de
generalidade que |A| < |B|. Para cada a ∈ A, existe Ba ⊂ B finito tal que
a ∈ [Ba] . Seja B′ =

⋃
a∈ABa. Note que |B′| ≤ |A|. Por outro lado, noteLembrando, [X] denota o

subespaço gerado por X. que B′ ⊂ B e [B′] = V , já que [B′] ⊃ A, contradição.

Sequências convergem, mas e dáı?

Já vimos que ω1 não é compacto. Mas vamos ver nesta seção que ele tem
certas propriedades “parecidas” com compactos:

Lema 2.3.16. Seja A ⊂ ω1 enumerável. Então A é limitado.

Demonstração. Suponha que não. Então ω1 =
⋃
a∈A ↓ a. Mas note que

cada ↓ a é enumerável. Logo, ω1 é enumerável, contradição.

Lema 2.3.17. Toda sequência (xn)n∈w estritamente crescente de pontos de
ω1 é convergente.

Demonstração. Como A = {xn : n ∈ ω} é enumerável, temos que A admite
supremo. Seja α ∈ ω1 tal supremo. Note que, dado ]β, α] aberto contendo
α, temos que, existe xn > β (por α ser supremo) e todo xk com k > n é tal
que xk ∈]β, α].

Teorema 2.3.18. Toda sequência (enumerável) de pontos de ω1 admite
subsequência convergente.

Demonstração. Seja (xn)n∈ω sequência de pontos de ω1. Note que, pelo
Exerćıcio 2.3.25, temos um dos seguintes casos:

• (xn)n∈ω admite subsequência constante. Neste caso, o resultado é
trivial.

• (xn)n∈ω admite subsequência estritamente decrescente. Note que esse
caso é imposśıvel, uma vez que ω1 é bem ordenado.

• (xn)n∈ω admite subsequência estritamente crescente. Note que neste
caso temos o resultado pelo Lema anterior.
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Alongamentos

Alongamento 2.3.19. Seja κ. Mostre que κ < |℘(κ)|.

Alongamento 2.3.20. Mostre que ≤ definida sobre os pares de ordinais é
de fato uma ordem e que todo conjunto de pares admite mı́nimo.

Alongamento 2.3.21. Mostre que, dado um ordinal α, ↓ (0, α) = α× α.

Alongamento 2.3.22. Mostre que todo cardinal infinito é um ordinal li-
mite.

Exerćıcios

Exerćıcio 2.3.23. Mostre que X é infinito se, e somente se, existe f : ω −→
X injetora.

Exerćıcio 2.3.24. Mostre que X é infinito se, e somente se, existe f : X −→
Y bijetora tal que Y ( X.

Exerćıcio 2.3.25. Este é um roteiro para mostrar que toda sequência num
conjunto totalmente ordenado admite uma subsequência constante, ou ad-
mite uma subsequência estritamente crescente ou admite uma subsequência
estritamente decrescente. Assim, seja (xn)n∈ω uma sequência num conjunto
X totalmente ordenado por ≤

(a) Note que podemos supor que xn 6= xm se n 6= m (se não pudermos, é
que já resolvemos).

(b) Dizemos que xn é um pico se, para todo k > n, temos que xk < xn. Su-
ponha que existam infinitos picos. Mostre que existe uma subsequência
decrescente infinita.

(c) Suponha que não existam infinitos picos. Mostre que existe uma sub-
sequência crescente.

(d) Conclua o resultado.

Exerćıcio 2.3.26. Considere ω1 + 1 como espaço topológico. Mostre que
ω1 ∈ ω1 mas não existe uma sequência em ω1 convergente para ω1.
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2.4 Mais um pouco sobre ordens

Cofinalidade é uma espécie de “atalho” até o final de um conjunto:

Definição 2.4.1. Seja X ordenado por ≤. Dizemos que A ⊂ X é cofinal
em X se, para todo x ∈ X, existe a ∈ A tal que x ≤ a.

Definição 2.4.2. Seja X conjunto ordenado. Denotamos por cf(X) (a
cofinalidade de X) o menor cardinal κ tal que existe A ⊂ X tal que A é
cofinal em X e |A| = κ.

Muitas vezes, é mais cômodo trabalhar com uma notação de função:

Definição 2.4.3. Seja X conjunto ordenado. Dizemos que f : κ −→ X é
uma função cofinal se sua imagem é cofinal em X.

É imediato notar o seguinte:

Proposição 2.4.4. Dado X um conjunto ordenado. Então a cf(X) = κ
se, e somente se, κ é o menor cardinal tal que existe f : κ −→ X cofinal.

No caso de ordinais, podemos tomar a f crescente:

Proposição 2.4.5. Seja α um ordinal. Então cf(α) = κ se, e somente se,
κ é o menor cardinal tal que existe f : κ −→ X função crescente e cofinal.

Demonstração. Suponha cf(α) = κ. Seja g : κ −→ α cofinal. Defina
f : κ −→ α da seguinte forma, para ξ ∈ κ:

f(ξ) = sup{g(η) : η ≤ ξ}

Note que f é a função procurada.Note que f(ξ) ∈ α já que

|ξ| < cf(α). A outra implicação é imediata.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.4.6. • Se α é da forma β + 1, então cf(α) = 1.

• Pelos resultados da seção anterior, temos que cf(ℵ1) = ℵ1.

• cf(ℵω) = ℵ0. Para isso, basta notar que f : ℵ0 −→ ℵω dada por
f(n) = ℵn é cofinal.

Teorema 2.4.7 (Teorema de König). Seja κ cardinal e sejam (Aξ)ξ<κ e
(Bξ)ξ<κ famı́lias de conjuntos tais que |Aξ| < |Bξ| para todo ξ < κ. Então
|
⋃
ξ<κAξ| < |

∏
ξ<κBξ|.
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Demonstração. Suponha que não. Então existe f :
⋃
ξ<κAξ −→

∏
ξ<κBξ

sobrejetora. Para cada ξ < κ, existe bξ ∈ Bξ tal que bξ /∈ πξ[f [Aξ]] já que não πξ é a projeção na ξ-ésima

coordenada.existe uma função sobrejetora de Aξ em Bξ. Note que (bξ)ξ<κ ∈
∏
ξ<κBξ

mas não está na imagem de f .

Corolário 2.4.8. Seja κ um cardinal infinito. Então κ < κcf(κ).

Demonstração. Seja f : cf(κ) −→ κ cofinal e crescente. Note que, para
cada ξ < cf(κ), temos que | ↓ f(ξ)| < κ (por κ se cardinal). Note também
que

⋃
ξ<cf(κ) ↓ f(ξ) = κ. Finalmente, κcf(κ) = |

∏
ξ<cf(κ) κ|. Logo

|κ| = |
⋃

ξ<cf(κ)

f(ξ)| < |
∏

ξ<cf(κ)

κ| = κcf(κ)

Pré-ordens

Definição 2.4.9. Dizemos que ≤ é uma pré-ordem sobre um conjunto X
se, para todo a, b, c ∈ X temos: Ou seja, o que está fal-

tando para virar ordem é

a ≤ b e b ≤ a implicar

a = b.

(a) a ≤ a

(b) se a ≤ b e b ≤ c então a ≤ c.

Definição 2.4.10. Denotamos por≤∗ a seguinte pré-ordem sobre ωω: dados
f, g ∈ ωω, dizemos que f ≤∗ g se

{n ∈ ω : f(n) > g(n)} é finito.

Vejamos alguns conceitos sobre famı́lias de funções de ωω:

Definição 2.4.11. Seja F ⊂ ωω. Dizemos que F é uma famı́lia ilimitada
se não existe g ∈ ωω tal que f ≤∗ g para todo f ∈ F . Dizemos que F é uma O conceito de ilimitado é

meio que o mesmo que

para ordens e o conceito de

dominante é o de cofinal

para ordens.

famı́lia dominante se, para todo g ∈ ωω, existe f ∈ F tal que g ≤∗ f .

Note que a própria famı́lia F = ωω é ilimitada e dominante.

Proposição 2.4.12. Toda famı́lia dominante é ilimitada.

Demonstração. Seja F uma famı́lia dominante. Suponha que ela não seja
ilimitada. Ou seja, existe g ∈ ωω tal que f ≤∗ g para todo f ∈ F . Defina
h ∈ ωω como

h(n) = g(n) + 1

para todo n ∈ ω. Note que não existe f ∈ F tal que h ≤∗ f e, portanto, F
não é dominante.
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Proposição 2.4.13. Não existe uma famı́lia ilimitada enumerável.

Demonstração. Seja (fn)n∈ω famı́lia enumerável de funções de ωω. Para
cada n ∈ ω, defina

g(n) = max{f0(n), ..., fn(n)}

Note que fn ≤∗ g para todo n ∈ ω e, portanto, (fn)n∈ω não é ilimitada.Note que {k ∈ ω : fn(k) >

g(k)} ⊂ {0, ..., n− 1}.
Olhando por cima do muro

Chamamos de c a cardinalidade de |2ω|. Note que c = |ωω|. De fato, é
imediato notar que |2ω| ≤ |ωω|. Por outro lado, temos que ωω pode ser
identificado com [ω]ω (ver Exerćıcio 2.4.22). Assim,

|ωω| = |[ω]ω| ≤ |℘(ω)| = |2ω|

Com isso, é fácil ver que c = |R| (ver o Exerćıcio 2.4.23).
Note que c é não enumerável. Logo, temos que

ℵ1 ≤ c

Pelos resultados da seção anterior, como existe pelo menos uma famı́lia
dominante, podemos definir d como a menor cardinalidade posśıvel para
uma famı́lia dominante e b como a menor cardinalidade posśıvel para uma
famı́lia ilimitada. Como toda famı́lia dominante é ilimitada, temos

b ≤ d

Como a própria famı́lia ωω é dominante, temos que d ≤ c. Finalmente, como
não existe uma famı́lia ilimitada enumerável, temos que ℵ1 ≤ b. Resumindo,
temos a seguinte situação:

ℵ1 ≤ b ≤ d ≤ c

O curioso é que, com os axiomas que temos até o momento, isso é meio
que tudo que podemos dizer sobre as relações entre esses quatro cardinais.

A hipótese do cont́ınuo (uma afirmação que é independente dos axi-
omas de ZFC), afirma que 2ℵ0 = ℵ1. Note que, supondo essa afirmarção, as
desigualdades acima viram todas igualdades.

Por outro lado, meio que qualquer outra combinação que quisermos é
posśıvel também. Veremos um pouco mais disso adiante.

Uma afirmação independente de uma lista de axiomas nada mais é
que uma afirmação que nem ela, nem sua negação, podem ser provadas a
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partir da lista de axiomas. É a mesma situação que ocorre, por exemplo, em
teoria dos corpos. A partir dos axiomas de corpo não é posśıvel provar que
existe um elemento x tal que x2 = 2. Mas também não é posśıvel provar
que não existe tal elemento.

Alongamentos

Alongamento 2.4.14. Seja α um ordinal. Mostre que:

(a) cf(α) ≤ α

(b) se cf(α) é finito, então cf(α) = 1.

(c) cf(cf(α)) = cf(α).

Alongamento 2.4.15. Mostre que Q é enumerável.

Exerćıcios

Exerćıcio 2.4.16. SejamX,A,B conjuntos. Mostre que |(XA)B| = |XA×B|.
Mostre que, em particular, cℵ0 = c.

Exerćıcio 2.4.17. Seja α ordinal limite. Mostre que cf(ℵα) = cf(α).

Exerćıcio 2.4.18. Mostre que existem um cardinal κ e uma famı́lia F de
conjuntos tais que |F| < κ, cada F ∈ F é tal que |F | < κ e ainda assim
|
⋃
F| = κ.

Exerćıcio 2.4.19. Seja F uma famı́lia dominante. Para cada f ∈ F , defina
gf ∈ ωω por

gf (n) =

{
f(n) se n é par

0 caso contrário

para cada n ∈ ω. Mostre que G = {gf : f ∈ F} é ilimitada mas não é
dominante.

Exerćıcio 2.4.20. Mostre que c 6= ℵω.

Exerćıcio 2.4.21. Mostre que existe α tal que ℵα = α.

Exerćıcio 2.4.22. Seja κ um cardinal. Seja X um conjunto tal que κ ≤ |X|.

(a) Para cada A ∈ [X]κ, fixe fA : κ −→ A bijetora. Mostre que ϕ : [X]κ −→
Xκ dada por ϕ(A) = fA é injetora.
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(b) Observe que Xκ ⊂ [κ×X]κ.

(c) Mostre que |Xκ| = |[X]κ|.

Exerćıcio 2.4.23. Este é um roteiro para mostrar que |R| = c.

(a) Associe, para cada x ∈ R, sx ∈ Qω de forma injetora.

(b) Seja f ∈ 2ω. Seja ϕ(f) =
∑

n∈ω f(n)10−n. Mostre que ϕ : 2ω −→ R é
injetora.

(c) Conclua que |R| = c.



Caṕıtulo 3

Algumas aplicações

3.1 Exemplos reais

Proposição 3.1.1. Existe um subconjunto A ⊂ R2 tal que, para toda reta
da forma v = {(a, y) : y ∈ R} e h = {(x, a) : x ∈ R} (a ∈ R), temos que
v ∩A tem no máximo um ponto e h ∩A tem projeção densa nos reais.

Demonstração. Considere I = {In : n ∈ ω} uma enumeração de todos os
intervalos da forma ]a, b[ com a < b ∈ Q. Seja {aξ : ξ < c} = R. Para
cada n ∈ ω, seja x0

n ∈ R tal que x0
n ∈ In. Seja A0 = {(x0

n, a0) : n ∈ ω}.
Suponha definidos {xξn : n ∈ ω, ξ < α} para α < c. Para cada k ∈ ω, seja

xαk ∈ Ik r {x
ξ
n : n ∈ ω, ξ < α}. Defina Aα = {(xαn, aα) : n ∈ ω}. Note que Note que podemos tomar

tal elemento já que |Ik| =

c.

A =
⋃
α<cAα é o conjunto procurado.

Proposição 3.1.2. Existe um subconjunto A ⊂ R2 tal que, para qualquer
reta r, |r ∩A| = 2.

Demonstração. Seja (rξ)ξ<c uma enumeração de todas as retas de R2. Seja
A0 = {a, b}, onde a, b ∈ r0 são dois pontos distintos quaisquer. Fixe α < c.
Suponha definidos Aξ para todo ξ < α e suponha por hipótese que não
existam 3 pontos em B =

⋃
ξ<αAξ colineares. Se |rα ∩ B| = 2, defina

Aα = ∅. Caso contrário, primeiramente note que |[B]2| < c. Note também
que cada par de pontos de B determina uma reta que, por sua vez, intercepta
rα no máximo em um ponto. Seja X o conjunto de tais pontos. Note que
|X| < |r|. Assim, se r ∩ B = ∅, defina Aα = {a, b} onde a, b ∈ r r X são
dois pontos distintos. Se |r ∩B| = 1, defina Aα = {a} onde a ∈ rrX é um
ponto qualquer. Note que A =

⋃
ξ<cAξ é o conjunto desejado.

45
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Vamos mostrar que todos os fechados não enumeráveis de R tem cardi-
nalidade cont́ınuo. Para isso, o seguinte Lema vai ajudar:

Lema 3.1.3. Seja F ⊂ R não enumerável. Então existem I, J intervalos de
extremos racionais tais que I ∩F e J ∩F são não enumeráveis e I ∩ J = ∅.

Demonstração. Fixe n ∈ N>0. Considere os intervalos da forma

Inz =]z
1

n
, (z + 1)

1

n
[

com z ∈ Z. Note que, pelo menos um destes intervalos é tal que Inz ∩F é não
enumerável. Se dois deles tem tal propriedade, terminamos. Caso contrário,
repita o processo com n+ k com k ∈ N. Se para algum k encontramos dois
intervalos cuja intersecção com F é não enumerável, terminamos. Se isso é
imposśıvel, podemos construir uma sequência (zk)k∈ω tal que In+k

zk
∩F é não

enumerável e zk é o único com tal propriedade. Note que
⋂
k∈ω I

n+k
zk

tem no
máximo um ponto. Logo, F é enumerável, já que, a menos de no máximo
um ponto, está contido

⋃
k∈ω

⋃
z 6=zk I

n+k
z ∩ F (e todos esses conjuntos são

enumeráveis).
Note que podemos repetir o mesmo processo se para cada k existirem

apenas dois intervalos cuja intersecção seja não enumerável. Desta forma,
existem pelo menos 3 intervalos e, portanto, podemos tomar dois não con-
secutivos, assim garantindo o enunciado.

Corolário 3.1.4. Dado F ⊂ R fechado não enumerável, existem dois in-
tervalos I0, I1 fechados disjuntos e limitados tais que I0∩F e I1∩F são não
enumeráveis.

Proposição 3.1.5. Todo subconjunto F ⊂ R não enumerável é tal que
|F | = c.

Demonstração. Sejam I0 e I1 como no Corolário. Suponha definido Is para
s ∈ ω<ω de forma que Is ∩ F é não enumerável. Assim, podemos aplicar o
Corolário novamente e encontrar Isa0 e Isa1 intervalos fechados, limitados eDada uma sequência s e

um elemento n, denota-

mos por san a sequência s

acrescida de n como último

elemento.

disjuntos tais que Isai ∩ F é não enumerável e Isai ⊂ Is.
Note que, dada f : ω −→ 2, temos que existe xf ∈

⋂
n∈ω If�n. Note

também que xf 6= xg se f 6= g e, finalmente, que cada xf ∈ F .

Proposição 3.1.6. Existem exatamente c fechados não enumeráveis em R.

Demonstração. Seja B uma base enumerável para R. Note que todo aberto
de R pode ser escrito como união enumerável dos elementos desta base.
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Assim, existem, no máximo, |B|ℵ0 = c abertos em R e, portanto, a mesma
quantidade de fechados.

Por outro lado, para cada r ∈ R, o intervalo [r, r + 1] é um fechado não
enumerável e, portanto, existem c fechados não enumeráveis em R.

Definição 3.1.7. Dizemos que X ⊂ R é um conjunto de Bernstein se X
é não enumerável e, para todo F ⊂ R fechado não enumerável, temos que
F ∩X e F ∩ (RrX) são não vazios.

Proposição 3.1.8. Existe um conjunto de Bernstein.

Demonstração. Seja (Fξ)ξ<c uma enumeração de todos os fechados não enu-
meráveis de R. Sejam x0, y0 ∈ F0 distintos. Suponha definidos (xξ)ξ<α e
(yξ)ξ<α para α < c. Sejam xα, yα ∈ Fα r ({xξ : ξ < α} ∪ {yξ : ξ < α}) (note
que podemos fazer isso já que |Fξ| = c.

Note que X = {xξ : ξ < c} e Y = {yξ : ξ < c} são conjuntos de Só note que os dois são dis-

juntos que tudo sai fácil.Bernstein.

Exerćıcios

Exerćıcio 3.1.9. Adapte a demonstração da Proposição 3.1.1 e garanta que
v ∩A tenha exatamente um ponto.

Exerćıcio 3.1.10. Mostre que R3 rQ3 é uma união de retas disjuntas.

Exerćıcio 3.1.11. Seja X um conjunto de Bernstein.

(a) Mostre que, para qualquerK ⊂ X compacto, temos queK é enumerável.

(b) Mostre que, para qualquer A aberto tal que X ⊂ A, temos que RrA é
enumerável.

(c) Conclua que X não é mensurável. A ideia aqui é só usar que

os mensuráveis podem ser

aproximados por baixo por

compactos e por cima por

abertos. Lembre também

que conjuntos enumeráveis

tem medida nula.

3.2 Algumas funções

O primeiro resultado desta seção é um caso particular do resultado conhecido
como Lema do Pressing Down:

Proposição 3.2.1. Seja α ∈ ω1. Seja f : [α, ω1[−→ ω1 função tal que
f(ξ) < ξ para todo ξ ∈ [α, ω1[. Então existe β tal que f−1(β) é ilimitado em
ω1 .
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Demonstração. Suponha que não. Seja β0 = α. Suponha definidos β0, ..., βn.
Defina

βn+1 = sup{γ < ω1 : f(γ) ≤ βn}+ 1

Note que, por hipótese, βn+1 < ω1. Seja β = sup{βn : n ∈ ω}. Seja
γ = f(β). Note que γ < β. Logo, existe n ∈ ω tal que γ ≤ βn. Assim,
pela definição de βn+1, temos que, para qualquer ξ ≥ βn+1, f(ξ) 6= γ.
Contradição com f(β) = γ e β ≤ βn+1.

Como uma aplicação de tal resultado, vamos apresentar o seguinte exem-
plo:

Proposição 3.2.2. O espaço ω1 × (ω1 + 1) não é normal.

Demonstração. Note que D = {(α, α) : α ∈ ω1)} e F = {(α, ω1) : α < ω1}
são fechados disjuntos. Suponha que existam A e B abertos disjuntos tais
que D ⊂ A e F ⊂ B. Note que, para qualquer α < ω1, um aberto básico
para (α, α) é da forma ]β, α]×]β, α], com β < α. Assim, para α ∈ ω1 r {0},
podemos definir f(α) < α tal que

(α, α) ∈]f(α), α]×]f(α), α] ⊂ A

Pelo resultado anterior, temos que existe β tal que f(α) = β para um con-
junto ilimitado de α’s. Isso implica que

]β, ω1[×]β, ω1[⊂ U.

Seja γ < ω1 tal que β < γ. Note que existem ξ < γ e ξ′ < ω1 tais que
(γ, ω1) ∈]ξ, γ]×]ξ′, ω1] ⊂ B (note que podemos tomar ξ′ > β). Assim, temos
que (γ, ξ′ + 1) ∈ A ∩B.

Proposição 3.2.3. Seja f : ω1 −→ R função cont́ınua. Então existe α < ω1

tal que f(β) = f(α) para todo β ≥ α.

Demonstração. Seja n ∈ N≥0. Vamos mostrar que existe αn < ω1 tal que

|f(αn)− f(β)| < 1

n

para todo β ≥ αn. Suponha que não. Então podemos construir sequências
(γk)k∈ω e (ξk)k∈ω tais que

• γ0 < ξ0 < γ1 < ξ1...

• |f(γk)− f(ξk)| ≥ 1
n .
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Seja δ = sup{γn : n ∈ ω} = sup{ξn : n ∈ ω}. Note que, como f é cont́ınua,
f(γk) −→ f(δ) e f(ξk) −→ f(δ). Mas isso contraria como cada γk e ξk foram
escolhidos.

Seja α = sup{αn : n ∈ ω}. Note que α satisfaz o que desejamos.

Definição 3.2.4. Dado X espaço topológico, denotamos por βX um con-
junto compacto Hausdorff tal que:

(a) X ⊂ βX

(b) X = βX

(c) se f : X −→ [0, 1] é uma função cont́ınua, então existe f̃ : βX −→ R
extensão cont́ınua de f .

Chamamos βX de compactificação de Stone-Čech de X.

Pode-se mostrar que um espaço X admite tal compactificação se, e so-
mente se, ele for completamente regular. Também pode-se mostrar que tal
compactificação é única a menos de homeomorfismos.

Proposição 3.2.5. βω1 = ω1 + 1.

Demonstração. Note que já temos que ω1 + 1 é compacto e que ω1 = ω1.
Resta mostrar a propriedade de extensão de funções cont́ınuas. Seja f :
ω1 −→ [0, 1] função cont́ınua. Seja α < ω1 como na Proposição 3.2.3.
Defina f̃(x) = f(x) para todo x < ω1 e f̃(ω1) = f(α). Note que f̃ é a
função desejada.

Exerćıcios

Exerćıcio 3.2.6. Mostre que toda f : ω1 −→ R cont́ınua é limitada (apesar
de ω1 não ser compacto).

Exerćıcio 3.2.7. Seja X tal que exista βX. Mostre que toda função
cont́ınua f : X −→ R limitada pode ser estendida a βX.

Exerćıcio 3.2.8. Considere βω (existe pela observação acima). Considere
C(βω) o espaço de todas as funções cont́ınuas de βω em R com a norma do
sup (‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ βω}). Mostre que tal espaço é isomorfo (como
espaço de Banach) a `∞.
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3.3 Colorações

Definição 3.3.1. Chamamos de uma coloração sobre X uma função π :
X −→ r, onde r ∈ ω (0, 1, ..., r1 são as posśıveis cores para os elementos dePodemos também usar r-

coloração, para indicar a

quantidade de cores.

X).

Definição 3.3.2. Seja X um conjunto e r ∈ N>0. Dada uma coloração
π : X −→ r, dizemos que Y ⊂ X é monocromático se existe c ∈ r tal que
π(y) = c para todo y ∈ Y .

Definição 3.3.3. Seja X um conjunto e r, n ∈ N>0. Dada uma coloração
π : [X]n −→ r, dizemos que H ⊂ X é homogêneo se [H]n é monocromático.

Teorema 3.3.4 (de Ramsey). Sejam n, r ∈ N>0. Seja π : [ω]n −→ r uma
coloração. Dado S ⊂ ω infinito, existe H ⊂ S infinito homogêneo.

Demonstração. Por indução sobre n. Caso n = 1, é imediato pelo prinćıpio
da casa dos pombos. Seja π : [ω]n+1 −→ r. Para cada a ∈ ω, seja πa :
[ω r {a}]n −→ r dada por

πa(F ) = π(F ∪ {a})

Defina a0 = minS e seja H0 ⊂ S r {a0} homogêneo para πa0 . Para cada
k ∈ ω, sejam:

• ak+1 = min{a ∈ Hk : a > aj para j ≤ k}.

• Hk+1 ⊂ Hk é homogêneo para πak+1
.

Note que, para cada j ∈ ω, o conjunto [{ak : k > j}]n é monocromático
para πaj . Seja caj tal cor. Como só existem r cores, existe uma cor c
tal que cj = c para infinitos j’s. Seja H o conjunto de tais aj ’s. Sejam
b0 < · · · < bn ∈ H. Note que

π({b0, ..., bn}) = πb0({b1, ..., bn}) = cbj = c.

Ou seja, H é homogêneo para π.

Como Corolário de tal resultado, temos sua versão finita:

Corolário 3.3.5 (Teorema de Ramsey (versão finita)). Sejam m,n, r ∈
ω, com r ≥ 1 e n ≤ m. Então existe N ∈ ω, com N ≥ m tal que, para todo
coloração π : [N ]n −→ r, existe H ∈ [N ]m tal que todo subconjunto de H
com n elementos tem a mesma cor.
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Antes de provarmos tal resultado, convém apresentar uma definição e
um resultado que serão úteis em outras situações:

Definição 3.3.6. Seja (T,≤) conjunto ordenado. Dizemos que T é uma
árvore se, para qualquer p ∈ T , o conjunto {q ∈ T : q ≤ p} é bem ordenado
por ≤. Dados p < q ∈ T , dizemos que q é um sucessor de p se não existe
r ∈ T tal que p < r < q. Dizemos que uma árvore bifurca finitamente
se, para todo p ∈ T , o conjunto dos sucessores de T é finito e T só possui
finitas ráızes. Um elemento de uma

árvore é uma raiz se ele é

minimal.Proposição 3.3.7 (Lema de König). Seja (T,≤) uma árvore infinita que
bifurca finitamente. Então T contém um ramo infinito. Um ramo numa árvore é

uma cadeia maximal
Demonstração. Seja R0 o conjunto das ráızes de T . Note que, para algum
r0 ∈ R, o conjunto {s ∈ T : r0 ≤ s} é infinito. Como os sucessores de
r0 são finitos, existe r1 sucessor de r0 tal que {s ∈ T : r1 ≤ s} é infinito.
Procedendo desta maneira, podemos encontrar (rn)n∈ω todos ordenados que
podem ser estendidos (se necessário) a um ramo.

Demonstração. (do Teorema de Ramsey (versão finita)) Suponha por con-
tradição que não vale o resultado. Ou seja, existem m,n, r ∈ ω como no
enunciado de maneira que, para N ≥ m, existe uma coloração πN : [N ]n −→
r, tal que não existe H ∈ [N ]m homogêneo.

Defina

IP = {πN : πN é uma r−coloração sobre [N ]m, N ≥ m e não existe H ∈ [N ]m homogêneo}

Dadas πN , πM ∈ IP , dizemos que πN ≤ πM se, e somente se, N ≤ M e
πN ⊂ πM . Note que IP é uma árvore que bifurca finitamente. Além disso,
por hipótese, tal árvore é infinita (existem infinitos N ’s) e cada πN não
admite um conjunto H com m elementos que seja homogêneo. Pelo Lema
de König, existe um ramo infinito r em tal árvore. Note que π =

⋃
πN∈r πN

é uma coloração definida sobre [ω]m. Note também que tal coloração não
admite um subconjunto de tamanho m que seja homogêneo, contrariando o
Teorema de Ramsey (que diz que existe um infinito).

Exerćıcios

Exerćıcio 3.3.8. Considere ≡ a seguinte relação entre subconjuntos de ω:
A ≡ B se A∆B é finito.

(a) Note que ≡ é uma relação de equivalência.
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(b) Fixe para cada classe de equivalência [X] um representante f([X]). Note
que X∆f([X]) é finito.

(c) Mostre que existe uma coloração π : [ω]ω −→ 2 tal que para todo con-
junto infinito X ⊂ ω, existem A,B ⊂ X infinitos tais que π(A) 6= π(B).

(d) Compare com o Teorema de Ramsey (versão finita).



Caṕıtulo 4

Filtros

4.1 Conceitos básicos

Definição 4.1.1. Dizemos que ≤ é uma pré-ordem sobre IP se, para todos
a, b, c ∈ IP , temos que

(a) a ≤ a

(b) se a ≤ b e b ≤ c, então a ≤ c.

Definição 4.1.2. Uma pré-ordem (P,≤) é não trivial se não existe p tal que
p ≤ q para todo q ∈ IP . No decorrer do texto, a menos de menção contrária,
toda pré-ordem será não trivial.

Definição 4.1.3. Seja (IP,≤) uma pré-ordem. Dizemos que F ⊂ IP é um
filtro se

(a) F 6= ∅, IP .

(b) se p, q ∈ F , existe r ∈ F tal que r ≤ p, q.

(c) se p ∈ IP e q ∈ IP são tais que p ≤ q, então q ∈ IP .

Definição 4.1.4. Seja (IP,≤) uma pré-ordem. Dizemos que F ⊂ IP é uma
famı́lia centrada se, para todo a1, ..., an ∈ F , existe b ∈ IP tal que b ≤ ai
para todo i = 1, ..., n. Diremos que a famı́lia é centrada em si mesma se o b
pode ser tomado em F .

Exemplo 4.1.5. Considere X um conjunto não vazio. Considere ℘∗(X) o
conjunto de todos os subconjuntos não vazios de X. Considere sobre ℘∗(X)

53
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a ordem da inclusão. Note que uma famı́lia F em ℘∗(X) é centrada se,
e somente se, F tem a propriedade da intersecção finita (veja o Exerćıcio
4.1.14).

Proposição 4.1.6. Seja (IP,≤) uma pré-ordem. Dada F ⊂ IP centrada em
si mesma, existe um filtro F ⊃ F .

Demonstração. Basta tomar F = {b ∈ IP : existe a ∈ F tal que a ≤ b}.

Definição 4.1.7. Dizemos que um filtro F é um ultrafiltro se F é maximal
(com relação à inclusão).

Exemplo 4.1.8. Seja x ∈ X. Então ux = {A ⊂ X : x ∈ A} é um ultrafiltro
em ℘∗(X).

Proposição 4.1.9. Se a ∈ IP é um elemento minimal, então ua = {b ∈ IP :
a ≤ b} é um ultrafiltro. Chamamos tal ultrafiltro de ultrafiltro principal.

Proposição 4.1.10. Todo filtro pode ser estendido a um ultrafiltro.

Demonstração. Basta notar que na prova da Proposição 4.1.6 obtemos um
ultrafiltro, dada a maximilidade.

Proposição 4.1.11. Seja X um conjunto não vazio. Seja u um filtro sobre
℘∗(X). São equivalentes:

(i) u é um ultrafiltro.

(ii) se A ⊂ X, então A ∈ u ou (X rA) ∈ u.

(iii) se A ∪B ∈ u, então A ∈ u ou B ∈ u.

Demonstração. (i ⇒ ii): Suponha que exista B ∈ u tal que B ∩ A = ∅.
Neste caso, B ⊂ (X rA) e, portanto, (X rA) ∈ u. Então suponha que não
exista B ∈ u tal que B ∩A = ∅. Note que, então u ∪ {A} é centrada. Logo,
existe u′ ⊃ u ultrafiltro contendo A (veja o Exerćıcio 4.1.15. Mas, como u é
maximal, u′ = u e, portanto, A ∈ u.

(ii ⇒ i): Sejam A,B ⊂ X tais que A ∪ B ∈ u. Suponha que A /∈ u.
Então X rA ∈ u. Note que

B ⊃ (X rA) ∩ (A ∪B) ∈ u

Logo, B ∈ u.
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(iii⇒ i): Seja u um filtro satisfazendo (iii). Seja u′ ⊃ u filtro. Suponha
que exista A ∈ u′ r u. Note que

A ∪ (X rA) = X ∈ u

Logo, A ∈ u ou (X r A) ∈ u. Note que (X r A) /∈ u, pois, caso contrário,
teŕıamos (X rA) ∈ u′ o que contraria A ∈ u′. Logo, A ∈ u.

Uma topologia sobre ultrafiltros

Definição 4.1.12. Seja X um conjunto não vazio. Vamos denotar por
Ult(X) o conjunto de todos os ultrafiltros sobre ℘∗(X). Considere sobre
Ult(X) a topologia gerada pelos conjuntos da forma a∗ = {u ∈ Ult(X) : a ∈ Veja o 4.1.17 para notar

que tal conjunto de fato é

uma base.

u} para a ⊂ X.

Proposição 4.1.13. Sejam X não vazio e a ∈ ℘∗(X). Temos:

(a) a∗ é aberto e fechado.

(b) Ult(X) é de Hausdorff.

(c) Ult(X) é compacto.

Demonstração. (a) Basta notar que Ult(X) r a∗ = (X r a)∗.

(b) Sejam u, v ∈ Ult(X) distintos. Seja a ∈ u r v. Note que, como a /∈ v,
X r a ∈ v. Assim, u ∈ a∗ e v ∈ (X r a)∗.

(c) Suponha que não. Seja A uma cobertura para Ult(X) por abertos
básicos sem subcobertura finita. Isto é, A = {a∗ : a ∈ A′} para algum
A′ ⊂ ℘(X). Seja B = {X r a : a ∈ A′}. Vamos mostrar que B é cen-
trado. Sejam Xra1, ..., Xran ∈ B. Note que, como a∗1∪· · · a∗n não cobre
Ult(X), temos que existe u /∈ a∗i para todo i = 1, ..., n. Ou seja, Xrai ∈
u para todo i = 1, ..., n. Como u é filtro, (X r a1) ∩ · · · ∩ (X r an) 6= ∅.
Ou seja, a famı́lia B é centrada. Logo, existe v ∈ Ult(X) ⊃ B. Note que
v /∈

⋃
A, contradição.

Exerćıcios

Exerćıcio 4.1.14. Seja F ⊂ ℘∗(X). Mostre que F é centrada se, e somente
se, qualquer intersecção finita de elementos de F é não vazia.
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Exerćıcio 4.1.15. Seja X não vazio. Seja F ⊂ ℘∗(X). Seja [F ] o conjunto
de todas as intersecções finitas de F .

(a) Mostre que F é centrada se, e somente se, [F ] é centrada em si mesma.

(b) Mostre que se F é centrada, então existe u ⊃ F ultrafiltro.

Exerćıcio 4.1.16. Seja X um conjunto. Então ℘∗(X) admite um ultrafiltro
não principal se, e somente se, X é infinito.

Exerćıcio 4.1.17. Seja X não vazio. Mostre que a∗ ∩ b∗ = (a ∩ b)∗.

4.2 Algumas aplicações coloridas

Nesta seção, vamos considerar sempre a ordem U como o conjunto dos ul-
trafiltros sobre ℘∗(N>0).

Definição 4.2.1. Considere ⊕ definida sobre U por

u⊕ v = {A ⊂ N>0 : {k ∈ N>0 : A− k ∈ u} ∈ v}

onde A − k = {a − k : a ∈ A} ∩ N>0. Note que u ⊕ v ∈ U se u, v ∈ U
(Exerćıcio 4.2.7).

Definição 4.2.2. u ∈ U é dito idempotente se u⊕ u = u.

Note que, pelo Exerćıcio 4.2.8, nenhum ultrafiltro principal de U é idem-
potente.

Proposição 4.2.3. Existe u ∈ U idempotente.

Demonstração. Considere A = {A ⊂ U : A 6= ∅, A é fechado e A⊕A = A}.
Note que A 6= ∅ já que U ∈ A. Note também que, como cada elemento de A
é fechado e U é compacto, temos que toda cadeia decrescente de elementos
de A tem intersecção não vazia. Note também que tal intersecção pertence
a A. Logo, existe um elemento minimal B ∈ A. Vamos provar que todo
elemento de B é idempotente. Como B 6= ∅, isso implica o resultado.

Seja u ∈ B. Note que u⊕B ⊂ B e que u⊕B é fechado (já que é imagem
cont́ınua de um compacto - veja o Exerćıcio 4.2.9). Pela minimalidade,
temos que u ⊕ B = B. Ou seja, para cada u ∈ B, existe v ∈ B tal que
u⊕ v = u. Seja

Bu = {v ∈ B : u⊕ v = u}
Note que Bu 6= ∅, Bu é fechado (por continuidade, veja o Exerćıcio 4.2.9)
e, finalmente, que Bu ⊕ Bu ⊂ Bu. Logo, Bu ∈ A. Como Bu ⊂ B e B éNote que, dados v, w ∈ Bu,

temos que u ⊕ (v ⊕ w) =

u⊕ w = u.

minimal, obtemos que Bu = B. Ou seja, u ∈ Bu e, portanto, u⊕u = u.
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Corolário 4.2.4 (Teorema de Hindman). Seja π : N>0 −→ r uma co-
loração (r ∈ ω). Então existe X ⊂ ω infinito tal que

∑
X = {

∑n
i=1 xi :

x1, ..., xn ∈ X,xi 6= xj se i 6= j} é monocromático.

Demonstração. Seja u ∈ U idempotente. Para cada A ∈ u, seja

A∗ = {k ∈ N>0 : A− k ∈ u}

Note que, como A ∈ u, temos que A ∈ u⊕u. Pela definição de u⊕u, temos
que A∗ ∈ u. Assim, temos que A ∩A∗ ∈ u e, portanto, A ∩A∗ é infinito (já
que u é não principal - veja o Exerćıcio 4.2.10).

Seja A ∈ u. Vamos provar que existe X infinito tal que
∑

X ⊂ A. Sejam
A0 = A e k0 ∈ A0 ∩ A∗0. Defina A1 = (A0 − k0) ∩ A0. Por construção,
A0 − k0 ∈ u e, portanto, A1 ∈ u. Logo, podemos escolher k1 ∈ A1 ∩ A∗1 e
podemos ainda tomar k1 > k0. Ou seja, procedemos fazendo:

• An+1 = (An − kn) ∩An;

• kn+1 ∈ An+1 ∩A∗n+1 com kn+1 > kn.

Seja X = {kn : n ∈ ω}. Note que X é infinito. Note que, dados
kj1 < ... < kjn , temos que

∑n
i=1 kji ∈ Aj1 ⊂ A.

Ou seja, qualquer elemento de u contém um conjunto da forma
∑

X para
algum X infinito. Assim, para terminarmos o resultado, basta encontrarmos
um elemento de u que seja monocromático. Note que N>0 = π−1(0) ∪
· · · ∪ π−1(r − 1) e que tal união é disjunta. Logo, pelo menos um destes
conjuntos pertence a u (veja Exerćıcio 4.2.11). Claramente, tal conjunto é
monocromático.

Por outro lado, note que existe uma coloração tal que não existe um
subconjunto infinito monocromático que seja fechado para a soma (ver o
Exerćıcio 4.2.12).

Proposição 4.2.5. Seja X um conjunto e seja G ⊂ ℘∗(X). As seguintes
afirmações são equivalentes:

(a) Para toda coloração finita sobre X, existe G ∈ G monocromático.

(b) Existe um ultrafiltro u sobre ℘∗(X) tal que, para todo F ∈ u, existe
G ∈ G tal que G ⊂ u.

Demonstração. a⇒ b) Seja F = {F ⊂ X : F ∩ G 6= ∅ para todo G ∈ G}.
Considere [F ] o conjunto de todas as intersecções finitas de elementos
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de F . Vamos mostrar que [F ] é centrada. Sejam F1, ..., Fn ∈ F . Para
cada S ⊂ {1, ..., n}, defina

CS =
⋂
i∈S

Fi ∩
⋂
i/∈S

(X r Fi)

Note que (CS)S⊂{1,...,n} forma uma partição sobre X. Considere aAlguns dos elementos po-

deriam ser vazios, mas isso

não é problema.

seguinte coloração π : X −→ ℘({1, ..., n}) dada por π(x) = S se x ∈

Outro abuso aqui. For-

malmente, seria uma 2n-

coloração.

CS . Por (a), existe G ∈ G monocromático. Isto é, existe S ⊂ {1, ..., n}
tal que G ⊂

⋂
i∈S Fi ∩

⋂
i/∈S(X rFi). Mas, como G∩Fi 6= ∅ para todo

i, temos que G ⊂
⋂n
i=1 Fi e, em particular,

⋂n
i=1 Fi 6= ∅.

Seja u ultrafiltro tal que u ⊃ [F ]. Seja F ∈ u. Como (X r F ) /∈ u,
temos que (X rF ) /∈ F . Logo, existe G ∈ G tal que G∩ (X rF ) = ∅.
Ou seja, G ⊂ F como queŕıamos.

b⇒ a) Seja u ultrafiltro como em b. Seja π uma coloração finita sobre X.
Então existe um subconjunto monocromático F ∈ u (ver Exerćıcio
4.2.11). Logo, qualquer G ∈ G com G ⊂ F (dado por (b)) é mono-
cromático.

Exerćıcios

Exerćıcio 4.2.6. Mostre que ⊕ é associativa.

Exerćıcio 4.2.7. Mostre que, de fato, u⊕ v ∈ U se u, v ∈ U .

Exerćıcio 4.2.8. Para cada n ∈ N>0, considere un = {A ⊂ N>0 : n ∈ A}.
Mostre que ua ⊕ ub = ua+b para todo a, b ∈ N>0.

Exerćıcio 4.2.9. Seja u ∈ U . Mostre que f : U −→ U dada por f(v) = u⊕v
é cont́ınua.

Exerćıcio 4.2.10. Seja X um conjunto e seja u ultrafiltro sobre ℘∗(X).
Mostre que u é principal se, e somente se, u contém algum conjunto finito.

Exerćıcio 4.2.11. Sejam X um conjunto e u ultrafiltro sobre ℘∗(X). Se
A1 ∪ · · · ∪An = X com Ai ∩Aj = ∅ se i 6= j, então existe i tal que Ai ∈ u.

Exerćıcio 4.2.12. Mostre que existe uma r-coloração sobre ω tal que não
existe subconjunto infinito monocromático que seja fechado para a soma.
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4.3 Um pouco de βω

Nesta seção, vamos provar que U , o espaço dos ultrafiltros sobre ℘∗(ω), é o
βω e aproveitar para mostrar alguns resultados sobre βω.

Proposição 4.3.1. U é homeomorfo a βω.

Demonstração. Lembrando, só precisamos mostrar que ω = U e que U tem
a propriedade da extensão de funções cont́ınuas como na Definição 3.2.4.
Tecnicamente, ω 6⊂ U . Mas note que N = {un : n ∈ ω} onde un é o
ultrafiltro principal contendo {n} é homeomorfo a ω (veja o Exerćıcio 4.3.7).
Seja a∗ um aberto básico de ℘∗(ω). Seja n ∈ a. Note que, então a ∈ un, isto
é, un ∈ a∗ e, portanto, N = ℘∗(ω) como queŕıamos.

Seja f : ω −→ [0, 1]. Seja u ∈ ℘∗(ω). Para cada a ∈ u, seja Note que qualquer função

f : ω −→ [0, 1] é cont́ınua.
Fa = {f(n) : n ∈ A}

Note que, como u é centrado, Fa também é. Como [0, 1] é compacto e cada
Fa é fechado, temos que

⋂
a∈u Fa 6= ∅. Vejamos que tal conjunto é unitário.

Suponha que não. Sejam x, y ∈
⋂
a∈u Fa distintos. Sejam A,B abertos

disjuntos de [0, 1] tais que x ∈ A e y ∈ B. Note que, então, para cada a ∈ u,
temos que A ∩ {f(n) : n ∈ a} 6= ∅. Isto é, f−1[A] ∩ a 6= ∅. Como u é
ultrafiltro, isso implica que f−1[A] ∈ u. Mas um argumento análogo prova
que f−1[B] ∈ u, o que é uma contradição. Desta forma, podemos definir
f̃(u) = x, onde {x} =

⋂
a∈u Fa. Note que f̃ é uma extensão cont́ınua de f

(veja Exerćıcio 4.3.8). Note que esta demons-

tração serve para mostrar

que qualquer função f :

ω −→ K, onde K é com-

pacto Hausdorff, pode ser

estendida. Esse é um re-

sultado geral sobre βX.

Antes de mostrarmos o próximo resultado sobre ω, vamos provar alguns
resultados sobre espaços separáveis:

Proposição 4.3.2. O espaço ωI onde |I| ≤ c é separável.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos supor I ⊂ R. Seja
B1 = {]p, q[∩I : p < q ∈ Q}. Considere Bn o conjunto de todos os sub-
conjuntos de B1 com exatamente n elementos e que tais elementos sejam
disjuntos. Note que cada Bn é enumerável. Para cada {I1, ..., In} ∈ Bn e
cada a1, ..., an ∈ ω, seja fa1,...,anI1,...,In

: I −→ ω dada por

fa1,...,anI1,...,In
(x) =

{
ai se x ∈ Ii
0 caso contrário

Seja F o conjunto de tais funções. Note que F é enumerável e é denso em
ωI .
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Corolário 4.3.3. Seja (Xξ)ξ<κ, com κ ≤ c, famı́lia de espaços separáveis.
Então

∏
ξ<κXξ é separável.

Demonstração. Para cada ξ < κ, seja Dξ ⊂ Xξ denso enumerável. Note
que

∏
ξ<κDξ é denso em

∏
ξ<κXξ. Note também que existe f :

∏
ξ<κ ω −→∏

ξ<κDξ cont́ınua e sobrejetora. Como
∏
ξ<κ ω é separável, então

∏
ξ<κDξ

é separável e, portanto,
∏
ξ<κXξ é separável.

Proposição 4.3.4. |βω| = 2c.

Demonstração. Cada u ∈ U é tal que u ⊂ ℘∗(ω). Logo, temos que U ⊂
℘∗(℘∗(ω)) e, portanto, já temos que |βω| ≤ 2c.

Por outro lado, considere C o conjunto de todas as funções de ω em [0, 1].
Note que [0, 1]C é separável pelo resultado anterior e é compacto. Assim, seja
D ⊂ [0, 1]C denso enumerável e seja f : ω −→ D bijeção. Pelo comentário
acima, existe f̃ : βω −→ [0, 1]C extensão cont́ınua. Como a imagem de f̃ é
fechada e contém D, temos que f̃ é sobrejetora. Logo, 2c = |[0, 1]C | ≤ |βω|
com queŕıamos.

Proposição 4.3.5. Seja F ⊂ βω fechado infinito. Então |F | = |βω|.

Demonstração. Note que podemos construir famı́lias (an)n∈ω e (Vn)n∈ω ondeVeja exerćıcio 4.3.9.

• an ∈ Vn ∩ F para todo n ∈ ω.

• Vn é aberto.

• Vn ∩ Vm = ∅ se n 6= m.

Note que A = {an : n ∈ ω} é homeomorfo a ω (já que é discreto). Seja
g : A −→ [0, 1]. Considere G : ω −→ [0, 1] dada por

G(n) =

{
g(ak) se n ∈ Vk ∩ ω
0 caso contrário

Seja G̃ : βω −→ [0, 1] extensão cont́ınua de G. Dado ak ∈ A, temos:

G̃(ak) ∈ G̃[Vk]

⊂ G̃[Vk]

= [̃Vk ∩ ω]

= G̃[Vk ∩ w]
= {g(ak)}

Logo, G̃ é uma extensão cont́ınua para g para βω todo e, em particular,
para A. Logo, como A é compacto, temos que A é homeorfo a βω. Como
A ⊂ F , temos o resultado.
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Corolário 4.3.6. βω é um compacto onde nenhuma sequência não trivial
é convergente.

Exerćıcios

Exerćıcio 4.3.7. Mostre que N = {un : n ∈ ω} onde cada un é o ultrafiltro
principal contendo n é homeomorfo a ω.

Exerćıcio 4.3.8. Seja f̃ definida em 4.3.1. Mostre que f̃ é cont́ınua e que,
para cada n ∈ ω, f̃(un) = f(n).

Exerćıcio 4.3.9. Seja F compacto infinito e de Hausdorff.

(a) Note que existe x ∈ F ponto de acumulação de F .

(b) Existe y ∈ F distinto de x e existem A,B abertos disjuntos tais que
x ∈ A e y ∈ B.

(c) Mostre que existem (an)n∈ω e (Vn)n∈ω onde cada an ∈ Vn e (Vn)n∈ω são
abertos dois a dois disjuntos.
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Parte II

Além de ZFC
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Caṕıtulo 5

Axioma de Martin

5.1 Definição e resultados básicos

Como comentamos anteriormente, algumas afirmações são independentes de
ZFC. Nesta seção, apresentaremos o axioma de Martin, que é uma destas
afirmações. Para isso, precisamos de algumas definições:

Definição 5.1.1. Dada (IP,≤) uma ordem, temos que p, q ∈ IP são incom-
pat́ıveis se não existe r ∈ IP tal que r ≤ p, q (notação, p⊥q).

Definição 5.1.2. Seja (IP,≤) uma ordem. Dizemos que A ⊂ IP é uma
anticadeia se para todos p, q ∈ A distintos, temos que p⊥q. Dizemos que
IP satisfaz c.c.c. (countable chain condition) se não existe A ⊂ IP anticadeia Sim, fica assim meio estra-

nho por motivos históricos.não enumerável.

Definição 5.1.3. Seja (IP,≤) uma ordem. Dizemos que D ⊂ IP é denso
se, para todo p ∈ IP , existe d ∈ D tal que d ≤ p.

Definição 5.1.4. Seja (IP,≤) uma ordem. Seja D uma famı́lia de densos de
IP . Dizemos que um filtro F sobre IP é D-genérico se, para todo D ∈ D,
temos F ∩D 6= ∅.

Definição 5.1.5. Seja κ cardinal infinito. Denotamos por MAκ a afirmação
“para toda ordem (IP,≤) c.c.c. e toda famı́lia D de densos de IP tal que
|D| ≤ κ, existe G filtro sobre IP D-genérico.

Se D é uma famı́lia enumerável de densos, existe G D-genérico (Exercicio
5.1.11). Desta forma, MAω vale trivialmente (nem precisamos da hipótese
c.c.c.).
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Definição 5.1.6. Chamamos de axioma de Martin (MA) a afirmação:
“para todo κ < 2ℵ0 vale MAκ”.

Ou seja, trivialmente, temos:

Proposição 5.1.7. CH ⇒MA.

Definição 5.1.8. Sejam X e Y conjuntos. Chamamos de Fn(X,Y ) o con-
junto das funções finitas cujo domı́nio está contido em X e imagem em Y .
Vamos denotar f ≤ g quando f ⊃ g.

Proposição 5.1.9. Sejam X,Y conjuntos com X infinito e |Y | ≥ 2. Sejam
x ∈ X e f : X −→ Y função. Então os conjuntos

Dx = {p ∈ Fn(X,Y ) : x ∈ dom(p)}

Ef = {p ∈ Fn(X,Y ) : ∃a ∈ dom(p)p(a) 6= f(a)}

são densos em Fn(X,Y ).

Demonstração. Seja p ∈ Fn(X,Y ). Seja x ∈ X. Se x ∈ dom(p), temos que
p ∈ Dx. Caso contrário, q = p ∪ {(x, y)} onde y ∈ Y é tal que q ∈ Dx e
q ≤ p.

Seja f ∈ Y X . Seja x ∈ X r dom(p). Seja y ∈ Y com y 6= f(x). Note
que q = p ∪ {(x, y)} é tal que q ∈ Ef e q ≤ p.

Proposição 5.1.10. Não vale MA2ℵ0 .

Demonstração. Note que Fn(ω, 2) é c.c.c., já que é enumerável. Suponha
que vale MA2ℵ0 . Então existe G filtro sobre Fn(ω, 2) filtro D-genérico, onde,
seguindo a notação do resultado anterior,

D = {Dn : n ∈ ω} ∪ {Ef : f ∈ 2ω}.

Seja g =
⋃
G. Note que g é uma função (veja Exerćıcio 5.1.12). Seja n ∈ ω.

Como G ∩ Dn 6= ∅, temos que n ∈ dom(g). Assim, g ∈ 2ω. Mas, dada
f ∈ 2ω, como G ∩ Eg 6= ∅, temos que g 6= f , contradição.

Exerćıcios

Exerćıcio 5.1.11. Seja (P,≤) uma ordem. Seja D famı́lia enumerável de
densos. Então existe G D-genérico.

Exerćıcio 5.1.12. Seja F filtro sobre Fn(X,Y ). Mostre que
⋃
F é uma

função.
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5.2 Uma aplicação lúdica

Nesta seção, vamos trabalhar com o seguinte jogo topológico:

Definição 5.2.1. Seja (X, τ) um espaço topológico. Chamamos de jogo
de Rothberger o seguinte jogo entre os jogadores I e II. A cada rodada
n ∈ ω, o jogador I escolhe Cn cobertura aberta para X. Depois, o jogador II
escolhe Cn ∈ Cn. No final, o jogador II é declarado o vencedor se

⋃
n∈ω Cn

é uma cobertura para X.

Definição 5.2.2. Dizemos que um espaço X é um espaço de Rothberger
se o jogador I não tem uma estratégia vencedora para o jogo de Rothberger.

Note que todo espaço enumerável é de Rothberger e que todo espaço de
Rothberger é de Lindelöf (veja o Exerćıcio 5.2.5).

Proposição 5.2.3. O espaço 2ω é um compacto que não é de Rothberger.

Demonstração. Precisamos mostrar que existe uma estratégia vencedora
para o jogador I. A cada rodada n, considere a cobertura Cn = {C0

n, C
1
n},

onde
Cin = {f ∈ 2ω : f(n) = i}

Note que, de fato, cada Cin é um aberto e que Cn é uma cobertura. Considere
uma partida em que o jogador I jogou sempre Cn em cada rodada n. Seja

f ∈ 2ω tal que, a cada rodada n, a escolha do jogador II foi C
f(n)
n . Defina

g ∈ 2ω tal que g(n) = 0 se f(n) = 1 e g(n) = 1 se f(n) = 0. Note que

g /∈
⋃
n∈ω C

f(n)
n e, portanto, o jogador I venceu a partida.

Proposição 5.2.4. (MA) Se X é de Lindelöf e |X| < 2ℵ0, então X é de
Rothberger. Indicamos por (MA) que

tal resultado vale na pre-

sença do axioma de Mar-

tin.

Demonstração. Seja σ uma estratégia para o jogador I. Note que, como
o espaço é de Lindelöf, podemos supor que toda cobertura dada por σ é
enumerável. Assim, considere {C∅n : n ∈ ω} a cobertura dada por σ na
rodada 0.. Dado k ∈ ω, considere {Ckn : n ∈ ω} a cobertura dada por
σ caso o jogador II escolha C∅k . De forma geral, dado s ∈ ω<ω e k ∈ ω,

{Csakn : n ∈ ω} é a cobertura dada por σ se o jogador I escolheu Csk na
rodada anterior.

Considere IP = {Csn : n ∈ ω, s ∈ ω<ω} com a seguinte ordem Csn < Ctm se
t ( s. Note que IP é enumerável e, portanto, c.c.c. Seja x ∈ X. Considere

Dx = {Csn : x ∈ Csn}
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Note que, uma vez que {Csn : n ∈ ω} é uma cobertura para todo s ∈ ω<ω,
Dx é denso. Como |X| < 2ℵ0 , temos que existe F filtro (Dx)x∈X -genérico.
Note que os elementos de tal filtro formam uma partida em que o jogador
II vence o jogo de Rothberger e o jogador I segue σ. Ou seja, σ não é uma
estratégia vencedora.

Exerćıcios

Exerćıcio 5.2.5. Mostre que todo espaço enumerável é de Rothberger.
Mostre que todo espaço de Rothberger é de Lindelöf.

Exerćıcio 5.2.6. Mostre que R não é de Rothberger.

Exerćıcio 5.2.7. Considere o seguinte jogo entre os jogadores I e II. A cada
rodada n ∈ ω, o jogador I escolhe Dn um denso sobre X. Então, o jogador
II escolhe dn ∈ Dn. Ao final, o jogador II é o vencedor se {dn : n ∈ ω} é
denso.

(a) Mostre que se X tem base enumerável, então o jogador II tem estratégia
vencedora.

(b) (MA) Mostre que se X é hereditariamente separável e X tem uma baseUm espaço é dito heredi-

tariamente separável se

todo subespaço seu é se-

parável.

B tal que |B| < 2ℵ0 , então o jogador I não tem estratégia vencedora.

5.3 A volta dos pequenos cardinais

Nesta seção vamos trabalhar com a seguinte ordem (IP,≤): IP = ω<ω×[λ]<ω,
onde λ < 2ℵ0 . Diremos que (s, F ) ≤ (t, G) se

s ⊃ t, F ⊃ G e ∀α ∈ G ∀n ∈ dom(s) r dom(t) s(n) > fα(n)

onde (fα)α<λ é uma famı́lia de funções fixada, com cada fα ∈ ωω. Note que,
para cada α ∈ λ e cada n ∈ ω,

Dα = {(s, F ) : α ∈ F}

En = {(s, F ) : n ∈ dom(s)}

são densos em IP . Denote por D = {Dα : α < λ} ∪ {En : n ∈ ω}.

Exemplo 5.3.1. Considere s = {(0, 0), (1, 0), (2, 4), (3, 7)}, t = {(0, 0), (1, 0), (2, 4)}
e F = {α1, ..., αn} ⊂ λ. Note que (s, F ), (t, F ) ∈ IP e temos que (s, F ) ≤
(t, F ) se, e somente se, 7 > fαi(3) para i = 1, ..., n.
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Proposição 5.3.2. (IP,≤) é c.c.c.

Demonstração. Suponha que IP não seja c.c.c. Seja A ⊂ IP anticadeia
não enumerável. Como ω<ω é enumerável, existem (s, F ), (s,G) ∈ A para
alguma s ∈ ω<ω. Note que (s, F ∪ G) ≤ (s, F ), (s,G) e, portanto, A não é
uma anticadeia.

Proposição 5.3.3. Se F é um filtro D-genérico sobre IP , então
⋃
F é uma

função f : ω −→ ω tal que fα ≤∗ f para todo α < λ.

Demonstração. Como F intercepta todo En, temos que f : ω −→ ω. Seja
α ∈ λ e seja (s, F ) ∈ F ∩Dα. Vamos provar que

{n ∈ ω : f(n) ≤ fα(n)} ⊂ dom(s).

Suponha que não. Seja n ∈ ω r dom(s) tal que f(n) ≤ fα(n). Seja (t, G) ∈
F ∩ En. Note que (n, f(n)) ∈ t. Por compatibilidade de F , existe (r,H) ≤
(s, F ), (t, G). Como (r,H) ≤ (t, G), temos que n ∈ dom(r). Assim n ∈
dom(r) r dom(s). Como (r,H) ≤ (s, F ) temos que f(n) = r(n) > fα(n),
contradição.

Corolário 5.3.4. Dado κ < 2ℵ0, se vale MAκ, então b > κ.

Demonstração. Se tomamos (fα)α<λ com λ ≤ κ, por MAκ, podemos cons-
truir f tal que fα ≤∗ f para todo α < λ.

Corolário 5.3.5. O axioma de Martin implica que b = c (e, portanto,
b = d = c).

Alongamentos

Alongamento 5.3.6. Mostre que, de fato, Dα e En são densos para todo
α < lambda e n ∈ ω.
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Caṕıtulo 6

A hipótese de Suslin

6.1 Uma caracterização para os reais

Definição 6.1.1. Uma ordem ≤ é dita uma ordem densa se, para todo Sim, o termo denso se re-

fere a muitas coisas aqui.

Paciência.

a < b existe c tal que a < c < b.

Proposição 6.1.2. Todo conjunto enumerável, totalmente ordenado por
uma ordem densa e sem maior nem menor elementos é isomorfo a Q.

Demonstração. Considere X = {xn : n ∈ ω} ordenado por ≤ como no
enunciado. Fixe também Q = {qn : n ∈ ω} uma enumeração para Q. Vamos
definir f : X −→ Q um isomorfismo de ordem por indução. Defina f(x0) =
q0. Agora suponha definidos f(x0), ..., f(xn) e vamos definir f(xn+1). Temos
3 casos:

• Caso xn+1 < xk para todo k ≤ n. Defina f(xn+1) = qi, onde i =
min{j ∈ ω : qj < f(xk) para todo k ≤ n}.

• Caso xn+1 > xk para todo k ≤ n. Defina f(xn+1) = qi, onde i =
min{j ∈ ω : qj > f(xk) para todo k ≤ n}.

• Caso existam e, d ≤ n tais que xe ≤ xn+1 ≤ xd. Defina E =
max{f(xk) : xk ≤ xn+1, k ≤ n} e D = min{f(xk) : xk ≥ xn+1, k ≤
n}. Defina f(xn+1) = qi, onde i = min{j ∈ ω : E < qj < D}.

Note que, por construção, f é injetora e preserva ordem. Resta provar que
ela é sobrejetora. Suponha que não e seja qn que não pertença a imagem de
f . Sem perda de generalidade, podemos supor n o menor posśıvel com tal
propriedade. Seja a o menor ı́ndice tal que, para todo m < n, existe b < a
tal que f(xb) = qm. Temos 3 casos:
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• Se qn < qm para todo m < n. Seja k ≥ a o menor tal que xk < xp
para todo p < k. Note que, então f(xk) = qn, contradição.

• Se qn > qm para todo m < n. Este caso é análogo ao anterior.

• Se existem e, d < n tais que qe < qn < qd. Seja k ≥ a o menor tal que
existam E,D < k tais que xE < xk < xD. Note que, então f(xk) = qn
e, novamente, temos uma contradição.

Teorema 6.1.3. Todo espaço separável, totalmente ordenado por uma or-
dem densa e completa, sem maior nem menor elementos é homeomorfo a
R.

Demonstração. Seja X como no enunciado. Seja D denso enumerável. Note
que D satisfaz as hipóteses do resultado anterior (ver Exerćıcio 6.1.9). Fixe
f : D −→ Q isomorfismo de ordem. Defina f̃ : X −→ R por:

f̃(x) = sup{f(d) : d ∈ D, d < x}

Note que f̃ é um isomorfismo de ordem (ver Exerćıcio 6.1.10) e, portanto,
X e R são homeomorfos.

Definição 6.1.4. Dizemos que um espaço topológico é c.c.c. se não não
existe uma famı́lia não enumerável de abertos dois a dois disjutosBasicamente, estamos di-

zendo que τ r {∅} é c.c.c

com a ordem da inclusão. Note que todo espaço separável é c.c.c.

Definição 6.1.5. Chamamos de hipótese de Suslin a afirmação: todo
espaço c.c.c., totalmente ordenado por uma ordem densa e completa, sem
maior nem menor elementos é homeomorfo a R.

A hipótese de Suslin é mais uma afirmação independente de ZFC.

Definição 6.1.6. Chamamos de uma reta de Suslin um espaço c.c.c.,Ou seja, a hipótese de Sus-

lin é equivalente a não

existência de uma reta de

Suslin.

totalmente ordenado por uma ordem densa e completa sem maior nem menor
elemento e que não seja homeomorfo a R (ou, equivalentemente, que não seja
separável).

Proposição 6.1.7. Se X é uma reta de Suslin, então X2 não é c.c.c.
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Demonstração. Sejam a0, b0, c0 ∈ X tais que a0 < b0 < c0. Suponha defini-
dos (aξ)ξ<κ, (bξ)ξ<κ e (cξ)ξ<κ para κ < ω1. Vamos definir aκ, bκ e cκ. Como
X não é separável, {bξ : ξ < κ} não é denso. Logo, existem aκ e cκ tais que

]aκ, cκ[∩{bξ : ξ < κ} = ∅.

Seja bκ ∈]aκ, cκ[ (que existe já que a ordem é densa). Considere Vξ =
]aξ, bξ[×]bξ, cξ[ para cada ξ < ω1. Note que, se ξ 6= η, temos que Vξ ∩Vη = ∅
e, portanto, X2 não é c.c.c.

Veremos adiante que o produto de espaços c.c.c. também nos dá afirmações
independentes.

Martin e Baire

Vamos aqui apresentar um resultado simples envolvendo o axioma de Martin
e espaços c.c.c.:

Proposição 6.1.8. (MA) Seja (X, τ) espaço topológico compacto e c.c.c. Na verdade, esse enunci-

ado é equivalente ao axi-

oma de Martin. Uma ma-

neira de se mostrar a volta

é, a partir de uma or-

dem parcial construir um

espaço de ultrafiltros.

Se (Aξ)ξ<κ é uma famı́lia de abertos densos com κ < 2ℵ0, então
⋂
ξ<κAξ é

denso em X.

Demonstração. Seja V aberto não vazio em X. Note que V é c.c.c. (ver o
Exerćıcio 6.1.11). Vamos mostrar que V ∩

⋂
ξ<κAξ 6= ∅. Considere

IP = {A ∩ V : A ∈ τ, A 6= ∅}

com a ordem dada por A ≤ B se A ⊂ B. Para cada ξ < κ, note que

Dξ = {B ∈ IP : B ⊂ Aξ}

é denso em IP (ver o Exerćıcio 6.1.12). Note que, como IP é c.c.c. (Exerćıcio
6.1.13), pelo axioma Axioma de Martin, existe F ⊂ IP filtro (Dξ)ξ<κ-
genérico. Considere F ′ = {F : F ∈ F}. Note que, como F é centrada,
F ′ também é centrada. Logo,

⋂
F ′ é não vazio (famı́lia centrada de com-

pactos). Seja x ∈
⋂
F ′. Dado ξ < κ, seja Fξ ∈ F ∩Dξ. Então F ξ ⊂ Aξ e

F ξ ⊂ V (pois Fξ ∈ IP ). Assim, x ∈ Aξ ∩ V para qualquer ξ < κ.

Exerćıcios

Exerćıcio 6.1.9. Mostre que D na demonstração de 6.1.3 tem as proprie-
dades desejadas.
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Exerćıcio 6.1.10. Mostre que f̃ definida em 6.1.3 é um isomorfismo de
ordem.

Exerćıcio 6.1.11. Mostre que se X é c.c.c. e V é um aberto de X, então
V é c.c.c.

Exerćıcio 6.1.12. Mostre que Dξ definido em 6.1.8 é denso.

Exerćıcio 6.1.13. Mostre que IP definido em 6.1.8 é c.c.c.

6.2 Produto de espaços c.c.c.

Definição 6.2.1. Dizemos que uma famı́lia F de conjuntos forma um ∆-
sistema de raiz ∆ se, para todo F,G ∈ F distintos, temos que F ∩G = ∆.Sim, uma famı́lia disjunta

é um ∆-sistema de raiz ∅.
Proposição 6.2.2 (Lema do ∆-sistema). Seja F uma famı́lia não enu-
merável de conjuntos finitos. Então existe F ′ ⊂ F não enumerável que
forma um ∆-sistema.

Demonstração. Note que, sem perda de generalidade, podemos supor que
existe n ∈ ω tal que |F | = n para todo F ∈ F . Vamos provar o resultado
por indução sobre n. Se n = 1, note que F ∩ G = ∅ se ξ 6= η e, portanto,
temos o resultado. Agora suponha o resultado para n e vamos provar para
n+ 1. Vamos considerar dois casos:

• Existe a tal que Fa = {F ∈ F : a ∈ F} é não enumerável. Então, por
hipótese de indução, F ′a = {F r {a} : F ∈ Fa} contém um ∆-sistema
não enumerável G de raiz ∆. Logo, F ′ = {G∪ {a} : G ∈ G} forma um
∆-sistema de raiz ∆ ∪ {a}.

• Não existe a tal que {F ∈ F : a ∈ F} seja não enumerável. Sem perda
de generalidade, escreva F = {Fξ : ξ < ω1} (talvez seja necessário
jogar alguns elementos fora). Dado a ∈ F0, note que existe ξ < ω1

tal que a /∈ Fη para todo η ≥ ξ. Repetindo esse processo, como F0

é finito, existe ξ0 < ω1 tal que F0 ∩ Fη = ∅ para todo η ≥ ξ0. Com
argumento análogo, existe ξ1 tal que Fξ1 ∩ Fη = ∅ para todo η ≥ ξ1.
De forma geral, se α < ω1 é limite e já temos definidos ξβ para todo
β < α, definimos ξα = sup{ξβ : β < α} < ω1. Se α + 1 < ω1, basta
definir ξα+1 de maneira análoga ao que fizemos antes. Desta maneira
{Fξα : α < ω1} é um ∆-sistema de raiz ∅.
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Proposição 6.2.3. Seja (Xξ)ξ<κ famı́lia de espaços c.c.c. tais que, para
todo F ⊂ κ finito, temos que

∏
ξ∈F Xξ é c.c.c. Então

∏
ξ<κXξ é c.c.c.

Demonstração. Suponha que não. Seja (Aξ)ξ<ω1 uma famı́lia de abertos dois
a dois disjuntos em

∏
ξ<κXξ. Podemos supor cada Aξ um aberto básico do

produto. Para cada ξ < κ, seja aξ o suporte de Aξ. . Vamos mostrar o Se V =
∏
ξ<κ Vξ é um

aberto do produto, chama-

mos de suporte de V o

conjunto {ξ < κ : Vξ 6=
Xξ}.

caso em que (aξ)ξ<ω1 são todos distintos, o caso em que isso não ocorre é
análogo (ver Exerćıcio 6.2.8). Como cada aξ é finito, podemos supor que
(aξ)ξ<ω1 forma um ∆-sistema de raiz ∆. Seja π :

∏
ξ<κXξ −→

∏
ξ∈∆Xξ

a projeção usual. Note que, como Aξ ∩ Aη = ∅ para ξ 6= η, temos que
π(Aξ) ∩ π(Aη) = ∅. Ou seja, temos que (π(Aξ))ξ<ω1 é uma famı́lia de
abertos dois a dois disjuntos em

∏
ξ∈∆Xξ, contrariando o fato que

∏
ξ∈∆Xξ

é c.c.c. já que ∆ é finito.

Martin e o produto de espaços c.c.c.

Proposição 6.2.4. (MA+¬CH) Seja X espaço c.c.c. e seja (Uξ)ξ<ω1 uma
famı́lia de abertos não vazios. Então (Uξ)ξ<ω1 contém uma famı́lia centrada
não enumerável.

Demonstração. Para cada ξ < ω1, defina

Vξ =
⋃
η>ξ

Uξ

Note que, assim, Vξ ⊃ Vη se ξ < η. Vamos mostrar que existe α < ω1 tal
que V ξ = V α para todo ξ > α. Suponha que não. Então podemos construir
uma sequência (αξ)ξ<ω1 tal que

Vαξ ) Vαη

se ξ < η. Mas então (Vαξ+1
r Vαξ)ξ<ω1 é uma famı́lia de abertos não vazios

dois a dois disjuntos, contrariando o fato que X é c.c.c.
Seja α < ω1 como acima. Considere

IP = {A ⊂ Vα : A é aberto não vazio}

Note que IP com a ordem da inclusão é c.c.c. Para cada β < ω1, considere

Dβ = {A ∈ IP : ∃γ ≥ β A ⊂ Uγ}

Vamos mostrar que Dβ é denso em IP . Seja A ∈ IP . Temos então que
A ⊂ Vα ⊂ Vα = Vξ, onde ξ > α, β. Assim, A ∩ Vξ 6= ∅ e, portanto,
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A ∩ Uγ 6= ∅ para algum γ > ξ. Seja G filtro (Dβ)β<ω1-genérico. Note que,
então

I = {ξ < ω1 : ∃A ∈ G A ⊂ Uξ}

é ilimitado em ω1. Logo, (Uξ)ξ∈I é uma famı́lia centrada e não enumerável.

Proposição 6.2.5. (MA+ ¬CH) Produto de espaços c.c.c. é c.c.c.

Demonstração. Basta mostrarmos que, se X e Y são c.c.c., então X × Y
é c.c.c. Seja (Uξ × Vξ)ξ<ω1 famı́lia de abertos básicos não vazios em X ×
Y . Pelo resultado anterior, podemos supor (Uξ)ξ<ω1 centrada. Assim, se
(Uξ × Vξ) ∩ (Uη × Vη) = ∅, Vξ ∩ Vη = ∅. Logo, como Y é c.c.c., temos que
(Uξ × Vξ)ξ<ω1 não são dois a dois disjuntos.

Corolário 6.2.6. Se vale MA+ ¬CH, vale a hipótese de Suslin.

Exerćıcios

Exerćıcio 6.2.7. Mostre que não vale o análogo do Lema do ∆-sistema
para o caso em que F é enumerável e cada F ∈ F é finito e nem para o caso
em que F é não enumerável e cada F ∈ F é enumerável.

Exerćıcio 6.2.8. Mostre que se uma quantidade não enumerável de abertos
na demonstração de 6.2.3 tem o mesmo suporte, também temos o resultado.



Caṕıtulo 7

Forcing

7.1 Álgebra de Boole

Definição 7.1.1. Chamamos de um álgebra de Boole um conjunto A,
munido de duas operações binárias + e · e uma unária − com dois elementos
denotados por 0, 1 ∈ A tais que, para todo a, b, c ∈ A: Normalmente denotamos

por ab em vez de a · b.
• a · b = b · a e a+ b = b+ a

• a · (b · c) = (a · b) · c e a+ (b+ c) = (a+ b) + c

• a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) e a+ (b · c) = (a+ b) · (a+ c)

• a · (a+ b) = a+ (a · b) = a

• a · (−a) = 0 e a+ (−a) = 1

Exemplo 7.1.2. Seja X um conjunto. Então ℘(X) com as operações de ∪
e ∩ forma uma álgebra de Boole.

Algumas propriedade básicas (e de fácil demonstração) são:

Proposição 7.1.3. Seja A uma álgebra de Boole. Então, para todo a, b ∈ A,
temos:

• a+ a = aa = a

• a0 = 0 e a+ 1 = 1

• a1 = a e a+ 0 = a

• −0 = 1 e −1 = 0

77



78 CAPÍTULO 7. FORCING

Definição 7.1.4. Seja A uma álgebra de Boole. Para a, b ∈ A, definimos
a ≤ b se ab = a. Essa é a ordem usual numa álgebra de Boole (ver Exerćıcio
7.1.7).

Definição 7.1.5. Dizemos que uma álgebra de Boole é completa se todo
X ⊂ A admite supremo.

Exerćıcios

Exerćıcio 7.1.6. Mostre que existe uma única álgebra de Boole com dois
elementos.

Exerćıcio 7.1.7. Mostre que ≤ definida acima é de fato uma ordem.

Exerćıcio 7.1.8. SejaA uma álgebra de Boole. Mostre que, dados a, a′, b, b′ ∈
A, se a ≤ b e a′ ≤ b′, então aa′ ≤ bb′.

Exerćıcio 7.1.9. Mostre que para todo a ∈ A, 0 ≤ a ≤ 1.

Exerćıcio 7.1.10. Mostre que a ≤ b se, e somente se, a+ b = b.

Exerćıcio 7.1.11. Seja A uma álgebra de Boole. Sejam a, b ∈ A. Denota-
mos por a− b = a · (−b). Mostre que a 6≤ b se, e somente se, a− b 6= 0.

7.2 Dando valores às fórmulas

Nesta seção, trabalharemos sempre com uma álgebra de Boole completa A
fixada. Também vamos usar a notação a ⇒ b para −a + b. Vamos usar
diversas vezes a seguinte equivalência, para quaisquer a, b ∈ A:

a ≤ b se, e somente, a⇒ b = 1

Definição 7.2.1. Vamos chamar um conjunto τ de um nome se τ é umaAtenção, isso é uma de-

finição recursiva. função tal que todo elemento de seu domı́nio é um nome e todo elemento da
imagem é um elemento de A.

Exemplo 7.2.2. ∅ é um nome. Assim, {(∅, a), (∅, b)} também é um nome
se a, b ∈ A.

A ideia aqui é que dado um par (σ, a) ∈ τ , a “mede” quanto é a chance σ
pertencer a τ . Agora, vamos usar essa ideia para atribuir valores booleanos
para todas as fórmulas. Para isso, vamos sempre substituir as variáveis por
nomes. Começamos com as fórmulas mais simples:Uma fórmula assim é cha-

mada de atômica
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Definição 7.2.3. Dados dois nomes σ, τ , definimos

[[σ ∈ τ ]] = sup
t∈dom(τ)

[[σ = t]]τ(t)

[[σ ⊂ τ ]] = inf
t∈dom(σ)

(σ(t)→ [[t ∈ τ ]]

[[σ = τ ]] = [[σ ⊂ τ ]][[τ ⊂ σ]]

Formalmente, essa definição é recursiva. Assim podemos usar o rank
como definimos anteriormente para ajudar a trabalhar com ela. Por exem-
plo, a primeira parte diz que podemos definir [[σ ∈ τ ]] se já sabemos a de-
finição de [[σ = t]] onde rank(t) < rank(σ). Vamos mostrar o seguinte re-
sultado, que usa bem essa ideia:

Proposição 7.2.4. Seja σ nome qualquer. Então [[σ = σ]] = 1. A ideia disso é que a

chance de σ = σ é 1, ou

seja, a máxima posśıvel.Demonstração. Vamos provar isso por indução sobre o rank(σ). Por de-
finição, temos que mostrar que [[σ ⊂ σ]] = 1. Para isso, temos que mostrar
que σ(t)⇒ [[t ∈ σ]] = 1 para todo t ∈ dom(σ). Ou seja, precisamos mostrar
que σ(t) ≤ [[t ∈ σ]] para todo t ∈ dom(t). Seja t ∈ dom(t). Temos:

[[t ∈ σ]] = sup
s∈dom(σ)

[[s = t]]σ(t)

Assim, por hipótese de indução, [[t = t]] = 1 e, portanto, o supremo da
expessão acima é maior ou igual a [[t = t]]σ(t) = σ(t).

Proposição 7.2.5. Dados σ, τ e ρ nomes, temos:

(a) [[σ = τ ]][[τ = ρ]] ≤ [[σ = ρ]]

(b) [[σ ∈ τ ]][[σ = ρ]] ≤ [[ρ ∈ τ ]]

(c) [[σ ∈ τ ]][[τ = ρ]] ≤ [[σ ∈ ρ]]

Demonstração. Isso precisa ser provado por indução sobre o rank de σ, τ e
ρ. E fazemos isso supondo as 3 condições ao mesmo tempo para nomes de
rank menor. Vamos apresentar a demonstração da condição (a), deixando
as outras como exerćıcio:

Note que é suficiente provarmos que

[[σ ⊂ τ ]][[τ = ρ]] ≤ [[σ ⊂ ρ]]
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Assim, pela definição de [[⊂]], temos:

[[σ ⊂ τ ]][[τ = ρ]] = (inft∈dom(σ) σ(t)⇒ [[t ∈ τ ]])[[τ = ρ]]

= (inft∈dom(σ)−σ(t) + [[t ∈ τ ]])[[τ = ρ]]

= inft∈dom(σ)([[τ = ρ]]− σ(t)) + [[t ∈ τ ]][[τ = ρ]]

Note que, para qualquer t ∈ dom(σ),

[[τ = ρ]]− σ(t) ≤ −σ(t)

e que, por hipótese de indução,

[[t ∈ τ ]][[τ = ρ]] ≤ [[t ∈ ρ]]

Assim, temos

[[σ ⊂ τ ]][[τ = ρ]] ≤ inft∈dom(σ)(−σ(t) + [[t ∈ ρ]])

= inft∈dom(σ)(σ(t)⇒ [[t ∈ ρ]])

= [[σ ⊂ ρ]]

Lema 7.2.6. Sejam x, y nomes. Se y ∈ dom(x), então x(y) ≤ [[y ∈ x]].

Demonstração. Suponha y ∈ dom(x). Então

[[y ∈ x]] = sup
t∈dom(x)

[[y = t]]x(t) ≥ [[y = y]]x(y) = x(y)

Definição 7.2.7. Dada uma fórmula ϕ(x1, ..., xn), onde xi’s indicam suas
variáveis livres e dados τ1, ..., τn nomes, definimos [[ϕ(τ1, ..., τn)]] por recursão
sobre a complexidade de ϕ da seguinte maneira:

• Se ϕ(x1, x2) é da forma “x1 ∈ x2” ou “x1 = x2”, fazemos como ante-
riormente.

• Se ϕ(x1, ..., xn) é da forma ¬ψ(x1, ..., xn), definimos [[ϕ(τ1, ..., τn)]] =
−[[ψ(τ1, ..., τn)]]

• Se ϕ(x1, ..., xn) é da forma ψ(x1, ..., xn)∧ψ′(x1, ..., xn), definimos [[ϕ(τ1, ..., τn)]] =
[[ψ(x1, ..., xn)]][[ψ′(τ1, ..., τn)]]

• Se ϕ(x1, ..., xn) é da forma ψ(x1, ..., xn)∨ψ′(x1, ..., xn), definimos [[ϕ(τ1, ..., τn)]] =
[[ψ(x1, ..., xn)]] + [[ψ′(τ1, ..., τn)]]
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• Se ϕ(x1, ..., xn) é da forma ∃y ψ(y, x1, ..., xn), definimos [[ϕ(τ1, ..., τn)]] =
supσ [[ψ(σ, x1, ..., xn)]], onde supσ indica o supremo com relação a todos
os σ nomes.

• Se ϕ(x1, ..., xn) é da forma ∀y ψ(y, x1, ..., xn), definimos [[ϕ(τ1, ..., τn)]] =
infσ [[ψ(σ, x1, ..., xn)]], onde infσ indica o ı́nfimo com relação a todos os
σ nomes.

Lema 7.2.8. Sejam ϕ,ψ fórmulas. Note que [[ϕ→ ψ]] = 1 se, e somente
se, [[ϕ]] ≤ [[ψ]].

Demonstração. Note que [[ϕ→ ψ]] = −[[ϕ]] + [[ψ]]. Note que −a + b = 1 se,
e somente se, a ≤ b para qualquer a, b na álgebra de Boole.

Proposição 7.2.9. Considere ϕ o axioma da extensionalidade. Isto é,

∀x ∀y x = y ↔ (∀z (z ∈ x→ z ∈ y) ∧ (z ∈ y → z ∈ x))

Então [[ϕ]] = 1.

Demonstração. Note que, para isso, só precisamos mostrar que, dados x, y
nomes, temos que [[x = y]] = [[x ⊂ y]][[y ⊂ x]]. Mas isso segue diretamente
das definições.

Proposição 7.2.10. Considere ϕ o axioma do par. Isto é

∀x ∀y ∃z x ∈ z ∧ y ∈ z

Então [[ϕ]] = 1.

Demonstração. Fixe x, y nomes. Considere o nome z : {x, y} −→ A tal que
z(x) = 1 e z(y) = 1. Basta mostrar que [[x ∈ z]][[y ∈ z]] = 1. Temos

[[x ∈ z]] = supt∈dom(z) [[x = t]]z(t)

= ≥ [[x = x]]z(x)
= 1

Note que [[y ∈ z]] = 1 é análogo.

De maneira parecida podemos provar que todos os axiomas de ZFC tem
valor 1.
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Aumentando o universo

A ideia da próxima definição é a de levar “cópias” de conjuntos usuais para
essa extensão de uma maneira canônica:

Definição 7.2.11. Seja x um conjunto. Definimos o nome x̌ de maneira
recursiva da seguinte maneira: x̌ = {(y̌, 1) : y ∈ x}.

Note que ∅̌ = ∅.

Proposição 7.2.12. Sejam x, y conjuntos. Então

(a) se x ∈ y então [[x̌ ∈ y̌]] = 1.

(b) se x /∈ y então [[x̌ ∈ y̌]] = 0.

(c) se x ⊂ y então [[x̌ ⊂ y̌]] = 1.

(d) se x 6⊂ y então [[x̌ ⊂ y̌]] = 0.

Demonstração. Vamos mostrar todas as condições por indução sobre o rank
de x e y ao mesmo tempo:

(a) Suponha x ∈ y. Então

[[x̌ ∈ y̌]] = supt∈dom(y) [[t = x̌]]y̌(t)

≥ [[x̌ = x̌]]y̌(x̌)
= 1

(b) Suponha x /∈ y. Por hipótese de indução, para todo t ∈ y, temos que
[[x̌ = ť]] = 0 (pois x 6= t). Assim, [[x ∈ y]] = 0.

(c) Suponha x ⊂ y. Seja t ∈ dom(x). Então x(t) = 1. Além disso, por
hipótese de indução, [[t ∈ y]] = 1 já que t ∈ y. Logo,

[[x̌ ⊂ y̌]] = inf
t∈dom(x)

x̌(t)[[t ∈ y]] = 1

(d) Suponha x 6⊂ y. Então existe t ∈ x tal que t /∈ y. Logo, por hipótese de
indução, [[t ∈ y̌]] = 0. Assim

[[x̌ ⊂ y̌]] = inf
s∈dom(x)

x̌(s)[[s ∈ y]] ≤ x̌(t)[[t ∈ y]] = 0
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Proposição 7.2.13. Sejam x um conjunto e τ um nome. Se [[τ ∈ x]] 6= 0,
então existe y ∈ x tal que [[τ ∈ x]] ≤ [[y̌ = τ ]].

Mas nem todos os elementos nesta extensão são da forma x̌ para algum
x:

Definição 7.2.14. Chamamos de Ġ o nome Ġ : {ǎ : a ∈ A} −→ A dado
por Ġ(ǎ) = a.

Lema 7.2.15. Seja a ∈ A. Então [[ǎ ∈ Ġ]] = a.

Demonstração. Note que, dado ť ∈ dom(Ġ), temos [[ǎ = ť]] = 1 se a = t ou
[[ǎ = ť]] = 0 se t 6= a. Assim

[[ǎ ∈ Ġ]] = sup
ť∈dom(Ġ

[[ť = a]]Ġ(ǎ) = Ġ(ǎ) = a

Em particular, [[1 ∈ Ġ(1̌)]] = 1 e [[0 ∈ Ġ(0̌)]] = 0.

Proposição 7.2.16. [[Ġ é filtro sobre Ǎ]] = 1.

Demonstração. Note que [[1̌ ∈ Ġ]] = 1. Sejam a, b ∈ A. Vamos mostrar que

[[ǎ ∈ Ġ]][[b̌ ∈ Ġ]] ≤ [[∃c c ∈ Ġ ∧ c ≤ ǎ, b̌]]

[[ǎ ∈ G]][[b̌ ∈ G]] = ab

= [[ǎb ∈ Ġ]]

= [[ǎb ∈ Ġ]][[ǎb ≤ ǎ, b̌]]
= [[∃τ τ ∈ Ġ ∧ τ ≤ ǎ, b̌]]

Ou seja, provamos que

[[ǎ ∈ Ġ]][[b̌ ∈ Ġ]]⇒ [[∃c c ∈ Ġ ∧ c ≤ ǎ, b̌]] = 1

Tomando-se os ı́nfimos para a e b, obtemos

[[∀a ∈ Ġ∀b ∈ Ġ]]⇒ [[∃c c ∈ Ġ ∧ c ≤ a, b]] = 1

A terceira condição sobre filtros é análoga.

Proposição 7.2.17. Se D é denso em A, então [[Ġ ∩ F̌ 6= ∅]] = 1.

Demonstração. Vamos provar que

a = [[∃σx x ∈ Ď ∧ x ∈ Ġ]] = 1

Suponha que não. Então 1− a > 0. Seja b ∈ D tal que b ≤ 1− a. Note que

b ≤ [[b̌ ∈ Ġ]] = [[b̌ ∈ Ġ]][[b̌ ∈ Ḋ]]

Assim, b ≤ a, contrariando o fato que b ≤ 1− a.
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7.3 A consistência de ¬CH

Proposição 7.3.1. Para toda fórmula ϕ(y, x1, ..., xn) e todo τ1, ..., τn no-
mes, existe σ nome tal que

[[ϕ(σ, τ1, ..., τn)]] = [[∃y ϕ(y, τ1, ..., τn)]]

Proposição 7.3.2. Dada uma ordem “não trivial” IP , existe A uma álgebra
de Boole completa e existe f : IP −→ A homomorfismo de ordem injetor tal
que, para todo D ⊂ IP denso, f [D] é denso em A.

Considere Fn(ω2 × ω, 2). Pela proposição acima, podemos considerar
A uma álgebra de Boole que contém tal ordem (de maneira densa). No
decorrer desta seção, vamos sempre considerar tal álgebra A.

Proposição 7.3.3. [[∃x x =
⋃
Ġ]] = 1.

Demonstração. Note que isso é consequência dos axiomas de ZFC terem
valor 1.

Assim, existe ḟ nome para a união do resultado anterior.

Proposição 7.3.4. [[ḟ é função de ω̌2 × ω̌ em 2̌]] = 1.

Demonstração. Segue do fato disso ser consequência de ZFC e do fato de
[[Ġ Ď ∩G 6= ∅]] = 1 para todo D denso em A.

Proposição 7.3.5. Para cada ξ < ω2, considere ḟξ nome tal que [[∀α ∈ ω̌ ḟξ̌(α) = ḟ(ξ̌, α)]] =

1. Então, dados ξ 6= η < ω2, temos que [[ḟξ 6= ḟη]].

Demonstração. Isso segue do fato que, para cada ξ, η < ω2,

Dξ,η = {p ∈ Fn(ω2 × ω, 2) : ∃n ∈ ω (α, n) ∈ dom(p) ∧ p(ξ, n) 6= p(η, n)}

ser denso em A.

Como consequência do último resultado, temos:

Proposição 7.3.6. [[2̇ω ≥ ω̌2]] = 1.

Ou seja, “quase” temos a negação da hipótese do cont́ınuo. A questão
é que temos 2̇ω ≥ ω̌2 e deveŕıamos ter 2̇ω ≥ ω̇2, onde ω̇2 é um nome que
satisfaz a definição de ω2. Mas obtemos tal resultado a partir do seguinte:
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Proposição 7.3.7. Se A é c.c.c., então para todo ωα, temos que [[ω̌α = ω̇α]] =
1.

E, de fato, temos que A com a qual estamos trabalhando é c.c.c. (pois
Fn(ω2 × ω, 2) é c.c.c).

Com isso, temos que [[¬CH]] = 1 e, portanto, ¬CH é consistente. De
fato, suponha que CH fosse consequência de ZFC. Então, como os axiomas
de ZFC tem valor 1, teŕıamos que CH também tem valor 1 e, portanto,
[[¬CH]] = 0, contradição.

Linguagem de Forcing

É comum trabalharmos com forcing pensando numa “extensão” para todos
os conjuntos, no sentido que acrescentamos um novo conjunto que não era
uma consequência de ZFC e dáı acrescentamos tudo o que precisamos para
continuar valendo ZFC. Por exemplo, se x é um conjunto e G é o tal conjunto
novo, precisamos que o conjunto x ∪G também exista.

A ideia é que pensamos que G (o dado pelo nome Ġ) existe, apesar de
não ser dado pelos axiomas de ZFC. Dáı, os outros conjuntos são formados
da seguinte maneira: se x é um nome, então

xG = {yG : (y, a) ∈ x ∧ a ∈ G}

Novamente, isso é uma definição por recursão. Note que aplicar isso a Ġ nos
dá de volta G. Chamamos a coleção de todos esses “novos” conjuntos de
V [G]. Note que, se temos um conjunto x, xG = x. E, portanto, V ⊂ V [G].

Pode-se mostrar que uma fórmula ϕ vale em V [G] se, e somente se,
[[ϕ]] ∈ G.

Considere a seguinte notação, para a ∈ A e ϕ fórmula:

a 
 ϕ se, e somente se, a ≤ [[ϕ]]

Como G é filtro, temos que, se a ∈ G, então [[ϕ]] ∈ G e, portanto, vale ϕ em
V [G]. Por outro lado, se vale ϕ em V [G], temos que [[ϕ]] ∈ G. Se a /∈ G,
então −a ∈ G (pois pode-se mostrar que G é um ultrafiltro). Assim, como
a ≤ [[ϕ]], temos que −a · [[ϕ]] = 0, contrariando o fato de ambos estarem no
filtro.

Desta forma, lê-se a 
 ϕ como “a força ϕ”. Alguns resultados são
imediatos e os listamos como exemplos:

Proposição 7.3.8. Sejam a, b ∈ A e ϕ, ψ fórmulas. Temos:

(a) se a 
 ϕ e b ≤ a, então b 
 ϕ
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(b) se a 
 ϕ e a 
 ψ, então a 
 ϕ ∧ ψ.

(c) se {a ∈ A : a 
 ϕ} é denso, então vale ϕ em V [G].



Dicas de alguns exerćıcios

1.1.15 Verifique os axiomas na ordem em que eles foram listados aqui.

2.4.20 Corolário do König.

2.4.21 Função normal.
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Soluções de alguns exerćıcios
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monocromático, 46

normal
função, 26

ordem, 8
ordem

boa, 8
isomorfismo de, 23
lexicográfica, 26
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