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Aula 1 - Um primeiro problema

Numa republica, moram 11 pessoas e s6 hd uma geladeira. Os
moradores da republica resolvem criar um método para a utilizacdo
da geladeira e, usando uma corrente e diversos cadeados, querem

que ocorram duas coisas:

e A geladeira sé pode ser aberta quando houver pelo menos
metade do moradores na casa;

e Qualquer grupo de moradores que tenha pelo menos metade
dos moradores, precisa conseguir abrir a geladeira.

Desta forma, quantos cadeados e quantas chaves s3o necessarios
no minimo para satisfazer essas duas condicdes?
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Aula 1 - Um caso simples

Antes de atacarmos o problema propriamente dito, vamos ver
alguns casos mais simples:

Quantos cadeados e quantas chaves (no minimo) precisariamos ter
se quiséssemos que qualquer morador da republica pudesse abrir a

geladeira?

Basta 1 cadeado e 11 chaves dele (uma cdpia para cada morador).
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Quantos cadeados e quantas chaves (no minimo) precisariamos ter
se quiséssemos que a geladeira sé fosse aberta quando todos os
moradores estivessem presentes?

11 cadeados e 11 chaves (uma chave para cada cadeado, dando
uma para cada morador).
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Primeiramente, considere um grupo com 5 pessoas. Note que 6
pessoas é 0 menor grupo com mais da metade do total de
moradores, logo um grupo com 5 n3o pode conseguir abrir a
geladeira. Para que isso aconteca, precisa existir pelo menos um
cadeado que esse grupo ndo consiga abrir. Assim, para cada grupo
de 5 pessoas, precisa existir pelo menos um cadeado que esse

grupo nao abra.
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Temos aqui uma associacao entre diferentes conjuntos: para cada
grupo de 5 pessoas, fixe um cadeado que tal grupo nao consegue
abrir. Essa associacdo vai ser bastante importante, entdo
precisamos deixa-la clara. Uma associacdo, em matematica, nada
mais é que uma funcdo, que denotamos da seguinte maneira:

f:A— B

Isso quer dizer que a funcdo f associa a cada elemento de A um
elemento de B (em simbolos, f associa um elemento a com f(a)).
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Neste caso, chamamos A de dominio de f
dom(f)

e B de contradominio de f. O subconjunto de B formado pelos
elementos que foram “atingidos” por f é chamado de imagem de f

Im(f).

Isto é, sdo todos os elementos de B que sdo da forma f(a) para
algum elemento a de A.

Em simbolos
Im(f) = {f(a):ac A}.
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No nosso problema, vamos considerar uma funcao

c:G—C

onde G é o conjunto de todos os grupos de 5 moradores e C é o
conjunto dos cadeados. Essa associacdo serd da seguinte forma:
dado um grupo g, o cadeado c¢(g) é um cadeado que o grupo g
nao consegue abrir.

Vejamos o que a gente consegue falar sobre essa fungdo. Note que
a gente fez uma associacdo abstrata. Sabemos que a cada grupo,
existe um cadeado associado tal que o grupo nao consegue abri-lo.
Nem sabemos se existem outros cadeados nessa mesma situagao.
Mesmo com essa falta de informac3o, ja podemos concluir algumas
coisas.
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Aula 1 - Cadeados diferentes

Considere dois grupos diferentes, g1 e g». Serd que estes dois
grupos podem estar associados ao mesmo cadeado? Colocando em
simbolos, pode acontecer g1 # g» e c(g1) = c(g2)? Essa é uma
propriedade bastante importante sobre fun¢des e que nos sera
bastante (til neste problema.

Dizemos que uma funcdo f : A — B ¢ injetora se, dados a # b,
temos que f(a) # f(b).
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como g1 # g», sabemos que hd pelo menos uma pessoa em g» que
ndo estd em gy. Juntando essa pessoa ao grupo g1, temos um
grupo de 6 pessoas. Assim, tal grupo precisa conseguir abrir a
geladeira. Desta forma, se c(g1) = ¢(g2), o cadeado que o grupo
g1 nao abre, também nao seria aberto pela sexta pessoa
acrescentada ao grupo (pois ela ndo abre c(g2), que é o mesmo
cadeado c(g1)).
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Ou seja, estamos nos perguntando se ¢ é injetora ou ndo. Sabemos
que c(g1) é um cadeado que g1 ndo consegue abrir. Também
sabemos que c(g2) é um cadeado que g» ndo consegue abrir. Mas,
como g1 # g», sabemos que hd pelo menos uma pessoa em g» que
ndo estd em gy. Juntando essa pessoa ao grupo g1, temos um
grupo de 6 pessoas. Assim, tal grupo precisa conseguir abrir a
geladeira. Desta forma, se c(g1) = ¢(g2), o cadeado que o grupo
g1 nao abre, também nao seria aberto pela sexta pessoa
acrescentada ao grupo (pois ela ndo abre c(g2), que é o mesmo
cadeado c(g1)). Desta forma, os cadeados precisam ser diferentes.
Ou seja, o argumento acima mostra que ¢ é uma func3o injetora.
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Aula 1 - Mais uma informacao

Com isso, ja temos uma importante informacdo sobre o conjunto
imagem da fungdo c: ele tem a mesma quantidade de elementos
que o conjunto G (o conjunto de todos os grupos de 5 pessoas).
Ou seja, a solucdo para o nosso problema requer uma quantidade
de cadeados igual ou maior que a quantidade de grupos de 5
moradores da republica. Essa quantidade até poderia ser maior,
pois ainda n3o sabemos se a tal associacdo fez aparecer todos os
cadeados da solucdo.
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Vamos agora tentar examinar quantidade de cépias de chaves que
precisamos para fazer a solugcao. Imagine que vocé é um dos
moradores da republica e que sé vocé esteja nela. Agora suponha
que chegou um grupo g de 5 moradores. Sabemos que o grupo
ndo consegue abrir o cadeado ¢(g). Mas também sabemos que g
junto com vocé forma um grupo de 6 pessoas. Logo, vocés
conseguem abrir a geladeira.
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Assim, concluimos que vocé tinha uma cépia da chave do cadeado
c(g). Mas se entrasse outro grupo, digamos h, pelo mesmo
argumento, vocé teria que ter uma cépia da chave de c(h). E ja
sabemos que, se g # h, entdo c(g) # c(h). Ou seja, para cada
grupo de 5 moradores (excluindo vocé), vocé precisa de uma chave
diferente. E o andlogo vale para qualquer outro morador da casa.

Resumindo, a quantidade de chaves que cada pessoa da casa
precisa carregar é, pelo menos, a quantidade de grupos de 5 outras
pessoas da republica.

14



Aula 1 - Juntando tudo para resolver o problema

ii5)



Aula 1 - Juntando tudo para resolver o problema

Ja sabemos que, para resolver o problema, vamos precisar de pelo
menos um cadeado para cada grupo de 5 moradores.

ii5)



Aula 1 - Juntando tudo para resolver o problema

Ja sabemos que, para resolver o problema, vamos precisar de pelo
menos um cadeado para cada grupo de 5 moradores. Também
sabemos que cada pessoa vai ter que carregar uma chave para
cada grupo de outros 5 moradores (excluindo ela).

ii5)



Aula 1 - Juntando tudo para resolver o problema

Ja sabemos que, para resolver o problema, vamos precisar de pelo
menos um cadeado para cada grupo de 5 moradores. Também
sabemos que cada pessoa vai ter que carregar uma chave para
cada grupo de outros 5 moradores (excluindo ela).

Note que ainda ndo sabemos se uma solucdo com tais quantidades
é possivel.

ii5)



Aula 1 - Juntando tudo para resolver o problema

Ja sabemos que, para resolver o problema, vamos precisar de pelo
menos um cadeado para cada grupo de 5 moradores. Também
sabemos que cada pessoa vai ter que carregar uma chave para
cada grupo de outros 5 moradores (excluindo ela).

Note que ainda ndo sabemos se uma solucdo com tais quantidades
é possivel. Sé sabemos, pela discussdo acima, que uma solucdo vai
ter que ter pelo menos tais quantidades.

ii5)



Aula 1 - Juntando tudo para resolver o problema

Ja sabemos que, para resolver o problema, vamos precisar de pelo
menos um cadeado para cada grupo de 5 moradores. Também
sabemos que cada pessoa vai ter que carregar uma chave para
cada grupo de outros 5 moradores (excluindo ela).

Note que ainda ndo sabemos se uma solucdo com tais quantidades
é possivel. Sé sabemos, pela discussdo acima, que uma solucdo vai
ter que ter pelo menos tais quantidades. Ou seja, poderia ser que
as quantidades minimas fossem ainda maiores.
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Vamos mostrar que existe uma solucdo com tais quantidades.
Portanto, essa seria a melhor solucdo possivel.

Para cada grupo de 5 pessoas, compre um cadeado. No cadeado,
escreva o nome das 6 pessoas que n3o estdo no tal grupo deste
cadeado. Para cada uma dessas pessoas cujo nome estd no
cadeado, dé uma cépia da chave deste cadeado.

Primeiro, note que as quantidades batem: o nimero de cadeados é
o mesmo da quantidade de grupos de 5 pessoas. Note também
que cada pessoa tem o nome (e portanto a chave) de cada
cadeado em cujo grupo ela ndo estd.
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Vejamos que isso é de fato uma solugdo. Suponha que cheguem 6
moradores na casa. Para cada cadeado, ele sé n3o tem o nome de
5 pessoas. Logo, uma das pessoas do grupo tem o nome escrito
nele e, portanto, tal pessoa tem a chave do cadeado. Isso vale para
todos os cadeados, logo o grupo consegue abrir a geladeira. Falta
ver que grupos com menos de 6 pessoas ndo conseguem abrir. Se
um grupo tiver 5 ou menos pessoas, vai haver um cadeado sem o
nome de todos os integrantes do grupo. Logo, tal cadeado nao vai
poder ser aberto.
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Aula 1 - Colocando os nimeros

Falta ver quais sdo as quantidades exatas. Para isso, vamos usar
algumas férmulas de contagem. Essas férmulas serdo apresentadas
formalmente mais adiante. Por equanto, vamos sé aplica-las aqui

sem maiores discussoes.
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Aula 1 - Cadeados

Para o niimero de cadeados, precisamos da quantidade de
combinagdes de 11 5 a 5:
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Aula 1 - Cadeados

Para o niimero de cadeados, precisamos da quantidade de
combinagdes de 11 5 a 5:

| .
(11) 11 109{;7:462

5 | 56! 5.4.3-
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Ja para as chaves, para cada morador é necessaria a quantidade de
combinagdes de 10 5 a 5:
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Aula 1 - Chaves

Ja para as chaves, para cada morador é necessaria a quantidade de
combinagdes de 10 5 a 5:

| .0.8.-7-
10 _ 10! _ 10-9-8-7-6 _ 959
5 515! 5.-4.3-2
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Aula 1 - Chaves

Ja para as chaves, para cada morador é necessaria a quantidade de
combinagdes de 10 5 a 5:

| .0.8.-7-
10 _ 10! _ 10-9-8-7-6 _ 959
5 515! 5.-4.3-2

Assim, somando as chaves de todos os moradores, temos um total
de 2772 chaves.
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Aula 2 - Conjuntos

Vamos ver um pouco sobre conjunto (mas s6 um pouco, por
enquanto).
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Aula 2 - Inclusdao

Podemos ter um subconjunto de um conjunto. No sentido que
todos os elementos do primeiro também s3o elementos do
segundo. Essa relacdo é denotada por

ACB

Lé-se A estd contido em B. Como exemplo, temos que N C R,
onde R é o conjunto dos nimeros reais. Afinal, todo nimero

natural é também um nimero real.
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Aula 2 - Algumas propriedades sobre a inclusao

Proposicao

Sejam A, B, C conjuntos. Valem as seguintes propriedades:
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Aula 2 - Algumas propriedades sobre a inclusao

Proposicao
Sejam A, B, C conjuntos. Valem as seguintes propriedades:

e ACA;
e SeACBeBCC, entio AC C;
e Se ACBeBCA, entio A= B.
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Aula 2 - Provando

e ACA:
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Aula 2 - Provando

e ACA:
Teriamos s6 que verificar que todo elemento de A é um
elemento de A.
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Aula 2 - Provando

s ACA:
Teriamos s6 que verificar que todo elemento de A é um
elemento de A. Mas isso é imediato (certo?).

24



Aula 2 - Provando

e SeAcCcBeBcCC(C,entaio AC C:
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um elemento de C.
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e SeACBeBcCC(C,entio AC C:
Agora temos que verificar que todo elemento de A é também
um elemento de C. Isso fica mais facil se fixarmos um
elemento de A de comeco. Considere a € A.
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e SeACBeBcCC(C,entio AC C:
Agora temos que verificar que todo elemento de A é também
um elemento de C. Isso fica mais facil se fixarmos um
elemento de A de comeco. Considere a € A. Como A C B,
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e SeACBeBcCC(C,entio AC C:
Agora temos que verificar que todo elemento de A é também
um elemento de C. Isso fica mais facil se fixarmos um
elemento de A de comeco. Considere a € A. Como A C B,

obtemos que a € B. Por sua vez, sabemos que B C C.
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Aula 2 - Provando

e SeACBeBcCC(C,entio AC C:
Agora temos que verificar que todo elemento de A é também
um elemento de C. Isso fica mais facil se fixarmos um
elemento de A de comeco. Considere a € A. Como A C B,
obtemos que a € B. Por sua vez, sabemos que B C C.
Assim, a € C, como queriamos. O
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Aula 2 - Provando

e Se ACBeBCA, entio A= B:
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Aula 2 - Provando

e Se ACBeBCA, entio A= B:
O grande truque aqui é: dois conjuntos sdo 0 mesmo conjunto
se eles tem os mesmos elementos.
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A C B quer dizer que todos os elementos de A estdo em B.
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Aula 2 - Provando

e Se ACBeBCA, entio A= B:
O grande truque aqui é: dois conjuntos sdo 0 mesmo conjunto
se eles tem os mesmos elementos. Dai agora ficou simples:
A C B quer dizer que todos os elementos de A estdo em B.
Por sua vez, todos os elementos de B estdo em A (pois
também temos que B C A). O
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Aula 2 - Subconjuntos especiais

Quando temos um conjunto A, podemos querer tomar um
subconjunto B dele, formado sé com os elementos que satisfacam
uma determinada propriedade P.
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B={acA:P(a)}.
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B={acA:P(a)}.
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Aula 2 - Subconjuntos especiais

Quando temos um conjunto A, podemos querer tomar um
subconjunto B dele, formado sé com os elementos que satisfacam
uma determinada propriedade P. Adotamos a seguinte notacdo
para isso:

B={acA:P(a)}.

Um exemplo deixa isso mais claro. Imagine que queremos o
conjunto P dos nimeros pares. Podemos fazer isso a partir do
conjunto dos nimeros naturais:

P={neN:népar}.

Repare que sempre que fizermos algo do tipo temos uma inclusdo
automatica. No caso deste dltimo exemplo, P C N.
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Aula 2 - Uniao

Podemos “juntar” dois conjuntos. Se A e B sio dois conjuntos,
podemos criar um novo conjunto que contém todos os elementos
de A e de B. Chamamos tal conjunto de unidao de Ae B e

denotamos por AU B.

Por exemplo, considere P o conjunto do nimeros pares e | o
conjunto dos nimeros impares. Note que N= P U /.

28
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Por exemplo, considere P o conjunto dos niimeros parese T o
conjunto dos ndmeros miiltiplos de 3 (isto é,
T ={0,3,6,9,12,...}). Temos

PN T ={0,6,12,18,...}.
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dos impares), temos que P N | n3o tem qualquer elemento, j& que
P e | ndo tem elementos em comum.
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Aula 2 - Interseccao

Também podemos criar a partir de conjuntos A e B um conjunto
que tem todos os elementos em comum entre A e B. Chamamos
tal conjunto de interseccao entre A e B e denotamos por AN B.

Por exemplo, considere P o conjunto dos niimeros parese T o
conjunto dos ndmeros miiltiplos de 3 (isto é,
T ={0,3,6,9,12,...}). Temos

PN T=1{0,6,12,18,..}.

Por outro lado, se tomarmos P (conjunto dos pares) e | (conjunto
dos impares), temos que P N | n3o tem qualquer elemento, j& que
P e | ndo tem elementos em comum. Ao conjunto que ndo tem
elementos damos o nome de conjunto vazio e denotamos por ().
Assim, PN 1 = (.
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Aqui ha algo que causa estranhamento:
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Aula 2 - Vacuidade

Aqui h3 algo que causa estranhamento: () C A, para qualquer
conjunto A. Para tentar aceitar isso, pense da seguinte forma:
para que n3o fosse verdade que () C A, deveria existir algum
elemento em () que n3o estivesse em A.
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Aula 2 - Uma igualdade

Vamos apresentar uma igualdade bastante dtil ( Nos
alongamentos das notas de aula tem outras. ).

Proposicao
Sejam A, B e C conjuntos. Entdo vale a seguinte igualdade:

(AUB)N(AUC) =AU (BN C).
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(AUB)N(AUC)=AU(BNC).
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Demonstracdo. Essa demonstracdo fica muito mais facil se

tentarmos mostra-la em dois pedacos.
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Aula 2 - Provando

(AUB)N(AUC)=AU(BNC).

Demonstracdo. Essa demonstracdo fica muito mais facil se
tentarmos mostra-la em dois pedacos. Primeiro, vamos mostrar
que o conjunto da esquerda é subconjunto do da direita. Depois

fazemos o contrario e, portanto, teremos a igualdade.
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e C: Sejax e (AUB)N (AU C). Vamos dividir em dois casos.
Primeiro, vamos fazer o caso em que x € A. Neste caso é
imediato que x € AU (BN ().
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Primeiro, vamos fazer o caso em que x € A. Neste caso é
imediato que x € AU (BN C). Agora suponha que x ¢ A.
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(AUB)N(AUC) =AU (BN Q).

e C: Sejax e (AUB)N (AU C). Vamos dividir em dois casos.

Primeiro, vamos fazer o caso em que x € A. Neste caso é
imediato que x € AU (BN C). Agora suponha que x ¢ A.
Ent3o, como x € AUB, x € B.
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(AUB)N(AUC) =AU (BN Q).

e C: Sejax e (AUB)N (AU C). Vamos dividir em dois casos.
Primeiro, vamos fazer o caso em que x € A. Neste caso é
imediato que x € AU (BN C). Agora suponha que x ¢ A.
Ent3o, como x € AU B, x € B. Analogamente, como
x € AU C, temos que x € C. Ou seja, x € BN C.
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(AUB)N(AUC) =AU (BN Q).

e C: Sejax e (AUB)N (AU C). Vamos dividir em dois casos.

Primeiro, vamos fazer o caso em que x € A. Neste caso é
imediato que x € AU (BN C). Agora suponha que x ¢ A.
Ent3o, como x € AU B, x € B. Analogamente, como

x € AU C, temos que x € C. Ou seja, x € BN C. Logo,

temos o que queriamos.
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(AUB)N(AUC)=AU(BNC).
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(AUB)N(AUC)=AU(BNC).
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(AUB)N(AUC)=AU(BNC).

e O: Sejaxe AU(BNC).
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(AUB)N(AUC)=AU(BNC).

e DO: Seja x € AU(BN C). Novamente, fazemos dois casos.
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(AUB)N(AUC)=AU(BNC).

e DO: Seja x € AU (BN C). Novamente, fazemos dois casos. Se
x € A, entdo claramente x € (AU B)N (AU C).
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Aula 2 - Provando

(AUB)N(AUC)=AU(BNC).

e DO: Seja x € AU (BN C). Novamente, fazemos dois casos. Se
x € A, entdo claramente x € (AU B) N (AU C). Por outro
lado, se x ¢ A, entdo x € BN C.
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Aula 2 - Provando

(AUB)N(AUC)=AU(BNC).

e DO: Seja x € AU (BN C). Novamente, fazemos dois casos. Se
x € A, entdo claramente x € (AU B) N (AU C). Por outro
lado, se x ¢ A, entdo x € BN C. Neste caso, novamente
temos que x € AUB e x € AU C como queriamos.
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N3o ha problema em um conjunto pertencer a outro.
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no exemplo da geladeira, fizemos exatamente isso: tinhamos um
conjunto que cada elemento era um conjunto de 5 moradores.
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Aula 2 - Conjuntos de conjuntos

N3o ha problema em um conjunto pertencer a outro. Na verdade,
no exemplo da geladeira, fizemos exatamente isso: tinhamos um
conjunto que cada elemento era um conjunto de 5 moradores.

Podemos entdo ter um conjunto
A={1,24}
e depois ter um outro conjunto que contém A como elemento:

B = {7,9,A}.

Um outro jeito de representar B seria ndo usando a notacdo de A:

B ={7,9,{1,2,4}}.
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Aula 2 - Conjuntos de conjuntos

N3o ha problema em um conjunto pertencer a outro. Na verdade,
no exemplo da geladeira, fizemos exatamente isso: tinhamos um
conjunto que cada elemento era um conjunto de 5 moradores.
Podemos entdo ter um conjunto

A={1,24}
e depois ter um outro conjunto que contém A como elemento:

B = {7,9,A}.

Um outro jeito de representar B seria ndo usando a notacdo de A:

B ={7,9,{1,2,4}}.

Que é muito diferente de

{7,9,1,2,4}.
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Aula 2 - E sé6 contar

Note, por exemplo, que o conjunto {7,9,{1,2,4}} tem 3
elementos, enquanto que o conjunto {7,9,1,2,4} tem 5.
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Aula 2 - E sé6 contar

Note, por exemplo, que o conjunto {7,9,{1,2,4}} tem 3
elementos, enquanto que o conjunto {7,9,1,2,4} tem 5.

Se vocé estiver com dividas com relacdo a isso, tente se convencer

primeiramente que 2 n3o é um elemento de {7,9,{1,2,4}}.
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Aula 2 - Conjunto das partes

Dado um conjunto A, existe um conjunto especial, chamado de
conjunto das partes de A, denotado por p(A) que nada mais é
que o conjunto de todos os subconjuntos de A.
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Aula 2 - Conjunto das partes

Dado um conjunto A, existe um conjunto especial, chamado de
conjunto das partes de A, denotado por p(A) que nada mais é
que o conjunto de todos os subconjuntos de A.

Por exemplo, considere A = {a, b, c}.
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Aula 2 - Conjunto das partes

Dado um conjunto A, existe um conjunto especial, chamado de
conjunto das partes de A, denotado por p(A) que nada mais é
que o conjunto de todos os subconjuntos de A.

Por exemplo, considere A = {a, b,c}. Assim

0(A) ={0,{a},{b},{c} {a,b},{a, c},{b,c},{a b, c}}.
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Aula 2 - Conjunto das partes

Dado um conjunto A, existe um conjunto especial, chamado de
conjunto das partes de A, denotado por p(A) que nada mais é
que o conjunto de todos os subconjuntos de A.

Por exemplo, considere A = {a, b,c}. Assim
W(A) = {@, {a}v {b}> {C}7 {37 b}7 {37 C}7 {ba C}a {37 b, C}} g

Observe que, ndo importa quem seja o conjunto A, sempre teremos
que 0 € p(A) e também que A € p(A).
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sabemos que () € p((), pois 0 € p(A) n3o importa o A. Mas quem
mais? Pela continuacdo do comentdrio, também temos que

0 € p(0) (pois A € p(A) nio importa o A). Mas isso a gente j3
sabia. Tem mais algum subconjunto de ()? A resposta, depois de

pensarmos um pouco, é ndo. Ou seja
p(0) = {0}

Um erro comum aqui é achar que () = {#}. Mas tem um
argumento simples para ver que tais conjuntos sio diferentes. Por
exemplo, () tem 0 elementos, enquanto que {()} tem um elemento
(chamamos um conjunto com um Utnico elemento de conjunto

unitdario) que é o préprio conjunto (.
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Aula 2 - Unides e interseccoes muiltiplas

Podemos fazer uniGes de infinitos conjuntos de uma vez. Por
exemplo, se para cada n € N temos um conjunto A,, denotamos
por |J,cn An 0 conjunto com todos os elementos que pertencam a

algum dos A,'s.

Analogamente, denotamos por (),cy An © conjunto que contém
todos os elementos que pertencam a todos os A,'s.
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Precisamos tomar um elemento de | J,.,; A; e mostrar que ele

iel
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Seja x € Ui, A
x € Aj. Mas, por hipdtese, temos que A; C X. Assim, x € X,
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Aula 2 - Diferenca entre conjuntos

Dados A e B conjuntos, muitas vezes é (til o conjunto formado
pelos elementos que estdo em A mas ndo estdo em B. Ou seja, o
seguinte conjunto:

A\B={acA:a¢ B}

Uma coisa “estranha” aqui é que B n3o precisa estar contido em A
( Veja um alongamento nas notas de aula. ).
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intervalo ndo é a de um conjunto em que todos o elementos estao
entre dois nimeros fixados. Para deixar isso mais claro, vejamos
que [1,+oo[ é de fato um intervalo (segundo a nossa defini¢do).
Ou seja, precisamos tomar a, b € [1,+o0[ e ¢ € R de forma que

a < c < b e provar que ¢ € [1,+0o0[. Note que, como a € [1,+o0],
temos que 1 < a. Como a < ¢, temos que 1 < c¢. Ou seja,

c €[1,4o0].

45



Aula 2 - Nem tudo é intervalo

46



Aula 2 - Nem tudo é intervalo

O seguinte conjunto ndo é um intervalo:

46



Aula 2 - Nem tudo é intervalo

O seguinte conjunto ndo é um intervalo:

A={xeR:x#0}.

46



Aula 2 - Nem tudo é intervalo

O seguinte conjunto ndo é um intervalo:

A={xeR:x#0}.

Um motivo para que ele ndo seja um intervalo: note que
-1,1 €A

46



Aula 2 - Nem tudo é intervalo

O seguinte conjunto ndo é um intervalo:

A={xeR:x#0}.

Um motivo para que ele ndo seja um intervalo: note que
—1,1 € A. Note também que —1 <0 < 1.

46



Aula 2 - Nem tudo é intervalo

O seguinte conjunto ndo é um intervalo:

A={xeR:x#0}.

Um motivo para que ele ndo seja um intervalo: note que
—1,1 € A. Note também que —1 <0 < 1. Mas, 0 ¢ A.
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Aula 2 - Nem tudo é intervalo

O seguinte conjunto ndo é um intervalo:

A={xeR:x#0}.

Um motivo para que ele ndo seja um intervalo: note que
—1,1 € A. Note também que —1 <0 < 1. Mas, 0 ¢ A. Ou seja, 0
esta entre dois elementos de A mas nao esta em A.
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Observe que a unido de dois dois intervalos ndo necessariamente é
um intervalo ( Ver alongamento nas notas de aula. ). Por outro
lado, com a interseccdo a resposta é sempre um intervalo:

Proposicao
Sejam | e J intervalos. Entdo | N J também € um intervalo.

Demonstracao.

Sejam a, b € I N J tais que a < b. Seja ¢ tal que a < ¢ < b.
Temos que mostrar que ¢ € I N J. Mas, como a, b € [ N J, entdo
a,b e l. Logo, como [ é intervalo, ¢ € I. Analogamente, c € J.
Ou seja, ce N J. [
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Aula 2 - Qualquer interseccao funciona

Na verdade, de forma andloga, se prova que a interseccdo qualquer
de intervalos (n3o s6 de dois) é sempre um intervalo ( veja um
exercicio nas notas de aula ).
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exercicio nas notas de aula ).

Mais um fato estranho: tanto o vazio, como os conjuntos unitdrios
sdo intervalos. Talvez o mais fécil seja pensar qual seria o motivo

para eles ndo serem (teria que existir a, b, ¢ etc.). Outro motivo é
ver o que acabamos de provar e notar que:

o 0=1[1,2]N[3,4]
o {1} =1[0,1]N[1,2].
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Uma maneira de se provar coisas que valem para todos os naturais
é o processo conhecido como inducao.
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Aula 3 - Inducao

Uma maneira de se provar coisas que valem para todos os naturais
é o processo conhecido como inducao. Basicamente, uma
demonstracdo por inducdo funciona da seguinte forma:

e Provamos que certa propriedade vale para 0.

e Provamos que se a tal propriedade vale para algum n € N, ela
precisa valer para n+ 1.
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Aula 3 - Inducao

Uma maneira de se provar coisas que valem para todos os naturais
é o processo conhecido como inducao. Basicamente, uma
demonstracdo por inducdo funciona da seguinte forma:

e Provamos que certa propriedade vale para 0.

e Provamos que se a tal propriedade vale para algum n € N, ela

precisa valer para n+ 1.

Com essas duas verificacoes, provamos que ela vale para todos os

naturais.

49



Aula 3 - Porque isso vale?

50



Aula 3 - Porque isso vale?

Pense nisso como uma sequéncia de pecas de domind, de forma
que a primeira peca cai e que, Sse uma peg¢a cair, a seguinte cai
também.
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Aula 3 - Porque isso vale?

Pense nisso como uma sequéncia de pecas de domind, de forma
que a primeira peca cai e que, Sse uma peg¢a cair, a seguinte cai
também. No final, teremos que todas as pecas caem.

Um jeito formal para ver que isso vale de fato, é o uso do seguinte

fato sobre os naturais:

Todo subconjunto ndo vazio de N admite minimo.

50



Aula 3 - Usando o fato para provar

Hil}



Aula 3 - Usando o fato para provar

Vamos ver que esse fato implica que a indugdo vale.
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Aula 3 - Usando o fato para provar

Vamos ver que esse fato implica que a inducdo vale. Considere

uma propriedade P que vale para 0. Em simbolos, dizemos que
vale P(0).

Suponha também que, se vale P(n) para algum n € N, ent3o
necessariamente vale P(n+ 1) também.
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Aula 3 - Usando o fato para provar

Vamos ver que esse fato implica que a inducdo vale. Considere

uma propriedade P que vale para 0. Em simbolos, dizemos que
vale P(0).

Suponha também que, se vale P(n) para algum n € N, ent3o
necessariamente vale P(n+ 1) também. Vamos mostrar entdo que
vale P(k) para todo k € N.
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Aula 3 - Usando o fato para provar

Vamos ver que esse fato implica que a inducdo vale. Considere

uma propriedade P que vale para 0. Em simbolos, dizemos que
vale P(0).

Suponha também que, se vale P(n) para algum n € N, ent3o
necessariamente vale P(n+ 1) também. Vamos mostrar entdo que
vale P(k) para todo k € N. Suponha que n3o.
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Aula 3 - Usando o fato para provar

Vamos ver que esse fato implica que a inducdo vale. Considere
uma propriedade P que vale para 0. Em simbolos, dizemos que
vale P(0).

Suponha também que, se vale P(n) para algum n € N, ent3o
necessariamente vale P(n+ 1) também. Vamos mostrar entdo que
vale P(k) para todo k € N. Suponha que n3o. Entdo o conjunto:

{k € N : ndo vale P(k)}

€ nao vazio.
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Aula 3 - Usando o fato para provar

Vamos ver que esse fato implica que a inducdo vale. Considere
uma propriedade P que vale para 0. Em simbolos, dizemos que
vale P(0).

Suponha também que, se vale P(n) para algum n € N, ent3o
necessariamente vale P(n+ 1) também. Vamos mostrar entdo que
vale P(k) para todo k € N. Suponha que n3o. Entdo o conjunto:

{k € N : ndo vale P(k)}

é ndo vazio. Assim, pelo fato, tal conjunto admite minimo.
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Aula 3 - Usando o fato para provar

Vamos ver que esse fato implica que a inducdo vale. Considere
uma propriedade P que vale para 0. Em simbolos, dizemos que
vale P(0).

Suponha também que, se vale P(n) para algum n € N, ent3o
necessariamente vale P(n+ 1) também. Vamos mostrar entdo que
vale P(k) para todo k € N. Suponha que n3o. Entdo o conjunto:

{k € N : ndo vale P(k)}
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Aula 3 - Usando o fato para provar

Vamos ver que esse fato implica que a inducdo vale. Considere
uma propriedade P que vale para 0. Em simbolos, dizemos que
vale P(0).

Suponha também que, se vale P(n) para algum n € N, ent3o
necessariamente vale P(n+ 1) também. Vamos mostrar entdo que
vale P(k) para todo k € N. Suponha que n3o. Entdo o conjunto:

{k € N : ndo vale P(k)}

é ndo vazio. Assim, pelo fato, tal conjunto admite minimo. Seja m
tal minimo. Note que m # 0, j& que temos que vale P(0).

Hil}



Aula 3 - Usando o fato para provar

Vamos ver que esse fato implica que a inducdo vale. Considere
uma propriedade P que vale para 0. Em simbolos, dizemos que
vale P(0).

Suponha também que, se vale P(n) para algum n € N, ent3o
necessariamente vale P(n+ 1) também. Vamos mostrar entdo que
vale P(k) para todo k € N. Suponha que n3o. Entdo o conjunto:

{k € N : ndo vale P(k)}

é ndo vazio. Assim, pelo fato, tal conjunto admite minimo. Seja m
tal minimo. Note que m # 0, j& que temos que vale P(0). Ent3o
m —1 € N (pois m > 0).
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Aula 3 - Usando o fato para provar

Vamos ver que esse fato implica que a inducdo vale. Considere
uma propriedade P que vale para 0. Em simbolos, dizemos que
vale P(0).

Suponha também que, se vale P(n) para algum n € N, ent3o
necessariamente vale P(n+ 1) também. Vamos mostrar entdo que
vale P(k) para todo k € N. Suponha que n3o. Entdo o conjunto:

{k € N : ndo vale P(k)}

é ndo vazio. Assim, pelo fato, tal conjunto admite minimo. Seja m
tal minimo. Note que m # 0, j& que temos que vale P(0). Ent3o
m —1 € N (pois m > 0). Note que m — 1 ndo pertence ao
conjunto, ja que é menor que o minimo.

Hil}
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Assim, pela defini¢do do conjunto, vale P(m — 1).
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Aula 3 - Continuando

Assim, pela definigdo do conjunto, vale P(m — 1). Mas, se vale
P(m — 1), vale para P((m —1) 4+ 1).
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Aula 3 - Continuando

Assim, pela definigdo do conjunto, vale P(m — 1). Mas, se vale
P(m — 1), vale para P((m—1)+1). Mas (m—1)+1=m.
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Aula 3 - Continuando

Assim, pela definigdo do conjunto, vale P(m — 1). Mas, se vale
P(m — 1), vale para P((m —1) +1). Mas (m—1)+ 1= m. Ou
seja, vale P(m), contradigdo.
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Vamos ver como isso funciona na pratica:
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Aula 3 - Um exemplo

Vamos ver como isso funciona na pratica:
Proposicao
Para todon e N, vale 20 +21 ... 4 on =2+l _ 7

Demonstracdo. Precisamos verificar a igualdade para o caso
n=20.
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Aula 3 - Um exemplo

Vamos ver como isso funciona na pratica:
Proposicao
Para todon e N, vale 20 +21 ... 4 on =2+l _ 7

Demonstracdo. Precisamos verificar a igualdade para o caso
n = 0. Nela, sé temos que calcular ambos os lados.
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Aula 3 - Um exemplo

Vamos ver como isso funciona na pratica:
Proposicao
Para todon e N, vale 20 +21 ... 4 on =2+l _ 7

Demonstracdo. Precisamos verificar a igualdade para o caso

n = 0. Nela, sé temos que calcular ambos os lados. Mas, de fato,
temos 20 =1 =20+1 _ 1.

53
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Aula 3 - Provando

Vamos agora supor que vale para n e provar para n+ 1.
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Aula 3 - Provando

Vamos agora supor que vale para n e provar para n+ 1. Ou seja,
vamos supor que vale

20+21+.”+2n:2n+1_1
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Aula 3 - Provando

Vamos agora supor que vale para n e provar para n+ 1. Ou seja,
vamos supor que vale

20+21+.”+2n:2n+1_1
€ vamos provar que vale

2%+ 2t o427 o7 — o2
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Aula 3 - Provando

Vamos agora supor que vale para n e provar para n+ 1. Ou seja,
vamos supor que vale

20+21+.”+2n:2n+1_1
€ vamos provar que vale

20 4ol pomyortl — o2 g

Vamos comecar pelo lado esquerdo e chegar no direito:
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Aula 3 - Provando

Vamos agora supor que vale para n e provar para n+ 1. Ou seja,
vamos supor que vale

20+21+.”+2n:2n+1_1
€ vamos provar que vale

20 4ol pomyortl — o2 g

Vamos comecar pelo lado esquerdo e chegar no direito:

20+21+_“+2n+2n+1 _ (20+21+".+2n)+2n+1
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Aula 3 - Provando

Vamos agora supor que vale para n e provar para n+ 1. Ou seja,
vamos supor que vale

20+21+.”+2n:2n+1_1
€ vamos provar que vale

20 4ol pomyortl — o2 g

Vamos comecar pelo lado esquerdo e chegar no direito:

20+21+_“+2n+2n+1 _ (20+21+".+2n)+2n+1
(2n+1_1)+2n+1
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Aula 3 - Provando

Vamos agora supor que vale para n e provar para n+ 1. Ou seja,
vamos supor que vale

20+21+.”+2n:2n+1_1
€ vamos provar que vale

20 4ol pomyortl — o2 g

Vamos comecar pelo lado esquerdo e chegar no direito:

20+21+_“+2n+2n+1 _ (20+21+".+2n)+2n+1
’;’ 2n+1_1)+2n+1
2,2n+1_1
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Aula 3 - Provando

Vamos agora supor que vale para n e provar para n+ 1. Ou seja,

vamos supor que vale
20+21+.”+2n:2n+1_1
€ vamos provar que vale

20 4ol pomyortl — o2 g

Vamos comecar pelo lado esquerdo e chegar no direito:

20+21+_“+2n+2n+1 _ (20+21+".+2n)+2n+1
’;’ (2n+1_1)+2n+1
— 92.on+l _ 1
ont+2 _ 1
0l
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Aula 3 - Mais um exemplo

Vejamos uma férmula para somar os primeiros nliimeros impares.
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Aula 3 - Mais um exemplo

Vejamos uma férmula para somar os primeiros nliimeros impares.

Proposicao
Dado N € N, temos > p_o(2k +1) = (N + 1).
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Aula 3 - Mais um exemplo

Vejamos uma férmula para somar os primeiros nliimeros impares.

Proposicao
Dado N € N, temos > p_o(2k +1) = (N + 1).

Demonstrac3o.

Para o caso N = 0, temos que a férmula vale (basta verificar
ambos os lados).
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Aula 3 - Provando

Agora suponha que a férmula vale para N e vamos provar para
N+ 1.

56



Aula 3 - Provando

Agora suponha que a férmula vale para N e vamos provar para
N + 1. Ou seja, temos que

N
> (2k+1) = (N +1)?
k=0
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Agora suponha que a férmula vale para N e vamos provar para
N + 1. Ou seja, temos que

N
> (2k+1) = (N +1)
k=0

e temos que provar que
N+1

D 2k +1) = (N +2)%

k=0
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Aula 3 - Provando

Agora suponha que a férmula vale para N e vamos provar para
N + 1. Ou seja, temos que

N
> (2k+1) = (N +1)
k=0

e temos que provar que

N+1
D 2k +1) = (N +2)%
k=0
Temos
MRk +1) = (Cpo2k+1)+2(N+1)+1
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Agora suponha que a férmula vale para N e vamos provar para
N + 1. Ou seja, temos que
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k=0

e temos que provar que

N+1
D 2k +1) = (N +2)%
k=0
Temos
MRk +1) = (Cpo2k+1)+2(N+1)+1
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= (N+1)2+2N+3
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Aula 3 - Provando

Agora suponha que a férmula vale para N e vamos provar para
N + 1. Ou seja, temos que

N
> (2k+1) = (N +1)
k=0

e temos que provar que

N+1
D 2k +1) = (N +2)%
k=0
Temos
MRk +1) = (Cpo2k+1)+2(N+1)+1
HI

= (N+1)2+2N+3
N2 42N +1+2N+3
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Aula 3 - Provando

Agora suponha que a férmula vale para N e vamos provar para
N + 1. Ou seja, temos que

N
> (2k+1) = (N +1)
k=0

e temos que provar que

N+1
D 2k +1) = (N +2)%
k=0
Temos
MRk +1) = (Cpo2k+1)+2(N+1)+1
HI

= (N+1)2+2N+3
= N24+2N+1+4+2N+3

(N +2)?
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Aula 3 - Generalizando

Note que pelo argumento anterior, se a gente prova que vale para
n = 3 e depois que se vale para n, entao vale para n+ 1,
conseguimos garantir que a propriedade vale para qualquer kK > 3
(e ndo para todo N).
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Aula 3 - Generalizando

Note que pelo argumento anterior, se a gente prova que vale para
n = 3 e depois que se vale para n, entao vale para n+ 1,
conseguimos garantir que a propriedade vale para qualquer kK > 3
(e ndo para todo N). Obviamente, o andlogo vale para qualquer ky
que seja o primeiro que a gente prova que vale.
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Isso é util em alguns casos, como por exemplo:
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Se n>b5, entdo 4n < 2".
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Aula 3 - Exemplo

Isso é util em alguns casos, como por exemplo:

Proposicao
Se n>b5, entdo 4n < 2".

Demonstracao.
Vamos provar o primeiro caso, que aqui é quando n = b.
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Aula 3 - Exemplo

Isso é util em alguns casos, como por exemplo:

Proposicao
Se n>b5, entdo 4n < 2".

Demonstracao.
Vamos provar o primeiro caso, que aqui é quando n = 5. De fato,

temos que 4n = 20 < 32 = 2°.
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Aula 3 - Exemplo

Isso é util em alguns casos, como por exemplo:

Proposicao
Se n>b5, entdo 4n < 2".

Demonstracao.
Vamos provar o primeiro caso, que aqui é quando n = 5. De fato,

temos que 4n = 20 < 32 = 2°.

Agora suponha que vale para n e vamos provar para n+ 1.
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Aula 3 - Exemplo

Isso é util em alguns casos, como por exemplo:

Proposicao
Se n>b5, entdo 4n < 2".

Demonstracao.
Vamos provar o primeiro caso, que aqui é quando n = 5. De fato,

temos que 4n = 20 < 32 = 2°.

Agora suponha que vale para n e vamos provar para n+ 1. Temos

HI 2
An+1)=4n+4 % 27422 <" 0 4 on = o+l
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Aula 3 - Misturando um pouco

Nem sempre as afirmacGes envolvem sé naturais:
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Aula 3 - Misturando um pouco

Nem sempre as afirmacGes envolvem sé naturais:

Proposicao

Se X tem n elementos, p(X) tem 2" elementos.
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Aula 3 - Misturando um pouco

Nem sempre as afirmacGes envolvem sé naturais:
Proposicao
Se X tem n elementos, p(X) tem 2" elementos.

Demonstragcdo. De fato, se n =0, temos que X =0 e
©(X) = {0} que tem um elemento.
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Agora suponha que vale para n e vamos provar para n—+ 1.
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Agora suponha que vale para n e vamos provar para n—+ 1.

Entdo X = {x1, ..., Xpt1}-

60



Aula 3 - Provando

Agora suponha que vale para n e vamos provar para n+ 1.

Entdo X = {x1, ..., xp+1}. Note que

(X)) ={AC X :xpt1 ¢ AAU{AC X : x511 € A}
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Aula 3 - Provando

Agora suponha que vale para n e vamos provar para n+ 1.

Entdo X = {x1, ..., xp+1}. Note que

(X)) ={AC X :xpt1 ¢ AAU{AC X : x511 € A}

Note que os dois conjuntos acima sdo disjuntos e que eles tém a
mesma quantidade de elementos (voce consegue fazer uma bijecdo
entre eles?).
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Aula 3 - Provando

Agora suponha que vale para n e vamos provar para n+ 1.

Entdo X = {x1, ..., xp+1}. Note que

(X)) ={AC X :xpt1 ¢ AAU{AC X : x511 € A}

Note que os dois conjuntos acima sdo disjuntos e que eles tém a
mesma quantidade de elementos (voce consegue fazer uma bijecdo
entre eles?).

Note também que {A C X : x,41 ¢ A} = p(Y), onde
Y ={x1,...., Xn}
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Aula 3 - Provando

Agora suponha que vale para n e vamos provar para n+ 1.

Entdo X = {x1, ..., xp+1}. Note que

(X)) ={AC X :xpt1 ¢ AAU{AC X : x511 € A}

Note que os dois conjuntos acima sdo disjuntos e que eles tém a
mesma quantidade de elementos (voce consegue fazer uma bijecdo
entre eles?).

Note também que {A C X : x,41 ¢ A} = p(Y), onde

Y ={x1,...,xn}. Ou seja, por hipdtese de indu¢do, tal conjunto

tem 2" elementos.

60



Aula 3 - Provando

Agora suponha que vale para n e vamos provar para n+ 1.

Entdo X = {x1, ..., xp+1}. Note que

(X)) ={AC X :xpt1 ¢ AAU{AC X : x511 € A}

Note que os dois conjuntos acima sdo disjuntos e que eles tém a
mesma quantidade de elementos (voce consegue fazer uma bijecdo
entre eles?).

Note também que {A C X : x,41 ¢ A} = p(Y), onde
Y ={x1,...,xn}. Ou seja, por hipdtese de indu¢do, tal conjunto
tem 2" elementos. Assim, p(X) tem 27 4 27 = 2+l

elementos. O

60
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Aula 3 - Apertos de mao

Numa festa, havia 2n pessoas e algumas se cumprimentaram com
apertos de mao.
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Aula 3 - Apertos de mao

Numa festa, havia 2n pessoas e algumas se cumprimentaram com
apertos de m3o. Sabe-se que a cada 3 pessoas, alguma delas n3o
cumprimentou alguma das outras (ou seja, ndo tem 3 que se

cumprimentaram mutuamente).
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Aula 3 - Apertos de mao

Numa festa, havia 2n pessoas e algumas se cumprimentaram com
apertos de m3o. Sabe-se que a cada 3 pessoas, alguma delas n3o
cumprimentou alguma das outras (ou seja, ndo tem 3 que se

cumprimentaram mutuamente). Podemos concluir que houve no

2

maximo n“ cumprimentos.
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Aula 3 - Apertos de mao

Numa festa, havia 2n pessoas e algumas se cumprimentaram com
apertos de m3o. Sabe-se que a cada 3 pessoas, alguma delas n3o
cumprimentou alguma das outras (ou seja, ndo tem 3 que se
cumprimentaram mutuamente). Podemos concluir que houve no
2

maximo n“ cumprimentos.

Vamo fazer isso por indugdo. Se n =1, o resultado é claro (tem no
méximo 1 cumprimento).
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Aula 3 - Dando as maos

Agora suponha que vale o resultado para n e vamos provar para
n+1.
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Aula 3 - Dando as maos

Agora suponha que vale o resultado para n e vamos provar para
n+1.

Note que temos 2n + 2 pessoas.
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Aula 3 - Dando as maos

Agora suponha que vale o resultado para n e vamos provar para
n+1.

Note que temos 2n + 2 pessoas. Dessas, separe duas que se
cumprimentaram (podemos supor que elas existem, caso contrdrio
o resultado vale). Vamos chama-las de A e B.
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Aula 3 - Dando as maos

Agora suponha que vale o resultado para n e vamos provar para
n+1.

Note que temos 2n + 2 pessoas. Dessas, separe duas que se
cumprimentaram (podemos supor que elas existem, caso contrdrio
o resultado vale). Vamos chama-las de A e B.

Por (HI), existe no maximo n® apertos de m3o entre as outras
pessoas.
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Aula 3 - Dando as maos

Agora suponha que vale o resultado para n e vamos provar para
n+1.

Note que temos 2n + 2 pessoas. Dessas, separe duas que se
cumprimentaram (podemos supor que elas existem, caso contrdrio
o resultado vale). Vamos chama-las de A e B.

Por (HI), existe no maximo n® apertos de m3o entre as outras
pessoas. E, pela hipdtese do problema, nenhuma das outras
pessoas cumprimentou tanto A como B.
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Agora suponha que vale o resultado para n e vamos provar para
n+1.

Note que temos 2n + 2 pessoas. Dessas, separe duas que se
cumprimentaram (podemos supor que elas existem, caso contrdrio
o resultado vale). Vamos chama-las de A e B.

Por (HI), existe no maximo n® apertos de m3o entre as outras
pessoas. E, pela hipdtese do problema, nenhuma das outras
pessoas cumprimentou tanto A como B. Ou seja, existem no
maximo 2n cumprimentos envolvendo alguma das outras pessoas
com A ou B.
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Aula 3 - Dando as maos

Agora suponha que vale o resultado para n e vamos provar para
n+1.

Note que temos 2n + 2 pessoas. Dessas, separe duas que se
cumprimentaram (podemos supor que elas existem, caso contrdrio
o resultado vale). Vamos chama-las de A e B.

Por (HI), existe no maximo n® apertos de m3o entre as outras
pessoas. E, pela hipdtese do problema, nenhuma das outras
pessoas cumprimentou tanto A como B. Ou seja, existem no
maximo 2n cumprimentos envolvendo alguma das outras pessoas
com A ou B. Assim, a quantidade de apertos de mao ¢ limitada
por
2 _ 2
n“+2n+1=(n+1)

como queriamos.

62



Aula 4 - Palavras

63



Aula 4 - Palavras

Fixe um conjunto A que vamos chamar de alfabeto.
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Fixe um conjunto A que vamos chamar de alfabeto. Uma palavra
de n letras neste alfabeto nada mais é do que uma sequéncia de n
elementos de A.
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Fixe um conjunto A que vamos chamar de alfabeto. Uma palavra
de n letras neste alfabeto nada mais é do que uma sequéncia de n
elementos de A. Por exemplo, se A= {1,2,3,4}, temos que 113 e
345 s3o duas palavras de 3 letras de A.
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Fixe um conjunto A que vamos chamar de alfabeto. Uma palavra
de n letras neste alfabeto nada mais é do que uma sequéncia de n
elementos de A. Por exemplo, se A= {1,2,3,4}, temos que 113 e
345 s3o duas palavras de 3 letras de A. Note também que a ordem
importa: 212 # 122.
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Denotaremos usualmente uma palavra p como
p=ai---an

onde cada a; € A é a i-ésima letra de p.
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Contar palavras possiveis com um alfabeto fixado é simples. Por
exemplo, se |A| = k, existem k--- k = k" palavras de n letras.

Mas muitas vezes ndo queremos qualquer palavra possivel feita
com o alfabeto. Uma restricdo bastante popular é exigir que as
letras sejam todas distintas. Ou seja, neste caso, temos que uma
palavra p = a1 - - - a, é tal que cada a; € A como antes mas, além
disso, a; # aj se i # j.
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Denotaremos usualmente uma palavra p como

p — al 50 o an
onde cada a; € A é a i-ésima letra de p.

Contar palavras possiveis com um alfabeto fixado é simples. Por
exemplo, se |A| = k, existem k--- k = k" palavras de n letras.

Mas muitas vezes ndo queremos qualquer palavra possivel feita
com o alfabeto. Uma restricdo bastante popular é exigir que as
letras sejam todas distintas. Ou seja, neste caso, temos que uma
palavra p = a1 - - - a, é tal que cada a; € A como antes mas, além
disso, a; # aj se i # j. Desta forma, voltando ao nosso exemplo
inicial, temos que 123 é uma palavra valida, enquanto que 141 n3o
é.
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Aula 4 - Um exemplo

Vejamos uma situacdo mais concreta.
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Aula 4 - Um exemplo

Vejamos uma situa¢do mais concreta. Imagine que tenhamos 5
livros distintos (vamos chama-los de A, B, C, D e E) e que
tenhamos 3 criancas para quem queremos distribuir os livros - mas
vamos dar apenas um livro para cada uma delas.
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vamos dar apenas um livro para cada uma delas. De quantas
maneiras podemos fazer isso? Vamos usar a ideia de alfabeto e de
palavras para nos ajudar. Podemos fixar como alfabeto o conjunto
dos livros {A, B, C, D, E} e associar a cada distribuicdo uma
palavra com letras distintas (e vice e versa) da seguinte maneira: a
primeira letra indica o livro da primeira crianca.
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Aula 4 - Um exemplo

Vejamos uma situa¢do mais concreta. Imagine que tenhamos 5
livros distintos (vamos chama-los de A, B, C, D e E) e que
tenhamos 3 criancas para quem queremos distribuir os livros - mas
vamos dar apenas um livro para cada uma delas. De quantas
maneiras podemos fazer isso? Vamos usar a ideia de alfabeto e de
palavras para nos ajudar. Podemos fixar como alfabeto o conjunto
dos livros {A, B, C, D, E} e associar a cada distribuicdo uma
palavra com letras distintas (e vice e versa) da seguinte maneira: a
primeira letra indica o livro da primeira crianga. A segunda, o da
segunda e a terceira o da terceira. Ou seja, desta forma, basta
contarmos apenas quantas palavras de 3 letras sem repeticao sdo

possiveis.
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Aula 4 - Exibindo todas

Podemos tentar exibir todas:

ABC ABD ABE ACB ACE ADE BAC BAD...
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Aula 4 - Exibindo todas

Podemos tentar exibir todas:

ABC ABD ABE ACB ACE ADE BAC BAD...

Mas note que ja deu uma quantidade razoavel.
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Aula 4 - Permutacoes

O exemplo anterior indica que pode ser interessante sabermos
contar quantas palavras de k letras sem repeticao sdo possiveis de
ser feitas com um alfabeto de n letras.

67



Aula 4 - Permutacoes

O exemplo anterior indica que pode ser interessante sabermos
contar quantas palavras de k letras sem repeticao sdo possiveis de
ser feitas com um alfabeto de n letras. Vamos denotar tal
quantidade por P(n, k).
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lugares chamam isso de k-permutagoes.
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Aula 4 - Permutacoes

O exemplo anterior indica que pode ser interessante sabermos
contar quantas palavras de k letras sem repeticao sdo possiveis de
ser feitas com um alfabeto de n letras. Vamos denotar tal
quantidade por P(n, k). Lé-se permutacdes de n k a k. Alguns
lugares chamam isso de k-permuta¢bes. Outros ainda dizem que é
permutacao sé se k = n - os outros casos sao chamados de

arranjos.
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Proposicao
Se k <n, P(n, k) = -

= R
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Demonstracdo. Vamos mostrar por inducdo sobre k. Se k=1, é
claro que s6 podemos formar n palavras e a igualdade vale. Agora
suponha que o resultado vale para g e vamos mostrar para g + 1.
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Se k <n, P(n, k) = (=1 k)l

Demonstracdo. Vamos mostrar por inducdo sobre k. Se k=1, é
claro que s6 podemos formar n palavras e a igualdade vale. Agora
suponha que o resultado vale para g e vamos mostrar para g + 1.
Ou seja, estamos supondo que vale P(n, q) = (nfi!q)! e queremos

mostrar que vale P(n,q + 1) = Sabemos que com g

n!
(n—gq—1)!"
letras, temos P(n, q) palavras. Podemos pensar que uma palavra
de g + 1 letras é simplesmente uma palavra de q letras seguida de

mais uma letra no final.
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Proposicao

Se k <n, P(n, k) = (=1 k)l

Demonstracdo. Vamos mostrar por inducdo sobre k. Se k=1, é
claro que s6 podemos formar n palavras e a igualdade vale. Agora
suponha que o resultado vale para g e vamos mostrar para g + 1.
Ou seja, estamos supondo que vale P(n, q) = (nfi!q)! e queremos

mostrar que vale P(n,q + 1) = . Sabemos que com g

n!
(n—g—1)!
letras, temos P(n, q) palavras. Podemos pensar que uma palavra
de g + 1 letras é simplesmente uma palavra de q letras seguida de
mais uma letra no final. Para cada inicio de g letras, temos mais

quantas possibilidades para o final?
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Proposicao

Se k <n, P(n, k) = (=1 k)l
Demonstracdo. Vamos mostrar por inducdo sobre k. Se k=1, é
claro que s6 podemos formar n palavras e a igualdade vale. Agora
suponha que o resultado vale para g e vamos mostrar para g + 1.
Ou seja, estamos supondo que vale P(n, q) = (nfi!q)! e queremos

mostrar que vale P(n,q + 1) = . Sabemos que com g

n!
(n—g—1)!
letras, temos P(n, q) palavras. Podemos pensar que uma palavra
de g + 1 letras é simplesmente uma palavra de q letras seguida de
mais uma letra no final. Para cada inicio de g letras, temos mais
quantas possibilidades para o final? Ja “gastamos” q letras, entdo

ainda nos sobram n — g possibilidades para esta dltima.
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Aula 4 - Finalizando

Ou seja:
P(n,q+1)

P(n,q)(n — q)
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Ou seja:
P(n,q+1)

P(n,q)(n— q)
wan(n—a)
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Ou seja:
P(n,q+1)

Iz 1l

P(n,q)(n—q)
(n— q)'(n 9)
G=a)n=a=mr (" — )
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Ou seja:

P(n,q+1)

Iz 1l

P(n,q)(n—q)

(n— q)'(n 9)
W( n—aq)
==
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Ou seja:

P(n,q+1)

Iz 1l

P(n,q)(n—q)

(n— q)'(n 9)
W( n—aq)
==
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Aula 4 - Uma convencao

Se k > n, é conveniente definir P(n, k) = 0 (note que isso fica
coerente com a contagem de palavras).
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Aula 4 - Finalizando o exemplo dos livros

No nosso exemplo dos livros, temos que existem P(5,3) = 60
formas diferentes de distribuir os livros.
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aniversario no mesmo dia?
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Numa sala com 50 pessoas, qual a chance de duas fazerem

aniversario no mesmo dia?

Vamos ter que supor varios fatos aqui: todo mundo sé faz
aniversario num dos 365 dias do ano (ou seja, sem 29 de fevereiro)
e que todos os dias sao equiprovaveis.

Se s30 50 pessoas, ha 365°° possibilidades de aniversarios. Mas,
estamos interessados em saber se ha duas pessoas que fazem
aniversario no mesmo dia. Ou seja, podemos contar quantas
palavras de comprimento 50 existem, formadas com os dias do ano
como alfabeto sem repeticdo: as que repetem sdo justamente os
casos que nao estamos interessados.
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Aula 4 - Mais um exemplo

Numa sala com 50 pessoas, qual a chance de duas fazerem
aniversario no mesmo dia?

Vamos ter que supor varios fatos aqui: todo mundo sé faz
aniversario num dos 365 dias do ano (ou seja, sem 29 de fevereiro)
e que todos os dias sao equiprovaveis.

550 possibilidades de aniversérios. Mas,

Se sdo 50 pessoas, ha 36
estamos interessados em saber se ha duas pessoas que fazem
aniversario no mesmo dia. Ou seja, podemos contar quantas
palavras de comprimento 50 existem, formadas com os dias do ano
como alfabeto sem repeticdo: as que repetem sdo justamente os
casos que nao estamos interessados. Assim
P(365,50)

365%0
esse resultado é aproximadamente 0, 97.

P=1-
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Aula 4 - Combinagoes

Imagine que temos que montar um grupo de 4 pessoas para uma
comissao de forma que uma seja a presidente, um seja a vice, uma
seja a tesoureira e o Ultima seja a estagidria.
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Imagine que temos que montar um grupo de 4 pessoas para uma
comissao de forma que uma seja a presidente, um seja a vice, uma
seja a tesoureira e o dltima seja a estagiaria. Se temos 50 pessoas
para dividir nestes 4 cargos, de quantas maneiras podemos fazer
isso?
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Aula 4 - Combinagoes

Imagine que temos que montar um grupo de 4 pessoas para uma
comissao de forma que uma seja a presidente, um seja a vice, uma
seja a tesoureira e o dltima seja a estagiaria. Se temos 50 pessoas
para dividir nestes 4 cargos, de quantas maneiras podemos fazer

isso?

Ja sabemos que isso pode ser feito através de

P(50,4) = 2% = 50 - 49 - 48 - 47 = 5527200.
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Mas e se quisermos simplesmente montar uma chapa com 4
pessoas, depois elas que decidam quem faz o qué?
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Aula 4 - Combinagoes

Mas e se quisermos simplesmente montar uma chapa com 4
pessoas, depois elas que decidam quem faz o qué? Podemos
pensar nisso como sendo uma palavra de 4 letras (cada letra uma
pessoa diferente) mas que ndo importa qual a posicdo de cada
letra (por exemplo, a palavra ABCD = DBCA).

74



Aula 4 - Combinagoes

Mas e se quisermos simplesmente montar uma chapa com 4
pessoas, depois elas que decidam quem faz o qué? Podemos
pensar nisso como sendo uma palavra de 4 letras (cada letra uma
pessoa diferente) mas que ndo importa qual a posicdo de cada
letra (por exemplo, a palavra ABCD = DBCA). Vamos denotar tal

. . : n
quantidade da seguinte maneira:
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Proposicao

Sejamn> k > 0. Ent50<2>_

P(n,k)

n!

k!

= KI(n—kD)
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Proposicao

Sejam n > k > 0. Entdo < Z ) = P(L’!’k) = k!(:lk!)

Demonstracao.

Vamos fazer isso de uma maneira um pouco diferente.
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distintas. Quantas palavras de comprimento k podemos escrever
com elas? k!. Assim, para cada conjunto de k letras, temos k!

palavras distintas.
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Proposicao
Sejam n > k > 0. Entdo : = P(L’!’k) = k!(:lk!)
Demonstracao.

Vamos fazer isso de uma maneira um pouco diferente. Fixe k letras
distintas. Quantas palavras de comprimento k podemos escrever
com elas? k!. Assim, para cada conjunto de k letras, temos k!
palavras distintas. Note que se tomamos dois conjuntos diferentes
de k letras cada, formamos palavras distintas - e variando sobre
todos os conjuntos de k letras, obtemos todas as palavras.
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Proposicao

Sejam n > k > 0. Entao : = P(L’!’k) —_ k!(:lk!)

Demonstracao.
Vamos fazer isso de uma maneira um pouco diferente. Fixe k letras

distintas. Quantas palavras de comprimento k podemos escrever
com elas? k!. Assim, para cada conjunto de k letras, temos k!
palavras distintas. Note que se tomamos dois conjuntos diferentes
de k letras cada, formamos palavras distintas - e variando sobre
todos os conjuntos de k letras, obtemos todas as palavras. Assim

k! Z — P(n, k)

e portanto temos o resultado desejado. O
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Aula 4 - Finalizando a comissao

Assim, para a mesma escolha da comissdo, agora ndo importando

50
COMO as pessoas se organizam, temos p = 456—% = 230300.
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Pela simetria da férmula, pode-se notar que (
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Aula 4 - Simetria

n n
k n—k
Mas também podemos notar essa igualdade de outra forma: o

Pela simetria da férmula, pode-se notar que

primeiro conta como escolher k, dentre n, o segundo, conta como
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n n
k n—k
Mas também podemos notar essa igualdade de outra forma: o

Pela simetria da férmula, pode-se notar que

primeiro conta como escolher k, dentre n, o segundo, conta como
escolher n — k, dentre n. Claramente, quando se escolhe k, se
escolhe n — k (os n3o escolhidos). Logo, essas duas quantidades

deveriam ser mesmo iguais.
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k, sem repeticao e ndo importando a ordem. []

Proposicao
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Proposicao
n

Considere o conjunto A = {ay, ..., an}. Entdo existem k

subconjuntos A com k elementos.
Demonstracao.
Basta notar que é o mesmo que montar palavras de comprimento
k, sem repeticao e ndo importando a ordem. []
Proposicao

n

Sejan>1. Entdo ). |l = 2" —1.

Demonstracao.
E sé ver que o lado esquerdo contou quantos subconjuntos de um

conjunto de n elementos existem, com exce¢do do vazio. O

Ja vimos isso antes, n3o?
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é uma entre todas as palavras de comprimento 6, sem repeticao e

sem importar a ordem.
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Aula 4 - Um exemplo

Um famoso jogo de azar consiste em cada pessoa escolher 6
nuimeros distintos entre 1 e 60. Ao final, s3o sorteados 6 niimeros

(distintos) e quem acertar os 6 vence.

Vejamos qual a chance de alguém vencer. Quem jogar vai escolher
uma palavra de comprimento 6 com todos os simbolos distintos e
precisa que essa seja a palavra sorteada. Entdo a chance de acertar
é uma entre todas as palavras de comprimento 6, sem repeticao e
sem importar a ordem. Ou seja, 1 em

60 60!

= ——— = 50.063.860
6 5416!
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Pode-se fazer uma aposta com 10 ndmeros (e se vence se os 6
sorteados estiverem entre eles). Isso equivale a quantos bilhetes
“simples” ?

Para isso basta contarmos quantos bilhetes simples estdo nesta
jogada: cada grupo de 6 é uma. Ou seja, na verdade se estd
fazendo a seguinte quantidade de jogadas simples:
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Aula 4 - Bilhetes muiltiplos

Pode-se fazer uma aposta com 10 ndmeros (e se vence se os 6
sorteados estiverem entre eles). Isso equivale a quantos bilhetes
“simples” ?

Para isso basta contarmos quantos bilhetes simples estdo nesta
jogada: cada grupo de 6 é uma. Ou seja, na verdade se estd
fazendo a seguinte quantidade de jogadas simples:

| .0.89.
<10> 100 _10-9-8-7

6 | 64l 4.3.2

Se o valor de uma aposta simples for R$4, 50, entdo isso
equivaleria a apostar R$945.
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Aula 4 - Ganhando menos

Mas também se ganha (menos) se acertar 5 nimeros. Qual a
chance de se ganhar tal prémio? (e n3o ganhar o prémio total dos

6)

Suponha que alguém escolheu 6 nimeros. Vejamos quantos
sorteios possiveis existem de forma que exatamente 5 destes
nimeros aparecam. Para cada grupo de 5 niimeros jogados,
existem 60 — 6 = 54 possiveis sorteios nessas condi¢des (montamos

o sorteio com 5 dos niimeros jogados mais um dos n3o escolhidos).
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Assim, a quantidade de sorteios possiveis é

(2)-
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Assim, a quantidade de sorteios possiveis é

(2)-

Ou seja, comparando isso com todos os sorteios possiveis, obtemos
que a chance de se vencer é 1 em:

(2)-

que é aproximadamente 154.518.
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Analogamente, se quisermos acertar apenas 4, obtemos uma em
60
6
6 54
4 2

que é aproximadamente 2.332
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Aula 4 - Ganhando menos ainda

Analogamente, se quisermos acertar apenas 4, obtemos uma em
60
6
6 54
4 2

que é aproximadamente 2.332 (para justificar o denominador: para

cada jogo de 4 entre 6, devemos “completar” o sorteio com 2
ndmeros entre os restantes).
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Aula 4 - Ganhando menos ainda
Finalmente, jogando-se 10 niimeros, qual a chance de se acertar
60
6
10 50
4 2

que da aproximadamente 1 em 195.

exatamente 47

Novamente, podemos fazer
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um, escolhido entre os cinco nao sorteados.
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Aula 4 - Mas ganha mais coisas

Se sdo jogados 10 nimeros e se acerta 5, ganha-se diversos
prémios de bilhetes de 5 nimeros. Basicamente, para cada bilhete
simples (6 nimeros) possivel entre os 10 jogados que contenha os
5 sorteados, ganha-se o correspondente valor.

Como sdo 5 nlmeros fixados, para completar o bilhete, falta sé
um, escolhido entre os cinco n3o sorteados. Ou seja, sdo 5 prémios
desse tipo.
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Mas ha prémios para acertos de 4 nimeros. Entdo, na mesma
jogada que se jogam 10 nimeros e se acertam 5, precisamos ver
quantos bilhetes simples s3o possiveis de serem feitos com 4
sorteados e 2 ndo, dentre os 10.
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Aula 4 - Mas ganha mais coisas

Mas ha prémios para acertos de 4 nimeros. Entdo, na mesma
jogada que se jogam 10 nimeros e se acertam 5, precisamos ver
quantos bilhetes simples s3o possiveis de serem feitos com 4
sorteados e 2 ndo, dentre os 10.

Comecamos escolhendo 4 entre os 5 sorteados e, para cada grupo

5 .
desses, ha 5 formas de se completar o bilhete, pegando 2

dentre os n3do sorteados. Ou seja, temos

()(2)=

prémios desse tipo.
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Aula 4 - Veja também

Aqui vocé pode encontrar diversos resultados sobre esse jogo (de
forma oficial).
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Aula 4 - Veja também

Aqui vocé pode encontrar diversos resultados sobre esse jogo (de
forma oficial). Vocé consegue calcular todas as formas?

https://loterias.caixa.gov.br/Paginas/Mega-Sena.aspx
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Aula 4 - Veja também

Aqui vocé tem uma histéria interessante sobre um jogo de loteria

https://www.bbc.com/portuguese/geral-62133938
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quantidade de individuos que satisfazem todas as P;'s em S.
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Aula 5 - Principio da inclusao-exclusao

Considere um grupo X de individuos e suponha que tenhamos
propriedades Pi, ..., P,. Dado S C {P4, ..., Py}, denote por N(S) a
quantidade de individuos que satisfazem todas as P;'s em S. Note
que N(0) = |X].
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Vejamos um exemplo para ver como esse tipo de situacdo pode ser
abordada:

Num total de 63 alunos, temos que 47 fazem matematica pura, 51
sdo homens, 45 homens fazem matematica pura. Quantas
mulheres ndo fazem matematica pura?

Neste caso, temos | X| = 63. Vamos chamar de P; ser homem, P
fazer matematica pura.
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Aula 5 - Um exemplo

Vejamos um exemplo para ver como esse tipo de situacdo pode ser
abordada:

Num total de 63 alunos, temos que 47 fazem matematica pura, 51
sdo homens, 45 homens fazem matematica pura. Quantas
mulheres ndo fazem matematica pura?

Neste caso, temos | X| = 63. Vamos chamar de P; ser homem, P
fazer matematica pura. Desta maneira, podemos notar que a
quantidade de mulheres que ndo fazem matematica pura é dada
por

90
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e Adicionamos todos os individuos (N(());
e Tiramos os homens (N(P1));
e Tiramos quem faz matematica pura (N(P));

o Note que nas subtraces acima, tiramos cada “homem que
faz matematica pura” duas vezes, entdo precisamos
acrescentar eles uma vez (N(P1, P2)).

N(0) — N(P1) — N(P2) + N(Px, P2)
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Aula 5 - Mulheres que nao fazem matematica pura

e Adicionamos todos os individuos (N(());
e Tiramos os homens (N(P1));
e Tiramos quem faz matematica pura (N(P));

o Note que nas subtraces acima, tiramos cada “homem que
faz matematica pura” duas vezes, entdo precisamos
acrescentar eles uma vez (N(P1, P2)).

N(®) — N(P1) — N(P2) + N(P1, P2)
Ou seja, 63 — 51 — 47 + 45 = 10.
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Teorema (Principio da inclusdo exclusao)

A quantidade de individuos que ndo satisfazem nenhuma P4, ..

€ dada por

> (F)PINGS).

Sc{1,...,n}

Assim, a quantidade de elementos que satisfaz alguma das
propriedades é dada por
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Sc{lv"'vn}

- Pn

92



Aula 5 - O teorema

Teorema (Principio da inclusdo exclusao)

A quantidade de individuos que ndo satisfazem nenhuma P4, ..

€ dada por

> (F)PINGS).

Sc{1,...,n}

Assim, a quantidade de elementos que satisfaz alguma das
propriedades é dada por

N@) - D (=DFINGS)

Sc{lv"'vn}

que, por sua vez, pode ser reduzida para

Y (FDPFINS).

SC{17...7H}75#®

- Pn
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Chame de P; ser mdltiplo de i. Assim, temos N(P,) = 50,
N(P3) =33, N(Ps) = 20. Também temos que

N(Pa, P3) = N(Ps) = 16, N(P,, Ps) = N(P1p) =10 e
N(Ps3, Ps) = N(P15) = 6.
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N(P3) =33, N(Ps) = 20. Também temos que
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Aula 5 - Exemplo de muiiltiplos

Quantos niimeros entre 1 e 100 sdo miltiplos de 2, 3 ou 57

Chame de P; ser mdltiplo de i. Assim, temos N(P,) = 50,
N(P3) =33, N(Ps) = 20. Também temos que

N(P3, P3) = N(Pg) = 16, N(P,, Ps) = N(P1p) =10 e
N(Ps3, Ps) = N(P15) = 6. Finalmente,

N(P27 P3, Ps) = N(P30) = 3.

Assim, a quantidade desejada é

504+33+20-16-10-6+3 =74
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que essa pessoa tem 4 amigos e que, nestes almocos, ela almogou
com cada amigo 20 vezes, com cada dupla de amigos 11 vezes,
com cada trio de amigos 5 vezes e com todos os 4 amigos uma

unica vez.
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Aula 5 - Exemplo de almoco

Uma pessoa almogou 34 vezes durante certo periodo. Sabemos
que essa pessoa tem 4 amigos e que, nestes almocos, ela almogou
com cada amigo 20 vezes, com cada dupla de amigos 11 vezes,
com cada trio de amigos 5 vezes e com todos os 4 amigos uma

Gnica vez. Alguma vez a pessoa almogou sozinha?
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x vamos denotar por Py. Note que pelo enunciado, N(0) = 34,
N(P5) = N(Pp) = N(Pc) = N(Pg) = 20.
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Vamos chamar os amigos de a, b, ¢, d. Dai, almogar com o amigo
x vamos denotar por Py. Note que pelo enunciado, N(0) = 34,
N(P,) = N(Pp) = N(P:) = N(P4) = 20. Note também que
N(Ps, Py) = N(P,,P.) = ... =11

N(Pa, Py, Pc) = N(Pa, Pp, Py) = ... =5 e N(Pa, Pp, Pc, P4) = 1.
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Vamos chamar os amigos de a, b, ¢, d. Dai, almogar com o amigo
x vamos denotar por Py. Note que pelo enunciado, N(0) = 34,
N(P,) = N(Pp) = N(P:) = N(P4) = 20. Note também que

N(P,, Pp) = N(Ps, P;) = ... = 11
N(Pa, Pb, PC) = N(Pa, Pba Pd) =...=5he N(P37 Pb7 P57 Pd) =1
Assim

4 4 4 4
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Vamos chamar os amigos de a, b, ¢, d. Dai, almogar com o amigo
x vamos denotar por Py. Note que pelo enunciado, N(0) = 34,
N(P,) = N(Pp) = N(P:) = N(P4) = 20. Note também que

N(P,, Pp) = N(Ps, P;) = ... = 11
N(Pa, Pb, PC) = N(Pa, Pba Pd) =...=5he N(P37 Pb7 P57 Pd) =1
Assim

4 4 4 4
SC{E,C,d}(fl)‘S|N(S) = 347< L >2o+< ) >117< 3 >5+< . >1

34 — 80+ 66 — 20 + 1
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Vamos chamar os amigos de a, b, ¢, d. Dai, almogar com o amigo
x vamos denotar por Py. Note que pelo enunciado, N(0) = 34,
N(P,) = N(Pp) = N(P:) = N(P4) = 20. Note também que

N(P,, Pp) = N(Ps, P;) = ... = 11
N(Pa, Pb, PC) = N(Pa, Pba Pd) =...=5he N(P37 Pb7 P57 Pd) =1
Assim

4 4 4 4
SC{E,C,d}(fl)‘S|N(S) = 347< L >2o+< ) >117< 3 >5+< . >1

34 — 80+ 66 — 20 + 1
1
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Aula 5 - Sobrejecoes

Um avd tem 15 bilhetes de loteria (distintos) e quer distribui-los
entre seus 4 netos, cada um recebendo pelo menos um bilhete.
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Aula 5 - Sobrejecoes

Um avd tem 15 bilhetes de loteria (distintos) e quer distribui-los
entre seus 4 netos, cada um recebendo pelo menos um bilhete. De
quantas maneira ele pode fazer isso?
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Aula 5 - Sobrejecoes

Um avd tem 15 bilhetes de loteria (distintos) e quer distribui-los
entre seus 4 netos, cada um recebendo pelo menos um bilhete. De
quantas maneira ele pode fazer isso?

Se chamamos de X o conjunto dos bilhetes e de Y o conjunto dos
netos, podemos definir f(x) = y como sendo “bilhete x vai para o
neto y" e, desta maneira, as distribuicdes que estamos interessados
sdo as sobrejetoras.
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Se chamamos de X o conjunto dos bilhetes e de Y o conjunto dos
netos, podemos definir f(x) = y como sendo “bilhete x vai para o
neto y" e, desta maneira, as distribuicdes que estamos interessados
sdo as sobrejetoras. Agora basta contd-las.
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Aula 5 - Sobrejecoes

Um avd tem 15 bilhetes de loteria (distintos) e quer distribui-los
entre seus 4 netos, cada um recebendo pelo menos um bilhete. De
quantas maneira ele pode fazer isso?

Se chamamos de X o conjunto dos bilhetes e de Y o conjunto dos
netos, podemos definir f(x) = y como sendo “bilhete x vai para o
neto y" e, desta maneira, as distribuicdes que estamos interessados

sdo as sobrejetoras. Agora basta contd-las.

Considere P; apropriedade "/ ndo pertence a imagem de f".
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Aula 5 - Sobrejecoes

Um avd tem 15 bilhetes de loteria (distintos) e quer distribui-los
entre seus 4 netos, cada um recebendo pelo menos um bilhete. De
quantas maneira ele pode fazer isso?

Se chamamos de X o conjunto dos bilhetes e de Y o conjunto dos
netos, podemos definir f(x) = y como sendo “bilhete x vai para o
neto y" e, desta maneira, as distribuicdes que estamos interessados

sdo as sobrejetoras. Agora basta contd-las.

Considere P; apropriedade "/ ndo pertence a imagem de f".
Assim, sé precisamos contar quantas funcdes n3o satisfazem

nenhuma das P;'s.
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Aula 5 - Um resultado auxiliar

Lema
Sejam n > m > 0. Considere P; como acima, trabalhando com

dominio das f's como {1, ...,n} e contradominio {1, ..., m}. Seja
S {Pi,...Pn}. Entio

N(S) = (m —[S])".
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Aula 5 - Um resultado auxiliar

Lema
Sejam n > m > 0. Considere P; como acima, trabalhando com

dominio das f's como {1, ...,n} e contradominio {1, ..., m}. Seja
S {Pi,...Pn}. Entio

N(S) = (m —[S])".

Demonstracao.
Dada uma f : {1,...,n} — {1, ..., m} satisfazendo toda P; € S,

temos que ela é uma palavra de comprimento n num alfabeto com
m — |S| letras com repetic3o.
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Aula 5 - Um resultado auxiliar

Lema
Sejam n > m > 0. Considere P; como acima, trabalhando com

dominio das f's como {1, ...,n} e contradominio {1, ..., m}. Seja
S {Pi,...Pn}. Entio

N(S) = (m —[S])".

Demonstracao.
Dada uma f : {1,...,n} — {1, ..., m} satisfazendo toda P; € S,

temos que ela é uma palavra de comprimento n num alfabeto com
m — |S| letras com repeticdo. Assim, N(S) = (m —|S|)". O
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Aula 5 - Quantidade de sobrejecoes

Denote por S(n, m) como sendo a quantidade de fun¢des da forma
f:{1,...,n} — {1,..., m} sobrejetoras.
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Aula 5 - Quantidade de sobrejecoes

Denote por S(n, m) como sendo a quantidade de fun¢des da forma
f:{1,...,n} — {1,..., m} sobrejetoras. Temos

Teorema

S(n,m) = i o(-1) ( " ) (m — k)"
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Aula 5 - Quantidade de sobrejecoes

Denote por S(n, m) como sendo a quantidade de fun¢des da forma
f:{1,...,n} — {1,..., m} sobrejetoras. Temos

Teorema
S(n.m) = SfLo(~1)" ( B ) (m k)"

Demonstracao.
Temos

S(n,m) = Zsc{Pl,...,Pm}(*l)mN(S)
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Aula 5 - Quantidade de sobrejecoes

Denote por S(n, m) como sendo a quantidade de fun¢des da forma
f:{1,...,n} — {1,..., m} sobrejetoras. Temos

Teorema
S(n.m) = SfLo(~1)" ( B ) (m k)"

Demonstracao.
Temos

S(n,m) = Zsc{Pl,...,Pm}(*l)mN(S)
= ZSC{P17...7Pm}(_1)|S‘(m_|5|)n
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Aula 5 - Quantidade de sobrejecoes

Denote por S(n, m) como sendo a quantidade de fun¢des da forma
f:{1,...,n} — {1,..., m} sobrejetoras. Temos

Teorema
S(n.m) = SfLo(~1)" ( B ) (m k)"

Demonstracao.
Temos

S(n,m) = Zsc{Pl,...,Pm}(*l)mN(S)
= Yscipy,..pm(—1)PI(m—1S])"

= TV L) (m—)
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Aula 5 - Voltando ao avo

De curiosidade, aplicando esta férmula, temos que o problema do
avd tem como resposta S(15,4) = 1.016.542.800.
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Aula 5 - Amigo secreto

Vejamos agora o sorteio de um amigo secreto.
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Aula 5 - Amigo secreto

Vejamos agora o sorteio de um amigo secreto. Esse sorteio nada
mais é que uma fungdo f : {1,...,n} — {1,..., n} injetora (ou
bijetora, é equivalente neste caso) e tal que f(x) # x (ninguém
sorteia a si mesmo).
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Aula 5 - Um resultado auxiliar

Considere P; a propriedade de uma funcdo
f:{1,...,n} — {1,...,n} injetora ser tal que f(i) = i.
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Aula 5 - Um resultado auxiliar

Considere P; a propriedade de uma funcdo
f:{1,...,n} — {1,...,n} injetora ser tal que f(i) = i. Desta
forma, temos:

Lema
Seja S C {P1,..., Pn}. Temos que

N(S) = (n—|S])
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Aula 5 - Um resultado auxiliar

Considere P; a propriedade de uma funcdo
f:{1,...,n} — {1,...,n} injetora ser tal que f(i) = i. Desta
forma, temos:

Lema
Seja S C {P1,..., Pn}. Temos que

N(S) = (n—|S])

Demonstracao.
Note que cada f nada mais é que uma palavra de comprimento n

sem repeticdo e com essa restricdo para a i-ésima casa.
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Aula 5 - Um resultado auxiliar

Considere P; a propriedade de uma funcdo
f:{1,...,n} — {1,...,n} injetora ser tal que f(i) = i. Desta
forma, temos:

Lema
Seja S C {P1,..., Pn}. Temos que

N(S) = (n—|S])

Demonstracao.
Note que cada f nada mais é que uma palavra de comprimento n

sem repeticdo e com essa restricdo para a i-ésima casa. Assim,
fixadas as posicOes que aparecem em S, temos que restam
(n—|S])! possibilidades. O
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Aula 5 - Desarranjos

Uma fungdo f : {1,...,n} — {1, ..., n} injetora tal que f(i) # i é
chamada de um desarranjo.
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Aula 5 - Desarranjos
Uma fungdo f : {1,...,n} — {1, ..., n} injetora tal que f(i) # i é

chamada de um desarranjo. Denotamos por d, a quantidade de
desarranjos.
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Aula 5 - Desarranjos

Uma fungdo f : {1,...,n} — {1, ..., n} injetora tal que f(i) # i é
chamada de um desarranjo. Denotamos por d, a quantidade de

desarranjos.

Teorema

dn = Yo_o(~1)* ( . ) (n— k)t
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Aula 5 - Desarranjos

Uma fungdo f : {1,...,n} — {1, ..., n} injetora tal que f(i) # i é
chamada de um desarranjo. Denotamos por d, a quantidade de

desarranjos.

Teorema

n
dn = S o(~1)" ( . ) (n—K)!
Demonstracao.

De fato
dn = Zsc{Pl,...,P,,}(—l)mN(S)
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Aula 5 - Desarranjos

Uma fungdo f : {1,...,n} — {1, ..., n} injetora tal que f(i) # i é
chamada de um desarranjo. Denotamos por d, a quantidade de

desarranjos.

Teorema

n
dn = Yio(~1)* ( ) ) (n— k)
Demonstracao.

De fato
dn = ZSC{Pl,...,P,,}(_l)mN(S)
= Yscipr,.py(—1)Pl(n—|S))!
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Aula 5 - Desarranjos

Uma fungdo f : {1,...,n} — {1, ..., n} injetora tal que f(i) # i é
chamada de um desarranjo. Denotamos por d, a quantidade de

desarranjos.

Teorema

n
dn = S o(~1)" ( . ) (n—K)!
Demonstracao.

De fato
dn = Zsc{Pl,...,Pn}(—l)mN(S)
1 (

= Tioo(-1* ( L] (=
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Aula 5 - Voltando ao amigo secreto

Note que, entdo a chance de um sorteio de amigo secreto dar certo

, dn
é dada por 0.
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Aula 5 - Voltando ao amigo secreto

Note que, entdo a chance de um sorteio de amigo secreto dar certo

é dada por %. Temos:

Teorema

& = S ro(-1)kg.
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Aula 5 - Voltando ao amigo secreto

Note que, entdo a chance de um sorteio de amigo secreto dar certo
é dada por %. Temos:

Teorema
d" = Zk o(=1)kL. Que, no limite quando n — oo, temos que
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Aula 5 - Voltando ao amigo secreto

Note que, entdo a chance de um sorteio de amigo secreto dar certo
é dada por %. Temos:

Teorema
d" = Zk o(=1)kL. Que, no limite quando n — oo, temos que

Demonstracao.
Temos

zzou)k( " )(m)!
dn k

n!
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Aula 5 - Voltando ao amigo secreto

Note que, entdo a chance de um sorteio de amigo secreto dar certo
é dada por %. Temos:

Teorema
d" = Zk o(=1)kL. Que, no limite quando n — oo, temos que

Demonstracao.
Temos

zzou)k( " ><nk)!
G — k

Zk 0( 1) (n— k)lkl(n k)

nl
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Aula 5 - Voltando ao amigo secreto

Note que, entéo a chance de um sorteio de amigo secreto dar certo
é dada por n— Temos:

Teorema
d" = Zk o(=1)kL. Que, no limite quando n — oo, temos que

Demonstracao.
Temos

zzou)k( " ><nk)!
G — k

Zk 0( 1) (n— k)lkl(n k)

nl

= ZZ:O(_I)k%
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Aula 6 - Listas Circulares

Exemplo
De quantas maneiras podemos acomodar 5 pessoas numa mesa de

5 lugares? (pensando que qualquer altera¢do de lugar é uma

configuragdo diferente)
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Aula 6 - Listas Circulares

Exemplo
De quantas maneiras podemos acomodar 5 pessoas numa mesa de

5 lugares? (pensando que qualquer altera¢do de lugar é uma

configuragdo diferente)

5!
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Aula 6 - Mais um exemplo

Exemplo
De quantas maneiras podemos acomodar 5 pessoas numa mesa

circular (de 5 cadeiras)? (S6 importa a posicao relativa entre elas).
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Aula 6 - Mais um exemplo

Exemplo
De quantas maneiras podemos acomodar 5 pessoas numa mesa

circular (de 5 cadeiras)? (S6 importa a posicao relativa entre elas).

Uma maneira de se pensar é a seguinte: fixe uma das pessoas.
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Aula 6 - Mais um exemplo

Exemplo
De quantas maneiras podemos acomodar 5 pessoas numa mesa

circular (de 5 cadeiras)? (S6 importa a posicao relativa entre elas).

Uma maneira de se pensar é a seguinte: fixe uma das pessoas.
Distribua nos lugares restantes (no sentido horario). Assim, temos

como resposta 4!.
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106



Aula 6 - Aumentando a mesa

Exemplo
Mesmo problema anterior, mas temos 8 pessoas e a mesa continua

com 5 lugares.
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Aula 6 - Aumentando a mesa

Exemplo
Mesmo problema anterior, mas temos 8 pessoas e a mesa continua

com 5 lugares.

Escolhidas as 5 pessoas que vao se sentar, jd temos quantas
posicOes possiveis.
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Aula 6 - Aumentando a mesa

Exemplo
Mesmo problema anterior, mas temos 8 pessoas e a mesa continua

com 5 lugares.

Escolhidas as 5 pessoas que vao se sentar, jd temos quantas
posicOes possiveis. Assim, sé falta ver quantos grupos de 5 vao se

sentar:
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Aula 6 - Aumentando a mesa

Exemplo
Mesmo problema anterior, mas temos 8 pessoas e a mesa continua

com 5 lugares.

Escolhidas as 5 pessoas que vao se sentar, jd temos quantas
posicOes possiveis. Assim, sé falta ver quantos grupos de 5 vao se

sentar:

|
8 V= B n_g.7.6.4=1314
5 513!
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Aula 6 - Alternando

Exemplo
Para sentar numa mesa circular com 10 lugares, temos 5 homens e

5 mulheres.
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Aula 6 - Alternando

Exemplo
Para sentar numa mesa circular com 10 lugares, temos 5 homens e

5 mulheres. De quantas de quantas maneiras podemos
acomod3-los (posicdes relativas) de forma que se alternem entre

homens e mulheres?
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Aula 6 - Alternando

Exemplo
Para sentar numa mesa circular com 10 lugares, temos 5 homens e

5 mulheres. De quantas de quantas maneiras podemos
acomod3-los (posicdes relativas) de forma que se alternem entre

homens e mulheres?

Fixamos, por exemplo, um homem. Dai para o seu lado temos 5

alternativas.
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Aula 6 - Alternando

Exemplo
Para sentar numa mesa circular com 10 lugares, temos 5 homens e

5 mulheres. De quantas de quantas maneiras podemos
acomod3-los (posicdes relativas) de forma que se alternem entre

homens e mulheres?

Fixamos, por exemplo, um homem. Dai para o seu lado temos 5
alternativas. Depois, 4 para os outros homens, depois 4 para as

outras mulheres etc.
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Aula 6 - Alternando

Exemplo
Para sentar numa mesa circular com 10 lugares, temos 5 homens e

5 mulheres. De quantas de quantas maneiras podemos
acomod3-los (posicdes relativas) de forma que se alternem entre

homens e mulheres?

Fixamos, por exemplo, um homem. Dai para o seu lado temos 5
alternativas. Depois, 4 para os outros homens, depois 4 para as

outras mulheres etc. Ou seja, temos

5.4-4.3...1=5!4

107
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Aula 6 - Repeticoes

Vamos ver agora algumas contagens onde alguns elementos se
repetem.
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Aula 6 - Repeticoes

Vamos ver agora algumas contagens onde alguns elementos se
repetem.

Exemplo .
Temos n bolinhas brancas e 1 bolinha preta para colocar em fila.

De quantas maneiras podemos fazer isso?
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Aula 6 - Repeticoes

Vamos ver agora algumas contagens onde alguns elementos se
repetem.

Exemplo .
Temos n bolinhas brancas e 1 bolinha preta para colocar em fila.

De quantas maneiras podemos fazer isso?

Basta notar que temos n + 1 lugares para a bolinha preta.

108



Aula 6 - Mais bolinhas

109



Aula 6 - Mais bolinhas

Exemplo
Temos n bolinhas brancas e 2 bolinhas pretas para colocar em fila.
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Aula 6 - Mais bolinhas

Exemplo
Temos n bolinhas brancas e 2 bolinhas pretas para colocar em fila.

De quantas maneiras podemos fazer isso?
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Aula 6 - Mais bolinhas

Exemplo
Temos n bolinhas brancas e 2 bolinhas pretas para colocar em fila.

De quantas maneiras podemos fazer isso?

Podemos pensar que a primeira bolinha preta tem n + 2 posi¢coes
possiveis, enquanto que a segunda tem n + 1.
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Aula 6 - Mais bolinhas

Exemplo
Temos n bolinhas brancas e 2 bolinhas pretas para colocar em fila.

De quantas maneiras podemos fazer isso?

Podemos pensar que a primeira bolinha preta tem n + 2 posicoes
possiveis, enquanto que a segunda tem n+ 1. Mas note que ndo
devemos contar como diferentes onde cada uma das bolinhas

pretas parou.
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Aula 6 - Mais bolinhas

Exemplo
Temos n bolinhas brancas e 2 bolinhas pretas para colocar em fila.

De quantas maneiras podemos fazer isso?

Podemos pensar que a primeira bolinha preta tem n + 2 posicoes
possiveis, enquanto que a segunda tem n+ 1. Mas note que ndo
devemos contar como diferentes onde cada uma das bolinhas

pretas parou. Assim, temos:

(n+2)(n+1)
2
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Aula 6 - Ainda mais bolinhas

Exemplo
Temos n bolinhas brancas e k bolinhas pretas.
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Aula 6 - Ainda mais bolinhas

Exemplo
Temos n bolinhas brancas e k bolinhas pretas. De quantas formas

podemos coloca-las em fila?
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Aula 6 - Ainda mais bolinhas

Exemplo
Temos n bolinhas brancas e k bolinhas pretas. De quantas formas

podemos coloca-las em fila?

Agora comeca a ficar um pouco mais complicado, entdo vamos

apelar para alguma regra mais geral.
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Aula 6 - Ainda mais bolinhas

Exemplo
Temos n bolinhas brancas e k bolinhas pretas. De quantas formas

podemos coloca-las em fila?

Agora comeca a ficar um pouco mais complicado, entdo vamos
apelar para alguma regra mais geral. Podemos pensar que temos

n 4+ k casas, uma para cada bolinha.
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Aula 6 - Ainda mais bolinhas

Exemplo
Temos n bolinhas brancas e k bolinhas pretas. De quantas formas

podemos coloca-las em fila?

Agora comeca a ficar um pouco mais complicado, entdo vamos
apelar para alguma regra mais geral. Podemos pensar que temos
n + k casas, uma para cada bolinha. Dafi sé precisamos selecionar
k dessas casas para colocarmos bolinhas pretas.
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Aula 6 - Ainda mais bolinhas

Exemplo
Temos n bolinhas brancas e k bolinhas pretas. De quantas formas

podemos coloca-las em fila?

Agora comeca a ficar um pouco mais complicado, entdo vamos
apelar para alguma regra mais geral. Podemos pensar que temos
n + k casas, uma para cada bolinha. Dafi sé precisamos selecionar
k dessas casas para colocarmos bolinhas pretas. Mas isso é
simplesmente contar quantos subconjuntos de tamanho k existem
em n—+ k
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Aula 6 - Ainda mais bolinhas

Exemplo
Temos n bolinhas brancas e k bolinhas pretas. De quantas formas

podemos coloca-las em fila?

Agora comeca a ficar um pouco mais complicado, entdo vamos
apelar para alguma regra mais geral. Podemos pensar que temos
n + k casas, uma para cada bolinha. Dafi sé precisamos selecionar
k dessas casas para colocarmos bolinhas pretas. Mas isso é
simplesmente contar quantos subconjuntos de tamanho k existem
em n—+ k

n+k (n+ k)!

k ~ nlk!
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Aula 6 - Voltando ao anterior

Exemplo
Se o dltimo exemplo esta certo, deveriamos poder aplica-lo no

segundo exemplo:

n+2 1\ (n+2)!  (n+2)(n+1)
2 - 2ial 2

111



Aula 6 - Misturando

112



Aula 6 - Misturando

Exemplo
Mesma situacdo anterior, mas agora com k bolinhas pretas e n

bolinhas brancas, sendo que as brancas sdo numeradas de forma
que elas fiquem distintas.
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Aula 6 - Misturando

Exemplo
Mesma situacdo anterior, mas agora com k bolinhas pretas e n

bolinhas brancas, sendo que as brancas sdo numeradas de forma
que elas fiquem distintas.

Podemos simplesmente contar as distribuicGes das pretas e depois,
para cada uma desta, temos as distribuicdes das brancas:
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Aula 6 - Misturando

Exemplo
Mesma situacdo anterior, mas agora com k bolinhas pretas e n

bolinhas brancas, sendo que as brancas sdo numeradas de forma
que elas fiquem distintas.

Podemos simplesmente contar as distribuicGes das pretas e depois,
para cada uma desta, temos as distribuicdes das brancas:

(n—',(_k)P(n,n)
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Aula 6 - Estrelas e barras

Vamos apresentar uma nova técnica de contagem na demonstracdo
do seguinte resultado:
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Aula 6 - Estrelas e barras

Vamos apresentar uma nova técnica de contagem na demonstracdo
do seguinte resultado:
Proposicao
Sejam k < n € Nyg. Entdo a quantidade de maneiras diferentes
que podemos escrever a; + - - -+ a, = n com a; € Nyg € dada por
n—1
k—1
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Aula 6 - Provando

Demonstracao.
Desenhe n x's.
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Aula 6 - Provando

Demonstracao.
Desenhe n x's. Coloque k — 1 |'s, cada uma entre dois .
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Aula 6 - Provando

Demonstracao.
Desenhe n x's. Coloque k — 1 |'s, cada uma entre dois *. Por
exemplo, com n =6 e k = 3, uma possivel maneira é
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Aula 6 - Provando

Demonstracao.
Desenhe n x's. Coloque k — 1 |'s, cada uma entre dois *. Por
exemplo, com n =6 e k = 3, uma possivel maneira é

Pense que a; indica a quantidade de *'s antes da primeira |, a, a

quantidade entre a primeira e a segunda | etc.
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Aula 6 - Provando

Demonstracao.
Desenhe n x's. Coloque k — 1 |'s, cada uma entre dois *. Por

exemplo, com n =6 e k = 3, uma possivel maneira é

Pense que a; indica a quantidade de x's antes da primeira |, a, a
quantidade entre a primeira e a segunda | etc.

Note que a quantidade de locais possiveis para as |'sén—1e

precisamos escolher k — 1 delas.
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Aula 6 - Provando

Demonstracao.
Desenhe n x's. Coloque k — 1 |'s, cada uma entre dois *. Por

exemplo, com n =6 e k = 3, uma possivel maneira é

Pense que a; indica a quantidade de x's antes da primeira |, a, a
quantidade entre a primeira e a segunda | etc.

Note que a quantidade de locais possiveis para as |'sén—1e
n—1
k—1
maneiras de se fazer isso. [

precisamos escolher k — 1 delas. Ou seja, existem

114



Aula 6 - Podendo zerar

115



Aula 6 - Podendo zerar
Proposicao

Sejam k,n € Nsg. Entdo a quantidade de maneiras diferentes que
podemos escrever a; + -+ -+ ax = n, com a; € N € dada por

(T
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Sejam k,n € Nsg. Entdo a quantidade de maneiras diferentes que

podemos escrever a; + -+ -+ ax = n, com a; € N € dada por

n+k—-1\ [ n+k-1
k—1 B n
Demonstracao.

Note que agora podemos colocar | em qualquer lugar, incluindo no
come¢o, no fim ou mesmo colocar duas consecutivas (sem * entre

elas).
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Aula 6 - Podendo zerar

Proposicao
Sejam k,n € Nsg. Entdo a quantidade de maneiras diferentes que

podemos escrever a; + -+ -+ ax = n, com a; € N € dada por

n+k—-1\ [ n+k-1
k—1 B n
Demonstracao.

Note que agora podemos colocar | em qualquer lugar, incluindo no
come¢o, no fim ou mesmo colocar duas consecutivas (sem * entre
elas). Mas no total, entre x's e |'s, temos espa¢o para n+ k — 1
simbolos. Se quisermos ver onde colocar as |'s, temos

n+k—1

simplesmente lugares.
p k—1 g
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Aula 6 - Podendo zerar

Proposicao
Sejam k,n € Nsg. Entdo a quantidade de maneiras diferentes que

podemos escrever a; + -+ -+ ax = n, com a; € N € dada por

n+k—-1\ [ n+k-1
k—1 B n
Demonstracao.

Note que agora podemos colocar | em qualquer lugar, incluindo no
come¢o, no fim ou mesmo colocar duas consecutivas (sem * entre
elas). Mas no total, entre x's e |'s, temos espa¢o para n+ k — 1
simbolos. Se quisermos ver onde colocar as |'s, temos

: n+k—1 : .
simplesmente - lugares. Se quisermos simplesmente
n+k—1
contar onde colocar *, temos . O
n
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Aula 7 - Pinos e elasticos

Considere 2n pinos numerados de 1 a 2n, colocados em formato
circular.
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Aula 7 - Pinos e elasticos

Considere 2n pinos numerados de 1 a 2n, colocados em formato
circular. Tendo j elasticos idénticos (j < n), de quantas formas
podemos prender os eldsticos nos pinos, sendo que um eldstico
prende dois pinos consecutivos e ndo queremos colocar 2 elasticos

num mesmo pino?
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Aula 7 - Organizando

Podemos representar cada eldstico preso com um * e cada pino sem
elastico como |.
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Aula 7 - Organizando

Podemos representar cada eldstico preso com um * e cada pino sem
elastico como |. Desta forma, temos j *'s e 2n — 2j |'s para dispor.
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Aula 7 - Continuando

Ou seja, como fizemos antes, temos

2n —2j+ 4 2n—j ) ]
) = ] maneiras de fazer isso.
J J

118



Aula 7 - Continuando

Ou seja, como fizemos antes, temos
2n—2j+j
J J
que isso s6 conta configuracdes que comecam com um eldstico ou

2n —j . .
] maneiras de fazer isso. Mas note

com um pino solto.
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Ou seja, como fizemos antes, temos
2n—=2j+j \ [ 2n—j

J J
que isso s6 conta configuracdes que comecam com um eldstico ou

maneiras de fazer isso. Mas note

com um pino solto. Faltam as que ha um elastico entre o dltimo
pino e o primeiro. Para contar essas, temos j — 1 *'s e as mesmas
2n —2j |'s.
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Aula 7 - Continuando

Ou seja, como fizemos antes, temos

2 _2. . 2 . .
< n '-/+J ) = < n. J ) maneiras de fazer isso. Mas note
J J

que isso s6 conta configuracdes que comecam com um eldstico ou
com um pino solto. Faltam as que ha um elastico entre o dltimo
pino e o primeiro. Para contar essas, temos j — 1 *'s e as mesmas

2n — 2j |'s. Assim, temos mais

2n—2j+j-1 2n—j—1 . -
] = . configuragdes.
j—1 j—1
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Aula 7 - Fazendo as contas

D3 para simplificar essa férmula:

2n — j 2n—j—1 _ (2n=)) (2n—j-1)!
( J ) ’ ( j-1 ) = J@-2) T GeDiEa-2)
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D3 para simplificar essa férmula:

2n — j 2n—j—1 _ (2n=)) (2n—j-1)!
( J ) ’ ( j-1 ) = J@-2) T GeDiEa-2)

__(2n=))! 2n—j—1)j
= j!(2n—j2)j)! u (J'!(2"J—2J'))!J
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D3 para simplificar essa férmula:
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( J ) ’ ( j-1 ) = J@-2) T GeDiEa-2)
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D3 para simplificar essa férmula:

2n — j 2n—j—1 _ (2n=)) (2n—j-1)!
( J ) ’ ( j-1 ) = J@-2) T GeDiEa-2)

(@ @nmjm1)y
7@n=2)1 T j2n—2j)!

(2n—j)1¥(2n—j—1)lj
1(2n—2))!

1 (2n=)(2n=)!+(2n=j)j

@n—) /1(2n—2))!
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Aula 7 - Fazendo as contas

D3 para simplificar essa férmula:

2n — | 2n—j —1
)+ i
J Jj—1

)

(2n=j)!
71(2n=2j)!

(2n—j)! + (2n—j—1)Yj
T@n=271 T j1(2n—2j)!
(2n—j)!+(2n—j—-1)}j

(2n—2))!
1 (2n=j)(2n—j)!+(2n—j)!j
(2n—j) Jj1(2n—2j)!

2n 2n _j
2n—j J

(2n—j—1)!
T G=D12n-2))!
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Aula 7 - Maos de poker

Vamos mostrar como calcular as chances de certas maos sairem
num jogo de poker.
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Vamos mostrar como calcular as chances de certas maos sairem
num jogo de poker. Um baralho consiste em 52 cartas, divididas

em 4 naipes ({, #, O, &), sendo que cada naipe tem 13 cartas
listadas a seguir em ordem crescente:

2345678910JQKA
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Aula 7 - Maos de poker

Vamos mostrar como calcular as chances de certas m3os sairem
num jogo de poker. Um baralho consiste em 52 cartas, divididas
em 4 naipes ({, #, O, &), sendo que cada naipe tem 13 cartas
listadas a seguir em ordem crescente:

2345678910JQKA

Um sorteio no poker tipicamente é a escolha de 5 cartas, dentre as
. 52 . .
52. Ou seja, temos - > possiveis sorteios (2.598.960). A

seguir vamos calcular quantos sorteios sao possiveis contendo cada
um dos itens pontudveis.
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Aula 7 - Dupla

Uma dupla consiste de duas cartas de mesmo valor (e, portanto,
naipes diferentes).
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Aula 7 - Dupla

Uma dupla consiste de duas cartas de mesmo valor (e, portanto,
naipes diferentes). Cuidado que aqui queremos que o sorteio tenha
apenas uma dupla (e ndo duas, nem um trio etc).
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Aula 7 - Dupla

Uma dupla consiste de duas cartas de mesmo valor (e, portanto,
naipes diferentes). Cuidado que aqui queremos que o sorteio tenha
apenas uma dupla (e ndo duas, nem um trio etc). Uma maneira de
organizar o célculo é a seguinte: contamos quantas sdo as duplas
possiveis, vezes as distribuicGes dos naipes nesta dupla, como
juntar mais 3 valores distintos ao sorteio (e diferentes da dupla) e,
finalmente, como distribuir os naipes para os tais valores.
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Aula 7 - Dupla

Uma dupla consiste de duas cartas de mesmo valor (e, portanto,
naipes diferentes). Cuidado que aqui queremos que o sorteio tenha
apenas uma dupla (e ndo duas, nem um trio etc). Uma maneira de
organizar o célculo é a seguinte: contamos quantas sdo as duplas
possiveis, vezes as distribuicGes dos naipes nesta dupla, como
juntar mais 3 valores distintos ao sorteio (e diferentes da dupla) e,
finalmente, como distribuir os naipes para os tais valores. Desta

forma, a expressao fica

13 4 12 4
1 2 3 1
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Aula 7 - Dupla

Uma dupla consiste de duas cartas de mesmo valor (e, portanto,
naipes diferentes). Cuidado que aqui queremos que o sorteio tenha
apenas uma dupla (e ndo duas, nem um trio etc). Uma maneira de
organizar o célculo é a seguinte: contamos quantas sdo as duplas
possiveis, vezes as distribuicGes dos naipes nesta dupla, como
juntar mais 3 valores distintos ao sorteio (e diferentes da dupla) e,
finalmente, como distribuir os naipes para os tais valores. Desta

forma, a expressao fica

3
13 4 12 4
1 2 3 1
dando um total de 1.098.240 possibilidades.
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Aula 7 - Duas duplas

Sorteio de duas duplas que ndo formem quatro cartas de mesmo
valor (e que a dltima seja de valor distinto ao das duplas).
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Aula 7 - Duas duplas

Sorteio de duas duplas que ndo formem quatro cartas de mesmo
valor (e que a dltima seja de valor distinto ao das duplas).
Seguindo o raciocinio acima, temos:

() 0)
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Aula 7 - Duas duplas

Sorteio de duas duplas que ndo formem quatro cartas de mesmo
valor (e que a dltima seja de valor distinto ao das duplas).
Seguindo o raciocinio acima, temos:

() 0)

dando um total de 123.552 possibilidades.

122



Aula 7 - Trio

123



Aula 7 - Trio

Sorteio de 3 cartas de mesmo valor, com as duas ultimas com
valores distintos (entre si e do trio).
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Aula 7 - Trio

Sorteio de 3 cartas de mesmo valor, com as duas ultimas com
valores distintos (entre si e do trio).

()G

dando um total de 54.912 possibilidades.
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Aula 7 - Quadra

Sorteio de 4 cartas de mesmo valor.

124



Aula 7 - Quadra

Sorteio de 4 cartas de mesmo valor.

(V) (7))

dando um total de 624 possibilidades.
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Aula 7 - Full house

Sorteio de um trio e uma dupla.
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Aula 7 - Full house

Sorteio de um trio e uma dupla.

(V)G ()

dando um total de 3.744 possibilidades.
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Aula 7 - Straight

Todas as 5 cartas do sorteio sd3o consecutivas entre si, mas n3o do

mesmo naipe.
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Aula 7 - Straight

Todas as 5 cartas do sorteio sd3o consecutivas entre si, mas n3o do
mesmo naipe. Podemos escolher onde a sequéncia comega
(cuidado que aqui a sequéncia pode ser A2345 ou 10JQKA, mas
ndo coisas do tipo QKA23), dai escolher qual o naipe de cada

carta e descontar os casos em que todas sdo do mesmo naipe.
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Aula 7 - Straight

Todas as 5 cartas do sorteio sd3o consecutivas entre si, mas n3o do
mesmo naipe. Podemos escolher onde a sequéncia comega
(cuidado que aqui a sequéncia pode ser A2345 ou 10JQKA, mas
ndo coisas do tipo QKA23), dai escolher qual o naipe de cada

carta e descontar os casos em que todas sdo do mesmo naipe.

(7)) -(7)()

dando um total de 10.200 possibilidades.
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Aula 7 - Flush

Todas as 5 cartas do mesmo naipe, mas ndo em sequéncia.
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Aula 7 - Flush

Todas as 5 cartas do mesmo naipe, mas ndo em sequéncia. Sé
precisamos fazer o sorteio dos valores e daf escolher um dos naipes,
mas descontar as que estiverem em sequéncia.
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Aula 7 - Flush

Todas as 5 cartas do mesmo naipe, mas ndo em sequéncia. Sé
precisamos fazer o sorteio dos valores e dai escolher um dos naipes,
mas descontar as que estiverem em sequéncia.

(2)-(7)()

dando um total de 5.108 possibilidades.
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Aula 7 - Straight flush

Todas as cartas consecutivas e do mesmo naipe. Mas exclui-se o
caso em que termina em A.

128



Aula 7 - Straight flush

Todas as cartas consecutivas e do mesmo naipe. Mas exclui-se o
caso em que termina em A.

(1))

dando um total de 36 possibilidades.
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Aula 7 - Royal straight flush

Todas as cartas consecutivas, do mesmo naipe e terminando em A.
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Aula 7 - Royal straight flush

Todas as cartas consecutivas, do mesmo naipe e terminando em A.

(1)

dando um total de 4 possibilidades.
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Exemplo

e Todo homem é mortal;
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Aula 8 - Rudimentos de légica

Exemplo

e Todo homem é mortal;

e Sécrates é um homem;
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Aula 8 - Rudimentos de légica

Exemplo

e Todo homem é mortal;
e Sécrates é um homem;

e Logo, Sécrates é mortal.
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Exemplo

e Nenhum cachorro voa;
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Exemplo
e Nenhum cachorro voa;

e Snoopy é um cachorro;
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Exemplo
e Nenhum cachorro voa;
e Snoopy é um cachorro;

e Logo, Snoopy ni3o voa.
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Exemplo

e Todo péssaro é amarelo;
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Exemplo
e Todo péssaro é amarelo;

e Todo papagaio é um pdssaro;

132



Aula 8 - Ultimo

Exemplo
e Todo péssaro é amarelo;
e Todo papagaio é um pdssaro;

e Todo papagaio é amarelo.
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e Alguns cachorros sdo pretos;
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Exemplo
e Alguns cachorros sdo pretos;

e Snoopy é um cachorro;
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Aula 8 - Nao exemplos

Exemplo
e Alguns cachorros sdo pretos;
e Snoopy é um cachorro;

e Logo, Snoopy é preto.
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Exemplo

e Algumas flores sdo vermelhas;
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Exemplo
e Algumas flores sdo vermelhas;

e Sdcrates é um homem:
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Exemplo
e Algumas flores sdo vermelhas;
e Sdcrates é um homem:

e Logo, Snoopy é um cachorro.
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Exemplo

e Quanto mais queijo suico, mais buracos ha nele;
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Aula 8 - Imprecisao

Exemplo
e Quanto mais queijo suico, mais buracos ha nele;

e Quanto mais buracos houver num pedaco de queijo, menos
queijo hd em tal pedaco;
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Aula 8 - Imprecisao

Exemplo
e Quanto mais queijo suico, mais buracos ha nele;

e Quanto mais buracos houver num pedaco de queijo, menos
queijo hd em tal pedaco;

e Logo, quanto mais queijo, menos queijo.

185
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Aula 8 - Mais um

Exemplo

e Todo cavalo raro é caro;
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Aula 8 - Mais um

Exemplo
e Todo cavalo raro é caro;

e Um cavalo barato é raro;
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Aula 8 - Mais um

Exemplo
e Todo cavalo raro é caro;
e Um cavalo barato é raro;

e Logo, um cavalo barato é caro.

136
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Aula 8 - Paradoxo

“Esta afirmac3o é falsa”
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Aula 8 - Autorreferéncia

Um problema com autorreferéncia é que ela nem sempre é
explicita.
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Um problema com autorreferéncia é que ela nem sempre é
explicita. Por exemplo, considere N o conjunto de todos os
nlimeros naturais em podem ser descritos com até 100 palavras em
portugués.

138



Aula 8 - Autorreferéncia
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portugués. Por, exemplo, 1 pertence a esse conjunto (a palavra
“um” atesta isso).
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“um” atesta isso). E também 1019 j& que “10 elevado a mil”
também atesta. Mas note que a quantidade de palavras é finita e
que, portanto, as possiveis combinacdes destas finitas palavras em
grupos de 100 também é finito.
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portugués. Por, exemplo, 1 pertence a esse conjunto (a palavra
“um” atesta isso). E também 1019 j& que “10 elevado a mil”
também atesta. Mas note que a quantidade de palavras é finita e
que, portanto, as possiveis combinacdes destas finitas palavras em
grupos de 100 também é finito. Ou seja, o conjunto N claramente
é finito e, portanto, diferente de N - o conjunto de todos os

naturais.
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Um problema com autorreferéncia é que ela nem sempre é
explicita. Por exemplo, considere N o conjunto de todos os
nlimeros naturais em podem ser descritos com até 100 palavras em
portugués. Por, exemplo, 1 pertence a esse conjunto (a palavra
“um” atesta isso). E também 1019 j& que “10 elevado a mil”
também atesta. Mas note que a quantidade de palavras é finita e
que, portanto, as possiveis combinacdes destas finitas palavras em
grupos de 100 também é finito. Ou seja, o conjunto N claramente
é finito e, portanto, diferente de N - o conjunto de todos os
naturais. Dessa forma, podemos tomar n como “o menor elemento

que n3o estd em N".
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Aula 8 - Autorreferéncia

Um problema com autorreferéncia é que ela nem sempre é
explicita. Por exemplo, considere N o conjunto de todos os
nlimeros naturais em podem ser descritos com até 100 palavras em
portugués. Por, exemplo, 1 pertence a esse conjunto (a palavra
“um” atesta isso). E também 1019 j& que “10 elevado a mil”
também atesta. Mas note que a quantidade de palavras é finita e
que, portanto, as possiveis combinacdes destas finitas palavras em
grupos de 100 também é finito. Ou seja, o conjunto N claramente
é finito e, portanto, diferente de N - o conjunto de todos os
naturais. Dessa forma, podemos tomar n como “o menor elemento
que ndo estd em N". O que, traduzindo, pode ser escrito como “o
menor elemento que n3o pode ser descrito com menos de 100

palavras”.
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Aula 8 - Autorreferéncia

Um problema com autorreferéncia é que ela nem sempre é
explicita. Por exemplo, considere N o conjunto de todos os
nlimeros naturais em podem ser descritos com até 100 palavras em
portugués. Por, exemplo, 1 pertence a esse conjunto (a palavra
“um” atesta isso). E também 1019 j& que “10 elevado a mil”
também atesta. Mas note que a quantidade de palavras é finita e
que, portanto, as possiveis combinacdes destas finitas palavras em
grupos de 100 também é finito. Ou seja, o conjunto N claramente
é finito e, portanto, diferente de N - o conjunto de todos os
naturais. Dessa forma, podemos tomar n como “o menor elemento
que ndo estd em N". O que, traduzindo, pode ser escrito como “o
menor elemento que n3o pode ser descrito com menos de 100
palavras”. Note que, desta forma, acabamos de descrever n com

menos de 100 palavras e portanto ele esta em .
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Aula 8 - Proposicoes

Vamos comegar com o que vem a ser uma proposicao simples.
Intuitivamente, ela é uma afirmacdo qualquer que possui sentido
por si s6. O melhor é explicar por exemplos:
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Aula 8 - Proposicoes

Vamos comegar com o que vem a ser uma proposicao simples.
Intuitivamente, ela é uma afirmacdo qualquer que possui sentido
por si s6. O melhor é explicar por exemplos:

Exemplo

“Existe um cachorro branco” é uma proposicdo simples, assim

como “7 > 4", "o Sol é uma estrela” ou mesmo “5 > 10".
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Aula 8 - Proposicoes

Vamos comegar com o que vem a ser uma proposicao simples.
Intuitivamente, ela é uma afirmacdo qualquer que possui sentido
por si s6. O melhor é explicar por exemplos:

Exemplo

“Existe um cachorro branco” é uma proposicdo simples, assim
como “7 > 4", "o Sol é uma estrela” ou mesmo “5 > 10". Note

que n3o pedimos que uma proposicao seja verdadeira.
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Aula 8 - Proposicoes

Vamos comegar com o que vem a ser uma proposicao simples.
Intuitivamente, ela é uma afirmacdo qualquer que possui sentido
por si s6. O melhor é explicar por exemplos:

Exemplo

“Existe um cachorro branco” é uma proposicdo simples, assim
como “7 > 4", "o Sol é uma estrela” ou mesmo “5 > 10". Note
que n3o pedimos que uma proposicao seja verdadeira.

Por outro lado, “camisa” n3do é uma proposicdo simples, ja que ela
nao afirma nada sobre coisa alguma.
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As proposicdes simples representaremos por letras, normalmente
p,q,r... De posse das proposicoes simples, vejamos o que é uma
proposicao composta. Esta nada mais é do que uma ou mais
proposicdes (simples ou jd compostas) utilizando-se pelo menos
um conectivo. Os conectivos comumente usados sdo (mas outros
podem ser utilizados também):

e — (negagdo);
o A (e);
e V (ou);

— (implicagdo);

< (bi-implicagdo).
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Por exemplo, se p e g sdo proposicoes, entdo p V g também é.
Assim como p — g ou —q. No caso em que ja temos proposicoes
compostas, utiliza-se parénteses para evitar ambiguidades. Por
exemplo, (p V q) A (—s). Mas qual a interpretagdo que devemos
dar a esses conectivos? A negacdo serve para quando queremos o
contrdrio de uma afirmacdo. Isto é, —p é verdadeira se, e somente
se, p é falsa. O conectivo A serve para indicar que ambas as
proposicoes devem ser verdadeiras. Isto é, p A g é verdadeira se, e
somente se, p e g sdo verdadeiras simultaneamente.
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Aula 8 - Tabela verdade

Um jeito facil de definir um conectivo é por meio de uma tabela
verdade. Vejamos os dois exemplos anteriores:

p|-p
V] F
Flv
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plalpVg
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Tabelas verdade n3o precisam conter apenas um conectivo, nem
precisam ter apenas 3 colunas. Muitas vezes diversas colunas nos
ajudam a encontrar quando uma certa proposicdo composta é
verdadeira ou n3o. Por exemplo:

o)
>

‘n‘n<‘HT
Q9

m M <|<|o
<M <<
<|m<[Tm|&
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(—q) — (—p)

mm<|<|T

<M< R

<|<|Tm<|{

< <™
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(-p)Vq

pP|lqg|p—4q
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VI F %
Flv %
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Note a dltima coluna. Ndo importa se p é verdade ou n3o, pV (—p)

é sempre verdade.
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p|-p|pV(-p)
VI F %
Flv %

Note a dltima coluna. Ndo importa se p é verdade ou n3o, pV (—p)
é sempre verdade. ProposicOes que sdo sempre verdadeiras,
independente de seus significados, sdo ditas tautologias.
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Vamos a um exemplo para mostrar um dos possiveis problemas.
Suponha que numa fazenda sé existam vacas pretas e vacas
brancas. Suponha que temos duas proposicoes:

e p: “todas as vacas s3o pretas”;

h ~ ”
e g: “todas as vacas sdo brancas”.

Como construir uma proposicdo que indique o que ha na fazenda a

partir destas duas?
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e (Vx A(x)) quer dizer que, para cada valor para x, a afirmagéo
A(x) é verdadeira;

e (Ix A(x)) quer dizer que had pelo menos um valor para x de
forma que A(x) seja verdadeira.

Note que o A(x) pode ser algo “composto” como (B(x) V P(x)).

No caso das vacas, se indicarmos por B(x) a propriedade “x é
branca” e por P(x) a propriedade “x ser preta”, temos que a frase

que reflete a fazenda é

Vx (B(x) V P(x))
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Se queremos dizer que hd um nimero real positivo (ndo estrito),
podemos simplesmente escrever (3x P(x)). Se queremos dizer que
todo nimero real é positivo ou negativo, podemos dizer
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Considere as seguintes propriedades sobre niimeros reais:

e P(x) dada por “x >0";
e N(x) dada por "x <0".

Se queremos dizer que hd um nimero real positivo (ndo estrito),
podemos simplesmente escrever (3x P(x)). Se queremos dizer que
todo nimero real é positivo ou negativo, podemos dizer

(Vx (P(x) V N(x))). Se quisermos dizer que existe um que é
positivo e negativo ao mesmo tempo (o 0 tem essa propriedade),
podemos dizer (3x(P(x) A N(x))). Podemos também dizer que
todo nimero que ndo for negativo é positivo:

(Vx((=N(x)) = P(x))).
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Facamos um exemplo. Considere a propriedade sobre x, y dada por
M(x, y) significando x > y. Se x, y vdo simbolizar nimeros reais,
precisamos dizer quais exatamente: se algum, se todos etc.
Comegamos com a seguinte férmula (IxM(x, y)). Com isso que

queremos dizer que algum x é maior que y. Mas qual o valor de

y?
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Aula 9 - Mais de um quantificador

Podemos também quantificar sobre férmulas ja quantificadas. Para
isso, precisaremos de propriedades sobre mais de uma variavel.
Facamos um exemplo. Considere a propriedade sobre x, y dada por
M(x, y) significando x > y. Se x, y vdo simbolizar nimeros reais,
precisamos dizer quais exatamente: se algum, se todos etc.
Comegamos com a seguinte férmula (IxM(x, y)). Com isso que
queremos dizer que algum x é maior que y. Mas qual o valor de
y? Resolvemos isso com o uso de outro quantificador.
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Vejamos algumas possibilidades:

(a) By(BxM(x,y)));
(b) (Vy(vxM(x,y)));

() Gy (vxM(x,y)));
(d) (vy(3xM(x,y)));
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Vejamos algumas possibilidades:

~~ N N~
—_ o~ o~ o~ o~
~—~ N /N /S~

N N N N

~— Y~ S~ ~—~ ~~—

~— Y~ ~—r S~ —
~_~ o~ o~ o~ o~

~— N~ ~— ~—~
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(VxP(x)).
Estamos afirmando que todo x satisfaz a propriedade P. Entdo o
que significa
—(VxP(x))?
Simplesmente ela quer dizer que n3o é verdade que todo x satisfaz
a propriedade P.
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a propriedade P. Isto é, que é verdade que
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Aula 9 - Negando quantificadores

A negacdo de quantificadores costuma causar um pouco de
confusdo. Considere a férmula

(VxP(x)).
Estamos afirmando que todo x satisfaz a propriedade P. Entdo o
que significa
—(VxP(x))?
Simplesmente ela quer dizer que n3o é verdade que todo x satisfaz
a propriedade P. Isto é, que é verdade que

(Fx(=P(x))).
O que é muito diferente de
(Vx(=P(x)))

que simplesmente diz que todos os valores de x n3o satisfazem P.
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Aula 9 - Negando quantificadores

Por outro lado, dizer que
—(IxP(x))

é 0 mesmo que afirmar que ndo é verdade que algum x satisfaz a
propriedade P. Isto é, para qualquer valor de x, P(x) n3o é
satisfeito. Isto é, tal afirmacgdo é equivalente a

(Vx(=(P(x))))-

Ou seja, para negar um quantificador basta “trocar o mesmo e
negar o que vem depois”.
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Comecemos com a negacao a da seguinte férmula

(Vx(Fy(x < y)))-

Vamos utilizar o método descrito acima, sem nos preocupar com o
sinificado. Ou seja, comegcamos escrevendo a negacdo da férmula:

=(Vx(Jy(x < y)))

Dai negamos o primeiro quantificador (o segundo fica
“aguardando”):

(Fx(=Cy(x <))

Agora negamos o segundo:

(Ix(Vy =(x <y)))
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Como dizer que algo é consequéncia de outras coisas? Para n3o
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Aula 9 - Demonstracoes

Informalmente, uma demonstracdo é uma sequéncia de afirmacdes,
sendo que cada uma é consequéncia das anteriores ou é algo
sabidamente verdadeiro. Vamos examinar isso mais de perto.
Como dizer que algo é consequéncia de outras coisas? Para ndo
deixar dividas, deixaremos claro o que entendemos por isso.
Diremos que B é consequéncia de afirmacdes anteriores se dentre
as anteriores tivermos uma afirmacdo do tipo A e uma do tipo
A— B.
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Informalmente, uma demonstracdo é uma sequéncia de afirmacdes,
sendo que cada uma é consequéncia das anteriores ou é algo
sabidamente verdadeiro. Vamos examinar isso mais de perto.
Como dizer que algo é consequéncia de outras coisas? Para ndo
deixar dividas, deixaremos claro o que entendemos por isso.
Diremos que B é consequéncia de afirmacdes anteriores se dentre
as anteriores tivermos uma afirmacdo do tipo A e uma do tipo

A — B. Tal regra é comumente resumida da seguinte forma:
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A— B
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A
A— B
B

A interpretacdo disso é “se sabemos que A vale e que toda vez que
A vale, B vale, entdo B vale”.
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Mas e a parte do “sabidamente verdadeiro”? O que algumas
pessoas acham que é verdadeiro, outras podem achar que n3o é.
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Mas e a parte do “sabidamente verdadeiro”? O que algumas
pessoas acham que é verdadeiro, outras podem achar que n3o é.
Assim, teremos que ser bastante precisos com o que podemos

supor verdadeiro ou ndo.
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supor verdadeiro ou n3o. Primeiramente, é claro que podemos
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supor verdadeiro ou n3o. Primeiramente, é claro que podemos
supor verdadeiras tudo o que for logicamente verdadeiro, como as
tautologias - lembre que elas sdo verdadeiras independentemente
de qualquer coisa. Mas e o resto? O resto é o que vamos chamar

de axiomas.

Um axioma é uma afirmac3o que vamos supor verdadeira. O uso
disso em geral é o seguinte: queremos definir uma determinada
coisa, dizemos quais os axiomas que isso satisfaz e dai deduzimos

tudo o que podemos a partir de tais axiomas.
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Mas e a parte do “sabidamente verdadeiro”? O que algumas
pessoas acham que é verdadeiro, outras podem achar que n3o é.
Assim, teremos que ser bastante precisos com o que podemos
supor verdadeiro ou n3o. Primeiramente, é claro que podemos
supor verdadeiras tudo o que for logicamente verdadeiro, como as
tautologias - lembre que elas sdo verdadeiras independentemente
de qualquer coisa. Mas e o resto? O resto é o que vamos chamar

de axiomas.

Um axioma é uma afirmac3o que vamos supor verdadeira. O uso
disso em geral é o seguinte: queremos definir uma determinada
coisa, dizemos quais os axiomas que isso satisfaz e dai deduzimos
tudo o que podemos a partir de tais axiomas. Ou seja, tudo aquilo
que satisfizer tais axiomas, vai satisfazer suas consequéncias

também. 61
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Definicao
Dizemos que uma relacdo < é uma relacao de ordem sobre um
conjunto A se sdo satisfeitas as seguintes condicdes:
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Definicao
Dizemos que uma relacdo < é uma relacao de ordem sobre um
conjunto A se sdo satisfeitas as seguintes condicdes:

(a) Va € A (a = a) (reflexiva);
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Aula 9 - Exemplo

Definicao
Dizemos que uma relacdo < é uma relacao de ordem sobre um
conjunto A se sdo satisfeitas as seguintes condicdes:

(a) Va € A (a < a) (reflexiva);
(b) Vac AVbe A(a<bAb=a)— a= b (antissimétrica);

(c) Vae AVbe AVce A((a<bAb=c)— a= c) (transitiva).
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Um exemplo de uma ordem sobre um conjunto é a relacao < sobre

0s numeros reais.
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os numeros reais. Verificamos isso simplesmente notando que para
qualquer x € R, temos x < x;
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Um exemplo de uma ordem sobre um conjunto é a relacao < sobre
os numeros reais. Verificamos isso simplesmente notando que para
qualquer x € R, temos x < x; que para todo x € R e todo y € R,

sex<yey<x, entio x =y;
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Aula 9 - Exemplo

Um exemplo de uma ordem sobre um conjunto é a relacao < sobre
os numeros reais. Verificamos isso simplesmente notando que para
qualquer x € R, temos x < x; que para todo x € R e todo y € R,
se x <yey<x,entdo x = y; e, por fim, que para qualquer
x € R, qualquer y € R e qualquer z € R, temos que x < y e

y <z, entdo x < z.
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Aula 9 - Outro exemplo

Um outro exemplo de ordem, um tanto diferente, é o seguinte:

Exemplo
Considere a relagdo | sobre os nlimeros naturais maiores que 0

dada por m|n se “m divide n".
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Aula 9 - Outro exemplo

Um outro exemplo de ordem, um tanto diferente, é o seguinte:

Exemplo
Considere a relagdo | sobre os nlimeros naturais maiores que 0

dada por m|n se “m divide n". Note que tal relagdo também é

uma relacdo de ordem. De fato:

(a) m|m para todo m € {k € N: k > 0}, jd que m divide m se
m #0;

(b) Se m divide n e n divide m, temos que, necessariamente,
m = n;

(c) Se m divide n e n divide k, entdo m divide k.
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Aula 9 - Outro exemplo

Um outro exemplo de ordem, um tanto diferente, é o seguinte:

Exemplo
Considere a relagdo | sobre os nlimeros naturais maiores que 0

dada por m|n se “m divide n". Note que tal relagdo também é

uma relacdo de ordem. De fato:

(a) m|m para todo m € {k € N: k > 0}, jd que m divide m se
m #0;

(b) Se m divide n e n divide m, temos que, necessariamente,
m = n;

(c) Se m divide n e n divide k, entdo m divide k.

Na verdade, voltaremos a este exemplo mais tarde e poderemos

provar a ultima afirmacao.
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Considere a seguinte definicdo:

Definicao

Seja < uma ordem sobre A. Dizemos que a € A é um minimo de
A se vale a < b para todo b € A.
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Considere a seguinte definicdo:

Definicao

Seja < uma ordem sobre A. Dizemos que a € A é um minimo de
A se vale a < b para todo b € A.

Poderiamos nos perguntar se a existéncia de um minimo é
consequéncia dos axiomas de ordem.
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Aula 9 - Minimo

Considere a seguinte definicdo:

Definicao

Seja < uma ordem sobre A. Dizemos que a € A é um minimo de
A se vale a < b para todo b € A.

Poderiamos nos perguntar se a existéncia de um minimo é
consequéncia dos axiomas de ordem. Isto é, se podemos provar a
partir de tais axiomas a seguinte proposi¢ao:

dac AVvbe Aa=b.
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Exemplo

Note que 1 é um minimo na ordem | sobre {n € N: n > 0} ja que
1|b para todo b € N\ {0}.
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minimo.
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Exemplo

Note que 1 é um minimo na ordem | sobre {n € N: n > 0} ja que
1|b para todo b € N\ {0}. Ou seja, | é uma ordem que admite
minimo. Por outro lado, < é uma ordem sobre R que n3o admite
minimo.

166



Aula 9 - Independéncia

Exemplo

Note que 1 é um minimo na ordem | sobre {n € N: n > 0} ja que
1|b para todo b € N\ {0}. Ou seja, | é uma ordem que admite
minimo. Por outro lado, < é uma ordem sobre R que n3o admite
minimo. Basta notar que, para qualquer x € R, =(x < (x — 1)).
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Aula 10 - Nimeros naturais

Vamos comecar dando uma definicido axiomatica para os nimeros
naturais.
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Aula 10 - Nimeros naturais

Vamos comecar dando uma definicido axiomatica para os nimeros
naturais. Posteriormente, mostraremos como definir em tal
conjunto as operac¢des bdsicas, como a soma e a multiplicacao.
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naturais. Posteriormente, mostraremos como definir em tal

conjunto as operac¢des bdsicas, como a soma e a multiplicacao.

Depois, mostraremos como usar os naturais para definir outros
conjuntos importantes em matematica, como os inteiros e os
racionais.
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Aula 10 - Nimeros naturais

Vamos comecar dando uma definicido axiomatica para os nimeros
naturais. Posteriormente, mostraremos como definir em tal
conjunto as operac¢des bdsicas, como a soma e a multiplicacao.

Depois, mostraremos como usar os naturais para definir outros
conjuntos importantes em matematica, como os inteiros e os
racionais. Ou seja, de certa forma, vamos mostrar como
fundamentar parte da matematica assumindo apenas algumas

afirmacoes sobre niimeros naturais.
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Aula 10 - Axiomas de Peano

Para escrever tais axiomas, usaremos, além dos simbolos usuais ja
descritos, os seguintes simbolos: 0 (zero) e s (sucessor).
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(b) Vne N s(n) e N;

168



Aula 10 - Axiomas de Peano

Para escrever tais axiomas, usaremos, além dos simbolos usuais ja
descritos, os seguintes simbolos: 0 (zero) e s (sucessor).

(a) 0eN;
(b) Vne N s(n) e N;
(c) Yne N s(n) #0;

168



Aula 10 - Axiomas de Peano

Para escrever tais axiomas, usaremos, além dos simbolos usuais ja
descritos, os seguintes simbolos: 0 (zero) e s (sucessor).

(a) 0eN;

(b) Vne N s(n) e N;
(c) Yne N s(n) #0;
(d)

d) Vne NVm e N s(n) =s(m) - n=m;
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Aula 10 - Axiomas de Peano

Para escrever tais axiomas, usaremos, além dos simbolos usuais ja
descritos, os seguintes simbolos: 0 (zero) e s (sucessor).

(a) 0eN;

(b) Vne N s(n) e N;

(c) Yne N s(n) #0;

(d) Vne NVm e N s(n) =s(m) — n=m,;

(e) Seja P(x) uma propriedade sobre elementos de N. Se valem

(i) P(0);
(i) ¥n e N P(n) — P(s(n));
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Para escrever tais axiomas, usaremos, além dos simbolos usuais ja
descritos, os seguintes simbolos: 0 (zero) e s (sucessor).

(a) 0eN;

(b) Vne N s(n) e N;

(c) Yne N s(n) #0;

(d) Vne NVm e N s(n) =s(m) — n=m,;

(e) Seja P(x) uma propriedade sobre elementos de N. Se valem

(i) P(0);
(i) ¥n e N P(n) — P(s(n));

Ent3o vale P(n) para todo n € N.

168



Aula 10 - Consequéncias

169



Aula 10 - Consequéncias

Proposicao
Temos que s(n) # n para todo n € N.
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Proposicao
Temos que s(n) # n para todo n € N.

Demonstracao.
Vamos provar isso por indu¢do. Ou seja, para concluirmos o que
queremos, basta mostrarmos, utilizando o principio de inducao,

que a férmula P(x) vale para todo x € N, onde P(x) é

“s(x) £ x".
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Proposicao
Temos que s(n) # n para todo n € N.

Demonstracao.

Vamos provar isso por indu¢do. Ou seja, para concluirmos o que
queremos, basta mostrarmos, utilizando o principio de inducao,

que a férmula P(x) vale para todo x € N, onde P(x) é

“s(x) # x". Para mostrar isso por indugdo, precisamos mostrar

que vale P(0) e que se vale P(n) vale P(s(n)).
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Proposicao
Temos que s(n) # n para todo n € N.

Demonstracao.

Vamos provar isso por indu¢do. Ou seja, para concluirmos o que
queremos, basta mostrarmos, utilizando o principio de inducao,
que a férmula P(x) vale para todo x € N, onde P(x) é

“s(x) # x". Para mostrar isso por indugdo, precisamos mostrar
que vale P(0) e que se vale P(n) vale P(s(n)). Note que 0 # s(0)
jd que 0 € N (por (a)) e, portanto, s(0) # 0 por (c).
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Proposicao
Temos que s(n) # n para todo n € N.

Demonstracao.

Vamos provar isso por indu¢do. Ou seja, para concluirmos o que
queremos, basta mostrarmos, utilizando o principio de inducao,
que a férmula P(x) vale para todo x € N, onde P(x) é

“s(x) # x". Para mostrar isso por indugdo, precisamos mostrar
que vale P(0) e que se vale P(n) vale P(s(n)). Note que 0 # s(0)
jd que 0 € N (por (a)) e, portanto, s(0) # 0 por (c).

Agora suponha que vale P(n) para algum n.
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Proposicao
Temos que s(n) # n para todo n € N.

Demonstracao.

Vamos provar isso por indu¢do. Ou seja, para concluirmos o que
queremos, basta mostrarmos, utilizando o principio de inducao,
que a férmula P(x) vale para todo x € N, onde P(x) é

“s(x) # x". Para mostrar isso por indugdo, precisamos mostrar
que vale P(0) e que se vale P(n) vale P(s(n)). Note que 0 # s(0)
jd que 0 € N (por (a)) e, portanto, s(0) # 0 por (c).

Agora suponha que vale P(n) para algum n. Ou seja, vale

n # s(n).
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Aula 10 - Consequéncias

Proposicao
Temos que s(n) # n para todo n € N.

Demonstracao.

Vamos provar isso por indu¢do. Ou seja, para concluirmos o que
queremos, basta mostrarmos, utilizando o principio de inducao,
que a férmula P(x) vale para todo x € N, onde P(x) é

“s(x) # x". Para mostrar isso por indugdo, precisamos mostrar
que vale P(0) e que se vale P(n) vale P(s(n)). Note que 0 # s(0)
jd que 0 € N (por (a)) e, portanto, s(0) # 0 por (c).

Agora suponha que vale P(n) para algum n. Ou seja, vale
n # s(n). Vamos mostrar que vale P(s(n)), isto é, s(n) # s(s(n)).
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Proposicao
Temos que s(n) # n para todo n € N.

Demonstracao.

Vamos provar isso por indu¢do. Ou seja, para concluirmos o que
queremos, basta mostrarmos, utilizando o principio de inducao,
que a férmula P(x) vale para todo x € N, onde P(x) é

“s(x) # x". Para mostrar isso por indugdo, precisamos mostrar
que vale P(0) e que se vale P(n) vale P(s(n)). Note que 0 # s(0)
jd que 0 € N (por (a)) e, portanto, s(0) # 0 por (c).

Agora suponha que vale P(n) para algum n. Ou seja, vale
n # s(n). Vamos mostrar que vale P(s(n)), isto é, s(n) # s(s(n)).
Suponha que n3o, isto é, que vale s(n) = s(s(n)).
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Proposicao
Temos que s(n) # n para todo n € N.

Demonstracao.

Vamos provar isso por indu¢do. Ou seja, para concluirmos o que
queremos, basta mostrarmos, utilizando o principio de inducao,
que a férmula P(x) vale para todo x € N, onde P(x) é

“s(x) # x". Para mostrar isso por indugdo, precisamos mostrar
que vale P(0) e que se vale P(n) vale P(s(n)). Note que 0 # s(0)
jd que 0 € N (por (a)) e, portanto, s(0) # 0 por (c).

Agora suponha que vale P(n) para algum n. Ou seja, vale

n # s(n). Vamos mostrar que vale P(s(n)), isto é, s(n) # s(s(n)).
Suponha que n3o, isto é, que vale s(n) = s(s(n)). Por (d), temos
que n = s(n), contrariando nossa hipdtese. O

169



Aula 10 - Consequéncias

170



Aula 10 - Consequéncias

Proposicao
Sene N en#0, entdo existe m € N tal que n = s(m).
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170



Aula 10 - Consequéncias

Proposicao
Sene N en#0, entdo existe m € N tal que n = s(m).

Demonstracdo. Novamente, vamos mostrar por indu¢do. Ou seja,
vamos mostrar que vale a férmula P(x) para todo x € N onde
P(x) é a férmula

x #0— 3Im x =s(m).

170



Aula 10 - Consequéncias

Proposicao
Sene N en#0, entdo existe m € N tal que n = s(m).

Demonstracdo. Novamente, vamos mostrar por indu¢do. Ou seja,
vamos mostrar que vale a férmula P(x) para todo x € N onde
P(x) é a férmula

x #0— 3Im x =s(m).

Note que 0 # 0 — Im 0 = s(m) simplesmente porque n3o vale
0 # 0 (n3o importa que também n&o valha o lado direito da
implicagdo).
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Agora suponha que vale P(n) para algum n. Isto é, para tal n vale:

n#0— 3mn=s(m).
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Agora suponha que vale P(n) para algum n. Isto é, para tal n vale:

n#0— 3mn=s(m).

Precisamos mostrar entdo que vale P(s(n)). Isto é, precisamos
mostrar que, se vale s(n) # 0 (o que vale!), entdo vale que existe
m tal que s(n) = s(m).
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Agora suponha que vale P(n) para algum n. Isto é, para tal n vale:

n#0— 3mn=s(m).

Precisamos mostrar entdo que vale P(s(n)). Isto é, precisamos
mostrar que, se vale s(n) # 0 (o que vale!), entdo vale que existe
m tal que s(n) = s(m). Considere m = n.
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Aula 10 - Provando

Agora suponha que vale P(n) para algum n. Isto é, para tal n vale:

n#0— 3mn=s(m).

Precisamos mostrar entdo que vale P(s(n)). Isto é, precisamos
mostrar que, se vale s(n) # 0 (o que vale!), entdo vale que existe
m tal que s(n) = s(m). Considere m = n. Note que, entdo

s(n) = s(m) como queriamos. O
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Aula 10 - A soma nos naturais

Vejamos agora como definir a operacdo de soma (+) sobre os
naturais:
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Aula 10 - A soma nos naturais

Vejamos agora como definir a operacdo de soma (+) sobre os
naturais:

Definicao
Chamamos de soma nos naturais (ou adi¢do) uma fun¢do
f: N x N — N tal que sejam satisfeitas:
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Aula 10 - A soma nos naturais

Vejamos agora como definir a operacdo de soma (+) sobre os
naturais:

Definicao
Chamamos de soma nos naturais (ou adi¢do) uma fun¢do
f: N x N — N tal que sejam satisfeitas:

(a) Vae N f(a,0) = a;
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Aula 10 - A soma nos naturais

Vejamos agora como definir a operacdo de soma (+) sobre os
naturais:

Definicao
Chamamos de soma nos naturais (ou adi¢do) uma fun¢do
f: N x N — N tal que sejam satisfeitas:

(a) Vae N f(a,0) = a;
(b) Yae NVbe N f(a,s(b)) = s(f(a,b)).
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Lema

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dado a € N, temos
que (0,a) = a.
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Lema

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dado a € N, temos
que (0,a) = a.

Demonstracao.
Vamos mostrar a afirma¢do P(x) dada por

f(0,x) = x

por induc3o.
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Lema

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dado a € N, temos
que (0,a) = a.

Demonstracao.
Vamos mostrar a afirma¢do P(x) dada por

f(0,x) = x
por induc3o.

P(0): Temos que f(0,0) = 0 pelo axioma (a) de adig3o.
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Lema

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dado a € N, temos
que (0,a) = a.

Demonstracao.
Vamos mostrar a afirma¢do P(x) dada por

f(0,x) = x
por induc3o.

P(0): Temos que f(0,0) = 0 pelo axioma (a) de adig3o.
P(n) — P(s(n)): Suponha que f(0,n) = n e vamos provar que

£(0,s(n)) = s(n).
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Lema
Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dado a € N, temos
que (0,a) = a.

Demonstracao.
Vamos mostrar a afirma¢do P(x) dada por

f(0,x) = x
por induc3o.

P(0): Temos que f(0,0) = 0 pelo axioma (a) de adig3o.
P(n) — P(s(n)): Suponha que f(0,n) = n e vamos provar que
(0,s(n)) = s(n). Temos, por (b), que
f(0,s(n)) = s(£(0, n)) = s(n).
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Lema

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a,s(b)) = f(s(a), b)
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Lema

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a,s(b)) = f(s(a), b)

Demonstracdo. Seja a € N.
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Lema

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a,s(b)) = f(s(a), b)

Demonstracdo. Seja a € N. Considere a seguinte afirmagdo P(x)
para x € N:

f(a,s(x)) = f(s(a), x).

174



Aula 10 - Consequéncias

Lema

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a,s(b)) = f(s(a), b)

Demonstracdo. Seja a € N. Considere a seguinte afirmagdo P(x)
para x € N:

f(a,s(x)) = f(s(a), x).

Note que se P(x) for verdadeira para todo x € N, temos o
resultado desejado (jd que o a é qualquer).
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Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a,s(b)) = f(s(a), b)

Demonstracdo. Seja a € N. Considere a seguinte afirmagdo P(x)
para x € N:

f(a,s(x)) = f(s(a), x).

Note que se P(x) for verdadeira para todo x € N, temos o
resultado desejado (ja que o a é qualquer). Vamos mostrar P(x)
por induc3o.
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Lema
Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a,s(b)) = f(s(a), b)

Demonstracdo. Seja a € N. Considere a seguinte afirmagdo P(x)
para x € N:

f(a,s(x)) = f(s(a), x).

Note que se P(x) for verdadeira para todo x € N, temos o
resultado desejado (ja que o a é qualquer). Vamos mostrar P(x)
por induc3o.

P(0): Temos f(a,s(0)) = s(f(a,0)) = s(a).
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Lema

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a,s(b)) = f(s(a), b)

Demonstracdo. Seja a € N. Considere a seguinte afirmagdo P(x)
para x € N:

f(a,s(x)) = f(s(a), x)-
Note que se P(x) for verdadeira para todo x € N, temos o
resultado desejado (ja que o a é qualquer). Vamos mostrar P(x)
por induc3o.
P(0): Temos f(a,s(0)) = s(f(a,0)) = s(a). Por outro lado,
f(s(a),0) = s(a). Logo, temos P(0).
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(a,s(n)) = f(s(a),n) e
vamos mostrar f(a,s(s(n))) = f(s(a),s(n)).
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(a,s(n)) = f(s(a),n) e
vamos mostrar f(a,s(s(n))) = f(s(a),s(n)). Temos

f(a,s(s(n)) = s(f(a,s(n)))
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(a,s(n)) = f(s(a),n) e
vamos mostrar f(a,s(s(n))) = f(s(a),s(n)). Temos

f(a, s(s(n)))
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(a,s(n)) = f(s(a),n) e
vamos mostrar f(a,s(s(n))) = f(s(a),s(n)). Temos

f(a, s(s(n))) s(f(a, s(n)))
s(f(s(a),n))
f(s(a),s(n))
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Finalmente, podemos provar que qualquer funcdo que satisfaca os
axiomas de soma precisa ser comutativa:
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Finalmente, podemos provar que qualquer funcdo que satisfaca os
axiomas de soma precisa ser comutativa:

Proposicao

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a, b) = f(b, a).
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Finalmente, podemos provar que qualquer funcdo que satisfaca os
axiomas de soma precisa ser comutativa:

Proposicao

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a, b) = f(b, a).

Demonstracdo. Seja a € N.
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Finalmente, podemos provar que qualquer funcdo que satisfaca os
axiomas de soma precisa ser comutativa:

Proposicao

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a, b) = f(b, a).

Demonstracdo. Seja a € N. Considere a seguinte afirmacdo sobre
x € N:
f(x,a) = f(a,x).
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Aula 10 - Consequéncias

Finalmente, podemos provar que qualquer funcdo que satisfaca os
axiomas de soma precisa ser comutativa:

Proposicao

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a, b) = f(b, a).

Demonstracdo. Seja a € N. Considere a seguinte afirmacdo sobre
x € N:
f(x,a) = f(a,x).

Vamos chamar tal afirmagdo de P(x).
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Finalmente, podemos provar que qualquer funcdo que satisfaca os
axiomas de soma precisa ser comutativa:

Proposicao

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a, b) = f(b, a).

Demonstracdo. Seja a € N. Considere a seguinte afirmacdo sobre
x € N:
f(x,a) = f(a,x).

Vamos chamar tal afirmagdo de P(x). Note que se mostrarmos
P(x) para todos os x € N, teremos o resultado desejado (ja que o a
é qualquer).
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Finalmente, podemos provar que qualquer funcdo que satisfaca os
axiomas de soma precisa ser comutativa:

Proposicao

Seja f : N x N — N uma soma sobre N. Entdo, dados a,b € N,
temos que f(a, b) = f(b, a).

Demonstracdo. Seja a € N. Considere a seguinte afirmacdo sobre
x € N:
f(x,a) = f(a,x).

Vamos chamar tal afirmagdo de P(x). Note que se mostrarmos
P(x) para todos os x € N, teremos o resultado desejado (ja que o a
é qualquer). Assim, vamos mostrar P(n) por indugdo sobre n € N.
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P(0): Temos que f(x,0) = x, pelo axioma (a) da defini¢do de

soma.
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P(0): Temos que f(x,0) = x, pelo axioma (a) da defini¢do de
soma. Por outro lado, temos que 7(0, x) = x também (pelo Lema
10.4).
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P(0): Temos que f(x,0) = x, pelo axioma (a) da defini¢do de
soma. Por outro lado, temos que 7(0, x) = x também (pelo Lema
10.4).

P(n) — P(s(n)):
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P(0): Temos que f(x,0) = x, pelo axioma (a) da defini¢do de
soma. Por outro lado, temos que 7(0, x) = x também (pelo Lema
10.4).

P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(n,a) = f(a, n) e vamos
mostrar que f(s(n),a) = f(a,s(n)).
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P(0): Temos que f(x,0) = x, pelo axioma (a) da defini¢do de
soma. Por outro lado, temos que (0, x) = x também (pelo Lema
10.4).

P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(n,a) = f(a, n) e vamos
mostrar que f(s(n),a) = f(a,s(n)). Temos:
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P(0): Temos que f(x,0) = x, pelo axioma (a) da defini¢do de
soma. Por outro lado, temos que (0, x) = x também (pelo Lema
10.4).

P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(n,a) = f(a, n) e vamos
mostrar que f(s(n),a) = f(a,s(n)). Temos:

f(s(n),a) = f(n,s(a))
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P(0): Temos que f(x,0) = x, pelo axioma (a) da defini¢do de
soma. Por outro lado, temos que (0, x) = x também (pelo Lema
10.4).

P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(n,a) = f(a, n) e vamos
mostrar que f(s(n),a) = f(a,s(n)). Temos:

f(s(n),a) = f(n,s(a
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Aula 10 - Unicidade

Proposicao

Suponha que f : N x N —= N eg:Nx N — N sejam duas adices
sobre N. Entdo, para quaisquer a, b € N temos que

f(a,b) = g(a, b).
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Proposicao

Suponha que f : N x N —= N eg:Nx N — N sejam duas adices
sobre N. Entdo, para quaisquer a, b € N temos que

f(a,b) = g(a, b).

Demonstragdo. Seja a € N.
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Aula 10 - Unicidade

Proposicao

Suponha que f : N x N —= N eg:Nx N — N sejam duas adices
sobre N. Entdo, para quaisquer a, b € N temos que

f(a,b) = g(a, b).
Demonstracdo. Seja a € N. Considere P(x) a seguinte afirmagdo
para x € N:

f(a,X) = g(a,x).
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Aula 10 - Unicidade

Proposicao

Suponha que f : N x N —= N eg:Nx N — N sejam duas adices
sobre N. Entdo, para quaisquer a, b € N temos que

f(a, b) = g(a, b).
Demonstracdo. Seja a € N. Considere P(x) a seguinte afirmagdo
para x € N:

f(a,X) = g(a,x).
Vamos mostrar tal afirmagdo por indugdo (note que isso é
suficiente para o que queremos).
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P(0): Pelo axioma (a) da soma, temos que f(a,0) = a = g(a,0).
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P(0): Pelo axioma (a) da soma, temos que f(a,0) = a = g(a,0).

P(n) — P(s(n)): Vamos supor que vale f(a, n) = g(a, n) e
mostrar que vale f(a, s(n)) = g(a, s(n)).
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P(0): Pelo axioma (a) da soma, temos que f(a,0) = a = g(a,0).

P(n) — P(s(n)): Vamos supor que vale f(a,n) = g(a,n) e
mostrar que vale f(a, s(n)) = g(a,s(n)). Temos
f(a,s(n)) = s(f(a, n)) = s(g(a, n)) = g(a, s(n)). O

179
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Assim, n3o h3a outra funcio sobre os naturais que satisfaca as
condicoes impostas, além da soma usual que conhecemos.
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Aula 10 - Notacao

Assim, n3o h3a outra funcio sobre os naturais que satisfaca as
condicoes impostas, além da soma usual que conhecemos.

Para manter a coeréncia com a notacdo usual, a partir deste
momento adotaremos a notagdo a + b no lugar da f(a, b).

180



Aula 10 - Mais consequéncias

181



Aula 10 - Mais consequéncias

Vejamos mais algumas propriedades sobre a soma:
Proposicao

Valem as seguintes propriedades:

(a) Dados a,b € N, temos a+ b = b+ a;, (comutativa)

(b) Dados a, b, c € N, temos que (a+ b)+c=a+ (b+c);
(associativa)
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Aula 10 - Mais consequéncias

Vejamos mais algumas propriedades sobre a soma:
Proposicao

Valem as seguintes propriedades:

(a) Dados a,b € N, temos a+ b = b+ a;, (comutativa)

(b) Dados a, b, c € N, temos que (a+ b)+c=a+ (b+c);
(associativa)

Demonstracdo. Note que o item (a) é simplesmente o que foi
provado na Proposicdo 10.6.
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Para o item (b), sejam a, b € N.
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Para o item (b), sejam a, b € N. Considere a seguinte afirmagao
P(x) para x € N:

(a+b)+x=a+(b+ x).
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Para o item (b), sejam a, b € N. Considere a seguinte afirmagao
P(x) para x € N:
(a+b)+x=a+(b+ x).

Vamos mostrar P(x) por indugdo (note que isso é suficiente).
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Para o item (b), sejam a, b € N. Considere a seguinte afirmagao
P(x) para x € N:

(a+b)+x=a+(b+ x).
Vamos mostrar P(x) por indugdo (note que isso é suficiente).

P(0): (a+ b) +0 = a+ b, pelo axioma (a) da soma. Por outro
lado, a+ (b + 0) = a+ b, pelo mesmo axioma.
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Para o item (b), sejam a, b € N. Considere a seguinte afirmagao
P(x) para x € N:

(a+b)+x=a+(b+ x).
Vamos mostrar P(x) por indugdo (note que isso é suficiente).

P(0): (a+ b) +0 = a+ b, pelo axioma (a) da soma. Por outro
lado, a+ (b + 0) = a+ b, pelo mesmo axioma.

P(n) — P(s(n)): Vamos supor que vale (a+ b)+n=a+ (b+ n)
e vamos mostrar que (a+ b) + s(n) = a+ (b + s(n)).
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Para o item (b), sejam a, b € N. Considere a seguinte afirmagao
P(x) para x € N:

(a+b)+x=a+(b+ x).
Vamos mostrar P(x) por indugdo (note que isso é suficiente).

P(0): (a+ b) +0 = a+ b, pelo axioma (a) da soma. Por outro
lado, a+ (b + 0) = a+ b, pelo mesmo axioma.

P(n) — P(s(n)): Vamos supor que vale (a+ b) +n=a+ (b+ n)
e vamos mostrar que (a+ b) + s(n) = a+ (b+ s(n)). Temos

(a+b)+s(n) = s((a+b)+n)
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Para o item (b), sejam a, b € N. Considere a seguinte afirmagao
P(x) para x € N:

(a+b)+x=a+(b+ x).
Vamos mostrar P(x) por indugdo (note que isso é suficiente).

P(0): (a+ b) +0 = a+ b, pelo axioma (a) da soma. Por outro
lado, a+ (b + 0) = a+ b, pelo mesmo axioma.

P(n) — P(s(n)): Vamos supor que vale (a+ b) +n=a+ (b+ n)
e vamos mostrar que (a+ b) + s(n) = a+ (b+ s(n)). Temos

(a+b)+s(n) = s((a+b)+n)
= s(a+(b+n))
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Para o item (b), sejam a, b € N. Considere a seguinte afirmagao
P(x) para x € N:

(a+b)+x=a+(b+ x).
Vamos mostrar P(x) por indugdo (note que isso é suficiente).

P(0): (a+ b) +0 = a+ b, pelo axioma (a) da soma. Por outro
lado, a+ (b + 0) = a+ b, pelo mesmo axioma.
P(n) — P(s(n)): Vamos supor que vale (a+ b)+n=a+ (b+ n)
e vamos mostrar que (a+ b) + s(n) = a+ (b+ s(n)). Temos
(a+b)+s(n) = s((a+b)+n)
= s(a+(b+n))
= a+s(b+n)
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Para o item (b), sejam a, b € N. Considere a seguinte afirmagao
P(x) para x € N:
(a+b)+x=a+(b+ x).
Vamos mostrar P(x) por indugdo (note que isso é suficiente).
P(0): (a+ b) +0 = a+ b, pelo axioma (a) da soma. Por outro
lado, a+ (b + 0) = a+ b, pelo mesmo axioma.
P(n) — P(s(n)): Vamos supor que vale (a+ b)+n=a+ (b+ n)
e vamos mostrar que (a+ b) + s(n) = a+ (b+ s(n)). Temos
(a+b)+s(n) = s((a+b)+n)
= s(a+(b+n))
= a+s(b+n)
= a+ (b+s(n)
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Proposicdo (Lei do Cancelamento)
Sejam a,b,c € N. Sea+ b=a+c, entdo b= c.
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Proposicdo (Lei do Cancelamento)
Sejam a,b,c € N. Sea+ b=a+c, entdo b= c.

Demonstracdo. Sejam b, c € N.
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Proposicdo (Lei do Cancelamento)
Sejam a,b,c € N. Sea+ b=a+c, entdo b= c.

Demonstragdo. Sejam b,c € N. Considere P(x) a seguinte

afirmacdo para x € N:

(x+b=x+4+c)—>b=c.
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Proposicdo (Lei do Cancelamento)
Sejam a,b,c € N. Sea+ b=a+c, entdo b= c.

Demonstragdo. Sejam b,c € N. Considere P(x) a seguinte

afirmacdo para x € N:
(x+b=x+c)—=b=c.

Vamos mostra-la por indugdo (note que isso é suficiente).
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Proposicdo (Lei do Cancelamento)
Sejam a,b,c € N. Sea+ b=a+c, entdo b= c.

Demonstragdo. Sejam b,c € N. Considere P(x) a seguinte

afirmacdo para x € N:
(x+b=x+c)—=b=c.

Vamos mostra-la por indugdo (note que isso é suficiente).

P(0): Suponha que 0+ b =0+ c. Note que 0+ b= b e que
0+ c = c. Logo, temos que b = ¢ como queriamos.
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P(n) — P(s(n): Suponha que vale (n+b=n+c) — b=rc.
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P(n) — P(s(n): Suponha que vale (n+b=n+c) = b=c.
Suponha que vale s(n) + b = s(n) + c.
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P(n) — P(s(n): Suponha que vale (n+b=n+c) — b=rc.
Suponha que vale s(n) + b = s(n) + c. Logo, temos
b+ s(n) = c+ s(n).
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P(n) — P(s(n): Suponha que vale (n+b=n+c) — b=rc.
Suponha que vale s(n) + b = s(n) + c. Logo, temos

b+ s(n) = ¢ + s(n). Pela axioma (b) da adigdo, temos
s(b+ n) =s(c+ n).
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P(n) — P(s(n): Suponha que vale (n+b=n+c) — b=rc.
Suponha que vale s(n) + b = s(n) + c. Logo, temos

b+ s(n) = ¢ + s(n). Pela axioma (b) da adigdo, temos

s(b+ n) = s(c + n). Pelo axioma (d) dos naturais, temos que
b+n=c+n.
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P(n) — P(s(n): Suponha que vale (n+b=n+c) — b=rc.
Suponha que vale s(n) + b = s(n) + c. Logo, temos

b+ s(n) = ¢ + s(n). Pela axioma (b) da adigdo, temos

s(b+ n) = s(c + n). Pelo axioma (d) dos naturais, temos que
b+ n=c+n. Logo, n+ b= n+ c e, portanto, b = c. [
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Finalmente, podemos passar a usar algumas notacdes mais usuais:

Definicao
Vamos chamar de 1 o elemento s(0) de N. Também usaremos a
notagdo usual para s(1) =2, s(2) = 3...
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Proposicao
Seja a € N. Entdo s(a) = a+ 1.
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Proposicao
Seja a € N. Entdo s(a) = a+ 1.

Demonstracdo. Considere P(x) a seguinte afirmag¢do para x € N:

s(x) =x+ 1.
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Vamos mostra-la por induc3o.
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Proposicao
Seja a € N. Entdo s(a) = a+ 1.

Demonstracdo. Considere P(x) a seguinte afirmag¢do para x € N:
s(x) =x+ 1.

Vamos mostra-la por induc3o.

P(0): Temos s(0) =1 por definigdo.
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Proposicao
Seja a € N. Entdo s(a) = a+ 1.

Demonstracdo. Considere P(x) a seguinte afirmag¢do para x € N:
s(x) =x+ 1.

Vamos mostra-la por induc3o.

P(0): Temos s(0) = 1 por defini¢do. Por outro lado,
0+1=1+0=1.
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(n) = n+ 1 e vamos mostrar
que vale s(s(n)) = s(n) + 1.
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(n) = n+ 1 e vamos mostrar
que vale s(s(n)) = s(n) + 1. Temos

s(s(n)) = s(n+1)
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(n) = n+ 1 e vamos mostrar
que vale s(s(n)) = s(n) + 1. Temos

s(s(n)) = s(n+1)
— + )
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(n) = n+ 1 e vamos mostrar
que vale s(s(n)) = s(n) + 1. Temos

s(s(m) = s(n+1)
= s(1+n)
1+ s(n)
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(n) = n+ 1 e vamos mostrar
que vale s(s(n)) = s(n) + 1. Temos

s(s(m) = s(n+1)
= s(1+n)
= 1+5s(n)

s(n)+1
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(n) = n+ 1 e vamos mostrar
que vale s(s(n)) = s(n) + 1. Temos

s(s(m) = s(n+1)
= s(1+n)
= 1+5s(n)

s(n)+1

Dado o dltimo resultado, daqui em diante muitas vezes

utilizaremos a notagdo n+ 1 no lugar da s(n).
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Vamos agora, de forma semelhante ao que fizemos com a soma,
definir o produto de naturais.
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Aula 11 - O produto nos naturais

Vamos agora, de forma semelhante ao que fizemos com a soma,
definir o produto de naturais.

Definicao
Chamamos de produto (ou de multiplicagdo) uma fun¢ado
f: N x N — N que satisfaz:

(a) Vae N f(a,0) =0;
(b) Yae NVbe N f(a,s(b)) =a+ f(a,b).
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Proposicao

Sejam f :Nx N — N eg:NxN —= N dois produtos sobre N.
Entéo, dados a, b € N, temos que f(a, b) = g(a, b).
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Proposicao

Sejam f :Nx N — N eg:NxN —= N dois produtos sobre N.
Entéo, dados a, b € N, temos que f(a, b) = g(a, b).

Demonstracao.
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Proposicao
Sejam f :Nx N — N eg:NxN —= N dois produtos sobre N.
Entéo, dados a, b € N, temos que f(a, b) = g(a, b).

Demonstracao.
Seja a € N. Considere P(x) sendo f(a, x) = g(a, x). Vamos
mostrar P(x) para todo x € N por indug&o.
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Proposicao
Sejam f :Nx N — N eg:NxN —= N dois produtos sobre N.
Entéo, dados a, b € N, temos que f(a, b) = g(a, b).

Demonstracao.
Seja a € N. Considere P(x) sendo f(a, x) = g(a, x). Vamos
mostrar P(x) para todo x € N por indug&o.

P(0): Temos, pelo axioma (a) que f(a,0) =0 = g(a,0).
P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(a, n) = g(a, n) e vamos
mostrar que vale f(a, s(n)) = g(a, s(n)).
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Proposicao

Sejam f :Nx N — N eg:NxN —= N dois produtos sobre N.
Entéo, dados a, b € N, temos que f(a, b) = g(a, b).

Demonstracao.
Seja a € N. Considere P(x) sendo f(a, x) = g(a, x). Vamos
mostrar P(x) para todo x € N por indug&o.

P(0): Temos, pelo axioma (a) que f(a,0) =0 = g(a,0).
P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(a, n) = g(a, n) e vamos

mostrar que vale f(a, s(n)) = g(a,s(n)). Temos

f(a,s(n)) = a+f(a,n)
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Proposicao
Sejam f :Nx N — N eg:NxN —= N dois produtos sobre N.
Entéo, dados a, b € N, temos que f(a, b) = g(a, b).

Demonstracao.
Seja a € N. Considere P(x) sendo f(a, x) = g(a, x). Vamos
mostrar P(x) para todo x € N por indug&o.

P(0): Temos, pelo axioma (a) que f(a,0) =0 = g(a,0).
P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(a, n) = g(a, n) e vamos
mostrar que vale f(a, s(n)) = g(a,s(n)). Temos
f(a,s(n) = a+ f(an)
a+g(a,n)
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Proposicao

Sejam f :Nx N — N eg:NxN —= N dois produtos sobre N.
Entéo, dados a, b € N, temos que f(a, b) = g(a, b).
Demonstracao.

Seja a € N. Considere P(x) sendo f(a, x) = g(a, x). Vamos
mostrar P(x) para todo x € N por indug&o.

P(0): Temos, pelo axioma (a) que f(a,0) =0 = g(a,0).

P(n) — P(s(n)): Suponha que vale f(a, n) = g(a, n) e vamos
mostrar que vale f(a, s(n)) = g(a,s(n)). Temos

f(a,s(n)) = a+f(a,n)
a+g(a,n)

= glas(n)
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Dada a unicidade, denotaremos o tinico produto sobre os naturais
por -. Isto é, em vez de usarmos f(a, b) usaremos a - b.
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Aula 11 - Notacao

Dada a unicidade, denotaremos o tinico produto sobre os naturais
por -. Isto é, em vez de usarmos f(a, b) usaremos a - b. Muitas
vezes omitiremos o - e usaremos simplesmente ab.
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Lema

Sejaae N. Entio0-a=0.
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Considere P(x) sendo 0 - x = 0. Vamos mostrar por indug3o.
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Lema
Sejaae N. Entio0-a=0.
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Considere P(x) sendo 0 - x = 0. Vamos mostrar por indug3o.

P(0): 0-0 =0, pelo axioma (a).
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Sejaae N. Entio0-a=0.
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Considere P(x) sendo 0 - x = 0. Vamos mostrar por indug3o.
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0-s(n) = 0+(0-n)
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Lema

Sejaae N. Entio0-a=0.

Demonstracao.
Considere P(x) sendo 0 - x = 0. Vamos mostrar por indug3o.

P(0): 0-0 =0, pelo axioma (a).
P(n) — P(s(n)): Suponha 0-n = 0. Temos

0-s(n) = 0+(0-n)
0+0
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Lema

Sejaae N. Entio0-a=0.

Demonstracao.
Considere P(x) sendo 0 - x = 0. Vamos mostrar por indug3o.

P(0): 0-0 =0, pelo axioma (a).
P(n) — P(s(n)): Suponha 0-n = 0. Temos

0-s(n) = 0+(0-n)
0+0
0

191



Aula 11 - Consequéncias

192



Aula 11 - Consequéncias

Lema

Sejam a, b € N. Entdo vale s(b)-a=a+ (b- a).
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Lema
Sejam a, b € N. Entdo vale s(b)-a=a+ (b- a).

Demonstracdo. Seja b € N. Considere P(x) sendo
s(b) - x=x+(b-x).
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Lema
Sejam a, b € N. Entdo vale s(b)-a=a+ (b- a).

Demonstracdo. Seja b € N. Considere P(x) sendo
s(b) - x = x+ (b - x). Vamos mostrar por indu¢do. Temos:

P(0): s(b)-0 = 0.
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Lema
Sejam a, b € N. Entdo vale s(b)-a=a+ (b- a).

Demonstracdo. Seja b € N. Considere P(x) sendo
s(b) - x = x+ (b - x). Vamos mostrar por indu¢do. Temos:

P(0): s(b)-0=0. Por outro lado, 0+ (c-0) =0+0=0.
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(b) - n=n+ (b-n). Temos

s(b) - s(n)
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(b) - n=n+ (b-n). Temos

s(b) - s(n)

([ .
1))
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(b) - n=n+ (b-n). Temos

s(b) - s(n) s(b) + (s(b) - n)
s(b) + (n+ (b- n))
(s(b) 4+ n)+ (b-n)

(b+s(n))+(b-n)
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(b)-n = n—+ (b-n). Temos

s(b) - s(n) s(b) +(s(b) - n)

s(b) + (n+(b-n))
(s(b) +n) +(b-n)
(b+s(n) +(b-n)
s(n) + (b + (b - n))
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P(n) — P(s(n)): Suponha que vale s(b) - n=n+ (b-n). Temos

s(b) - s(n) s(b) +(s(b) - n)
s(b) + (n+(b-n))
(s(b) +n) +(b-n)
(b+s(n) +(b-n)
s(n) + (b + (b - n))
s(n) + (b - s(n))
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Proposicao
Valem as seguintes propriedades:

(a) Dados a,b €N, a- b= b-a; (comutativa)

(b) Dados a,b,c € N, a-(b+c) = (a-b)+ (a-c), (distributiva).
(c) Dados a,b,c € N, (a-b)-c=a-(b-c), (associativa)
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Demonstracdo. Seja a € N. Considere P(x) sendo a-x = x - a.
Vamos mostrar por indugdo.

P(0): Temos que a-0=0=0"-a (pelo Lema 11.3).
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Demonstracdo. Seja a € N. Considere P(x) sendo a-x = x - a.
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Demonstracdo. Seja a € N. Considere P(x) sendo a-x = x - a.
Vamos mostrar por indugdo.

P(0): Temos que a-0=0=0"-a (pelo Lema 11.3).
P(n) — P(s(n)): Suponha a-n=n-a. Temos

a-s(n) = a+(a-n)

= a+(n-a)

1Lt s(n)-a
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196



Aula 11 - Distributiva

Considere P(x) sendo a-(b+x) = (a- b)+ (a-x). Vamos mostrar
por inducao.

196



Aula 11 - Distributiva

Considere P(x) sendo a-(b+x) = (a- b)+ (a-x). Vamos mostrar
por inducao.

P(0): a-(b+0)=a-b.

196



Aula 11 - Distributiva
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Considere P(x) sendo a-(b+x) = (a- b)+ (a-x). Vamos mostrar
por inducao.

P(0): a-(b+0)=a- b. Por outro lado,
a-b+a-0=a-b+0=a-b.
P(n) — P(s(n)): Suponha que vale a- (b+ n) = (a-b)+ (a-n).
Vamos mostrar a- (b+ s(n)) = (a- b) + (a- (s(n)).
Temos:

a-(b+s(n)) = a-(s(b+n))
= a+(a-(b+n))
= a+((a-b)+(a-n))
= (a-b)+(a+(a-n))

L

196



Aula 11 - Distributiva

Considere P(x) sendo a-(b+x) = (a- b)+ (a-x). Vamos mostrar
por inducao.

P(0): a-(b+0)=a- b. Por outro lado,
a-b+a-0=a-b+0=a-b.
P(n) — P(s(n)): Suponha que vale a- (b+ n) = (a-b)+ (a-n).
Vamos mostrar a- (b+ s(n)) = (a- b) + (a- (s(n)).

Temos:

a-(b+s(n))
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Sejam a, b € N. Considere P(x) sendo (a-b)-x=a-(b-x).
Vamos mostrar por inducao.

P(0): Temos que (a-b)-0=0.
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Sejam a, b € N. Considere P(x) sendo (a-b)-x=a-(b-x).
Vamos mostrar por inducao.

P(0): Temos que (a- b)-0 = 0. Por outro lado,
a-(b-0)=a-0=0.
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Sejam a, b € N. Considere P(x) sendo (a-b)-x=a-(b-x).
Vamos mostrar por inducao.

P(0): Temos que (a- b)-0 = 0. Por outro lado,
a-(b-0)=a-0=0.
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Aula 11 - Associativa

Sejam a, b € N. Considere P(x) sendo (a-b)-x=a-(b-x).

Vamos mostrar por inducao.

P(0): Temos que (a- b)-0 = 0. Por outro lado,

a-(b-0)=a-0=0.
P(n) — P(s(n)): Suponha que vale (

(a-b)-s(n)

(dist.)

a-b)-n=a-(b-n). Temos

(a-b)+((a-b)-n)
(a-b)+(a-(b-n))

a-(b+(b-n))
a-(b-s(n)) O
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Suponha a- b =0. Temos que mostrar a=0V b = 0.
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Proposicao
Sejam a,be N. Sea-b=0, entdioa=0 ou b=0.

Demonstracao.
Suponha a- b= 0. Temos que mostrar a =0V b = 0. Suponha

que b # 0.
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Proposicao
Sejam a,be N. Sea-b=0, entdioa=0 ou b=0.

Demonstracao.
Suponha a- b= 0. Temos que mostrar a =0V b = 0. Suponha
que b # 0. Vamos mostrar que entdo a = 0 (note que isso é

suficiente).
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Proposicao
Sejam a,be N. Sea-b=0, entdioa=0 ou b=0.

Demonstracao.
Suponha a- b= 0. Temos que mostrar a =0V b = 0. Suponha
que b # 0. Vamos mostrar que entdo a = 0 (note que isso é

suficiente). Como b # 0, existe m € N tal que s(m) = b.
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Aula 11 - Consequéncias

Proposicao
Sejam a,be N. Sea-b=0, entdioa=0 ou b=0.

Demonstracao.

Suponha a- b= 0. Temos que mostrar a =0V b = 0. Suponha
que b # 0. Vamos mostrar que entdo a = 0 (note que isso é
suficiente). Como b # 0, existe m € N tal que s(m) = b. Assim,
temos que a - s(m) = 0.
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Aula 11 - Consequéncias

Proposicao
Sejam a,be N. Sea-b=0, entdioa=0 ou b=0.

Demonstracao.

Suponha a- b= 0. Temos que mostrar a =0V b = 0. Suponha
que b # 0. Vamos mostrar que entdo a = 0 (note que isso é
suficiente). Como b # 0, existe m € N tal que s(m) = b. Assim,
temos que a - s(m) = 0. Por outro lado, temos que
a-s(m)=a+(a-m).
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Proposicao
Sejam a,be N. Sea-b=0, entdioa=0 ou b=0.

Demonstracao.

Suponha a- b= 0. Temos que mostrar a =0V b = 0. Suponha
que b # 0. Vamos mostrar que entdo a = 0 (note que isso é
suficiente). Como b # 0, existe m € N tal que s(m) = b. Assim,
temos que a - s(m) = 0. Por outro lado, temos que
a-s(m)=a+ (a-m). Assim, temos que a+ (a-m) = 0.
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Aula 11 - Consequéncias

Proposicao
Sejam a,be N. Sea-b=0, entdioa=0 ou b=0.

Demonstracao.

Suponha a- b= 0. Temos que mostrar a =0V b = 0. Suponha
que b # 0. Vamos mostrar que entdo a = 0 (note que isso é
suficiente). Como b # 0, existe m € N tal que s(m) = b. Assim,
temos que a - s(m) = 0. Por outro lado, temos que
a-s(m)=a+ (a-m). Assim, temos que a+ (a- m) = 0. Logo,
a=0ea-m=0.
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Proposicao
Sejam a,be N. Sea-b=0, entdioa=0 ou b=0.

Demonstracao.

Suponha a- b= 0. Temos que mostrar a =0V b = 0. Suponha
que b # 0. Vamos mostrar que entdo a = 0 (note que isso é
suficiente). Como b # 0, existe m € N tal que s(m) = b. Assim,
temos que a - s(m) = 0. Por outro lado, temos que

a-s(m)=a+ (a-m). Assim, temos que a+ (a- m) = 0. Logo,
a=0ea-m=0. Em particular, temos que a = 0 como
queriamos. []
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Aula 11 - Consequéncias

Proposicao
SejaaeN. Entiol-a= a.
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Aula 11 - Consequéncias

Proposicao
SejaaeN. Entiol-a= a.

Demonstracao.
Considere P(x) sendo 1 - x = x. Vamos mostrar por indugdo.
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Aula 11 - Consequéncias

Proposicao
SejaaeN. Entiol-a= a.

Demonstracao.
Considere P(x) sendo 1 - x = x. Vamos mostrar por indugdo.

P(0): Como 1-0 =0, temos o resultado.
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Aula 11 - Consequéncias

Proposicao
SejaaeN. Entiol-a= a.

Demonstracao.
Considere P(x) sendo 1 - x = x. Vamos mostrar por indugdo.

P(0): Como 1-0 =0, temos o resultado.
P(n) — P(s(n)): Suponha que vale 1-n = n.
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Aula 11 - Consequéncias

Proposicao
SejaaeN. Entiol-a= a.

Demonstracao.
Considere P(x) sendo 1 - x = x. Vamos mostrar por indugdo.

P(0): Como 1-0 =0, temos o resultado.
P(n) — P(s(n)): Suponha que vale 1-n = n. Temos:

1-s(n) = 1+4(1-n)
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Aula 11 - Consequéncias

Proposicao
SejaaeN. Entiol-a= a.

Demonstracao.
Considere P(x) sendo 1 - x = x. Vamos mostrar por indugdo.

P(0): Como 1-0 =0, temos o resultado.
P(n) — P(s(n)): Suponha que vale 1-n = n. Temos:

1-s(n) = 1+4(1-n)
1+n
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Proposicao
SejaaeN. Entiol-a= a.

Demonstracao.
Considere P(x) sendo 1 - x = x. Vamos mostrar por indugdo.

P(0): Como 1-0 =0, temos o resultado.

P(n) — P(s(n)): Suponha que vale 1-n = n. Temos:

1-s(n) = 1+4(1-n)
= 1+n
s(n)
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Aula 11 - Convencao

Para evitar o uso excessivo de parénteses, vamos utilizar as

convengoes usuais.
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Aula 11 - Convencao

Para evitar o uso excessivo de parénteses, vamos utilizar as
convencoes usuais. Por exemplo, em vez de escrevermos

(a+ b) + c, escreveremos a+ b + ¢ (ja que pela associativa, ndo
importa como interpretamos a dltima notac3o).
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Aula 11 - Convencao

Para evitar o uso excessivo de parénteses, vamos utilizar as
convencoes usuais. Por exemplo, em vez de escrevermos

(a+ b) + c, escreveremos a+ b + ¢ (ja que pela associativa, ndo
importa como interpretamos a dltima nota¢do). Também usaremos

o “critério de prioridade” do produto sobre a soma.
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Aula 11 - Convencao

Para evitar o uso excessivo de parénteses, vamos utilizar as
convencoes usuais. Por exemplo, em vez de escrevermos

(a+ b) + c, escreveremos a+ b + ¢ (ja que pela associativa, ndo
importa como interpretamos a dltima nota¢do). Também usaremos
o “critério de prioridade” do produto sobre a soma. Por exemplo,
ab + ¢ deverd ser interpretado como (a- b) + c.
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Aula 11 - A ordem nos naturais

Vamos agora definir a ordem sobre os naturais.
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Aula 11 - A ordem nos naturais

Vamos agora definir a ordem sobre os naturais.

Definicao
Dados a, b € N, vamos denotar por a < b se existe m € N tal que
a+ m = b. Esta é a ordem usual sobre N.
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Aula 11 - De fato é ordem

Proposicao .
A relacdo < definida acima € de fato uma ordem sobre N.
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Aula 11 - De fato é ordem

Proposicao .
A relacdo < definida acima € de fato uma ordem sobre N.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que valem os axiomas de

ordem.
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Aula 11 - De fato é ordem

Proposicao .
A relacdo < definida acima € de fato uma ordem sobre N.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que valem os axiomas de
ordem.

Reflexiva: Seja a € N. Como a+ 0 = a, temos que a < a.
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Aula 11 - De fato é ordem

Proposicao .
A relacdo < definida acima € de fato uma ordem sobre N.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que valem os axiomas de

ordem.
Reflexiva: Seja a € N. Como a+ 0 = a, temos que a < a.

Antissimétrica: Sejam a,b € N taisque a< be b < a.
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Aula 11 - De fato é ordem

Proposicao .
A relacdo < definida acima € de fato uma ordem sobre N.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que valem os axiomas de

ordem.
Reflexiva: Seja a € N. Como a+ 0 = a, temos que a < a.

Antissimétrica: Sejam a, b € N tais que a < be b < a. Vamos

mostrar que a = b.
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Aula 11 - De fato é ordem

Proposicao .
A relacdo < definida acima € de fato uma ordem sobre N.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que valem os axiomas de

ordem.
Reflexiva: Seja a € N. Como a+ 0 = a, temos que a < a.

Antissimétrica: Sejam a, b € N tais que a < be b < a. Vamos
mostrar que a = b. Temos entdo que existe m € N tal que
a+ m= b e que existe k € N tal que b+ k = a.
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Aula 11 - De fato é ordem

Proposicao .
A relacdo < definida acima € de fato uma ordem sobre N.

Demonstragdo. Precisamos mostrar que valem os axiomas de

ordem.
Reflexiva: Seja a € N. Como a+ 0 = a, temos que a < a.

Antissimétrica: Sejam a, b € N tais que a < be b < a. Vamos
mostrar que a = b. Temos entdo que existe m € N tal que
a+ m= b e que existe k € N tal que b+ k = a. Logo, de
a+ m= b temos que (b+ k) + m = b.
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Aula 11 - De fato é ordem

Proposicao
A relacdo < definida acima € de fato uma ordem sobre N.
Demonstragdo. Precisamos mostrar que valem os axiomas de

ordem.
Reflexiva: Seja a € N. Como a+ 0 = a, temos que a < a.

Antissimétrica: Sejam a, b € N tais que a < be b < a. Vamos
mostrar que a = b. Temos entdo que existe m € N tal que
a+ m= b e que existe k € N tal que b+ k = a. Logo, de
a+ m = b temos que (b+ k) + m = b. Assim

b+ (k+m)=b+0.
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Aula 11 - De fato é ordem

Proposicao
A relacdo < definida acima € de fato uma ordem sobre N.
Demonstragdo. Precisamos mostrar que valem os axiomas de

ordem.
Reflexiva: Seja a € N. Como a+ 0 = a, temos que a < a.

Antissimétrica: Sejam a, b € N tais que a < be b < a. Vamos
mostrar que a = b. Temos entdo que existe m € N tal que
a+ m= b e que existe k € N tal que b+ k = a. Logo, de
a+ m = b temos que (b+ k) + m = b. Assim

b+ (k+ m)=b+0. Logo, k+ m=0.
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Aula 11 - De fato é ordem

Proposicao
A relacdo < definida acima € de fato uma ordem sobre N.
Demonstragdo. Precisamos mostrar que valem os axiomas de

ordem.
Reflexiva: Seja a € N. Como a+ 0 = a, temos que a < a.

Antissimétrica: Sejam a, b € N tais que a < be b < a. Vamos
mostrar que a = b. Temos entdo que existe m € N tal que

a+ m= b e que existe k € N tal que b+ k = a. Logo, de
a+ m = b temos que (b+ k) + m = b. Assim

b+ (k+ m)=b+0. Logo, k + m=0. Temos que k = m = 0.
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Aula 11 - De fato é ordem

Proposicao
A relacdo < definida acima € de fato uma ordem sobre N.
Demonstragdo. Precisamos mostrar que valem os axiomas de

ordem.
Reflexiva: Seja a € N. Como a+ 0 = a, temos que a < a.

Antissimétrica: Sejam a, b € N tais que a < be b < a. Vamos
mostrar que a = b. Temos entdo que existe m € N tal que

a+ m= b e que existe k € N tal que b+ k = a. Logo, de
a+ m = b temos que (b+ k) + m = b. Assim

b+ (k+ m)=b+0. Logo, k + m=0. Temos que k = m = 0.
Assim, de a4+ m = b temos que a = b como queriamos.
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Transitiva: Sejam a,b,c € Ntaisquea<be b<c.
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Aula 11 - Provando

Transitiva: Sejam a, b, c € N tais que a < be b < ¢. Vamos
mostrar que a < c.
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Aula 11 - Provando

Transitiva: Sejam a, b, c € N tais que a < be b < ¢. Vamos
mostrar que a < c. Sejam m,k e Ntaisquea+ m=be
b+ k =c.
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Aula 11 - Provando

Transitiva: Sejam a, b, c € N tais que a < be b < ¢. Vamos
mostrar que a < c. Sejam m,k e Ntaisquea+ m=be
b+ k = c. Note que tomando t = m + k, temos

at+t = a+(m+k)
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Aula 11 - Provando

Transitiva: Sejam a, b, c € N tais que a < be b < ¢. Vamos
mostrar que a < c. Sejam m,k e Ntaisquea+ m=be
b+ k = c. Note que tomando t = m + k, temos

at+t = a+(m+k)
(a+m)+k
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Aula 11 - Provando

Transitiva: Sejam a, b, c € N tais que a < be b < ¢. Vamos
mostrar que a < c. Sejam m,k e Ntaisquea+ m=be
b+ k = c. Note que tomando t = m + k, temos

at+t = a+(m+k)
(a+m)+k
b+ k

203



Aula 11 - Provando

Transitiva: Sejam a, b, c € N tais que a < be b < ¢. Vamos
mostrar que a < c. Sejam m,k e Ntaisquea+ m=be
b+ k = c. Note que tomando t = m + k, temos

at+t = a+(m+k)
= (a+m)+k
= b+k
©
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Transitiva: Sejam a, b, c € N tais que a < be b < ¢. Vamos
mostrar que a < c. Sejam m,k e Ntaisquea+ m=be
b+ k = c. Note que tomando t = m + k, temos

at+t = a+(m+k)
= (a+m)+k
= b+k
©

Logo, a < c. O
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Aula 11 - Consequéncias

Os axiomas de ordem n3o implicam que, dados dois elementos
quaisquer, eles precisam ser comparaveis.
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Aula 11 - Consequéncias

Os axiomas de ordem n3o implicam que, dados dois elementos
quaisquer, eles precisam ser comparaveis. Mas, no caso desta
ordem especifica que apresentamos, isso vale:

204



Aula 11 - Consequéncias

Os axiomas de ordem n3o implicam que, dados dois elementos
quaisquer, eles precisam ser comparaveis. Mas, no caso desta
ordem especifica que apresentamos, isso vale:

Definicao

Dizemos que uma ordem = sobre X é uma ordem total sobre X
se, dados a, b € X, temos que a < bou b = a.
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Aula 11 - Consequéncias

Lema
Valem as seguintes afirmagoes:

(a) SejaaeN. Entdoa<a+1;
(b) Sejam a,b € N. Entdoa<b—a+1<b.
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Aula 11 - Consequéncias
Lema

Valem as seguintes afirmagoes:

(a) SejaaeN. Entdoa<a+1;
(b) Sejam a,b € N. Entdoa<b—a+1<b.

Demonstracao.

(a) Notequea<a+1, poisat+1l=a+1
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Aula 11 - Consequéncias
Lema

Valem as seguintes afirmagoes:

(a) SejaaeN. Entdoa<a+1;
(b) Sejam a,b € N. Entdoa<b—a+1<b.

Demonstracao.

(a) Note que a < a+1, poisa+ 1= a+ 1. Agora suponha que
a=a+ 1. Mas entdo a = s(a), contradigdo.
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Aula 11 - Consequéncias
Lema

Valem as seguintes afirmagoes:

(a) SejaaeN. Entdoa<a+1;
(b) Sejam a,b € N. Entdoa<b—a+1<b.

Demonstracao.

(a) Note que a < a+1, poisa+ 1= a+ 1. Agora suponha que
a=a+ 1. Mas entdo a = s(a), contradigdo.

(b) Temos que existe m € N tal que a+ m = b, com m # 0 (pois,

se m =0, teriamos a = b).
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Aula 11 - Consequéncias
Lema

Valem as seguintes afirmagoes:

(a) SejaaeN. Entdoa<a+1;
(b) Sejam a,b € N. Entdoa<b—a+1<b.

Demonstracao.

(a) Note que a < a+1, poisa+ 1= a+ 1. Agora suponha que
a=a+ 1. Mas entdo a = s(a), contradigdo.

(b) Temos que existe m € N tal que a+ m = b, com m # 0 (pois,

se m =0, terlamos a = b). Assim, m = s(n).
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Aula 11 - Consequéncias

Lema
Valem as seguintes afirmagoes:

(a) SejaaeN. Entdoa<a+1;
(b) Sejam a,b € N. Entdoa<b—a+1<b.

Demonstracao.
(a) Note que a < a+1, poisa+ 1= a+ 1. Agora suponha que
a=a+ 1. Mas entdo a = s(a), contradigdo.

(b) Temos que existe m € N tal que a+ m = b, com m # 0 (pois,
se m =0, teriamos a = b). Assim, m = s(n). Logo,
a+s(n) = be, portanto (a+ 1) +n=b.
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Lema
Valem as seguintes afirmagoes:

(a) SejaaeN. Entdoa<a+1;
(b) Sejam a,b € N. Entdoa<b—a+1<b.

Demonstracao.

(a) Note que a < a+1, poisa+ 1= a+ 1. Agora suponha que
a=a+ 1. Mas entdo a = s(a), contradigdo.

(b) Temos que existe m € N tal que a+ m = b, com m # 0 (pois,
se m =0, teriamos a = b). Assim, m = s(n). Logo,
a+s(n)=be, portanto (a+ 1)+ n=0b. Isto é, a+ 1< b.

O
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Proposicao
A ordem < definida acima é uma ordem total sobre N.
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Proposicao
A ordem < definida acima é uma ordem total sobre N.

Demonstracdo. Seja a € N.
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Proposicao
A ordem < definida acima é uma ordem total sobre N.

Demonstracdo. Seja a € N. Considere

CG={meN:m<aVa< m} (leia como “o conjunto de todos
os elementos compardveis com a").
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Aula 11 - Consequéncias

Proposicao
A ordem < definida acima é uma ordem total sobre N.

Demonstracdo. Seja a € N. Considere
CG={meN:m<aVa< m} (leia como “o conjunto de todos

os elementos comparaveis com a"). Vamos mostrar que C, = N.
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Proposicao

A ordem < definida acima é uma ordem total sobre N.
Demonstracdo. Seja a € N. Considere
CG={meN:m<aVa< m} (leia como “o conjunto de todos
os elementos comparaveis com a"). Vamos mostrar que C, = N.
Como a é qualquer, note que isso implica o resultado (j& que dado
qualquer a, ele é comparavel com todos os outros elementos de N).
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Proposicao

A ordem < definida acima é uma ordem total sobre N.
Demonstracdo. Seja a € N. Considere
CG={meN:m<aVa< m} (leia como “o conjunto de todos
os elementos comparaveis com a"). Vamos mostrar que C, = N.
Como a é qualquer, note que isso implica o resultado (j& que dado
qualquer a, ele é comparavel com todos os outros elementos de N).
Vamos mostrar isso por inducao.
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Proposicao

A ordem < definida acima é uma ordem total sobre N.
Demonstracdo. Seja a € N. Considere
CG={meN:m<aVa< m} (leia como “o conjunto de todos
os elementos comparaveis com a"). Vamos mostrar que C, = N.
Como a é qualquer, note que isso implica o resultado (j& que dado
qualquer a, ele é comparavel com todos os outros elementos de N).
Vamos mostrar isso por indugdo. Isto é, considere P(x) a
afirmacao C, = N.
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Aula 11 - Consequéncias

Proposicao

A ordem < definida acima é uma ordem total sobre N.
Demonstracdo. Seja a € N. Considere
CG={meN:m<aVa< m} (leia como “o conjunto de todos
os elementos comparaveis com a"). Vamos mostrar que C, = N.
Como a é qualquer, note que isso implica o resultado (j& que dado
qualquer a, ele é comparavel com todos os outros elementos de N).
Vamos mostrar isso por indugdo. Isto é, considere P(x) a
afirmacao C, = N.

P(0): Note que dado qualquer m € N, temos que 0 < m (pois
0+ m=m).
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Aula 11 - Consequéncias

Proposicao

A ordem < definida acima é uma ordem total sobre N.
Demonstracdo. Seja a € N. Considere
CG={meN:m<aVa< m} (leia como “o conjunto de todos
os elementos comparaveis com a"). Vamos mostrar que C, = N.
Como a é qualquer, note que isso implica o resultado (j& que dado
qualquer a, ele é comparavel com todos os outros elementos de N).
Vamos mostrar isso por indugdo. Isto é, considere P(x) a
afirmacao C, = N.

P(0): Note que dado qualquer m € N, temos que 0 < m (pois
0+ m=m). Assim, Co = N.

206



Aula 11 - Provando

207



Aula 11 - Provando

P(n) — P(n+ 1): Suponha que vale C, = N, vamos mostrar que
Cf7+1 = N
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P(n) — P(n+ 1): Suponha que vale C, = N, vamos mostrar que
Chi1 = N. Seja m € N. Temos que mostrar que m € N.
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Aula 11 - Provando

P(n) — P(n+ 1): Suponha que vale C, = N, vamos mostrar que
Chi1 = N. Seja m € N. Temos que mostrar que m € N. Temos
que m € C, (pela hipétese de indu¢do).
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P(n) — P(n+ 1): Suponha que vale C, = N, vamos mostrar que
Chi1 = N. Seja m € N. Temos que mostrar que m € N. Temos
que m € C, (pela hipétese de indugdo). Assim, temos dois casos:

o Casom<n Comom<nen<n+1,temosque m<n+1
e, portanto, m € C,41 como queriamos.
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P(n) — P(n+ 1): Suponha que vale C, = N, vamos mostrar que
Chi1 = N. Seja m € N. Temos que mostrar que m € N. Temos
que m € C, (pela hipétese de indugdo). Assim, temos dois casos:

o Casom<n Comom<nen<n+1,temosque m<n+1
e, portanto, m € C,41 como queriamos.

e Caso n < m: Vamos dividir esse caso em dois.
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P(n) — P(n+ 1): Suponha que vale C, = N, vamos mostrar que
Chi1 = N. Seja m € N. Temos que mostrar que m € N. Temos
que m € C, (pela hipétese de indugdo). Assim, temos dois casos:

o Casom<n Comom<nen<n+1,temosque m<n+1
e, portanto, m € C,41 como queriamos.

e Caso n < m: Vamos dividir esse caso em dois. Se n < m,
entdo n+ 1 < me, portanto, m € Cpy1.
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P(n) — P(n+ 1): Suponha que vale C, = N, vamos mostrar que
Chi1 = N. Seja m € N. Temos que mostrar que m € N. Temos
que m € C, (pela hipétese de indugdo). Assim, temos dois casos:

o Casom<n Comom<nen<n+1,temosque m<n+1
e, portanto, m € C,41 como queriamos.

e Caso n < m: Vamos dividir esse caso em dois. Se n < m,
entdo n+ 1 < m e, portanto, m € C,11. Se n = m, entdo
m < n+ 1 e, portanto, m € Cpy1.
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Finalmente, com a ajuda da ordem, podemos provar a lei de
cancelamento para o produto:
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Finalmente, com a ajuda da ordem, podemos provar a lei de
cancelamento para o produto:

Proposicao
Sejam a,b,c € N com ¢ # 0. Se ac = bc, entdo a = b.

Demonstracao.
Suponha que a < b (note que o outro caso seria b < a, que seria

analogo).
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cancelamento para o produto:
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Sejam a,b,c € N com ¢ # 0. Se ac = bc, entdo a = b.

Demonstracao.
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208



Aula 11 - Consequéncias

Finalmente, com a ajuda da ordem, podemos provar a lei de
cancelamento para o produto:

Proposicao
Sejam a,b,c € N com ¢ # 0. Se ac = bc, entdo a = b.

Demonstracao.
Suponha que a < b (note que o outro caso seria b < a, que seria
andlogo). Entdo existem m € N tal que a+ m = b. Assim, de

ac = bc, temos que ac = (a+ m)c.
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Finalmente, com a ajuda da ordem, podemos provar a lei de
cancelamento para o produto:

Proposicao
Sejam a,b,c € N com ¢ # 0. Se ac = bc, entdo a = b.

Demonstracao.

Suponha que a < b (note que o outro caso seria b < a, que seria
andlogo). Entdo existem m € N tal que a+ m = b. Assim, de
ac = bc, temos que ac = (a+ m)c. Ou seja, ac = ac + mc e,

portanto, mc = 0.
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Aula 11 - Consequéncias

Finalmente, com a ajuda da ordem, podemos provar a lei de
cancelamento para o produto:

Proposicao
Sejam a,b,c € N com ¢ # 0. Se ac = bc, entdo a = b.

Demonstracao.
Suponha que a < b (note que o outro caso seria b < a, que seria

andlogo). Entdo existem m € N tal que a+ m = b. Assim, de
ac = bc, temos que ac = (a+ m)c. Ou seja, ac = ac + mc e,
portanto, mc = 0. Como ¢ # 0, temos que m = 0 e, portanto,

a = b como queriamos. O
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Dizemos que um niimero n € N estd escrito recursivamente na
base b se n estd escrito na base b, cada expoente também esta
escrito na base b, cada expoente de cada expoente também etc.
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Dizemos que um niimero n € N estd escrito recursivamente na
base b se n estd escrito na base b, cada expoente também esta
escrito na base b, cada expoente de cada expoente também etc.

Por exemplo, considere o niimero 521. Ele escrito na base 2 fica

521 =29 4+ 23 4 20

Mas os expoentes 9 e 3 ndo estdo escritos na base 2, assim,

arrumamaos:
521 — 22'+2° | 92'42° 4 0
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Dizemos que um niimero n € N estd escrito recursivamente na

base b se n estd escrito na base b, cada expoente também esta
escrito na base b, cada expoente de cada expoente também etc.
Por exemplo, considere o niimero 521. Ele escrito na base 2 fica

521 =29 4+ 23 4 20

Mas os expoentes 9 e 3 ndo estdo escritos na base 2, assim,

arrumamaos:
521 — 22'+2° | 92'42° 4 0

Apareceu um novo 3, daf fazemos:

2220+20+20 220+20 0
521 =2 +2 +2

Agora o processo terminou. 209
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e escreve o nimero n recursivamente na base b;
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e a func3o pp, retorna o valor obtido na conta acima.
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Note podemos fazer isso em qualquer base fixada. Para cada
possivel base b € N, com b > 2, considere a funcdo pp : N — N
que faz o seguinte processo:

® pp recebe um nimero n;
e escreve o nimero n recursivamente na base b;
e substitui cada ocorréncia da base b por (b+ 1) e faz a conta;

e a func3o pp, retorna o valor obtido na conta acima.

Por exemplo, lembrando que ja fizemos a expans3o acima,

1,30
pa(521) = 3¥ AP 4 3343 4 30
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Aula 11 - Generalizando

Note podemos fazer isso em qualquer base fixada. Para cada
possivel base b € N, com b > 2, considere a funcdo pp : N — N
que faz o seguinte processo:

® pp recebe um nimero n;

e escreve o nimero n recursivamente na base b;

e substitui cada ocorréncia da base b por (b+ 1) e faz a conta;

e a func3o pp, retorna o valor obtido na conta acima.
Por exemplo, lembrando que ja fizemos a expans3o acima,
1,0
pa(521) = 3% 77430 4 331430 4 30
= 1.330.279.464.729.113.309.844.748.891.857.449.678.491
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Aula 11 - Generalizando

Note podemos fazer isso em qualquer base fixada. Para cada
possivel base b € N, com b > 2, considere a funcdo pp : N — N
que faz o seguinte processo:

® pp recebe um nimero n;

e escreve o nimero n recursivamente na base b;

e substitui cada ocorréncia da base b por (b+ 1) e faz a conta;

e a func3o pp, retorna o valor obtido na conta acima.
Por exemplo, lembrando que ja fizemos a expans3o acima,

1,30
pa(521) = 3¥ AP 4 3343 4 30

= 1.330.279.464.729.113.309.844.748.891.857.449.678.491
~ 13-10%8
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Essa funcido pode ser definida formalmente por recurs3o.
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Essa funcido pode ser definida formalmente por recursdo. De posse
de tal fungdo (na verdade, de posse de cada pp), podemos definir a
seguinte sequéncia, dado k € N:
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Essa funcido pode ser definida formalmente por recursdo. De posse
de tal fungdo (na verdade, de posse de cada pp), podemos definir a
seguinte sequéncia, dado k € N:

o g(1) =k
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Essa funcido pode ser definida formalmente por recursdo. De posse
de tal fungdo (na verdade, de posse de cada pp), podemos definir a
seguinte sequéncia, dado k € N:

o g(1) =k

Pnt1(8k(n)) =1 se gk(n) > 0;
1) =
* gk(n+1) { 0 caso contrario
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Aula 11 - Definindo

Essa funcido pode ser definida formalmente por recursdo. De posse
de tal fungdo (na verdade, de posse de cada pp), podemos definir a
seguinte sequéncia, dado k € N:

o g(1) =k

Pnt1(8k(n)) =1 se gk(n) > 0;
1) =
* gk(n+1) { 0 caso contrario

Chamamos gx(1), gk(2), gk(3), ... de sequéncia de Goodstein de
k.
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Vejamos alguns exemplos:
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Vejamos alguns exemplos:

Exemplo
Adotando k = 3, temos

e g3(1)=3;
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Vejamos alguns exemplos:

Exemplo
Adotando k = 3, temos

e g3(1)=3;
e g3(2) =3;
e 3(3)=3;
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Vejamos alguns exemplos:

Exemplo
Adotando k = 3, temos

e g3(1

(1)
* g3(2)
e g3(3)

(4)

e g3(4

3
3
3
3
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Vejamos alguns exemplos:

Exemplo
Adotando k = 3, temos

® g3
® g3
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Vejamos alguns exemplos:

Exemplo
Adotando k = 3, temos

g(1) =3;
g3(2) =3;
( ) =3
( )=2;
83(6) = 1;
e 53(7)=0.
Note que uma vez que o valor 0 é atingido, a sequéncia fica

constante.
212
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Exemplo
Adotando k = 4, temos
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Exemplo
Adotando k = 4, temos

e gi(1) =4
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Exemplo
Adotando k = 4, temos

e gi(1) =4
e g1(2) =4
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Exemplo
Adotando k = 4, temos

e gi(1) =4
° g4(2) =4
[} g4(3) = 206;
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Exemplo
Adotando k = 4, temos

o (1) =
e &(2) =
e 8(3)=

(4) =

4
4
26;
o gu(4 41;
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Exemplo
Adotando k = 4, temos
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e g4(5) = 60;
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Exemplo
Adotando k = 4, temos

o g(l)=4

e g1(2) =4

e g4(3) = 26;
o g4(4) =41,
e g4(5) = 60;
e g1(6) =83;
o 2(7) = 109;
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Exemplo
Adotando k = 4, temos

e g(l)=4

e g1(2) =4

e g4(3) = 26;
e gu4(4) =41,
e g4(5) = 60;
e g1(6) =83;
e g4(7) = 109;

(
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Exemplo
Adotando k = 4, temos

24) = 1151;
3. 2402 653 209) =g 2402 653 210 -1

g4 (
8u(
ga(
gu(
e gu(5) =
&a(
ga(
ga(
g4 (
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Exemplo
Adotando k = 4, temos

24) = 1151;
3. 2402 653 209) =g 2402 653 210 -1

g4 (
8u(
ga(
gu(
gu(
&a(
ga(
ga(
g4 (
8u(

3.2402 653 211) — ) (essa é a primeira vez que tal funcio

da 0) 213
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Na verdade, pode-se provar:
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Na verdade, pode-se provar:

Teorema (Goodstein)
Dado k > 1, existe n € N tal que gx(n) = 0.

214



Aula 11 - Desfecho

Na verdade, pode-se provar:

Teorema (Goodstein)

Dado k > 1, existe n € N tal que gx(n) = 0.

Talvez o mais interessante aqui é que o teorema acima é impossivel
de ser provado sé com o uso dos axiomas de Peano aqui
apresentados - ou seja, sua afirmacao é uma afirmacgao
independente de tais axiomas (ver, por exemplo, Secdo 10.2 de

[?D-
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Podemos pensar os nlimeros inteiros como representantes de
“diferencas” entre nimeros naturais.
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—3 representa a diferenca entre 8 e 11. Ou seja, para definirmos os
inteiros, podemos usar pares de naturais. Desta forma, poderiamos
representar o 5 como (7,2) e o —3 por (8,11).
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—3 representa a diferenca entre 8 e 11. Ou seja, para definirmos os
inteiros, podemos usar pares de naturais. Desta forma, poderiamos
representar o 5 como (7,2) e o —3 por (8,11). Veremos no que se
segue que fazer essa representacdo nos facilita muitos casos.
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inteiros, podemos usar pares de naturais. Desta forma, poderiamos
representar o 5 como (7,2) e o —3 por (8,11). Veremos no que se
segue que fazer essa representacao nos facilita muitos casos. Mas
ela tem um incoveniente: por exemplo, os pares (4,1) e (7,4)

representam ambos o nimero 3.
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Podemos pensar os nlimeros inteiros como representantes de
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a diferenca entre 7 e 2 (quanto falta para o 2 “chegar’ no 7). Ja o
—3 representa a diferenca entre 8 e 11. Ou seja, para definirmos os
inteiros, podemos usar pares de naturais. Desta forma, poderiamos
representar o 5 como (7,2) e o —3 por (8,11). Veremos no que se
segue que fazer essa representacao nos facilita muitos casos. Mas
ela tem um incoveniente: por exemplo, os pares (4,1) e (7,4)
representam ambos o néimero 3. Veremos em seguida uma maneira
de lidar com essa repetic3o.
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Aula 12 - Nameros inteiros

Podemos pensar os nlimeros inteiros como representantes de
“diferencas” entre nimeros naturais. Por exemplo, o 5 representa
a diferenca entre 7 e 2 (quanto falta para o 2 “chegar’ no 7). Ja o
—3 representa a diferenca entre 8 e 11. Ou seja, para definirmos os
inteiros, podemos usar pares de naturais. Desta forma, poderiamos
representar o 5 como (7,2) e o —3 por (8,11). Veremos no que se
segue que fazer essa representacao nos facilita muitos casos. Mas
ela tem um incoveniente: por exemplo, os pares (4,1) e (7,4)
representam ambos o néimero 3. Veremos em seguida uma maneira
de lidar com essa repeticdo. Tal método nos serd (til em muitas

outras situacoes.
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Aula 12 - Relacoes de equivaléncia

Definicao
Seja X um conjunto. Dizemos que uma relagdo ~ é uma relacao
de equivaléncia se s3o satisfeitas:

(a) Para todo x € X, temos que x ~ x; (reflexiva)
(b) Para todos x,y € X, temos que x ~ y — y ~ x; (simétrica)

(c) Para todos x,y,z € X, temos que (x ~y Ay ~ z) = x ~ z.
(transitiva)
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Exemplo
A igualdade é uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto X,

ja que, para todo x € X temos que x = x.
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Exemplo
A igualdade é uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto X,

ja que, para todo x € X temos que x = x. Também temos que se
X = y entdo y = x para quaisquer x,y € X.
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Aula 12 - Exemplos

Exemplo
A igualdade é uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto X,

ja que, para todo x € X temos que x = x. Também temos que se
X = y entdo y = x para quaisquer x,y € X. E, por dltimo, temos
quese x =y ey =z entdo x = z para todo x,y,z € X.
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Exemplo
Dados a, b € N, dizemos que a ~ b se o conjunto dos divisores

primos de a e de b sdo iguais.
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Exemplo
Dados a, b € N, dizemos que a ~ b se o conjunto dos divisores

primos de a e de b sdo iguais. Por exemplo, temos que 6 ~ 12 j4
que os divisores primos de ambos sdo {2, 3}.
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Aula 12 - Exemplos

Exemplo
Dados a, b € N, dizemos que a ~ b se o conjunto dos divisores

primos de a e de b sdo iguais. Por exemplo, temos que 6 ~ 12 j4
que os divisores primos de ambos sdo {2,3}. Note que tal relagdo
é uma relagdo de equivaléncia (exercicio).
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Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Entdo a relacdo ~ dada por a ~ b
se, e somente se, f(a) = f(b) para todo a,b € X € uma relacio de

equivaléncia sobre X.
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Seja f : X — Y uma fungdo. Entdo a relacdo ~ dada por a ~ b
se, e somente se, f(a) = f(b) para todo a,b € X € uma relacio de
equivaléncia sobre X.

Demonstracao.
Vamos mostrar os axiomas de relacdo de equivaléncia:

(a) Seja a € X. Note que f(a) = f(a), logo a ~ a.
(b) Sejam a, b € X.
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Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Entdo a relacdo ~ dada por a ~ b
se, e somente se, f(a) = f(b) para todo a,b € X € uma relacio de
equivaléncia sobre X.

Demonstracao.
Vamos mostrar os axiomas de relacdo de equivaléncia:

(a) Seja a € X. Note que f(a) = f(a), logo a ~ a.

(b) Sejam a, b € X. Note que, se a ~ b, entdo f(a) = f(b) e,
portanto b ~ a (pois f(b) = f(a)).
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Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Entdo a relacdo ~ dada por a ~ b
se, e somente se, f(a) = f(b) para todo a,b € X € uma relacio de
equivaléncia sobre X.

Demonstracao.
Vamos mostrar os axiomas de relacdo de equivaléncia:

(a) Seja a € X. Note que f(a) = f(a), logo a ~ a.

(b) Sejam a, b € X. Note que, se a ~ b, entdo f(a) = f(b) e,
portanto b ~ a (pois f(b) = f(a)).

(c) Sejam a, b,c € X.
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Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Entdo a relacdo ~ dada por a ~ b
se, e somente se, f(a) = f(b) para todo a,b € X € uma relacio de
equivaléncia sobre X.

Demonstracao.
Vamos mostrar os axiomas de relacdo de equivaléncia:

(a) Seja a € X. Note que f(a) = f(a), logo a ~ a.

(b) Sejam a, b € X. Note que, se a ~ b, entdo f(a) = f(b) e,
portanto b ~ a (pois f(b) = f(a)).

(c) Sejam a,b,c € X. Suponhaa~be b~ c.
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Aula 12 - Exemplos
Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Entdo a relacdo ~ dada por a ~ b
se, e somente se, f(a) = f(b) para todo a,b € X € uma relacio de
equivaléncia sobre X.

Demonstracao.
Vamos mostrar os axiomas de relacdo de equivaléncia:

(a) Seja a € X. Note que f(a) = f(a), logo a ~ a.

(b) Sejam a, b € X. Note que, se a ~ b, entdo f(a) = f(b) e,
portanto b ~ a (pois f(b) = f(a)).

(c) Sejam a, b,c € X. Suponha a~ b e b~ c. Entdo
f(a) = f(b) e f(b) = f(c).
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Aula 12 - Exemplos

Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Entdo a relacdo ~ dada por a ~ b
se, e somente se, f(a) = f(b) para todo a,b € X € uma relacio de
equivaléncia sobre X.

Demonstracao.
Vamos mostrar os axiomas de relacdo de equivaléncia:

(a) Seja a € X. Note que f(a) = f(a), logo a ~ a.

(b) Sejam a, b € X. Note que, se a ~ b, entdo f(a) = f(b) e,
portanto b ~ a (pois f(b) = f(a)).

(c) Sejam a, b,c € X. Suponha a~ b e b~ c. Entdo
f(a) =f(b) e f(b) = f(c). Assim f(a) = f(c) e, portanto,

a~ C como querl'amos.
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Aula 12 - Classe de equivaléncia

Definicao

Seja X um conjunto e ~ uma relacdo de equivaléncia sobre X.
Dado x € X, denotamos por [x] (ou X) o conjunto {y € X : y ~ x}
(classe de equivaléncia de x). Denotamos por X/ ~ o conjunto

de todas as classes de equivaléncia, isto é, X/ ~= {[x] : x € X}.
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Aula 12 - Consequéncias

Lema

Seja ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X. Sejam a,b € X. Se
existe x € [a] N [b], entdo [a] = [b].
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Aula 12 - Consequéncias

Lema

Seja ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X. Sejam a,b € X. Se
existe x € [a] N [b], entdo [a] = [b].

Demonstracao.
Temos que mostrar que [a] C [b] e que [b] C [a].
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Lema

Seja ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X. Sejam a,b € X. Se
existe x € [a] N [b], entdo [a] = [b].

Demonstracao.
Temos que mostrar que [a] C [b] e que [b] C [a]. Seja y € [a].
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Lema

Seja ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X. Sejam a,b € X. Se
existe x € [a] N [b], entdo [a] = [b].

Demonstracao.
Temos que mostrar que [a] C [b] e que [b] C [a]. Seja y € [a].

Entdo y ~ a.
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Aula 12 - Consequéncias

Lema

Seja ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X. Sejam a,b € X. Se
existe x € [a] N [b], entdo [a] = [b].

Demonstracao.
Temos que mostrar que [a] C [b] e que [b] C [a]. Seja y € [a].

Entdo y ~ a. Como x ~ a (pois x € [a]), temos que y ~ x.
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Aula 12 - Consequéncias

Lema
Seja ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X. Sejam a,b € X. Se
existe x € [a] N [b], entdo [a] = [b].

Demonstracao.
Temos que mostrar que [a] C [b] e que [b] C [a]. Seja y € [a].
Entdo y ~ a. Como x ~ a (pois x € [a]), temos que y ~ x. Como

x ~ b, temos que y ~ b.
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Lema
Seja ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X. Sejam a,b € X. Se
existe x € [a] N [b], entdo [a] = [b].

Demonstracao.

Temos que mostrar que [a] C [b] e que [b] C [a]. Seja y € [a].
Entdo y ~ a. Como x ~ a (pois x € [a]), temos que y ~ x. Como
x ~ b, temos que y ~ b. Logo, y € [b].
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Lema

Seja ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X. Sejam a,b € X. Se
existe x € [a] N [b], entdo [a] = [b].

Demonstracao.

Temos que mostrar que [a] C [b] e que [b] C [a]. Seja y € [a].
Entdo y ~ a. Como x ~ a (pois x € [a]), temos que y ~ x. Como
x ~ b, temos que y ~ b. Logo, y € [b]. Assim mostramos que

[a] C [b].
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Lema

Seja ~ uma relagdo de equivaléncia sobre X. Sejam a,b € X. Se
existe x € [a] N [b], entdo [a] = [b].

Demonstracao.

Temos que mostrar que [a] C [b] e que [b] C [a]. Seja y € [a].
Entdo y ~ a. Como x ~ a (pois x € [a]), temos que y ~ x. Como
x ~ b, temos que y ~ b. Logo, y € [b]. Assim mostramos que

[a] C [b]. Analogamente, mostramos que [b] C [a] (exercicio). [
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Aula 12 - Consequéncias

Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Considere ~ a relagdo de
equivaléncia sobre X dada por, para a,b € X, a ~ b se, e somente
se, f(a) = f(b). Entdo a funcdo f : X/ ~— Y dada por

f([a]) = f(a) € injetora.
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Aula 12 - Consequéncias

Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Considere ~ a relagdo de
equivaléncia sobre X dada por, para a,b € X, a ~ b se, e somente
se, f(a) = f(b). Entdo a funcdo f : X/ ~— Y dada por

f([a]) = f(a) € injetora.

Demonstracdo. Primeiramente, vamos mostrar que f estd bem
definida.
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Aula 12 - Consequéncias

Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Considere ~ a relagdo de
equivaléncia sobre X dada por, para a,b € X, a ~ b se, e somente
se, f(a) = f(b). Entdo a funcdo f : X/ ~— Y dada por

f([a]) = f(a) € injetora.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que f estd bem
definida. Isto porque usamos um “representante” da classe [a] para
para definir quanto é f([a]).
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Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Considere ~ a relagdo de
equivaléncia sobre X dada por, para a,b € X, a ~ b se, e somente
se, f(a) = f(b). Entdo a funcdo f : X/ ~— Y dada por

f([a]) = f(a) € injetora.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que f estd bem
definida. Isto porque usamos um “representante” da classe [a] para

para definir quanto é £([a]). Poderia ser que alguém tomasse
b € [a] e tivesse um resultado diferente.
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Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Considere ~ a relagdo de
equivaléncia sobre X dada por, para a,b € X, a ~ b se, e somente
se, f(a) = f(b). Entdo a funcdo f : X/ ~— Y dada por

f([a]) = f(a) € injetora.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que f estd bem
definida. Isto porque usamos um “representante” da classe [a] para
para definir quanto é £([a]). Poderia ser que alguém tomasse

b € [a] e tivesse um resultado diferente. Vamos mostrar que isso

nao ocorre.
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Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Considere ~ a relagdo de
equivaléncia sobre X dada por, para a,b € X, a ~ b se, e somente
se, f(a) = f(b). Entdo a funcdo f : X/ ~— Y dada por

f([a]) = f(a) € injetora.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que f estd bem
definida. Isto porque usamos um “representante” da classe [a] para
para definir quanto é £([a]). Poderia ser que alguém tomasse

b € [a] e tivesse um resultado diferente. Vamos mostrar que isso
n3o ocorre. Seja b € [a].
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Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Considere ~ a relagdo de
equivaléncia sobre X dada por, para a,b € X, a ~ b se, e somente
se, f(a) = f(b). Entdo a funcdo f : X/ ~— Y dada por

f([a]) = f(a) € injetora.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que f estd bem
definida. Isto porque usamos um “representante” da classe [a] para
para definir quanto é £([a]). Poderia ser que alguém tomasse

b € [a] e tivesse um resultado diferente. Vamos mostrar que isso
ndo ocorre. Seja b € [a]. Entdo b ~ a.
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Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Considere ~ a relagdo de
equivaléncia sobre X dada por, para a,b € X, a ~ b se, e somente
se, f(a) = f(b). Entdo a funcdo f : X/ ~— Y dada por

f([a]) = f(a) € injetora.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que f estd bem
definida. Isto porque usamos um “representante” da classe [a] para
para definir quanto é £([a]). Poderia ser que alguém tomasse

b € [a] e tivesse um resultado diferente. Vamos mostrar que isso
ndo ocorre. Seja b € [a]. Entdo b ~ a. Logo, f(b) = f(a).

222



Aula 12 - Consequéncias

Proposicao

Seja f : X — Y uma fungdo. Considere ~ a relagdo de
equivaléncia sobre X dada por, para a,b € X, a ~ b se, e somente
se, f(a) = f(b). Entdo a funcdo f : X/ ~— Y dada por

f([a]) = f(a) € injetora.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que f estd bem
definida. Isto porque usamos um “representante” da classe [a] para
para definir quanto é £([a]). Poderia ser que alguém tomasse

b € [a] e tivesse um resultado diferente. Vamos mostrar que isso
ndo ocorre. Seja b € [a]. Entdo b ~ a. Logo, f(b) = f(a). Assim,
dado qualquer representante b da classe [a], £([a]) = f(a) = f(b).
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Vamos agora mostrar que tal fungdo é, de fato, injetora.
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Aula 12 - Provando

Vamos agora mostrar que tal fun¢do é, de fato, injetora. Sejam
[a], [6] € X/ ~.
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Vamos agora mostrar que tal fun¢do é, de fato, injetora. Sejam
[a], [b] € X/ ~. Suponha que f([a]) = f([b]).
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Vamos agora mostrar que tal fun¢do é, de fato, injetora. Sejam
[a], [b] € X/ ~. Suponha que f([a]) = f([b]). Vamos mostrar que

[a] = [b].
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Aula 12 - Provando

Vamos agora mostrar que tal fun¢do é, de fato, injetora. Sejam
[a], [b] € X/ ~. Suponha que f([a]) = f([b]). Vamos mostrar que
[a] = [b]. Note que temos f(a) = f(b).
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Vamos agora mostrar que tal fun¢do é, de fato, injetora. Sejam
[a], [b] € X/ ~. Suponha que f([a]) = f([b]). Vamos mostrar que

[a] = [b]. Note que temos f(a) = f(b). Logo, a ~ b e, portanto,
b € [a].
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Aula 12 - Provando

Vamos agora mostrar que tal fun¢do é, de fato, injetora. Sejam
[a], [b] € X/ ~. Suponha que f([a]) = f([b]). Vamos mostrar que
[a] = [b]. Note que temos f(a) = f(b). Logo, a ~ b e, portanto,
b € [a]. Pelo Lema 12.6, temos que [a] = [b]. O
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Aula 12 - Particoes

Definicao
Seja X um conjunto. Chamamos uma familia F de subconjuntos
de X de uma particao de X se sdo satisfeitas:

() Urer F = X;
(b) Se A, B € F sio distintos, entdo AN B = ().
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Aula 12 - Relacionando

Proposicao

Seja F uma particdo sobre um conjunto X. Entdo ~ definido por
a~ b (para a,b € X) se, e somente se, existe F € F tal que

a,b e F é uma relacdo de equivaléncia sobre X. Esta é chamada
de relacao de equivaléncia induzida por F.
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Aula 12 - Relacionando

Proposicao

Seja F uma particdo sobre um conjunto X. Entdo ~ definido por
a~ b (para a,b € X) se, e somente se, existe F € F tal que

a,b e F é uma relacdo de equivaléncia sobre X. Esta é chamada
de relacao de equivaléncia induzida por F.

Demonstracdo. Vamos mostrar os axiomas de relacdo de

equivaléncia para ~:
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Proposicao

Seja F uma particdo sobre um conjunto X. Entdo ~ definido por
a~ b (para a,b € X) se, e somente se, existe F € F tal que

a,b e F é uma relacdo de equivaléncia sobre X. Esta é chamada
de relacao de equivaléncia induzida por F.

Demonstracdo. Vamos mostrar os axiomas de relacdo de

equivaléncia para ~:

e Seja x € X.
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Proposicao

Seja F uma particdo sobre um conjunto X. Entdo ~ definido por
a~ b (para a,b € X) se, e somente se, existe F € F tal que

a,b e F é uma relacdo de equivaléncia sobre X. Esta é chamada
de relacao de equivaléncia induzida por F.

Demonstracdo. Vamos mostrar os axiomas de relacdo de

equivaléncia para ~:

e Seja x € X. Como (Jgcr F = X, existe F € F tal que x € F.
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Aula 12 - Relacionando

Proposicao

Seja F uma particdo sobre um conjunto X. Entdo ~ definido por
a~ b (para a,b € X) se, e somente se, existe F € F tal que

a,b e F é uma relacdo de equivaléncia sobre X. Esta é chamada
de relacao de equivaléncia induzida por F.

Demonstracdo. Vamos mostrar os axiomas de relacdo de

equivaléncia para ~:

e Seja x € X. Como (Jgcr F = X, existe F € F tal que x € F.
Logo, x ~ x (pois x € F).
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Proposicao

Seja F uma particdo sobre um conjunto X. Entdo ~ definido por
a~ b (para a,b € X) se, e somente se, existe F € F tal que

a,b e F é uma relacdo de equivaléncia sobre X. Esta é chamada
de relacao de equivaléncia induzida por F.

Demonstracdo. Vamos mostrar os axiomas de relacdo de
equivaléncia para ~:
e Seja x € X. Como (Jgcr F = X, existe F € F tal que x € F.
Logo, x ~ x (pois x € F).
e Sejam x,y € X tais que x ~ y.
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Proposicao

Seja F uma particdo sobre um conjunto X. Entdo ~ definido por
a~ b (para a,b € X) se, e somente se, existe F € F tal que

a,b e F é uma relacdo de equivaléncia sobre X. Esta é chamada
de relacao de equivaléncia induzida por F.

Demonstracdo. Vamos mostrar os axiomas de relacdo de
equivaléncia para ~:
e Seja x € X. Como (Jgcr F = X, existe F € F tal que x € F.
Logo, x ~ x (pois x € F).
e Sejam x,y € X tais que x ~ y. Ent3o existe F € F tal que
x,y € F.
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Aula 12 - Relacionando

Proposicao

Seja F uma particdo sobre um conjunto X. Entdo ~ definido por
a~ b (para a,b € X) se, e somente se, existe F € F tal que

a,b e F é uma relacdo de equivaléncia sobre X. Esta é chamada
de relacao de equivaléncia induzida por F.

Demonstracdo. Vamos mostrar os axiomas de relacdo de
equivaléncia para ~:
e Seja x € X. Como (Jgcr F = X, existe F € F tal que x € F.
Logo, x ~ x (pois x € F).
e Sejam x,y € X tais que x ~ y. Ent3o existe F € F tal que
x,y € F. Logo, y ~ x.
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e Sejam x,y,z€ X taisque x ~y ey ~ z.
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e Sejam x,y,z € X tais que x ~ y e y ~ z. Entdo existe
F e Ftalque x,y € F eexiste G € F tal que y,z € G.
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e Sejam x,y,z € X tais que x ~ y e y ~ z. Entdo existe
F € F tal que x,y € F e existe G € F tal que y,z € G. Note
que y € FNG.
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e Sejam x,y,z € X tais que x ~ y e y ~ z. Entdo existe
F € F tal que x,y € F e existe G € F tal que y,z € G. Note
que y € FN G. Pelo axioma (b) de partigdo, se F e G fossem
distintos, terfamos F N G = ().
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e Sejam x,y,z € X tais que x ~ y e y ~ z. Entdo existe
F € F tal que x,y € F e existe G € F tal que y,z € G. Note
que y € FN G. Pelo axioma (b) de partigdo, se F e G fossem
distintos, terfamos F N G = (). Logo, F = G.
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e Sejam x,y,z € X tais que x ~ y e y ~ z. Entdo existe
F € F tal que x,y € F e existe G € F tal que y,z € G. Note
que y € FN G. Pelo axioma (b) de partigdo, se F e G fossem
distintos, terfamos F N G = (). Logo, F = G. Assim,
x,y,z € F e, portanto, x ~ z.
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Aula 12 - Nameros inteiros

Proposicao
Considere a relacio ~ sobre N° dada por

(a,b) ~ (c,d) se, e somente sea+d=c+ b

onde (a, b), (c,d) € N2. Entdo ~ é uma relacdo de equivaléncia
sobre N2,
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Aula 12 - Nameros inteiros

Proposicao
Considere a relacio ~ sobre N° dada por

(a,b) ~ (c,d) se, e somente sea+d=c+ b

onde (a, b), (c,d) € N2. Entdo ~ é uma relacdo de equivaléncia
sobre N2,

Demonstracdo. Vamos mostrar os axiomas de relacdo de

equivaléncia:
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Proposicao
Considere a relacio ~ sobre N° dada por

(a,b) ~ (c,d) se, e somente sea+d=c+ b

onde (a, b), (c,d) € N2. Entdo ~ é uma relacdo de equivaléncia
sobre N2,

Demonstracdo. Vamos mostrar os axiomas de relacdo de

equivaléncia:

e Seja (a, b) € N2.
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Proposicao
Considere a relacio ~ sobre N° dada por

(a,b) ~ (c,d) se, e somente sea+d=c+ b

onde (a, b), (c,d) € N2. Entdo ~ é uma relacdo de equivaléncia
sobre N2,

Demonstracdo. Vamos mostrar os axiomas de relacdo de

equivaléncia:

e Seja (a,b) € N?. Temos que a+ b = a+ b, logo
(a,b) ~ (a,b).
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Aula 12 - Nameros inteiros

Proposicao
Considere a relacio ~ sobre N° dada por

(a,b) ~ (c,d) se, e somente sea+d=c+ b
onde (a, b), (c,d) € N2. Entdo ~ é uma relacdo de equivaléncia
sobre N2,

Demonstracdo. Vamos mostrar os axiomas de relacdo de
equivaléncia:
e Seja (a,b) € N?. Temos que a+ b = a+ b, logo
(a,b) ~ (a, b).
e Sejam (a, b), (c,d) € N? tais que (a, b) ~ (c, d).
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Aula 12 - Nameros inteiros

Proposicao
Considere a relacio ~ sobre N° dada por

(a,b) ~ (c,d) se, e somente sea+d=c+ b

onde (a, b), (c,d) € N2. Entdo ~ é uma relacdo de equivaléncia
sobre N2,

Demonstracdo. Vamos mostrar os axiomas de relacdo de
equivaléncia:
e Seja (a,b) € N?. Temos que a+ b = a+ b, logo
(a,b) ~ (a, b).
e Sejam (a, b), (c,d) € N tais que (a, b) ~ (c,d). Temos que
c+b=a+d, logo (c,d) ~ (a, b).
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e Sejam (a, b), (c,d), (e, f) € N? tais que (a,b) ~ (c,d) e
(c,d) ~ (e, f).

228



Aula 12 - Provando

e Sejam (a, b), (c,d), (e, f) € N? tais que (a,b) ~ (c,d) e
(c,d) ~ (e,f). Temosa+d=c+b.
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e Sejam (a, b), (c,d), (e, f) € N? tais que (a,b) ~ (c,d) e
(c,d) ~ (e,f). Temos a+ d = c+ b. Logo
at+d+f=c+b+f.
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e Sejam (a, b), (c,d), (e, f) € N? tais que (a,b) ~ (c,d) e
(c,d) ~ (e,f). Temos a+ d = c+ b. Logo
a+d+f=c+ b+ f. Também temos que c+f = e+ d.
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e Sejam (a, b), (c,d), (e, f) € N? tais que (a,b) ~ (c,d) e
(c,d) ~ (e,f). Temos a+ d = c+ b. Logo
a+d+f=c+ b+ f. Também temos que c+f = e+ d.
Logo, temos c+f+b=e+d—+b.
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e Sejam (a, b), (c,d), (e, f) € N? tais que (a,b) ~ (c,d) e
(c,d) ~ (e,f). Temos a+ d = c+ b. Logo
a+d+f=c+ b+ f. Também temos que c+f = e+ d.
Logo, temos c + f + b = e+ d + b. Desta forma obtemos
at+d+f=e+d+ be, portanto, a+f = e+ b.
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e Sejam (a, b), (c,d), (e, f) € N? tais que (a,b) ~ (c,d) e
(c,d) ~ (e,f). Temos a+ d = c+ b. Logo
a+d+f=c+ b+ f. Também temos que c+f = e+ d.
Logo, temos c + f + b = e+ d + b. Desta forma obtemos
at+d+f=e+d+ be, portanto, a-+f = e+ b. Isto é,
(a, b) ~ (e, ).
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Aula 12 - Nameros inteiros

Definicao
Chamamos de Z o conjunto N?/ ~ onde ~ é a relacdo de
equivaléncia definida no item anterior. Cada elemento de Z é

chamado de nimero inteiro.
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Aula 12 - Somando

Definicao
Sejam [(a, b)],[(c, d)] € Z. Definimos

[(a, )] + [(c,d)] = [(a + ¢, b+ d)] (soma nos inteiros).
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Proposicao

A operagcdo de soma esta bem definida.
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A operagcdo de soma esta bem definida.

Demonstracao. _
Precisamos mostrar que tal definicdo independe dos representantes

de classe tomados.
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Proposicao
A operagcdo de soma esta bem definida.

Demonstracao.

Precisamos mostrar que tal definicdo independe dos representantes
de classe tomados. Ou seja, precisamos mostrar que se

(a,b) ~ (x,y) e (c,d) ~ (w, z) entdo
(a+c,b+d)~(x+w,y+z).
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Aula 12 - Somando

Proposicao

A operagcdo de soma esta bem definida.

Demonstracao.

Precisamos mostrar que tal definicdo independe dos representantes
de classe tomados. Ou seja, precisamos mostrar que se

(3.b) ~ (x,) & (c,d) ~ (w,2) entio
(a+c,b+d)~(x+w,y+ z). Temos que a+y = b+ x e que
c+z=d+w.
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Precisamos mostrar que tal definicdo independe dos representantes
de classe tomados. Ou seja, precisamos mostrar que se

(a,b) ~ (x,y) e (c,d) ~ (w, z) entdo
(a+c,b+d)~(x+w,y+ z). Temos que a+y = b+ x e que
c+z=d+ w. Assim

(atc)+(y+z) = (a+y)+(c+z)
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de classe tomados. Ou seja, precisamos mostrar que se

(a,b) ~ (x,y) e (c,d) ~ (w, z) entdo
(a+c,b+d)~(x+w,y+ z). Temos que a+y = b+ x e que
c+z=d+ w. Assim

(atc)+(y+z) = (a+y)+(c+z)
= (b+x)+(d+w)
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Proposicao

A operagcdo de soma esta bem definida.

Demonstracao.

Precisamos mostrar que tal definicdo independe dos representantes
de classe tomados. Ou seja, precisamos mostrar que se

(a,b) ~ (x,y) e (c,d) ~ (w, z) entdo
(a+c,b+d)~(x+w,y+ z). Temos que a+y = b+ x e que
c+z=d+ w. Assim

(atc)+(y+z) = (a+y)+(c+z)
(b+x)—|—(d—|—w)
(b+d)+ (x+w)
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Aula 12 - Propriedades basicas

Proposicao
Temos que a soma satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Comutativa,

(b) Associativa;
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Proposicao
Temos que a soma satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Comutativa,

(b) Associativa;

Demonstracao.
Vamos mostrar que ela é comutativa e vamos deixar a associativa

COMO exercicio.
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Aula 12 - Propriedades basicas

Proposicao
Temos que a soma satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Comutativa,
(b) Associativa;
Demonstracao.

Vamos mostrar que ela é comutativa e vamos deixar a associativa
como exercicio. Sejam [(a, b)],[(c, d)] € Z.
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Proposicao
Temos que a soma satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Comutativa,

(b) Associativa;

Demonstracao.
Vamos mostrar que ela é comutativa e vamos deixar a associativa

como exercicio. Sejam [(a, b)],[(c, d)] € Z. Vamos mostrar que

[(a, )] + [(c, d)] = [(c, )] + [(a, b)].
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Proposicao
Temos que a soma satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Comutativa,

(b) Associativa;

Demonstracao.
Vamos mostrar que ela é comutativa e vamos deixar a associativa

como exercicio. Sejam [(a, b)],[(c, d)] € Z. Vamos mostrar que
[(a, )] + [(c, d)] = [(c, d)] + [(a, b)]. Temos

[(a; D) +[(c;d)] = [(a+c b+d)
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Proposicao
Temos que a soma satisfaz as seguintes propriedades:
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Demonstracao.
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como exercicio. Sejam [(a, b)],[(c, d)] € Z. Vamos mostrar que
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[(a; D) +[(c;d)] = [(a+c b+d)
= [(c+a,d+b)]
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Proposicao
Temos que a soma satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Comutativa,

(b) Associativa;

Demonstracao.
Vamos mostrar que ela é comutativa e vamos deixar a associativa
como exercicio. Sejam [(a, b)],[(c, d)] € Z. Vamos mostrar que

[(a, )] + [(c, d)] = [(c, d)] + [(a, b)]. Temos

[(a; D) +[(c;d)] = [(a+c b+d)
= [(c+a,d+ b)]
= [(c,d)] +[(a, b)]
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Proposicao
Para qualquer [(a, b)] € Z, temos que [(a, b)] + [(0,0)] = [(a, b)]
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Proposicao
Para qualquer [(a, b)] € Z, temos que [(a, b)] + [(0,0)] = [(a, b)]

Demonstracao.
Basta notar que (a+ 0,b+ 0) ~ (a, b), j& que
a+0+b=b+0+ a. O
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Proposicdo (Lei do Cancelamento)
Sejam [(2, b)), [(c, )], [(x, y)] € Z. Se

[(a, b)] + [(x, y)] = [(c, d)] + [(x, y)], entdo [(a, b)] = [(c, d)].
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Proposicdo (Lei do Cancelamento)
Sejam [(2, b)), [(c, )], [(x, y)] € Z. Se

[(a, b)] + [(x, y)] = [(c, d)] + [(x, y)], entdo [(a, b)] = [(c, d)].

Demonstracao.
Temos que [(a+x,b+y)] = [(c + x,d + y]].
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Proposicdo (Lei do Cancelamento)
Sejam [(2, b)), [(c, )], [(x, y)] € Z. Se

[(a, b)] + [(x, y)] = [(c, d)] + [(x, y)], entdo [(a, b)] = [(c, d)].

Demonstracao.
Temos que [(a+ x,b+y)] = [(c + x,d + y]]. Assim,

at+x+d+y=b+y+c+x.
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Proposicdo (Lei do Cancelamento)
Sejam [(2, b)), [(c, )], [(x, y)] € Z. Se

[(a, B)] + [(x, ¥)] = [(c, d)] + [(x, )], entdo [(a, b)] = [(c, d)].
Demonstracao.

Temos que [(a+ x,b+y)] = [(c + x,d + y]]. Assim,
a+x+d+y=b+y+ c+ x. Assim, cancelando x + y, temos
a+d=>b+c,isto é (a,b) ~ (c,d). O
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Aula 12 - Multiplicando

Definicao

Sejam [(a, b)], [(c, d)] € Z. Definimos

[(a,b)] - [(c,d)] = [(ac + bd, ad + bc)]. Este é o produto nos
inteiros. Assim como fizemos com N, omitiremos o sinal -
normalmente.
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Proposicao )
A operacdo de produto estda bem definida.
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Proposicao
Valem as seguintes propriedades para o produto.
(a) Associativa,

(b) Comutativa;
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Aula 12 - Propriedades basicas
Proposicao
Vale a propriedade distributiva entre a soma e o produto em 7.

Isto €, dados [(a, b)], [(c, d)], [(x,y)] € Z, temos que

[(x »)]([(a, b) + (¢, d)]) = ([(x, ¥)](a, b)]) + ([(x, ¥)][(e, D))
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Proposicao
Vale a propriedade distributiva entre a soma e o produto em 7.

Isto €, dados [(a, b)], [(c, d)], [(x,y)] € Z, temos que

[(x »)]([(a, b) + (¢, d)]) = ([(x, ¥)](a, b)]) + ([(x, ¥)][(e, D))

Demonstracao.
Temos

[ )I((a, £) + (e, d)]) = [(x,¥)ll(a+ ¢, b+ d)]
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Proposicao
Vale a propriedade distributiva entre a soma e o produto em 7.

Isto €, dados [(a, b)], [(c, d)], [(x,y)] € Z, temos que

[(x »)]([(a, b) + (¢, d)]) = ([(x, ¥)](a, b)]) + ([(x, ¥)][(e, D))

Demonstracao.
Temos

[, ¥)I([(a, b) + (¢, d)]) [(x, ¥)Il(a + ¢, b+ d)]

[(x(a+c)+y(b+d),x(b+d)+ y(a+
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Proposicao
Vale a propriedade distributiva entre a soma e o produto em 7.

Isto €, dados [(a, b)], [(c, d)], [(x,y)] € Z, temos que

[(x »)]([(a, b) + (¢, d)]) = ([(x, ¥)](a, b)]) + ([(x, ¥)][(e, D))

Demonstracao.
Temos

[, ¥)I([(a, b) + (¢, d)]) [(x, ¥)Il(a + ¢, b+ d)]

[(x(a+c)+y(b+d),x(b+d)+ y(a+
[(xa + xc + yb + yd,xb + xd + ya + yc)]
[(

xa + yb, xb + ya)] + [(xc + yd, xd + yc)
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Proposicao
Vale a propriedade distributiva entre a soma e o produto em 7.

Isto €, dados [(a, b)], [(c, d)], [(x,y)] € Z, temos que

[(x »)]([(a, b) + (¢, d)]) = ([(x, ¥)](a, b)]) + ([(x, ¥)][(e, D))

Demonstracao.
Temos

[, »)I([(a, b) + (¢, d)]) [, ¥)l(a+ ¢, b+ d)]

[(x(a+c)+y(b+d),x(b+d)+ y(a+«
[(xa+ xc + yb + yd, xb + xd + ya + yc)]
[(xa + yb, xb + ya)] + [(xc + yd, xd + yc)
(I

(s y)1l(a, b)]) + ([(x, )1, d)])

O
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Proposicao
Seja [(a, b)] € Z. Entdo [(1,0)][(a, b)] = [(a, b)].
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Proposicao
Seja [(a, b)] € Z. Entdo [(1,0)][(a, b)] = [(a, b)].

Demonstracao.
Temos [(a, b)][(1,0)] = [(al + b0, a0 + b1)] = [(a, b)]. O
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Aula 13 - Forma candnica

Proposicao
Seja [(a, b)] € Z. Entéo existe x € N tal que [(a, b)] = [(x,0)] ou

[(a, £)] = [(0, x)].
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Proposicao
Seja [(a, b)] € Z. Entéo existe x € N tal que [(a, b)] = [(x,0)] ou

[(a, £)] = [(0, x)].

Demonstracao.
Vamos separar em 3 casos:
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Proposicao
Seja [(a, b)] € Z. Entéo existe x € N tal que [(a, b)] = [(x,0)] ou

[(a, £)] = [(0, x)].

Demonstracao.
Vamos separar em 3 casos:

a = b: Neste caso, tomamos x = 0 e [(a, b)] = [(0,0)]
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Proposicao
Seja [(a, b)] € Z. Entéo existe x € N tal que [(a, b)] = [(x,0)] ou

[(a, £)] = [(0, x)].

Demonstracao.
Vamos separar em 3 casos:

a = b: Neste caso, tomamos x = 0 e [(a, b)] = [(0,0)]

a < b: Seja m € N tal que a+ m = b. Vamos mostrar que
(a, b) ~ (0, m). De fato, temos que a+ m = b+ 0.
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Proposicao
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Proposicao
Seja [(a, b)] € Z. Entéo existe x € N tal que [(a, b)] = [(x,0)] ou

[(a, £)] = [(0, x)].

Demonstracao.
Vamos separar em 3 casos:

a = b: Neste caso, tomamos x = 0 e [(a, b)] = [(0,0)]

a < b: Seja m € N tal que a+ m = b. Vamos mostrar que
(a, b) ~ (0, m). De fato, temos que a+ m = b+ 0.

b < a: Seja m € N tal que b+ m = 0. Vamos mostrar que
(a, b) ~ (m,0). De fato, temos que a+ 0= b+ m.

O
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Aula 13 - Forma candnica

Definicao
Dizemos que um elemento de 7Z estd escrito na forma candnica se

ele estd escrito na forma [(x,0)] ou [(0, x)]. Pelo resultado
anterior, temos que todo elemento pode ser escrito na forma
candbnica. Note que tal representacdo é Unica
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Escrever os elementos na forma candnica muitas vezes facilita
demonstracoes:
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Escrever os elementos na forma candnica muitas vezes facilita
demonstracoes:

Proposicao
Sejam [(a, b)], [(c, d)] € Z tais que [(a, b)][(c, d)] = [(0,0)]. Entdo

[(a, £)] = [(0,0)] ou [(c, d)] = [(0,0)].
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Aula 13 - Aplicando

Escrever os elementos na forma candnica muitas vezes facilita
demonstracoes:

Proposicao

Sejam [(a, b)], [(c, d)] € Z tais que [(a, b)][(c, d)] = [(0,0)]. Entdo
[(a, )] = [(0,0)] ou [(¢, d)] = [(0,0)].

Demonstracdo. Seja x € N tal que [(a, b)] = [(x,0)] ou

[(a, b)] =[(0,x)] e seja y € N tal que [(¢,d)] =[(v,0)] ou

[(c, )] = (0, ¥)].
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Escrever os elementos na forma candnica muitas vezes facilita
demonstracoes:

Proposicao

Sejam [(a, b)], [(c, d)] € Z tais que [(a, b)][(c, d)] = [(0,0)]. Entdo
[(a, )] = [(0,0)] ou [(¢, d)] = [(0,0)].

Demonstracdo. Seja x € N tal que [(a, b)] = [(x,0)] ou

[(a, b)] =[(0,x)] e seja y € N tal que [(¢,d)] =[(v,0)] ou

[(c,d)] =[(0,y)]. Temos 4 casos.
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Escrever os elementos na forma candnica muitas vezes facilita
demonstracoes:

Proposicao

Sejam [(a, b)], [(c, d)] € Z tais que [(a, b)][(c, d)] = [(0,0)]. Entdo
[(a, £)] = [(0,0)] ou [(c, d)] = [(0,0)].

Demonstracdo. Seja x € N tal que [(a, b)] = [(x,0)] ou

[(a, b)] =[(0,x)] e seja y € N tal que [(¢,d)] =[(v,0)] ou

[(c,d)] =[(0,y)]. Temos 4 casos. Vamos mostrar 2, deixando os

outros dois como exercicio:
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[(a, £)] = [(0,0)] ou [(c, d)] = [(0,0)].

Demonstracdo. Seja x € N tal que [(a, b)] = [(x,0)] ou

[(a, b)] =[(0,x)] e seja y € N tal que [(¢,d)] =[(v,0)] ou

[(c,d)] =[(0,y)]. Temos 4 casos. Vamos mostrar 2, deixando os

outros dois como exercicio:

e Pela defini¢do do produto, temos [(x, 0)][(y,0)] = [(xy, 0)].
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Aula 13 - Aplicando

Escrever os elementos na forma candnica muitas vezes facilita
demonstracoes:

Proposicao

Sejam [(a, b)], [(c, d)] € Z tais que [(a, b)][(c, d)] = [(0,0)]. Entdo
[(a, £)] = [(0,0)] ou [(c, d)] = [(0,0)].

Demonstracdo. Seja x € N tal que [(a, b)] = [(x,0)] ou

[(a, b)] =[(0,x)] e seja y € N tal que [(¢,d)] =[(v,0)] ou

[(c,d)] =[(0,y)]. Temos 4 casos. Vamos mostrar 2, deixando os

outros dois como exercicio:

e Pela defini¢do do produto, temos [(x, 0)][(y,0)] = [(xy, 0)].
De [(xy,0)] = [(0,0)], temos que xy =0
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Aula 13 - Aplicando

Escrever os elementos na forma candnica muitas vezes facilita
demonstracoes:

Proposicao

Sejam [(a, b)], [(c, d)] € Z tais que [(a, b)][(c, d)] = [(0,0)]. Entdo
[(a, £)] = [(0,0)] ou [(c, d)] = [(0,0)].

Demonstracdo. Seja x € N tal que [(a, b)] = [(x,0)] ou

[(a, b)] =[(0,x)] e seja y € N tal que [(¢,d)] =[(v,0)] ou

[(c,d)] =[(0,y)]. Temos 4 casos. Vamos mostrar 2, deixando os

outros dois como exercicio:

e Pela defini¢do do produto, temos [(x, 0)][(y,0)] = [(xy, 0)].
De [(xy,0)] = [(0,0)], temos que xy =0 . Logo, x =0 ou
y = 0 e, portanto, [(a, b)] = [(0,0)] ou [(c,d)] = [(0,0)].
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e Pela definicao do produto, temos que

[(x, 0)]1(0, )] = [(0, xy)].
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Aula 13 - Provando

e Pela definicao do produto, temos que
[(x,0)][(0, y)] = [(0,xy)]. Como no caso anterior, temos que
xy = 0 e, portanto, x =0o0u y =0.
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Aula 13 - Provando

e Pela definicao do produto, temos que
[(x,0)][(0, y)] = [(0,xy)]. Como no caso anterior, temos que
xy =0 e, portanto, x =0 ou y = 0. Assim [(a, b)] = [(0,0)]
ou [(¢, d)] = [(0,0)].
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Aula 13 - Ordem

Definicao

Sejam [(a, b)],[(c,d)] € Z. Seja x € N tal que [(a, b)] = [(x,0)]
ou [(a, b)] = [(0,x)] e seja y € N tal que [(c,d)] = [(y,0)] ou
[(c,d)] = [(0,y)]. Dizemos que [(a, b)] < [(c, d)] se, e somente se,
ocorre um dos seguintes casos:

e [(a,6)] = [(x,0)], [(c;d)] = [(y,0)] e x < y;
e [(a,6)] = [(0,)], [(c, d)] = [(y, O)];
o [(aD)] =0, X)] [(c, )] =[(0,y)] e y < x.

Esta é a ordem usual sobre os inteiros.
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Proposicao
A ordem sobre os inteiros € total.
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Aula 13 - E total

Proposicao
A ordem sobre os inteiros € total.

Demonstracao.
Sejam [(a, b)], [(c, d)] € Z.
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Aula 13 - E total

Proposicao
A ordem sobre os inteiros € total.

Demonstracao.
Sejam [(a, b)],[(c,d)] € Z. Temos que mostrar que

[(a, B)] < [(c, d)] ou [(c, d)] < [(a, b)].
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Proposicao
A ordem sobre os inteiros € total.

Demonstracao.

Sejam [(a, b();]7 [(c,d)] € Z. Temos que mostrar que

[(a,b)] < [(c,d)] ou [(c,d)] < [(a, b)]. Sejam x,y € N tais que
[(a, b)] = [(x,0)] ou [(a, b)] = [(0,x)] e [(c, d)] = [(y,0)] ou
[(c, d)] = (0, y)].

245



Aula 13 - E total

Proposicao
A ordem sobre os inteiros € total.

Demonstracao.

Sejam [(a, b();]7 [(c,d)] € Z. Temos que mostrar que

[(a,b)] < [(c,d)] ou [(c,d)] < [(a, b)]. Sejam x,y € N tais que
[(a, b)] = [(x,0)] ou [(a, b)] = [(0,x)] e [(c, d)] = [(y,0)] ou

[(c,d)] =[(0,y)]. Vamos analisar os casos:

245



Aula 13 - E total

Proposicao
A ordem sobre os inteiros € total.

Demonstracao.
Sejam [(a, b)],[(c,d)] € Z. Temos que mostrar que

[(a,b)] < [(c,d)] ou [(c,d)] < [(a, b)]. Sejam x,y € N tais que
[(a, b)] = [(x,0)] ou [(a, b)] = [(0,x)] e [(c, d)] = [(y,0)] ou

[(c,d)] =[(0,y)]. Vamos analisar os casos:

e Se[(a,b)] = [(x,0)] e [(c, d)] = [(y,0)].
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Aula 13 - E total

Proposicao
A ordem sobre os inteiros € total.

Demonstracao.
Sejam [(a, b)],[(c,d)] € Z. Temos que mostrar que

[(a,b)] < [(c,d)] ou [(c,d)] < [(a, b)]. Sejam x,y € N tais que
[(a, b)] = [(x,0)] ou [(a, b)] = [(0,x)] e [(c, d)] = [(y,0)] ou

[(c,d)] =[(0,y)]. Vamos analisar os casos:

e Se [(a,b)] = [(x,0)] e [(c,d)] = [(y,0)]. Se x <y, temos que
[(x, 0)] < [(v, 0)].
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Proposicao
A ordem sobre os inteiros € total.

Demonstracao.

Sejam [(a, b)],[(c,d)] € Z. Temos que mostrar que

[(a,b)] < [(c,d)] ou [(c,d)] < [(a, b)]. Sejam x,y € N tais que
[(a, b)] = [(x,0)] ou [(a, b)] = [(0,x)] e [(c, d)] = [(y,0)] ou

[(c,d)] =[(0,y)]. Vamos analisar os casos:

e Se [(a,b)] = [(x,0)] e [(c,d)] = [(y,0)]. Se x <y, temos que
[(x,0)] < [(y,0)]. Caso contrario, temos que y < x e,
portanto, [(y,0)] < [(x,0)].
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Aula 13 - E total

Proposicao
A ordem sobre os inteiros € total.

Demonstracao.

Sejam [(a, b();]7 [(c,d)] € Z. Temos que mostrar que

[(a,b)] < [(c,d)] ou [(c,d)] < [(a, b)]. Sejam x,y € N tais que
[(a, b)] = [(x,0)] ou [(a, b)] = [(0,x)] e [(c, d)] = [(y,0)] ou

[(c,d)] =[(0,y)]. Vamos analisar os casos:

e Se[(a,b)] = [(x,0)] e [(c,d)] = [(y,0)]. Se x <y, temos que
[(x,0)] < [(y,0)]. Caso contrario, temos que y < x e,
portanto, [(y,0)] < [(x,0)].

e Se[(a,b)] = [(x.0)] & [(c, d)] = (0, )], entdo
[(0, )] < [(x,0)].
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Aula 13 - E total

Proposicao
A ordem sobre os inteiros € total.

Demonstracao.

Sejam [(a, b();]7 [(c,d)] € Z. Temos que mostrar que

[(a,b)] < [(c,d)] ou [(c,d)] < [(a, b)]. Sejam x,y € N tais que
[(a, b)] = [(x,0)] ou [(a, b)] = [(0,x)] e [(c, d)] = [(y,0)] ou

[(c,d)] =[(0,y)]. Vamos analisar os casos:
e Se [(a,b)] = [(x,0)] e [(c,d)] = [(y,0)]. Se x <y, temos que

[(x,0)] < [(y,0)]. Caso contrario, temos que y < x e,
portanto, [(y,0)] < [(x,0)].

e Se[(a b)] = [(x,0)] e [(c,d)] = [(0, )], entdo
[(0, )] < [(x,0)].

Os outros casos s3o andlogos. O
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Aula 13 - Notacoes

Definicao

Denotamos por x o elemento [(x,0)]. Denotamos por —x o
elemento [(0, x)]. Assim, denotamos por x + (—y) o elemento
[(x,0)] + [(0, y)]. Muitas vezes, omitimos o +, ficando apenas

x —y. Chamamos de positivo um elemento da forma [(x, 0)] e de

negativo um da forma [(0, y)].
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Aula 13 - Regras de sinal

Proposicao

(a) O produto de dois positivos € positivo;
(b) O produto de dois negativos € positivo;

(c) O produto de um positivo com um negativo é negativo;
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Aula 13 - Regras de sinal

Proposicao

(a) O produto de dois positivos € positivo;
(b) O produto de dois negativos € positivo;

(c) O produto de um positivo com um negativo é negativo;

Demonstracao.
Sejam a,b € N.

247



Aula 13 - Regras de sinal

Proposicao

(a) O produto de dois positivos € positivo;
(b) O produto de dois negativos € positivo;

(c) O produto de um positivo com um negativo é negativo;

Demonstracao.
Sejam a,b € N.

(a) Temos que [(a,0)][(b,0)] = [(ab,0)];
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Aula 13 - Regras de sinal

Proposicao

(a) O produto de dois positivos € positivo;
(b) O produto de dois negativos € positivo;

(c) O produto de um positivo com um negativo é negativo;

Demonstracao.

Sejam a,b € N.

(a) Temos que [(a,0)][(b,0)] = [(ab,0)];
(b) Temos que [(0, a)][(0, b)] = [(ab, 0)]
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Aula 13 - Regras de sinal

Proposicao

(a) O produto de dois positivos € positivo;
(b) O produto de dois negativos € positivo;

(c) O produto de um positivo com um negativo é negativo;

Demonstracao.

Sejam a,b € N.

(a) Temos que [(a,0)][(b,0)] = [(ab,0)];
(b) Temos que [(0, a)][(0, b)] = [(ab,0)];

(c) Temos que [(a,0)][(0, b)] = [(0, ab)].
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Aula 13 - Notacao

Definicao
Dado [(a, b)] € Z, denotamos por —[(a, b)] o elemento [(b, a)].
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7. Temos:

(@) —(-a)=a
(b) a(=b) = —(ab),
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7. Temos:

(a) —(-a)=a;
(b) a(—b) = —(ab),
Demonstracao.

(a) Seja [(x,y)] = a.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7. Temos:

(a) —(-a)=a;
(b) a(—b) = —(ab),
Demonstracao.

(a) Seja [(x,y)] = a. Entdo —(=[(x,¥)]) = =[(y,x)] = [(x, y)]
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7. Temos:

(a) —(-a)=a;
(b) a(—b) = —(ab),
Demonstracao.

(a) Seja [(x,y)] = a. Entdo —(=[(x,¥)]) = =[(y,x)] = [(x, y)]
(b) Sejam [(x,y)] = a e [(w, 2)] = b.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7. Temos:

(a) —(-a)=a;
(b) a(—b) = —(ab),
Demonstracao.

(a) Seja [(x,y)] = a. Entdo —(=[(x,¥)]) = =[(y,x)] = [(x, y)]
(b) Sejam [(x,y)] = a e [(w,z)] = b. Temos

a(=b) = [CyN(=([w,2]))
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7. Temos:

(@) —(-a)=a
(b) a(=b) = —(ab),

Demonstracao.
(a) Seja [(x,y)] = a. Entdo —(—[(x, y)]) = —[(y,x)] = [(x, ¥)].
(b) Sejam [(x,y)] = a e [(w,z)] = b. Temos

[ (= ([w, 21))
[ (2, W)l

a(—»b)
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7. Temos:

(@) —(-a)=a
(b) a(=b) = —(ab),

Demonstracao.

(a) Seja [(x,y)] = a. Entdo —(=[(x,¥)]) = =[(y,x)] = [(x, y)]
(b) Sejam [(x,y)] = a e [(w,z)] = b. Temos

[ (= ([w, 21))
[ (2, W)l

[(xz + yw, xw + yz)]

a(—»b)
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7. Temos:

(@) —(-a)=a
(b) a(=b) = —(ab),

Demonstracao.

(a) Seja [(x,y)] = a. Entdo —(=[(x,¥)]) = =[(y,x)] = [(x, y)]
(b) Sejam [(x,y)] = a e [(w,z)] = b. Temos

[, (= ([w, 2]))

[, ¥z, w)]

[(xz + yw, xw + yz)]
—[(xw + yz,xz + yw)]

a(—»b)
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7. Temos:

(@) —(-a)=a
(b) a(=b) = —(ab),

Demonstracao.

(a) Seja [(x,y)] = a. Entdo —(=[(x,¥)]) = =[(y,x)] = [(x, y)]
(b) Sejam [(x,y)] = a e [(w,z)] = b. Temos

[ )I(=([w, 2]))

[ )][(z, W)

[(xz + yw, xw + yz)]
—[(xw + yz, xz + yw)]
—([C )][(w, 2)])

a(—»b)
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Dado um elemento z € 7Z, temos que z € positivo se, e somente se,

—z € negativo.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Dado um elemento z € 7Z, temos que z € positivo se, e somente se,

—z € negativo.

Demonstracao.
Suponha z positivo.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Dado um elemento z € 7Z, temos que z € positivo se, e somente se,

—z € negativo.

Demonstracao.
Suponha z positivo. Ent3o existe a € N tal que z = [(a,0)].
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Dado um elemento z € 7Z, temos que z € positivo se, e somente se,

—z € negativo.

Demonstracao.
Suponha z positivo. Ent3o existe a € N tal que z = [(a,0)].
Assim, —z = —[(a,0)] = [(0, a)] e, portanto, é negativo.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Dado um elemento z € 7Z, temos que z € positivo se, e somente se,

—z € negativo.

Demonstracao.
Suponha z positivo. Ent3o existe a € N tal que z = [(a,0)].

Assim, —z = —[(a,0)] = [(0, a)] e, portanto, é negativo.

Por outro lado, se —z é negativo, existe a € N tal que

—z=[(0, )]
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Dado um elemento z € 7Z, temos que z € positivo se, e somente se,

—z € negativo.

Demonstracao.
Suponha z positivo. Ent3o existe a € N tal que z = [(a,0)].

Assim, —z = —[(a,0)] = [(0, a)] e, portanto, é negativo.

Por outro lado, se —z é negativo, existe a € N tal que

—z=[(0,2)]. Logo, z = —(—2) = —[(0,2)] = [(2,0)] ¢
positivo. []
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Aula 13 - Notacao

Vamos identificar N = {z € Z : z > 0} da maneira usual.
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Aula 13 - Divisibilidade

Definicao
Dados a, b € Z, dizemos que a divide b (e denotamos por a|b) se
existe m € 7Z tal que am = b.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b, c € 7Z. Temos:

a) 1la;

()
(b)
(c)
(d)

[5)
p

[\
QJ

d) S

¢, entdo alc.

Demonstracao.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b, c € 7Z. Temos:

a) 1la;

()
(b)
(c)
(d)

[5)
p

[\
QJ

d) S

¢, entdo alc.

Demonstracao.

(a) Basta notar que 1la = a.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b, c € 7Z. Temos:

a) 1la;

()
(b)
(c)
(d)

[5)
p

[\
QJ

d) S

¢, entdo alc.

Demonstracao.
(a) Basta notar que 1la = a.

(b) Basta notar que a0 = 0.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b, c € 7Z. Temos:

()
(b)
(c)
(d)

1la;

[5)
p

[\
QJ

|a;
S

¢, entdo alc.

Demonstracao.
(a) Basta notar que 1la = a.
(b) Basta notar que a0 = 0.

(c) Basta notar que al = a.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b, c € 7Z. Temos:

a

(@) 1fa
(b)
(c)
(d)

[5)
p

G

[\
QJ

d) S

¢, entdo alc.

Demonstracao.

(a) Basta notar que 1la = a.

(b) Basta notar que a0 = 0.
(c) Basta notar que al = a.
(d) Seja m € Z tal que am = b.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b, c € 7Z. Temos:

a

(@) 1fa
(b)
(c)
(d)

[5)
p

G

[\
QJ

d) S

¢, entdo alc.

Demonstracao.

(a) Basta notar que 1la = a.

(b) Basta notar que a0 = 0.
(c) Basta notar que al = a.
(d) Seja m € Z tal que am = b. Seja n € 7Z tal que bn = c.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b, c € 7Z. Temos:

a

(@) 1fa
(b)
(c)
(d)

[5)
p

G

[\
QJ

d) S

¢, entdo alc.

Demonstracao.

(a) Basta notar que 1la = a.

(b) Basta notar que a0 = 0.
(c) Basta notar que al = a.
(d) Seja m € Z tal que am = b. Seja n € 7Z tal que bn = c.

Vamos provar que a(mn) = c. De fato,
253

a(mn) = (am)n = bn = c.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € Z. Entido ab = (—a)(—b).
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € Z. Entido ab = (—a)(—b).

Demonstracao.
Temos (—a)(—b) = (—1a)(—1b) = (—1)(—1)(a)(b) = ab. O
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Nos naturais, temos uma tnica possibilidade para que um produto
dé 1:
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Nos naturais, temos uma tnica possibilidade para que um produto
dé 1:

Lema
Se a, b € N sdo tais que ab=1, entdoa= b= 1.

255



Aula 13 - Diferencas entre casos

Nos naturais, temos uma tnica possibilidade para que um produto
dé 1:

Lema
Se a, b € N sdo tais que ab=1, entdoa= b= 1.

Demonstracao.
Note que b # 0 (pois a0 = 0 # 1).
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Nos naturais, temos uma tnica possibilidade para que um produto
de 1:

Lema
Se a, b € N sdo tais que ab=1, entdoa= b= 1.

Demonstracao.
Note que b # 0 (pois a0 = 0 # 1). Assim, existe m € N tal que

b=m+1.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Nos naturais, temos uma tnica possibilidade para que um produto
de 1:

Lema
Se a, b € N sdo tais que ab=1, entdoa= b= 1.

Demonstracao.
Note que b # 0 (pois a0 = 0 # 1). Assim, existe m € N tal que

b = m + 1. Substituindo, temos ab = a(m + 1) = am + a.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Nos naturais, temos uma tnica possibilidade para que um produto
de 1:

Lema
Se a, b € N sdo tais que ab=1, entdoa= b= 1.

Demonstracao.
Note que b # 0 (pois a0 = 0 # 1). Assim, existe m € N tal que
b = m+ 1. Substituindo, temos ab = a(m + 1) = am + a. Isto é,

a+am=1.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Nos naturais, temos uma tnica possibilidade para que um produto
de 1:

Lema
Se a, b € N sdo tais que ab=1, entdoa= b= 1.

Demonstracao.
Note que b # 0 (pois a0 = 0 # 1). Assim, existe m € N tal que
b = m+ 1. Substituindo, temos ab = a(m + 1) = am + a. Isto é,

a+am = 1. Assim, temos que a < 1.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Nos naturais, temos uma tnica possibilidade para que um produto
de 1:

Lema
Se a, b € N sdo tais que ab=1, entdoa= b= 1.

Demonstracao.

Note que b # 0 (pois a0 = 0 # 1). Assim, existe m € N tal que
b = m+ 1. Substituindo, temos ab = a(m + 1) = am + a. Isto é,
a+am=1. Assim, temos que a < 1. Como a € N, temos a =10

oua=—1.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Nos naturais, temos uma tnica possibilidade para que um produto
de 1:

Lema
Se a, b € N sdo tais que ab=1, entdoa= b= 1.

Demonstracao.

Note que b # 0 (pois a0 = 0 # 1). Assim, existe m € N tal que
b = m+ 1. Substituindo, temos ab = a(m + 1) = am + a. Isto é,
a+am=1. Assim, temos que a < 1. Como a € N, temos a =10
oua=1. Como a0 (pois 0b =0 # 1), temos que a = 1.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Nos naturais, temos uma tnica possibilidade para que um produto
de 1:

Lema
Se a, b € N sdo tais que ab=1, entdoa= b= 1.

Demonstracao.

Note que b # 0 (pois a0 = 0 # 1). Assim, existe m € N tal que

b = m+ 1. Substituindo, temos ab = a(m + 1) = am + a. Isto é,
a+am=1. Assim, temos que a < 1. Como a € N, temos a =10
oua=1. Como a# 0 (pois 0b =0 # 1), temos que a = 1. Como
1b=1-1, temos, pela lei do cancelamento, que b = 1. O
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J4a nos inteiros, temos duas possibilidades para um produto dar 1:
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J4a nos inteiros, temos duas possibilidades para um produto dar 1:

Lema
Se a,b € 7 sdo tais que ab=1, entdioa=b=1oua=b=—1.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

J4a nos inteiros, temos duas possibilidades para um produto dar 1:

Lema

Se a,b € 7 sdo tais que ab=1, entdioa=b=1oua=b=—1.
Demonstracdo. Temos 3 casos: a, b sdo positivos, a, b sdo
negativos e o terceiro caso é o que um ¢é positivo e o outro é
negativo (neste Ultimo caso, podemos supor sem problemas que a é
positivo e b é negativo).
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Aula 13 - Diferencas entre casos

J4a nos inteiros, temos duas possibilidades para um produto dar 1:

Lema

Se a,b € 7 sdo tais que ab=1, entdioa=b=1oua=b=—1.
Demonstracdo. Temos 3 casos: a, b sdo positivos, a, b sdo
negativos e o terceiro caso é o que um ¢é positivo e o outro é
negativo (neste Ultimo caso, podemos supor sem problemas que a é
positivo e b é negativo). Note também que, claramente, a, b # 0.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

J4a nos inteiros, temos duas possibilidades para um produto dar 1:

Lema
Se a,b € 7 sdo tais que ab=1, entdioa=b=1oua=b=—1.

Demonstracdo. Temos 3 casos: a, b sdo positivos, a, b sdo
negativos e o terceiro caso é o que um ¢é positivo e o outro é
negativo (neste Ultimo caso, podemos supor sem problemas que a é
positivo e b é negativo). Note também que, claramente, a, b # 0.

e a.b>0.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

J4a nos inteiros, temos duas possibilidades para um produto dar 1:

Lema
Se a,b € 7 sdo tais que ab=1, entdioa=b=1oua=b=—1.

Demonstracdo. Temos 3 casos: a, b sdo positivos, a, b sdo
negativos e o terceiro caso é o que um ¢é positivo e o outro é
negativo (neste Ultimo caso, podemos supor sem problemas que a é
positivo e b é negativo). Note também que, claramente, a, b # 0.

e a. b > 0. Neste caso, pelo lema anterior, temos que a, b = 1.
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e a,b<0.
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e a,b < 0. Note que
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e a,b < 0. Note que
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Aula 13 - Provando

e a,b < 0. Note que

1 ab
(—a)(=b)
Como (—a), (—b) sdo positivos, temos que —a, —b =1 e,

portanto, a,b = —1.
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Aula 13 - Provando

e a,b < 0. Note que

1 ab
(—a)(=b)
Como (—a), (—b) sdo positivos, temos que —a, —b =1 e,

portanto, a,b = —1.

e a>0eb<0.
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Aula 13 - Provando

e a,b < 0. Note que

(—a)(—b)
Como (—a), (—b) sdo positivos, temos que —a,—b =1 e,
portanto, a,b = —1.

e a>0e b<0. Note que, neste caso, ab < 0 e, portanto, ndo
pode ser 1 (ou seja, esse caso era impossivel de ocorrer).
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Proposicao

Sejam a,b € Z. Se a|b e b|a, entdo a= b ou a = —b.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Proposicao

Sejam a,b € Z. Se a|b e b|a, entdo a= b ou a = —b.

Demonstracao.
Primeiramente, note que se b =0, como b

a, temos que a =0 e,
portanto, o resultado vale.
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Proposicao

Sejam a,b € Z. Se a|b e b|a, entdo a= b ou a = —b.

Demonstracao.
Primeiramente, note que se b =0, como b

a, temos que a =0 e,
portanto, o resultado vale. Logo, podemos supor agora que b # 0.

258



Aula 13 - Diferencas entre casos

Proposicao

Sejam a,b € Z. Se a|b e b|a, entdo a= b ou a = —b.

Demonstracao.
Primeiramente, note que se b =0, como b

a, temos que a =0 e,
portanto, o resultado vale. Logo, podemos supor agora que b # 0.

De a|b, temos que existe m € Z tal que am = b.
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Proposicao

Sejam a,b € Z. Se a|b e b|a, entdo a= b ou a = —b.

Demonstracao.
Primeiramente, note que se b =0, como b

a, temos que a =0 e,
portanto, o resultado vale. Logo, podemos supor agora que b # 0.

De alb, temos que existe m € Z tal que am = b. De b|a, temos
que existe n tal que bn = a.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Proposicao

Sejam a,b € Z. Se a|b e b|a, entdo a= b ou a = —b.

Demonstracao.
Primeiramente, note que se b =0, como b

a, temos que a =0 e,
portanto, o resultado vale. Logo, podemos supor agora que b # 0.

De alb, temos que existe m € Z tal que am = b. De b|a, temos
que existe n tal que bn = a. Assim, de am = b, temos que
(bn)m = b.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Proposicao

Sejam a,b € Z. Se a|b e b|a, entdo a= b ou a = —b.

Demonstracao.
Primeiramente, note que se b =0, como b

a, temos que a =0 e,
portanto, o resultado vale. Logo, podemos supor agora que b # 0.

De alb, temos que existe m € Z tal que am = b. De b|a, temos
que existe n tal que bn = a. Assim, de am = b, temos que
(bn)m = b. Como b # 0, pela lei do cancelamento, temos que
nm=1.
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Aula 13 - Diferencas entre casos

Proposicao

Sejam a,b € Z. Se a|b e b|a, entdo a= b ou a = —b.

Demonstracao.
Primeiramente, note que se b =0, como b

a, temos que a =0 e,
portanto, o resultado vale. Logo, podemos supor agora que b # 0.

De alb, temos que existe m € Z tal que am = b. De b|a, temos
que existe n tal que bn = a. Assim, de am = b, temos que

(bn)m = b. Como b # 0, pela lei do cancelamento, temos que

nm = 1. Pelo lema anterior, n=m=1oun=m= —1 e temos o
resultado. O

258



Aula 13 - Menor elemento

259



Aula 13 - Menor elemento

Teorema (Principio do menor elemento)
Seja S C N. Se S # ), entdo existe m € S minimo de S (isto é,

m < s para todos € S).
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Aula 13 - Menor elemento

Teorema (Principio do menor elemento)
Seja S C N. Se S # ), entdo existe m € S minimo de S (isto é,

m < s para todos € S).

Demonstragdo. Considere o conjunto

M = {x € N:paratodose S, x <s}.
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Aula 13 - Menor elemento

Teorema (Principio do menor elemento)
Seja S C N. Se S # ), entdo existe m € S minimo de S (isto é,

m < s para todos € S).

Demonstragdo. Considere o conjunto

M = {x € N:paratodose S, x <s}.

Note que 0 € M.
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Aula 13 - Menor elemento

Teorema (Principio do menor elemento)
Seja S C N. Se S # ), entdo existe m € S minimo de S (isto é,

m < s para todos € S).

Demonstragdo. Considere o conjunto
M = {x € N:paratodose S, x <s}.

Note que 0 € M. Como S # (), temos que existe s € S.
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Aula 13 - Menor elemento

Teorema (Principio do menor elemento)
Seja S C N. Se S # ), entdo existe m € S minimo de S (isto é,

m < s para todos € S).

Demonstragdo. Considere o conjunto
M = {x € N:paratodose S, x <s}.

Note que 0 € M. Como S # (), temos que existe s € S. Note que
s+1¢ M.
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Aula 13 - Menor elemento

Teorema (Principio do menor elemento)
Seja S C N. Se S # ), entdo existe m € S minimo de S (isto é,

m < s para todos € S).

Demonstragdo. Considere o conjunto
M = {x € N:paratodose S, x <s}.

Note que 0 € M. Como S # (), temos que existe s € S. Note que
s+1¢ M. Logo, M # N.
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Aula 13 - Menor elemento

Teorema (Principio do menor elemento)
Seja S C N. Se S # ), entdo existe m € S minimo de S (isto é,

m < s para todos € S).

Demonstragdo. Considere o conjunto
M = {x € N:paratodose S, x <s}.

Note que 0 € M. Como S # (), temos que existe s € S. Note que
s+1¢ M. Logo, M # N. Considere a propriedade P(x) como

x € M.
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Aula 13 - Provando

Note que temos P(0).
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Aula 13 - Provando

Note que temos P(0). Logo, como tal propriedade ndo pode valer
para todo x € N, temos que existe n € N tal que P(n) /4 P(n+1)
(pois a indugdo ndo pode valer).
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Aula 13 - Provando

Note que temos P(0). Logo, como tal propriedade ndo pode valer
para todo x € N, temos que existe n € N tal que P(n) /4 P(n+1)
(pois a indugdo ndo pode valer). Isto é, existe n € N tal que P(n)
e "P(n—+1).
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Aula 13 - Provando

Note que temos P(0). Logo, como tal propriedade ndo pode valer
para todo x € N, temos que existe n € N tal que P(n) /4 P(n+1)
(pois a indugdo ndo pode valer). Isto é, existe n € N tal que P(n)
e -P(n+1). Vamos mostrar que tal n é o minimo de S.
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Aula 13 - Provando

Note que temos P(0). Logo, como tal propriedade ndo pode valer
para todo x € N, temos que existe n € N tal que P(n) /4 P(n+1)
(pois a indugdo ndo pode valer). Isto é, existe n € N tal que P(n)
e =P(n+1). Vamos mostrar que tal n é o minimo de S. Como

vale P(n), temos que n < s para todo s € S.

260



Aula 13 - Provando

Note que temos P(0). Logo, como tal propriedade ndo pode valer
para todo x € N, temos que existe n € N tal que P(n) /4 P(n+1)
(pois a indugdo ndo pode valer). Isto é, existe n € N tal que P(n)
e =P(n+1). Vamos mostrar que tal n é o minimo de S. Como
vale P(n), temos que n < s para todo s € S. Resta mostrar que

nes.
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Aula 13 - Provando

Note que temos P(0). Logo, como tal propriedade ndo pode valer
para todo x € N, temos que existe n € N tal que P(n) /4 P(n+1)
(pois a indugdo ndo pode valer). Isto é, existe n € N tal que P(n)
e =P(n+1). Vamos mostrar que tal n é o minimo de S. Como
vale P(n), temos que n < s para todo s € S. Resta mostrar que

n € S. Suponha que n3o.
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Aula 13 - Provando

Note que temos P(0). Logo, como tal propriedade ndo pode valer
para todo x € N, temos que existe n € N tal que P(n) /4 P(n+1)
(pois a indugdo ndo pode valer). Isto é, existe n € N tal que P(n)
e =P(n+1). Vamos mostrar que tal n é o minimo de S. Como
vale P(n), temos que n < s para todo s € S. Resta mostrar que

n € S. Suponha que n3o. Entdo vale que, para qualquer s € S,

n <s.

260



Aula 13 - Provando

Note que temos P(0). Logo, como tal propriedade ndo pode valer
para todo x € N, temos que existe n € N tal que P(n) /4 P(n+1)
(pois a indugdo ndo pode valer). Isto é, existe n € N tal que P(n)
e =P(n+1). Vamos mostrar que tal n é o minimo de S. Como
vale P(n), temos que n < s para todo s € S. Resta mostrar que
n € S. Suponha que n3o. Entdo vale que, para qualquer s € S,
n<s. Logo, n+1 <s (pelo Lema 11.11) para qualquer s € S.
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Aula 13 - Provando

Note que temos P(0). Logo, como tal propriedade ndo pode valer
para todo x € N, temos que existe n € N tal que P(n) /4 P(n+1)
(pois a indugdo ndo pode valer). Isto é, existe n € N tal que P(n)
e =P(n+1). Vamos mostrar que tal n é o minimo de S. Como
vale P(n), temos que n < s para todo s € S. Resta mostrar que

n € S. Suponha que n3o. Entdo vale que, para qualquer s € S,
n<s. Logo, n+1 <s (pelo Lema 11.11) para qualquer s € S.
Assim, n+ 1 € M e, portanto, P(n+ 1), contradi¢3o. O
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Aula 13 - Divisdao

Teorema (Algoritmo da divisao de Euclides)

Sejam a, b € 7Z tais que a > 0 e b > 0. Entdo existem inteiros q e
r tais que a = bg +r com 0 < r < b.
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Aula 13 - Divisdao

Teorema (Algoritmo da divisao de Euclides)

Sejam a, b € 7Z tais que a > 0 e b > 0. Entdo existem inteiros q e
r tais que a = bg +r com 0 < r < b.

Demonstracdo. Considere o conjunto

S={a—bx:x€Zea—bx>0}
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Aula 13 - Divisdao

Teorema (Algoritmo da divisao de Euclides)

Sejam a, b € 7Z tais que a > 0 e b > 0. Entdo existem inteiros q e
r tais que a = bg +r com 0 < r < b.

Demonstracdo. Considere o conjunto

S={a—bx:x€Zea—bx>0}

Note que S # (), pois tomando x = 0, temos que a — bx = a > 0.
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Aula 13 - Divisdao

Teorema (Algoritmo da divisao de Euclides)

Sejam a, b € 7Z tais que a > 0 e b > 0. Entdo existem inteiros q e
r tais que a = bg +r com 0 < r < b.

Demonstracdo. Considere o conjunto

S={a—bx:x€Zea—bx>0}

Note que S # (), pois tomando x = 0, temos que a — bx = a > 0.
Seja r o menor elemento de S.
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Aula 13 - Divisdao

Teorema (Algoritmo da divisao de Euclides)

Sejam a, b € 7Z tais que a > 0 e b > 0. Entdo existem inteiros q e

r tais que a = bg +r com 0 < r < b.

Demonstracdo. Considere o conjunto
S={a—bx:x€Zea—bx>0}
Note que S # (), pois tomando x = 0, temos que a — bx = a > 0.

Seja r o menor elemento de S. Assim, para algum g € Z, temos
que r = a— bg.
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Aula 13 - Divisdao

Teorema (Algoritmo da divisao de Euclides)

Sejam a, b € 7Z tais que a > 0 e b > 0. Entdo existem inteiros q e

r tais que a = bg +r com 0 < r < b.

Demonstracdo. Considere o conjunto
S={a—bx:x€Zea—bx>0}
Note que S # (), pois tomando x = 0, temos que a — bx = a > 0.

Seja r o menor elemento de S. Assim, para algum g € Z, temos
que r = a— bq. Logo, r + bg = a.

261



Aula 13 - Divisdao

Teorema (Algoritmo da divisao de Euclides)

Sejam a, b € 7Z tais que a > 0 e b > 0. Entdo existem inteiros q e
r tais que a = bg +r com 0 < r < b.

Demonstracdo. Considere o conjunto
S={a—bx:x€Zea—bx>0}
Note que S # (), pois tomando x = 0, temos que a — bx = a > 0.

Seja r o menor elemento de S. Assim, para algum g € Z, temos
que r = a — bqg. Logo, r + bg = a. Note que, como r € S, r > 0.

261
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Aula 13 - Provando

Se mostrarmos que r < b terminamos.
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Aula 13 - Provando

Se mostrarmos que r < b terminamos. Suponha que n3o.
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Aula 13 - Provando

Se mostrarmos que r < b terminamos. Suponha que n3o. Temos

0 < r—b»
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Aula 13 - Provando

Se mostrarmos que r < b terminamos. Suponha que n3o. Temos

0 < r—»b
= (a—bg)—b
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Aula 13 - Provando

Se mostrarmos que r < b terminamos. Suponha que n3o. Temos

0 < r—b»
= (a—bg)—b
a—b(g+1)
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Aula 13 - Provando

Se mostrarmos que r < b terminamos. Suponha que n3o. Temos

0 <

Note entdo que a — b(q + 1) €

r—>b
(a—bg)—b
a—b(qg+1)

S.
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Aula 13 - Provando

Se mostrarmos que r < b terminamos. Suponha que n3o. Temos

0 < r—b»
= (a—bg)—b
a—b(g+1)

Note entdo que a — b(g + 1) € S. E note que
a—b(g+1l)=a—bg—b<a—bg=r,jidqueb>0.
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Aula 13 - Provando

Se mostrarmos que r < b terminamos. Suponha que n3o. Temos

0 < r—b»
= (a—bg)—b
a—b(g+1)

Note entdo que a — b(g + 1) € S. E note que
a—b(g+1)=a—bg—b<a—bg=r,jid que b>0. Mas isso
contradiz a minimalidade de r.
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Aula 13 - Valor absoluto

Definicao
Dado z € Z, definimos o valor absoluto de z (denotado por |z|) da

seguinte maneira:

z sez>0
z| =
—z sez<0
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7Z. Temos que valem as seguintes afirmagdes:

(a) la[ =0
(b) |aj=0—a=0;
(c) a<]al;

264



Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7Z. Temos que valem as seguintes afirmagdes:

(a) la[ =0
(b) |aj=0—a=0;
(c) a<]|a

Demonstracao.

(a) Se a> 0, temos que |a| = a > 0.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7Z. Temos que valem as seguintes afirmagdes:

(a) la[ =0
(b) |aj=0—a=0;
(c) a<]|a

Demonstracao.

(a) Se a> 0, temos que |a| =a > 0. Se a < 0, temos que
la| = —a > 0.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7Z. Temos que valem as seguintes afirmagdes:

(a) la[ =0
(b) |aj=0—a=0;

(c) a<]|al,

Demonstracao.

(a) Se a> 0, temos que |a| =a > 0. Se a < 0, temos que
la| = —a > 0.

(b) Suponha que a # 0.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7Z. Temos que valem as seguintes afirmagdes:

(a) la[ =0
(b) |aj=0—a=0;

(c) a<]|al,

Demonstracao.

(a) Se a> 0, temos que |a| =a > 0. Se a < 0, temos que
la| = —a > 0.

(b) Suponha que a# 0. Se a > 0, temos que |a| =a > 0 e,

portanto |a| # 0.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7Z. Temos que valem as seguintes afirmagdes:

(a) la[ =0
(b) |aj=0—a=0;
(c) a<]|a

Demonstracao.

(a) Se a> 0, temos que |a| =a > 0. Se a < 0, temos que
la| = —a > 0.

(b) Suponha que a# 0. Se a > 0, temos que |a| =a > 0 e,
portanto |a| # 0. Se a < 0, temos que |[a| = —a>0e
novamente temos que |a| # 0.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7Z. Temos que valem as seguintes afirmagdes:

(a) la[ =0
(b) |aj=0—a=0;
(c) a<]|a

Demonstracao.

(a) Se a> 0, temos que |a| =a > 0. Se a < 0, temos que
la| = —a > 0.

(b) Suponha que a# 0. Se a > 0, temos que |a| =a > 0 e,
portanto |a| # 0. Se a < 0, temos que |[a| = —a>0e
novamente temos que |a| # 0.

(c) se a> 0, temos que |a| = a e, portanto, a < |a|.
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Aula 13 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b € 7Z. Temos que valem as seguintes afirmagdes:

(a) la[ =0
(b) |aj=0—a=0;
(c) a<]|a

Demonstracao.

(a) Se a> 0, temos que |a| =a > 0. Se a < 0, temos que
la| = —a > 0.

(b) Suponha que a# 0. Se a > 0, temos que |a| =a > 0 e,

portanto |a| # 0. Se a < 0, temos que |[a| = —a>0e

novamente temos que |a| # 0.

(c) se a> 0, temos que |a| = a e, portanto, a < |a|. Se a <0,
temos que a < |a| pelo item (a). 264
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Aula 14 - Nimeros primos

Um conceito bastante util é o de nimero primo:
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Aula 14 - Nimeros primos

Um conceito bastante util é o de nimero primo:

Definicao

Dado um p € N, dizemos que p é primose p > 1 ese a € N é tal
que a|p, entdo a=pou a=1.
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Aula 14 - Relacdao com a ordem

O préximo resultado vai facilitar algumas demonstracdes por
inducdo ou por argumentos de minimalidade:

Proposicao

Sejam a, b € N tais que a, b > 1. Se a|b, entdo a < b.
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Aula 14 - Relacdao com a ordem

O préximo resultado vai facilitar algumas demonstracdes por
inducdo ou por argumentos de minimalidade:

Proposicao

Sejam a, b € N tais que a, b > 1. Se a|b, entdo a < b.

Demonstracao.
Como a|b, existe n € N tal que an = b.
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Aula 14 - Relacdao com a ordem

O préximo resultado vai facilitar algumas demonstracdes por
inducdo ou por argumentos de minimalidade:

Proposicao

Sejam a, b € N tais que a, b > 1. Se alb, entdo a < b.

Demonstracao.
Como a|b, existe n € N tal que an = b. Note que n # 0 pois

b#0.
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Aula 14 - Relacdao com a ordem

O préximo resultado vai facilitar algumas demonstracdes por
inducdo ou por argumentos de minimalidade:

Proposicao

Sejam a, b € N tais que a, b > 1. Se alb, entdo a < b.

Demonstracao.
Como a|b, existe n € N tal que an = b. Note que n # 0 pois

b # 0. Assim, existe m € N tal que n = m+ 1.

266



Aula 14 - Relacdao com a ordem

O préximo resultado vai facilitar algumas demonstracdes por
inducdo ou por argumentos de minimalidade:

Proposicao

Sejam a, b € N tais que a, b > 1. Se alb, entdo a < b.

Demonstracao.
Como a|b, existe n € N tal que an = b. Note que n # 0 pois

b # 0. Assim, existe m € N tal que n = m+ 1. Temos

b = an
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Aula 14 - Relacdao com a ordem

O préximo resultado vai facilitar algumas demonstracdes por
inducdo ou por argumentos de minimalidade:

Proposicao

Sejam a, b € N tais que a,b > 1. Se a

b, entdo a < b.

Demonstracao.
Como alb, existe n € N tal que an = b. Note que n # 0 pois

b # 0. Assim, existe m € N tal que n = m+ 1. Temos

b = an
a(m+1)

266



Aula 14 - Relacdao com a ordem

O préximo resultado vai facilitar algumas demonstracdes por
inducdo ou por argumentos de minimalidade:

Proposicao

Sejam a, b € N tais que a,b > 1. Se a

b, entdo a < b.

Demonstracao.
Como alb, existe n € N tal que an = b. Note que n # 0 pois

b # 0. Assim, existe m € N tal que n = m+ 1. Temos

b = an
a(m+1)
= am+a
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Aula 14 - Relacdao com a ordem

O préximo resultado vai facilitar algumas demonstracdes por
inducdo ou por argumentos de minimalidade:

Proposicao

Sejam a, b € N tais que a,b > 1. Se a

b, entdo a < b.

Demonstracao.
Como alb, existe n € N tal que an = b. Note que n # 0 pois

b # 0. Assim, existe m € N tal que n = m+ 1. Temos

b = an
a(m+1)
= am+a
Logo, a < b. O
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Aula 14 - Algum primo divide

Ja temos material suficiente para provar que todo nimero maior
que 1 é divisivel por algum primo:
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Aula 14 - Algum primo divide

Ja temos material suficiente para provar que todo nimero maior
que 1 é divisivel por algum primo:

Proposicao

Dado a € N, com a > 1, existe p primo tal que p|a.
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Aula 14 - Algum primo divide

Ja temos material suficiente para provar que todo nimero maior
que 1 é divisivel por algum primo:

Proposicao
Dado a € N, com a > 1, existe p primo tal que p|a.

Demonstracao.
Seja D={neN:n>1e nla}.
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Aula 14 - Algum primo divide

Ja temos material suficiente para provar que todo nimero maior
que 1 é divisivel por algum primo:

Proposicao
Dado a € N, com a > 1, existe p primo tal que p|a.

Demonstracao.
Seja D={neN:n>1enla}. Note que D # () ja que a € D.
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Aula 14 - Algum primo divide

Ja temos material suficiente para provar que todo nimero maior
que 1 é divisivel por algum primo:

Proposicao
Dado a € N, com a > 1, existe p primo tal que p|a.

Demonstracao.
Seja D={neN:n>1enla}. Note que D # () ja que a € D.

Seja p o minimo de D.
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Aula 14 - Algum primo divide

Ja temos material suficiente para provar que todo nimero maior
que 1 é divisivel por algum primo:

Proposicao
Dado a € N, com a > 1, existe p primo tal que p|a.

Demonstracao.
Seja D={neN:n>1enla}. Note que D # () ja que a € D.

Seja p o minimo de D. Vamos mostrar que p € primo.
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Aula 14 - Algum primo divide

Ja temos material suficiente para provar que todo nimero maior
que 1 é divisivel por algum primo:

Proposicao
Dado a € N, com a > 1, existe p primo tal que p|a.

Demonstracao.

Seja D={neN:n>1enla}. Note que D # () ja que a € D.
Seja p o minimo de D. Vamos mostrar que p é primo. Suponha
que nao.
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Aula 14 - Algum primo divide

Ja temos material suficiente para provar que todo nimero maior
que 1 é divisivel por algum primo:

Proposicao
Dado a € N, com a > 1, existe p primo tal que p|a.

Demonstracao.

Seja D={neN:n>1enla}. Note que D # () ja que a € D.
Seja p o minimo de D. Vamos mostrar que p é primo. Suponha
que n3o. Entdo existe d tal que d > 1, d # p e d|p.
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Aula 14 - Algum primo divide

Ja temos material suficiente para provar que todo nimero maior
que 1 é divisivel por algum primo:

Proposicao
Dado a € N, com a > 1, existe p primo tal que p|a.

Demonstracao.
Seja D={neN:n>1enla}. Note que D # () ja que a € D.

Seja p o minimo de D. Vamos mostrar que p é primo. Suponha
que n3o. Entdo existe d tal que d > 1, d # p e d|p. Pela
Proposicao 14.2, temos que d < p.
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Aula 14 - Algum primo divide

Ja temos material suficiente para provar que todo nimero maior
que 1 é divisivel por algum primo:

Proposicao
Dado a € N, com a > 1, existe p primo tal que p|a.

Demonstracao.
Seja D={neN:n>1enla}. Note que D # () ja que a € D.

Seja p o minimo de D. Vamos mostrar que p é primo. Suponha
que n3o. Entdo existe d tal que d > 1, d # p e d|p. Pela
Proposicdo 14.2, temos que d < p. Note que, como d|p e pla,
temos que d|a.
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Aula 14 - Algum primo divide

Ja temos material suficiente para provar que todo nimero maior
que 1 é divisivel por algum primo:

Proposicao

Dado a € N, com a > 1, existe p primo tal que p|a.
Demonstracao.

Seja D={neN:n>1enla}. Note que D # () ja que a € D.
Seja p o minimo de D. Vamos mostrar que p é primo. Suponha
que n3o. Entdo existe d tal que d > 1, d # p e d|p. Pela
Proposicdo 14.2, temos que d < p. Note que, como d|p e pla,

temos que d|a. Logo, d € D contrariando a minimalidade de
p. []
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Aula 14 - Decomposicao

Com o resultado anterior, podemos decompor cada a > 1 em
fatores primos:

Proposicao

Dado a € N, com a > 1. Entdo existem p1, ..., p, primos tais que
a=p1-Pn
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Aula 14 - Decomposicao
Com o resultado anterior, podemos decompor cada a > 1 em
fatores primos:
Proposicao
Dado a € N, com a > 1. Entdo existem p1, ..., p, primos tais que
a=p1-Pn

Demonstracdo. Considere A= {a € N:a > 1 e existem pi, ..., pp
primos tais que a = p; -+ pp}.
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fatores primos:
Proposicao
Dado a € N, com a > 1. Entdo existem p1, ..., p, primos tais que
a=p1-Pn

Demonstracdo. Considere A={a € N:a> 1 e existem py, ..., pp

primos tais que a = p; -+ - pp}. Temos que mostrar que
A={aeN:a>1}.
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fatores primos:
Proposicao
Dado a € N, com a > 1. Entdo existem p1, ..., p, primos tais que
a=p1-Pn

Demonstracdo. Considere A={a € N:a> 1 e existem py, ..., pp
primos tais que a = p; - - - pp}. Temos que mostrar que
A ={aeN:a>1}. Suponha que ndo.
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primos tais que a = p; - - - pp}. Temos que mostrar que

A ={aeN:a>1}. Suponhaquendo. Entdo {fac N:a>1}\A
é n3o vazio.
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primos tais que a = p; - - - pp}. Temos que mostrar que

A ={aeN:a>1}. Suponhaquendo. Entdo {fac N:a>1}\A
é n3o vazio. Seja m o minimo de tal conjunto. Note que m > 1.
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a=p1-Pn
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primos tais que a = p; - - - pp}. Temos que mostrar que

A ={aeN:a>1}. Suponhaquendo. Entdo {fac N:a>1}\A
é n3o vazio. Seja m o minimo de tal conjunto. Note que m > 1.
Pela Proposicdo 14.3, existe p primo tal que p|m.
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Com o resultado anterior, podemos decompor cada a > 1 em
fatores primos:

Proposicao

Dado a € N, com a > 1. Entdo existem p1, ..., p, primos tais que
a=p1-Pn

Demonstracdo. Considere A={a € N:a> 1 e existem py, ..., pp
primos tais que a = p; - - - pp}. Temos que mostrar que

A ={aeN:a>1}. Suponhaquendo. Entdo {fac N:a>1}\A
é n3o vazio. Seja m o minimo de tal conjunto. Note que m > 1.
Pela Proposicdo 14.3, existe p primo tal que p|m. Pela Proposi¢do
14.2, temos dois casos p = m ou p < m.
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Aula 14 - Decomposicao

Com o resultado anterior, podemos decompor cada a > 1 em
fatores primos:

Proposicao

Dado a € N, com a > 1. Entdo existem p1, ..., p, primos tais que
a=p1-Pn

Demonstracdo. Considere A={a € N:a> 1 e existem py, ..., pp
primos tais que a = p; - - - pp}. Temos que mostrar que

A ={aeN:a>1}. Suponhaquendo. Entdo {fac N:a>1}\A
é n3o vazio. Seja m o minimo de tal conjunto. Note que m > 1.
Pela Proposicdo 14.3, existe p primo tal que p|m. Pela Proposi¢do
14.2, temos dois casos p = m ou p < m. Se p = m, temos uma
contradi¢do com a definicdo de m (pois m ¢ A).
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Se p < m, note que existe k tal que pk = m e tal que k > 1 (se
k =0, teriamos m =0 e se k = 1, terlamos m = p).
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Se p < m, note que existe k tal que pk = m e tal que k > 1 (se
k =0, teriamos m = 0 e se k = 1, terlamos m = p). Assim, pela
minimalidade m, temos que existem p1, ..., p, tais que
k=p1-pn.
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Se p < m, note que existe k tal que pk = m e tal que k > 1 (se
k =0, teriamos m = 0 e se k = 1, terlamos m = p). Assim, pela
minimalidade m, temos que existem p1, ..., p, tais que

k=p1---pn. Logo, m=(p1----- pn)p, contrariando a definicdo
de m. O
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Aula 14 - mdc

Definicao

Sejam a, b € Z. Dizemos que d é um maximo divisor comum de
aebse

(a) d >0;

(b) d|a e d|b;

(c) Se e satisfaz (a) e (b), entdo e|d.
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Proposicao

Se d e e sGdo madximos divisores comuns de a e b, entdo d = e.
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Proposicao
Se d e e sGdo madximos divisores comuns de a e b, entdo d = e.

Demonstracao.
Basta notar que d|e e e|d.
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Aula 14 - Unicidade

Proposicao
Se d e e sGdo madximos divisores comuns de a e b, entdo d = e.

Demonstracao.
Basta notar que d|e e e|d. Logo, como ambos sdo positivos,

temos que d = e. ]

271



Aula 14 - Encontrando o mdc

272



Aula 14 - Encontrando o mdc

Proposicao
Sejam a, b € 7Z com a,b # 0. Entdo o minimo do conjunto

{ax+ by :ax+ by >0 e x,y € Z} é o maximo divisor comum de
aeb.
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Proposicao
Sejam a, b € 7Z com a,b # 0. Entdo o minimo do conjunto

{ax+ by :ax+ by >0 e x,y € Z} é o maximo divisor comum de

aeb.

Demonstracdo. Vamos chamar o conjunto do enunciado de A.
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Proposicao
Sejam a, b € 7Z com a,b # 0. Entdo o minimo do conjunto

ax + by :ax+ by >0e X,y € 7} € o maximo divisor comum de
Y/ Y/ y
aeb.

Demonstracdo. Vamos chamar o conjunto do enunciado de A.
Note que A # () (exercicio).
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Proposicao
Sejam a, b € 7Z com a,b # 0. Entdo o minimo do conjunto

{ax+ by :ax+ by >0 e x,y € Z} é o maximo divisor comum de
aeb.

Demonstracdo. Vamos chamar o conjunto do enunciado de A.
Note que A # () (exercicio). Assim, seja d o minimo de A.
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Proposicao
Sejam a, b € 7Z com a,b # 0. Entdo o minimo do conjunto

{ax+ by :ax+ by >0 e x,y € Z} é o maximo divisor comum de
aeb.

Demonstracdo. Vamos chamar o conjunto do enunciado de A.
Note que A # () (exercicio). Assim, seja d o minimo de A. Note
que d > 0. Sejam x,y € Z tais que d = ax + by.
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Sejam a, b € 7Z com a,b # 0. Entdo o minimo do conjunto

{ax+ by :ax+ by >0 e x,y € Z} é o maximo divisor comum de

aeb.

Demonstracdo. Vamos chamar o conjunto do enunciado de A.
Note que A # () (exercicio). Assim, seja d o minimo de A. Note
que d > 0. Sejam x, y € Z tais que d = ax + by. Vamos mostrar
que d|a.
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que d > 0. Sejam x, y € Z tais que d = ax + by. Vamos mostrar
que d|a. Suponha que n3o.
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Proposicao
Sejam a, b € 7Z com a,b # 0. Entdo o minimo do conjunto

{ax+ by :ax+ by >0 e x,y € Z} é o maximo divisor comum de
aeb.

Demonstracdo. Vamos chamar o conjunto do enunciado de A.
Note que A # () (exercicio). Assim, seja d o minimo de A. Note
que d > 0. Sejam x, y € Z tais que d = ax + by. Vamos mostrar
que d|a. Suponha que n3o. Aplique o algoritmo da divisdo de
Euclides e tome a=dg+ r com 0 < r < d.
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Sejam a, b € 7Z com a,b # 0. Entdo o minimo do conjunto

{ax+ by :ax+ by >0 e x,y € Z} é o maximo divisor comum de
aeb.

Demonstracdo. Vamos chamar o conjunto do enunciado de A.
Note que A # () (exercicio). Assim, seja d o minimo de A. Note
que d > 0. Sejam x, y € Z tais que d = ax + by. Vamos mostrar
que d|a. Suponha que n3o. Aplique o algoritmo da divisdo de
Euclides e tome a = dg + r com 0 < r < d. Note que

r = a—dq
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Aula 14 - Encontrando o mdc

Proposicao
Sejam a, b € 7Z com a,b # 0. Entdo o minimo do conjunto

{ax+ by :ax+ by >0 e x,y € Z} é o maximo divisor comum de
aeb.

Demonstracdo. Vamos chamar o conjunto do enunciado de A.
Note que A # () (exercicio). Assim, seja d o minimo de A. Note
que d > 0. Sejam x, y € Z tais que d = ax + by. Vamos mostrar
que d|a. Suponha que n3o. Aplique o algoritmo da divisdo de
Euclides e tome a = dg + r com 0 < r < d. Note que

r = a—dq
a— (ax+ by)q
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Aula 14 - Encontrando o mdc

Proposicao
Sejam a, b € 7Z com a,b # 0. Entdo o minimo do conjunto

{ax+ by :ax+ by >0 e x,y € Z} é o maximo divisor comum de
aeb.

Demonstracdo. Vamos chamar o conjunto do enunciado de A.
Note que A # () (exercicio). Assim, seja d o minimo de A. Note
que d > 0. Sejam x, y € Z tais que d = ax + by. Vamos mostrar
que d|a. Suponha que n3o. Aplique o algoritmo da divisdo de
Euclides e tome a = dg + r com 0 < r < d. Note que

r = a—dq
= a—(ax+by)q
a(1 — xq) — b(yq)
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Logo r € A, contrariando a minimalidade de d.
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Logo r € A, contrariando a minimalidade de d. Podemos provar de
maneira analoga que d|b.
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Logo r € A, contrariando a minimalidade de d. Podemos provar de
maneira analoga que d|b. Assim, sé nos resta mostrar que dado
e > 0 tal que e|a e e|b temos que e|d.
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Logo r € A, contrariando a minimalidade de d. Podemos provar de
maneira analoga que d|b. Assim, sé nos resta mostrar que dado

e > 0 tal que e|a e e|b temos que e|d. Como e|a, existe m tal que
em = a.
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Logo r € A, contrariando a minimalidade de d. Podemos provar de
maneira analoga que d|b. Assim, sé nos resta mostrar que dado

e > 0 tal que e|a e e|b temos que e|d. Como e|a, existe m tal que
em = a. Como e|b, existe n tal que en = b. Assim, temos

d = ax+ by
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Logo r € A, contrariando a minimalidade de d. Podemos provar de
maneira analoga que d|b. Assim, sé nos resta mostrar que dado

e > 0 tal que e|a e e|b temos que e|d. Como e|a, existe m tal que
em = a. Como e|b, existe n tal que en = b. Assim, temos

d = ax+ by
= emx + eny
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Aula 14 - Provando

Logo r € A, contrariando a minimalidade de d. Podemos provar de
maneira analoga que d|b. Assim, sé nos resta mostrar que dado

e > 0 tal que e|a e e|b temos que e|d. Como e|a, existe m tal que
em = a. Como e|b, existe n tal que en = b. Assim, temos

d = ax+ by
= emx + eny
= e(mx+ ny)
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Aula 14 - Provando

Logo r € A, contrariando a minimalidade de d. Podemos provar de
maneira analoga que d|b. Assim, sé nos resta mostrar que dado

e > 0 tal que e|a e e|b temos que e|d. Como e|a, existe m tal que
em = a. Como e|b, existe n tal que en = b. Assim, temos

d = ax+ by
= emx + eny
= e(mx+ ny)
Logo, d|e como queriamos. 0J
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Aula 14 - Forma usual

Definicao
Dados a, b € Zo, chamamos de mdc(a, b) o maximo divisor
comum de a e b.
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Proposicao
Sejam a, b € Zqo. Entdo M é o maximo divisor comum entre a e b

a, M|b e, dado qualquer n tal que n|a e n|b,

se, e somente se, M
temos que n < M.
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Proposicao
Sejam a, b € Zqo. Entdo M é o maximo divisor comum entre a e b

se, e somente se, M|a, M|b e, dado qualquer n tal que n|a e n|b,

temos que n < M.

Demonstracdo. Suponha que M é o maximo divisor comum entre
a, b.
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Proposicao
Sejam a, b € Zqo. Entdo M é o maximo divisor comum entre a e b

b,

se, e somente se, M|a, M|b e, dado qualquer n tal que nla e n

temos que n < M.

Demonstracdo. Suponha que M é o maximo divisor comum entre
a, b. Pela definigdo, ja temos que M|a e M|b.
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Proposicao
Sejam a, b € Zqo. Entdo M é o maximo divisor comum entre a e b

b,

se, e somente se, M|a, M|b e, dado qualquer n tal que nla e n

temos que n < M.

Demonstracdo. Suponha que M é o maximo divisor comum entre
a, b. Pela definigdo, ja temos que M|a e M|b. Assim, dado n tal

que n|a e n|b, resta mostrar que n < M.
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Proposicao
Sejam a, b € Zqo. Entdo M é o maximo divisor comum entre a e b

b,

se, e somente se, M|a, M|b e, dado qualquer n tal que nla e n

temos que n < M.

Demonstracdo. Suponha que M é o maximo divisor comum entre
a, b. Pela definigdo, ja temos que M|a e M|b. Assim, dado n tal

que n|a e n|b, resta mostrar que n < M. Temos dois casos:

e Se n< 0, entdo n < M, ja que M > 0.
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Proposicao
Sejam a, b € Zqo. Entdo M é o maximo divisor comum entre a e b

se, e somente se, M b,

a, M|b e, dado qualquer n tal que nla e n

temos que n < M.

Demonstracdo. Suponha que M é o maximo divisor comum entre
a, b. Pela definigdo, ja temos que M|a e M|b. Assim, dado n tal

que n|a e n|b, resta mostrar que n < M. Temos dois casos:

e Se n< 0, entdo n < M, ja que M > 0.

e Se n > 0, entdo pela definicdo de maximo divisor comum
entre a e b, temos que n|M. Logo, como M, n € N, pela
Proposicao 14.2, temos que n < M como queriamos.
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Agora suponha M como no enunciado.
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Agora suponha M como no enunciado. Primeiramente, note que
M > 0.
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M > 0. Pois, caso contrario, teriamos que —M também seria um
divisor de ae be M < —M, contrariando a definicio de M.
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Agora suponha M como no enunciado. Primeiramente, note que
M > 0. Pois, caso contrario, teriamos que —M também seria um
divisor de ae be M < —M, contrariando a definicio de M. Assim,

M satisfaz as condi¢bes (a) e (b) da definigdo de maximo divisor
comum.
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Agora suponha M como no enunciado. Primeiramente, note que
M > 0. Pois, caso contrario, teriamos que —M também seria um
divisor de ae be M < —M, contrariando a definicio de M. Assim,

M satisfaz as condi¢bes (a) e (b) da definigdo de maximo divisor
comum. Seja d = mdc(a, b).
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Agora suponha M como no enunciado. Primeiramente, note que
M > 0. Pois, caso contrario, teriamos que —M também seria um
divisor de ae be M < —M, contrariando a definicio de M. Assim,
M satisfaz as condi¢bes (a) e (b) da definigdo de maximo divisor
comum. Seja d = mdc(a, b). Pela definicdo de d, temos que M|d.
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Agora suponha M como no enunciado. Primeiramente, note que
M > 0. Pois, caso contrario, teriamos que —M também seria um
divisor de ae be M < —M, contrariando a definicio de M. Assim,
M satisfaz as condi¢bes (a) e (b) da definigdo de maximo divisor
comum. Seja d = mdc(a, b). Pela definicdo de d, temos que M|d.
Ou seja, M < d.
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Agora suponha M como no enunciado. Primeiramente, note que
M > 0. Pois, caso contrario, teriamos que —M também seria um
divisor de ae be M < —M, contrariando a definicio de M. Assim,
M satisfaz as condi¢bes (a) e (b) da definigdo de maximo divisor
comum. Seja d = mdc(a, b). Pela definicdo de d, temos que M|d.
Ou seja, M < d. Por outro lado, temos que d < M pela definicao
de M.
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Agora suponha M como no enunciado. Primeiramente, note que
M > 0. Pois, caso contrario, teriamos que —M também seria um
divisor de ae be M < —M, contrariando a definicio de M. Assim,
M satisfaz as condi¢bes (a) e (b) da definigdo de maximo divisor
comum. Seja d = mdc(a, b). Pela definicdo de d, temos que M|d.
Ou seja, M < d. Por outro lado, temos que d < M pela definicao
de M. Logo, M =d. [
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Proposicao
Se p é primo e p fa para a € Z, entdo mdc(p,a) = 1.
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Aula 14 - Relacionando com primos

Proposicao
Se p é primo e p fa para a € Z, entdo mdc(p,a) = 1.

Demonstracao.
Seja d > 0 tal que d|a e d|p.
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Aula 14 - Relacionando com primos

Proposicao
Se p é primo e p fa para a € Z, entdo mdc(p,a) = 1.

Demonstracao.
Seja d > 0 tal que d|a e d|p. Note que, como p é primo, temos

qued=poud=1.
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Aula 14 - Relacionando com primos

Proposicao
Se p é primo e p fa para a € Z, entdo mdc(p,a) = 1.

Demonstracao.
Seja d > 0 tal que d|a e d|p. Note que, como p é primo, temos
que d = poud=1. Como p fa, temos que d = 1. []
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Aula 14 - Primo dividindo produto

Proposicao
Sejam p primo e a, b € 7 tais que p|ab. Entdo p|a ou p|b.
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Proposicao
Sejam p primo e a, b € 7 tais que p|ab. Entdo p|a ou p|b.

Demonstracao.
Suponha que p fa.
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Aula 14 - Primo dividindo produto

Proposicao
Sejam p primo e a, b € 7 tais que p|ab. Entdo p|a ou p|b.

Demonstracao.
Suponha que p fa. Entdo mdc(a, p) = 1.
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Proposicao
Sejam p primo e a, b € 7 tais que p|ab. Entdo p|a ou p|b.

Demonstracao.
Suponha que p fa. Entdo mdc(a, p) = 1. Sejam x,y € Z tais que

ax+py =1.
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Proposicao
Sejam p primo e a, b € 7 tais que p|ab. Entdo p|a ou p|b.

Demonstracao.
Suponha que p fa. Entdo mdc(a, p) = 1. Sejam x,y € Z tais que

ax + py = 1. Assim, temos que b = abx + pby.
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Proposicao
Sejam p primo e a, b € 7 tais que p|ab. Entdo p|a ou p|b.

Demonstracao.
Suponha que p fa. Entdo mdc(a, p) = 1. Sejam x,y € Z tais que
ax + py = 1. Assim, temos que b = abx + pby. Seja k tal que

pk = ab.
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Aula 14 - Primo dividindo produto

Proposicao
Sejam p primo e a, b € 7 tais que p|ab. Entdo p|a ou p|b.

Demonstracao.
Suponha que p fa. Entdo mdc(a, p) = 1. Sejam x,y € Z tais que
ax + py = 1. Assim, temos que b = abx + pby. Seja k tal que

pk = ab. Temos que b = pkx + pby = p(kx + by).
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Aula 14 - Primo dividindo produto

Proposicao
Sejam p primo e a, b € 7 tais que p|ab. Entdo p|a ou p|b.

Demonstracao.
Suponha que p fa. Entdo mdc(a, p) = 1. Sejam x,y € Z tais que
ax + py = 1. Assim, temos que b = abx + pby. Seja k tal que

pk = ab. Temos que b = pkx + pby = p(kx + by). Logo, p|b. O
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Corolario
Se p é um primo e pla;y - - - a5, entdo existe j tal que p|a;.
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Corolario
Se p é um primo e pla;y - - - a5, entdo existe j tal que p|a;.

Demonstracao.
Vamos provar por inducdo sobre n.
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Aula 14 - Generalizando

Corolario
Se p é um primo e pla;y - - - a5, entdo existe j tal que p|a;.

Demonstracao.
Vamos provar por inducdo sobre n. Note que o caso n =2 é o que

foi feito anteriormente.
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Aula 14 - Generalizando

Corolario
Se p é um primo e pla;y - - - a5, entdo existe j tal que p|a;.

Demonstracao.
Vamos provar por inducdo sobre n. Note que o caso n =2 é o que
foi feito anteriormente. Agora suponha que vale o caso n e vamos

provar o caso n + 1.
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Aula 14 - Generalizando

Corolario
Se p é um primo e pla;y - - - a5, entdo existe j tal que p|a;.

Demonstracao.
Vamos provar por inducdo sobre n. Note que o caso n =2 é o que
foi feito anteriormente. Agora suponha que vale o caso n e vamos

provar o caso n+ 1. Suponha plaj - --anpt1.
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Aula 14 - Generalizando

Corolario
Se p é um primo e pla;y - - - a5, entdo existe j tal que p|a;.

Demonstracao.

Vamos provar por inducdo sobre n. Note que o caso n =2 é o que
foi feito anteriormente. Agora suponha que vale o caso n e vamos
provar o caso n+ 1. Suponha plaj ---an+1. Se plant1,
terminamos.
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Aula 14 - Generalizando

Corolario
Se p é um primo e pla;y - - - a5, entdo existe j tal que p|a;.

Demonstracao.

Vamos provar por inducdo sobre n. Note que o caso n =2 é o que
foi feito anteriormente. Agora suponha que vale o caso n e vamos
provar o caso n+ 1. Suponha plaj ---an+1. Se plant1,
terminamos. Caso contrario, pla;j - - - a, (pela proposigdo anterior).
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Aula 14 - Generalizando

Corolario
Se p é um primo e pla;y - - - a5, entdo existe j tal que p|a;.

Demonstracao.

Vamos provar por inducdo sobre n. Note que o caso n =2 é o que
foi feito anteriormente. Agora suponha que vale o caso n e vamos
provar o caso n+ 1. Suponha plaj ---an+1. Se plant1,
terminamos. Caso contrario, pla;j - - - a, (pela proposigdo anterior).
Assim, por hipdtese de indugdo, temos que p|a; para algum
j=1,..,n O
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Aula 14 - Unicidade da decomposicao

Teorema
A decomposicdo feita na Proposicdo 14.4 € tinica a menos da

ordem dos fatores.
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Aula 14 - Unicidade da decomposicao

Teorema
A decomposicdo feita na Proposicdo 14.4 € tinica a menos da

ordem dos fatores.

Demonstracdo. Seja a € Z com a > 1.

280



Aula 14 - Unicidade da decomposicao

Teorema
A decomposicdo feita na Proposicdo 14.4 € tinica a menos da

ordem dos fatores.

Demonstracdo. Seja a € Z com a > 1. Sejam p1, ..., Pn, G1, -+, Om

primos tais que a=p1---pp = q1- - dm.
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Aula 14 - Unicidade da decomposicao

Teorema
A decomposicdo feita na Proposicdo 14.4 € tinica a menos da

ordem dos fatores.

Demonstracdo. Seja a € Z com a > 1. Sejam p1, ..., Pn, G1, -+, Om
primos tais que a = p1---pp = g1+ - gm. Vamos mostrar que
pP1 = q1.
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Aula 14 - Unicidade da decomposicao

Teorema
A decomposicdo feita na Proposicdo 14.4 € tinica a menos da

ordem dos fatores.

Demonstracdo. Seja a € Z com a > 1. Sejam p1, ..., Pn, G1, -+, Om
primos tais que a = p1---pp = g1+ - gm. Vamos mostrar que
p1 = g1. Suponha que p; < g; (o outro caso é andlogo).
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Aula 14 - Unicidade da decomposicao

Teorema
A decomposicdo feita na Proposicdo 14.4 € tinica a menos da

ordem dos fatores.

Demonstracdo. Seja a € Z com a > 1. Sejam p1, ..., Pn, G1, -+, Om
primos tais que a = p1---pp = g1+ - gm. Vamos mostrar que
p1 = g1. Suponha que p; < g1 (o outro caso é andlogo). Note que

p1|a, entdo p1]qr- - gm.
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Aula 14 - Unicidade da decomposicao

Teorema
A decomposicdo feita na Proposicdo 14.4 € tinica a menos da

ordem dos fatores.

Demonstracdo. Seja a € Z com a > 1. Sejam p1, ..., Pn, G1, -+, Om
primos tais que a = p1---pp = g1+ - gm. Vamos mostrar que

p1 = g1. Suponha que p; < g1 (o outro caso é andlogo). Note que
pil|a, entdo pi|qi - - - Gm. Assim, p; divide algum dos g;'s e,
portanto, é igual a algum deles.
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Aula 14 - Unicidade da decomposicao

Teorema ) )
A decomposicdo feita na Proposicdo 14.4 € tinica a menos da

ordem dos fatores.

Demonstracdo. Seja a € Z com a > 1. Sejam p1, ..., Pn, G1, -+, Om
primos tais que a = p1---pp = g1+ - gm. Vamos mostrar que

p1 = g1. Suponha que p; < g1 (o outro caso é andlogo). Note que
pil|a, entdo pi|qi - - - Gm. Assim, p; divide algum dos g;'s e,
portanto, é igual a algum deles. Como g1 é o menor dos g;'s,
temos que g1 < p1 - como a gente ja tinha suposto p; < g1, temos
a igualdade.
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Aula 14 - Provando

Agora, aplicando a lei do cancelamento, temos que

p2::-Pn=Qq2 " Qm-
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Aula 14 - Provando

Agora, aplicando a lei do cancelamento, temos que
P2 Pn =2 qm

Com argumento andlogo ao anterior, obtemos que p2 = q».
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Aula 14 - Provando

Agora, aplicando a lei do cancelamento, temos que
P2 Pn =2 qm

Com argumento andlogo ao anterior, obtemos que p2 = q».
Repetimos o processo até “acabar” com os primos de um lado
(sobrando 1 do outro lado).
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Aula 14 - Provando

Agora, aplicando a lei do cancelamento, temos que
P2 Pn =2 qm

Com argumento andlogo ao anterior, obtemos que p2 = q».
Repetimos o processo até “acabar” com os primos de um lado
(sobrando 1 do outro lado). Note que teriamos um produto de
primos resultando em 1 - ou seja, a Unica possibilidade é se os
primos do outro lado também acabarem.
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Aula 14 - Provando

Agora, aplicando a lei do cancelamento, temos que
P2 Pn =2 qm

Com argumento andlogo ao anterior, obtemos que p2 = q».
Repetimos o processo até “acabar” com os primos de um lado
(sobrando 1 do outro lado). Note que teriamos um produto de
primos resultando em 1 - ou seja, a Unica possibilidade é se os
primos do outro lado também acabarem. Em outras palavras,
n=m. [
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Aula 14 - Congruéncia

Definicao
Seja m € N, com m # 0. Considere a seguinte relacdo sobre Z:
a=p, b se, e somente se, mla— b (para a,b € Z). A notagdo mais

usual paraissoé a=b mod m.
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Aula 14 - E uma relacao de equivaléncia
Proposicao

A relacdo =, definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre
Z.
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Aula 14 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo =, definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre

Z.

Demonstracao.
Sejam a, b, c € Z.
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Aula 14 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo =, definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre

Z.

Demonstracao.
Sejam a, b, c € Z. Temos:

(a) a=n a:
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Aula 14 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo =, definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre

Z.

Demonstracao.
Sejam a, b, c € Z. Temos:

(a) a=m a: Temos que m|a — a pois a — a = 0;
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Aula 14 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo =, definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre

Z.

Demonstracao.
Sejam a, b, c € Z. Temos:

(a) a=m a: Temos que m|a — a pois a — a = 0;

(b) Se a=p, b, entdo b =, a:
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Aula 14 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo =, definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre

Z.

Demonstracao.
Sejam a, b, c € Z. Temos:

(a) a=m a: Temos que m|a — a pois a — a = 0;
(b) Se a=p, b, entdo b =, a: De fato, se m|a — b, entdo existe

n € Z tal que mn=a—b.
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Aula 14 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo =, definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre

Z.

Demonstracao.
Sejam a, b, c € Z. Temos:

(a) a=m a: Temos que m|a — a pois a — a = 0;
(b) Se a=p, b, entdo b =, a: De fato, se m|a — b, entdo existe
n € Z tal que mn=a— b. Logo, —nm = b — a e, portanto,

m|b — a;
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Aula 14 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo =, definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre

Z.

Demonstracao.
Sejam a, b, c € Z. Temos:

(a) a=m a: Temos que m|a — a pois a — a = 0;

(b) Se a=p, b, entdo b =, a: De fato, se m|a — b, entdo existe
n € Z tal que mn=a— b. Logo, —nm = b — a e, portanto,
m|b — a;

(c) Sea=nbeb=pc, entdo a=, c:
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Aula 14 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo =, definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre

Z.

Demonstracao.
Sejam a, b, c € Z. Temos:

(a) a=m a: Temos que m|a — a pois a — a = 0;

(b) Se a=p, b, entdo b =, a: De fato, se m|a — b, entdo existe
n € Z tal que mn=a— b. Logo, —nm = b — a e, portanto,
m|b — a;

(c) Sea=n, be b=y c, entdo a =, c: Seja p € Z tal que
pm=a—besejaqcZtal quegm=>b—c.
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Aula 14 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo =, definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre

Z.

Demonstracao.

Sejam a, b, c € Z. Temos:

(a) a=m a: Temos que m|a — a pois a — a = 0;

(b) Se a=p, b, entdo b =, a: De fato, se m|a — b, entdo existe
n € Z tal que mn=a— b. Logo, —nm = b — a e, portanto,
m|b — a;

(c) Sea=n, be b=y c, entdo a =, c: Seja p € Z tal que
pm=a— b esejaqc Ztal que gm = b — c. Temos que
pm+qgm=a—b+b—c,istoé (p+gm=a—c.
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Aula 14 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo =, definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre

Z.

Demonstracao.

Sejam a, b, c € Z. Temos:

(a) a=m a: Temos que m|a — a pois a — a = 0;

(b) Se a=p, b, entdo b =, a: De fato, se m|a — b, entdo existe
n € Z tal que mn=a— b. Logo, —nm = b — a e, portanto,
m|b — a;

(c) Sea=n, be b=y c, entdo a =, c: Seja p € Z tal que
pm=a— b esejaqc Ztal que gm = b — c. Temos que
pm+gm=a—b+b—c,istoé (p+qg)m=a— c. Logo,
m|a — ¢ com queriamos.
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Aula 14 - Propriedades basicas

Proposicao

Sejam a,b,c,d € Z e m € Z com m # 0. Temos:
e Sea=,, b, entio —a=,, —b;
e Sea=,, b, entioa+c=,b+c;
e Sea=,, b, entdo ac =, bc;
e Sea=,bec=,d entdoatc=,b+d;
e Sea=,, bec=,,d, entdo ac =, bc;

SereNea=,, b, entioa" =, b".
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Aula 14 - Propriedades basicas

Proposicao
Sejam a,b,c,d € Z e m € Z com m # 0. Temos:

e Sea=,, b, entio —a=,, —b;

e Sea=,, b, entdoa+c=,b+c;

Se a=,, b, entdo ac =, bc;

Sea=,bec=,d entioat+c=,b+d;

e Sea=,, bec=,,d, entdo ac =, bc;

SereNea=,, b, entioa" =, b".

Demonstrac3o.

e Temos que m|a — b. Note que m|b — a.
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Aula 14 - Propriedades basicas

Proposicao

Sejam a,b,c,d € Z e m € Z com m # 0. Temos:
e Sea=,, b, entio —a=,, —b;
e Sea=,, b, entioa+c=,b+c;
e Sea=,, b, entdo ac =, bc;
e Sea=,bec=,d entdoatc=,b+d;
e Sea=,, bec=,,d, entdo ac =, bc;

e SerecNea=,, b, entdoa" =, b".

Demonstrac3o.

e Temos que m|a — b. Note que m|b — a.
e Temos que m|a — b. Note que (a+c)—(b+c)=a—b.
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Aula 14 - Propriedades basicas

Proposicao

Sejam a,b,c,d € Z e m € Z com m # 0. Temos:
e Sea=,, b, entio —a=,, —b;
e Sea=,, b, entioa+c=,b+c;
e Sea=,, b, entdo ac =, bc;
e Sea=,bec=,d entdoatc=,b+d;
e Sea=,, bec=,,d, entdo ac =, bc;

e SerecNea=,, b, entdoa" =, b".

Demonstrac3o.

e Temos que m|a — b. Note que m|b — a.
e Temos que m|a — b. Note que (a+c)—(b+c)=a—b.

Logo, ml(a+ ) — (b+¢)



Aula 14 - Propriedades basicas

Proposicao

Sejam a,b,c,d € Z e m € Z com m # 0. Temos:
e Sea=,, b, entio —a=,, —b;
e Sea=,, b, entioa+c=,b+c;
e Sea=,, b, entdo ac =, bc;
e Sea=,bec=,d entdoatc=,b+d;
e Sea=,, bec=,,d, entdo ac =, bc;

e SerecNea=,, b, entdoa" =, b".

Demonstrac3o.

e Temos que m|a — b. Note que m|b — a.
e Temos que m|a — b. Note que (a+c)—(b+c)=a—b.
Logo, m|(a+c) — (b+c);

284
e Temos que m|a — b.



Aula 14 - Propriedades basicas

Proposicao

Sejam a,b,c,d € Z e m € Z com m # 0. Temos:
e Sea=,, b, entio —a=,, —b;
e Sea=,, b, entioa+c=,b+c;
e Sea=,, b, entdo ac =, bc;
e Sea=,bec=,d entdoatc=,b+d;
e Sea=,, bec=,,d, entdo ac =, bc;

e SerecNea=,, b, entdoa" =, b".

Demonstrac3o.

e Temos que m|a — b. Note que m|b — a.
e Temos que m|a — b. Note que (a+c)—(b+c)=a—b.
Logo, m|(a+c) — (b+c);

28
e Temos que m|a — b. Note que m|c(a — b). ¢
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e Temos que mla— b e mjc —d.
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Aula 14 - Provando

e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais

quemx=a—bemy=c—d.
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Aula 14 - Provando

e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my=c—d. Logo,
(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=mx+my =m(x+y).
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e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my=c—d. Logo,
(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=mx+my =m(x+y).
Logo, m|(a+ c) — (b+ d).
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Aula 14 - Provando

e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my=c—d. Logo,

(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=mx+my =m(x+y).

Logo, m|(a+ c) — (b+ d).
e Temos que mla— b e m|c —d.
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e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my=c—d. Logo,

(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=mx+my =m(x+y).

Logo, m|(a+ c) — (b+ d).
e Temos que m|a — b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—bemy=c—d.
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e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my=c—d. Logo,
(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=mx+my =m(x+y).
Logo, m|(a+ c) — (b+ d).

e Temos que m|a — b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my =c—d. Logo,
ac — bd = ac — bc+ bc — bd = c(a— b) + b(c — d) =
cmx + bmy = m(cx + by).
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e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my=c—d. Logo,
(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=mx+my =m(x+y).
Logo, m|(a+ c) — (b+ d).

e Temos que m|a — b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my =c—d. Logo,
ac — bd = ac — bc+ bc — bd = c(a— b) + b(c — d) =
cmx + bmy = m(cx + by). Assim, m|ac — bd.
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e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my=c—d. Logo,
(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=mx+my =m(x+y).
Logo, m|(a+ c) — (b+ d).

e Temos que m|a — b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my =c—d. Logo,
ac — bd = ac — bc+ bc — bd = c(a— b) + b(c — d) =
cmx + bmy = m(cx + by). Assim, m|ac — bd.

e Vamos mostrar por inducao sobre r.
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e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my=c—d. Logo,
(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=mx+my =m(x+y).
Logo, m|(a+ c) — (b+ d).

e Temos que m|a — b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my =c—d. Logo,
ac — bd = ac — bc+ bc — bd = c(a— b) + b(c — d) =
cmx + bmy = m(cx + by). Assim, m|ac — bd.

e Vamos mostrar por inducao sobre r. Note que vale para
r=20, pois 1 =, 1.
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e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my=c—d. Logo,
(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=mx+my =m(x+y).
Logo, m|(a+ c) — (b+ d).

e Temos que m|a — b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my =c—d. Logo,
ac — bd = ac — bc+ bc — bd = c(a— b) + b(c — d) =
cmx + bmy = m(cx + by). Assim, m|ac — bd.

e Vamos mostrar por inducao sobre r. Note que vale para
r =0, pois 1 =, 1. Suponha que vale para r = n e vamos
mostrar para r = n+ 1.
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Aula 14 - Provando

e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my=c—d. Logo,
(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=mx+my =m(x+y).
Logo, m|(a+ c) — (b+ d).

e Temos que m|a — b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my =c—d. Logo,
ac — bd = ac — bc+ bc — bd = c(a— b) + b(c — d) =
cmx + bmy = m(cx + by). Assim, m|ac — bd.

e Vamos mostrar por inducao sobre r. Note que vale para
r =0, pois 1 =, 1. Suponha que vale para r = n e vamos
mostrar para r = n+ 1. Temos que a =, b, logo, pela
hipdtese de inducdo, temos que a" =, b".
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e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my=c—d. Logo,
(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=mx+my =m(x+y).
Logo, m|(a+ c) — (b+ d).

e Temos que m|a — b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my =c—d. Logo,
ac — bd = ac — bc+ bc — bd = c(a— b) + b(c — d) =
cmx + bmy = m(cx + by). Assim, m|ac — bd.

e Vamos mostrar por inducao sobre r. Note que vale para
r =0, pois 1 =, 1. Suponha que vale para r = n e vamos
mostrar para r = n+ 1. Temos que a =, b, logo, pela
hipdtese de inducdo, temos que a” =, b". Assim, pelo item
(e), temos que a"a =, b"b.
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e Temos que m|la— b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my=c—d. Logo,
(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d)=mx+my =m(x+y).
Logo, m|(a+ c) — (b+ d).

e Temos que m|a — b e m|c — d. Assim, existem x,y € Z tais
que mx =a—be my =c—d. Logo,
ac — bd = ac — bc+ bc — bd = c(a— b) + b(c — d) =
cmx + bmy = m(cx + by). Assim, m|ac — bd.

e Vamos mostrar por inducao sobre r. Note que vale para
r =0, pois 1 =, 1. Suponha que vale para r = n e vamos
mostrar para r = n+ 1. Temos que a =, b, logo, pela
hipdtese de inducdo, temos que a” =, b". Assim, pelo item
(e), temos que a"a =, b"b. Isto &, a"t1 =, b1
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Aula 14 - Unicidade do resto

Proposicao

Sejam a,b€ Z e m € N com m # 0. Sejam r, r» dados pelo
algoritmo da divisdo de Euclides de a e b por m, isto é,
a=mgi+neb=mg+mrncom0<r,n<m Entdoa=,b

se, e somente se, ry = r,.
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Aula 14 - Unicidade do resto

Proposicao

Sejam a,b€ Z e m € N com m # 0. Sejam r, r» dados pelo
algoritmo da divisdo de Euclides de a e b por m, isto é,
a=mgi+neb=mg+mrncom0<r,n<m Entdoa=,b

se, e somente se, ry = r,.

Demonstracdo. Suponha que a =, b.
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Aula 14 - Unicidade do resto

Proposicao

Sejam a,b€ Z e m € N com m # 0. Sejam r, r» dados pelo
algoritmo da divisdo de Euclides de a e b por m, isto é,
a=mgi+neb=mg+mrncom0<r,n<m Entdoa=,b
se, e somente se, r; = .

Demonstracdo. Suponha que a =,, b. Queremos mostrar que

rn = nmn.

286



Aula 14 - Unicidade do resto

Proposicao

Sejam a,b€ Z e m € N com m # 0. Sejam r, r» dados pelo
algoritmo da divisdo de Euclides de a e b por m, isto é,
a=mgi+neb=mg+mrncom0<r,n<m Entdoa=,b
se, e somente se, r; = .

Demonstracdo. Suponha que a =,, b. Queremos mostrar que
rn=r. Seja n€ Ztal que mn=a— b.
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Aula 14 - Unicidade do resto

Proposicao

Sejam a,b€ Z e m € N com m # 0. Sejam r, r» dados pelo
algoritmo da divisdo de Euclides de a e b por m, isto é,
a=mgi+neb=mg+mrncom0<r,n<m Entdoa=,b
se, e somente se, r; = .

Demonstracdo. Suponha que a =,, b. Queremos mostrar que
rn = r. Seja n € Z tal que mn = a — b. Vamos fazer o caso
ri > ra (o outro é analogo).

286



Aula 14 - Unicidade do resto

Proposicao

Sejam a,b€ Z e m € N com m # 0. Sejam r, r» dados pelo
algoritmo da divisdo de Euclides de a e b por m, isto é,
a=mgi+neb=mg+mrncom0<r,n<m Entdoa=,b
se, e somente se, r; = .

Demonstracdo. Suponha que a =,, b. Queremos mostrar que
rn = r. Seja n € Z tal que mn = a — b. Vamos fazer o caso
ri > ra (o outro é analogo). Temos

n—rn = (a—mqg)—(b— mgqo)
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Aula 14 - Unicidade do resto

Proposicao

Sejam a,b€ Z e m € N com m # 0. Sejam r, r» dados pelo
algoritmo da divisdo de Euclides de a e b por m, isto é,
a=mgi+neb=mg+mrncom0<r,n<m Entdoa=,b
se, e somente se, r; = .

Demonstracdo. Suponha que a =,, b. Queremos mostrar que
rn = r. Seja n € Z tal que mn = a — b. Vamos fazer o caso
ri > ra (o outro é analogo). Temos
n—rn = (a—mqg)—(b— mgqo)
= (a—b)+(mg— mq1)
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Aula 14 - Unicidade do resto

Proposicao

Sejam a,b€ Z e m € N com m # 0. Sejam r, r» dados pelo
algoritmo da divisdo de Euclides de a e b por m, isto é,
a=mgi+neb=mg+mrncom0<r,n<m Entdoa=,b

se, e somente se, r1 = .

Demonstracdo. Suponha que a =,, b. Queremos mostrar que
rn = r. Seja n € Z tal que mn = a — b. Vamos fazer o caso

ri > ra (o outro é analogo). Temos

rn—nr

(a—maq) — (b — mqz)
(a— b) + (mga — mqy)
mn — m(q2 — q1)
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Aula 14 - Unicidade do resto

Proposicao

Sejam a,b€ Z e m € N com m # 0. Sejam r, r» dados pelo
algoritmo da divisdo de Euclides de a e b por m, isto é,
a=mgi+neb=mg+mrncom0<r,n<m Entdoa=,b

se, e somente se, r1 = .

Demonstracdo. Suponha que a =,, b. Queremos mostrar que
rn = r. Seja n € Z tal que mn = a — b. Vamos fazer o caso

ri > ra (o outro é analogo). Temos

rn—nr

(a—maq1) — (b— mgqy)
(a—b)+ (mg — mqu)
mn — m(q2 — q1)

m(n — g2 + q1)

286



Aula 14 - Provando

287



Aula 14 - Provando

Logo, m|r — rs.
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Aula 14 - Provando

Logo, m|ri — r>. Note que 1 < m, logo, 1 — r, < m.
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Aula 14 - Provando

Logo, m|ri — r>. Note que rn < m, logo, 1 — r» < m. Assim, a
dnica possibilidade para que m|r; —r, é se rp — r, =0, isto é,

rp = rp como queriamos.
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Aula 14 - Provando

Logo, m|ri — r>. Note que rn < m, logo, 1 — r» < m. Assim, a
dnica possibilidade para que m|r; —r, é se rp — r, =0, isto é,

rp = rp como queriamos.

Agora suponha que . = .
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Aula 14 - Provando

Logo, m|ri — r>. Note que rn < m, logo, 1 — r» < m. Assim, a
dnica possibilidade para que m|r; —r, é se rp — r, =0, isto é,
ri = rp, cComo queriamos.

Agora suponha que rp = rn. Temos que

a—b=mq —n—(mq—n)=m(q - q).
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Aula 14 - Provando

Logo, m|ri — r>. Note que rn < m, logo, 1 — r» < m. Assim, a
dnica possibilidade para que m|r; —r, é se rp — r, =0, isto é,

ri = rp, cComo queriamos.

Agora suponha que rp = rn. Temos que

a—b=mqg —nr—(mg—r)=m(g— q). Isto é ma—b. O

287



Aula 14 - Exemplos

288



Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007
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Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,

comecando no domingo.
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Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num

domingo.
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Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num
domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda.
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Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num
domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda. E o dia 87 Bom, temos
que 8 =7+ 1.
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Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num
domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda. E o dia 87 Bom, temos
que 8 =7 + 1. Note que esse 7 representa uma “volta” completa

na semana.
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Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num
domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda. E o dia 87 Bom, temos
que 8 =7 + 1. Note que esse 7 representa uma “volta” completa

na semana. Entdo é “domingo” mais um dia.
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Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num
domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda. E o dia 87 Bom, temos
que 8 =7 + 1. Note que esse 7 representa uma “volta” completa

na semana. Ent3o é “"domingo” mais um dia. Isto é, segunda.
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Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num
domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda. E o dia 87 Bom, temos
que 8 =7 + 1. Note que esse 7 representa uma “volta” completa
na semana. Entdo é "domingo” mais um dia. Isto é, segunda. Se
fosse o dia 20, teriamos 20 =2 -7 + 6.
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Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num
domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda. E o dia 87 Bom, temos
que 8 =7 + 1. Note que esse 7 representa uma “volta” completa
na semana. Entdo é "domingo” mais um dia. Isto é, segunda. Se
fosse o dia 20, teriamos 20 =2 -7 + 6. Isto é, sabado.
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Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num
domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda. E o dia 87 Bom, temos
que 8 =7 + 1. Note que esse 7 representa uma “volta” completa
na semana. Entdo é "domingo” mais um dia. Isto é, segunda. Se
fosse o dia 20, teriamos 20 =2 -7 + 6. Isto é, sabado. Vamos

calcular em que dia semana serd uma data daqui a 90 dias.
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Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num
domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda. E o dia 87 Bom, temos
que 8 =7 + 1. Note que esse 7 representa uma “volta” completa
na semana. Entdo é "domingo” mais um dia. Isto é, segunda. Se
fosse o dia 20, teriamos 20 =2 -7 + 6. Isto é, sabado. Vamos
calcular em que dia semana serd uma data daqui a 90 dias. No

nosso exemplo, vamos supor que hoja é sexta.
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Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num
domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda. E o dia 87 Bom, temos
que 8 =7 + 1. Note que esse 7 representa uma “volta” completa
na semana. Entdo é "domingo” mais um dia. Isto é, segunda. Se
fosse o dia 20, teriamos 20 =2 -7 + 6. Isto é, sabado. Vamos
calcular em que dia semana serd uma data daqui a 90 dias. No
nosso exemplo, vamos supor que hoja é sexta. Logo, o dia

associado é 5.
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Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num
domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda. E o dia 87 Bom, temos
que 8 =7 + 1. Note que esse 7 representa uma “volta” completa
na semana. Entdo é "domingo” mais um dia. Isto é, segunda. Se
fosse o dia 20, teriamos 20 =2 -7 + 6. Isto é, sabado. Vamos
calcular em que dia semana serd uma data daqui a 90 dias. No
nosso exemplo, vamos supor que hoja é sexta. Logo, o dia

associado é b.
Assim, daqui a 90 dias, sera o resto de 95 dividido por 7.
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Exemplo
Como fazer para descobrir em que dia da semana cai uma data que

vai ocorrer daqui a 40 dias? E 5007

Vamos dar um nimero de 0 a 6, para cada dia da semana,
comecando no domingo. Vamos supor que o dia 0 cai num
domingo. Logo o dia 1, cai numa segunda. E o dia 87 Bom, temos
que 8 =7 + 1. Note que esse 7 representa uma “volta” completa
na semana. Entdo é "domingo” mais um dia. Isto é, segunda. Se
fosse o dia 20, teriamos 20 =2 -7 + 6. Isto é, sabado. Vamos
calcular em que dia semana serd uma data daqui a 90 dias. No
nosso exemplo, vamos supor que hoja é sexta. Logo, o dia

associado é 5.

Assim, daqui a 90 dias, serd o resto de 95 dividido por 7. Como

95 = 13 -7 + 4, teremos que o dia da semana serd o -

correspondente a 4, isto é, quinta.
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Exemplo
Qual é o o dltimo digito de 275007
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Exemplo
Qual é o o dltimo digito de 27°00? Primeiramente, note que o

ultimo digito de um nimero é o resto da divisao de tal nimero por
10.
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Exemplo
Qual é o o dltimo digito de 27°00? Primeiramente, note que o

ultimo digito de um nimero é o resto da divisao de tal nimero por
10. Ou seja, queremos achar a entre 0 e 9 de forma que
a =10 27500.
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Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Qual é o o dltimo digito de 27°00? Primeiramente, note que o

ultimo digito de um nimero é o resto da divisao de tal nimero por
10. Ou seja, queremos achar a entre 0 e 9 de forma que
a =19 27°%°. A primeira coisa que podemos notar é que 27 =1 7.
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Exemplo
Qual é o o dltimo digito de 27°00? Primeiramente, note que o

ultimo digito de um nimero é o resto da divisao de tal nimero por
10. Ou seja, queremos achar a entre 0 e 9 de forma que

a =19 27°%°. A primeira coisa que podemos notar é que 27 =1 7.
Logo, a =19 7°%.
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Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Qual é o o dltimo digito de 27°00? Primeiramente, note que o

ultimo digito de um nimero é o resto da divisao de tal nimero por
10. Ou seja, queremos achar a entre 0 e 9 de forma que

a =19 27°%°. A primeira coisa que podemos notar é que 27 =1 7.
Logo, a =19 7°%°. Note também que 72 = 49.
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Exemplo
Qual é o o dltimo digito de 27°00? Primeiramente, note que o

ultimo digito de um nimero é o resto da divisao de tal nimero por
10. Ou seja, queremos achar a entre 0 e 9 de forma que

a =19 27°%°. A primeira coisa que podemos notar é que 27 =1 7.
Logo, a =10 7°%. Note também que 7% = 49. Logo

72 =149 =109 =10 —1.
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Exemplo
Qual é o o dltimo digito de 27°00? Primeiramente, note que o

ultimo digito de um nimero é o resto da divisao de tal nimero por
10. Ou seja, queremos achar a entre 0 e 9 de forma que

a =19 27°%°. A primeira coisa que podemos notar é que 27 =1 7.
Logo, a =10 7°%. Note também que 7% = 49. Logo

72 =10 49 =10 9 =10 —1. Assim,

7500 (72)250 =10 ( 1)250 =10 1.
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Exemplo
Qual é o o dltimo digito de 27°00? Primeiramente, note que o

ultimo digito de um nimero é o resto da divisao de tal nimero por
10. Ou seja, queremos achar a entre 0 e 9 de forma que

a =19 27°%°. A primeira coisa que podemos notar é que 27 =1 7.
Logo, a =10 7°%. Note também que 7% = 49. Logo

72 =10 49 =19 9 =10 —1. Assim,

7900 — (72)250 = (=1)?%0 =5 1. Logo, o dltimo digito de 2759
é 1l
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Exemplo
Maneira alternativa de resolver o problema anterior:

290



Aula 14 - Exemplos

Exemplo
Maneira alternativa de resolver o problema anterior: Partimos do

ponto em que temos que 27°90 = 7500,
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Exemplo
Maneira alternativa de resolver o problema anterior: Partimos do

ponto em que temos que 27°9° = 7590 Vejamos como se

comportam as poténcias de 7 médulo 10.
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Exemplo
Maneira alternativa de resolver o problema anterior: Partimos do

ponto em que temos que 27°9° = 7590 Vejamos como se
comportam as poténcias de 7 mddulo 10. Temos =1 7"=,7,
72 =109, 73 =19 3, 7* =10 1, ou seja, elas formam um ciclo de

comprimento 4.
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Exemplo
Maneira alternativa de resolver o problema anterior: Partimos do

ponto em que temos que 27°9° = 7590 Vejamos como se
comportam as poténcias de 7 mddulo 10. Temos =1 7"=,7,
72 =109, 73 =19 3, 7* =10 1, ou seja, elas formam um ciclo de
comprimento 4. Assim, temos que 7500 =10 70 =10 1, pois 500 tem

resto 0 na divisao por 4.
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Aula 15 - Inteiros mod n

Definicao
Dado n € N+, vamos chamar de inteiros mod n o conjunto

7] =, com as opera¢des usuais. Por comodidade, vamos denotar
os elementos de tal conjunto por 0,...,n — 1. Vamos denotar tal

conjunto por MOD,,.
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Aula 15 - Abusos

Vamos adotar o seguinte abuso: dados a, b € MOD,,, podemos nos
referir a eles como a = b (pensando neles como as clases) ou
a =, b (pensando neles com representantes das classes).
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Aula 15 - Abusos

Vamos adotar o seguinte abuso: dados a, b € MOD,,, podemos nos
referir a eles como a = b (pensando neles como as clases) ou
a =, b (pensando neles com representantes das classes). Note que

isso ndo da problema pois existe um (nico representante entre
0,....,n—1.
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao
Seja p primo. Sejam a,b € MOD,. Se ab =, 0, entdo a =, 0 ou

b=,0.
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao
Seja p primo. Sejam a,b € MOD,. Se ab =, 0, entdo a =, 0 ou

b=,0.

Demonstracao.
Note que se ab =, 0, entdo p|ab.
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao
Seja p primo. Sejam a,b € MOD,. Se ab =, 0, entdo a =, 0 ou

b=,0.

Demonstracao.
Note que se ab =, 0, entdo p|ab. Como p é primo, temos que p|a

ou p|b.
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao
Seja p primo. Sejam a,b € MOD,. Se ab =, 0, entdo a =, 0 ou

b=,0.

Demonstracao.

Note que se ab =, 0, entdo p|ab. Como p é primo, temos que p|a
ou p|b. O primeiro caso implica que a =, 0 e o segundo implica
que b =, 0. L]
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao

Seja p primo e sejam a, x, y inteiros médulo p, com a #, 0. Se
ax =p ay, entdo x =, y.
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao

Seja p primo e sejam a, x, y inteiros médulo p, com a #, 0. Se

ax =p ay, entao x =p y.

Demonstracao.
Como ax =, ay, temos que ax — ay =, 0.

294



Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao

Seja p primo e sejam a, x, y inteiros médulo p, com a #, 0. Se

ax =p ay, entao x =p y.

Demonstracao.
Como ax =, ay, temos que ax — ay =, 0. Isto é,

a(x —y)=p0
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao

Seja p primo e sejam a, x, y inteiros médulo p, com a #, 0. Se

ax =p ay, entao x =p y.

Demonstracao.
Como ax =, ay, temos que ax — ay =, 0. Isto é,

a(x —y)=p0

Pelo resultado anterior, temos que a =, 0 ou (x — y) =, 0.
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao

Seja p primo e sejam a, x, y inteiros médulo p, com a #, 0. Se

ax =p ay, entao x =p y.

Demonstracao.
Como ax =, ay, temos que ax — ay =, 0. Isto é,

a(x —y)=p0

Pelo resultado anterior, temos que a =, 0 ou (x — y) =, 0. Como
a #p 0, temos que x =, y como queriamos. ]
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Lema
Seja p primo. Seja a um inteiro mod p tal que a #, 0. Temos que

7a : MOD, — MOD,, dada por m,(x) = ax € injetora.
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Lema
Seja p primo. Seja a um inteiro mod p tal que a #, 0. Temos que

7a : MOD, — MOD,, dada por m,(x) = ax € injetora.

Demonstracao.
Suponha x,y € MOD,,.
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Aula 15 - Propriedades basicas

Lema
Seja p primo. Seja a um inteiro mod p tal que a #, 0. Temos que

7a : MOD, — MOD,, dada por m,(x) = ax € injetora.

Demonstracao.
Suponha x,y € MOD,,. Note que 7,(x) = m4(y) quer dizer

ax =p ay.
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Lema
Seja p primo. Seja a um inteiro mod p tal que a #, 0. Temos que

7a : MOD, — MOD,, dada por m,(x) = ax € injetora.

Demonstracao.
Suponha x,y € MOD,,. Note que 7,(x) = m4(y) quer dizer

ax =p ay. Pelo resultado anterior, temos que x = y. [
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Aula 15 - Propriedades basicas

Corolario
Seja p primo. Seja a um inteiro mod p tal que a #, 0. Temos que

Ta : MODp, — MOD,, dada por m,(x) = ax € bijetora.
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Corolario
Seja p primo. Seja a um inteiro mod p tal que a #, 0. Temos que

Ta : MODp, — MOD,, dada por m,(x) = ax € bijetora.

Demonstracao.
Note que, como a fun¢do € injetora, ela tem p elementos na

imagem.
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Corolario
Seja p primo. Seja a um inteiro mod p tal que a #, 0. Temos que

Ta : MODp, — MOD,, dada por m,(x) = ax € bijetora.
Demonstracao.

Note que, como a fun¢do € injetora, ela tem p elementos na
imagem. Como o contradominio também tem p elementos, temos
que a funcdo é sobrejetora. O
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao

Seja p primo. Seja a € MOD, com a # 0. Entdo existe um tinico
b € MOD,, tal que ab = 1. Muitas vezes vamos denotar tal

elemento por a—*.
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao

Seja p primo. Seja a € MOD, com a # 0. Entdo existe um tinico
b € MOD,, tal que ab = 1. Muitas vezes vamos denotar tal

elemento por a—*.

Demonstracao.
Considere a funcdo 7, acima.
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao

Seja p primo. Seja a € MOD, com a # 0. Entdo existe um tinico
b € MOD,, tal que ab = 1. Muitas vezes vamos denotar tal

elemento por a—1.

Demonstracao. _
Considere a funcdo 7, acima. Como ela é sobrejetora, existe

b € MOD,, tal que m,(b) = 1.
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao

Seja p primo. Seja a € MOD, com a # 0. Entdo existe um tinico
b € MOD,, tal que ab = 1. Muitas vezes vamos denotar tal

elemento por a—1.

Demonstracao. _
Considere a funcdo 7, acima. Como ela é sobrejetora, existe

b € MOD,, tal que m,(b) = 1. Isto é, ab = 1.
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Proposicao

Seja p primo. Seja a € MOD, com a # 0. Entdo existe um tinico
b € MOD,, tal que ab = 1. Muitas vezes vamos denotar tal

elemento por a—1.

Demonstracao. _
Considere a funcdo 7, acima. Como ela é sobrejetora, existe

b € MOD,, tal que m,(b) = 1. Isto é, ab = 1.

Vejamos agora que ele é tnico.
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao

Seja p primo. Seja a € MOD, com a # 0. Entdo existe um tinico
b € MOD,, tal que ab = 1. Muitas vezes vamos denotar tal

elemento por a—1.

Demonstracao.
Considere a funcdo 7, acima. Como ela é sobrejetora, existe

b € MOD,, tal que m,(b) = 1. Isto é, ab = 1.

Vejamos agora que ele é tnico. Sejam b, c € MOD,, tais que
ab=1eac=1.
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Aula 15 - Propriedades basicas

Proposicao

Seja p primo. Seja a € MOD, com a # 0. Entdo existe um tinico
b € MOD,, tal que ab = 1. Muitas vezes vamos denotar tal

elemento por a—1.

Demonstracao.
Considere a funcdo 7, acima. Como ela é sobrejetora, existe

b € MOD,, tal que m,(b) = 1. Isto é, ab = 1.

Vejamos agora que ele é tnico. Sejam b, c € MOD,, tais que
ab=1¢e ac = 1. Entdo, pela Proposicao 15.3, temos de ab = ac

que b = c. []
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Aula 15 - Corpo

Definicao
Dizemos que (F,®,®) éum corpo se & e ® sdo associativas,
comutativas e ainda valem, para todo a, b,c € F:

(i
(ii

) ac (b®dc)=(a0b)®(a®c);
)

(iii) Existe 1 € F tal que 1 ® x = x para todo x € F;
)
)

Existe 0 € F tal que 0 @ x = x para todo x € F;

(iv) Existe x € F tal que a® x = 0;
(v) Se a#0, existe x € F tal que x ® a = 1.
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Aula 15 - Exemplos

Tanto os racionais como os reais satisfazem a definicdo de corpo

com as opera¢des usuais.
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Proposicao
Seja p primo. Entdo MOD, é um corpo com as operacdes usuais.
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Aula 15 - MOD, é corpo

Proposicao
Seja p primo. Entdo MOD, é um corpo com as operacdes usuais.

Demonstracao.
Note que as operacdes serem associativas, comutativas e a regra
de distributividade seguem diretamente das mesmas propriedades

sobre Z.
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Aula 15 - MOD, é corpo

Proposicao
Seja p primo. Entdo MOD, é um corpo com as operacdes usuais.

Demonstracao. o _

Note que as operacdes serem associativas, comutativas e a regra
de distributividade seguem diretamente das mesmas propriedades
sobre Z. Note que 0 e 1 também fazem os papeis de elementos

neutros em MOD,,.
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Aula 15 - MOD, é corpo

Proposicao
Seja p primo. Entdo MOD, é um corpo com as operacdes usuais.

Demonstracao.

Note que as operagdes serem associativas, comutativas e a regra
de distributividade seguem diretamente das mesmas propriedades
sobre Z. Note que 0 e 1 também fazem os papeis de elementos
neutros em MOD,. Dado a € MOD,, note que

at(p—a)=p=,0
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Aula 15 - MOD, é corpo

Proposicao
Seja p primo. Entdo MOD, é um corpo com as operacdes usuais.

Demonstracao.

Note que as operagdes serem associativas, comutativas e a regra
de distributividade seguem diretamente das mesmas propriedades
sobre Z. Note que 0 e 1 também fazem os papeis de elementos
neutros em MOD,. Dado a € MOD,, note que
a+(p—a)=p=,0. Jd adltima propriedade é simplesmente a
Proposicédo 15.6. L]
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Vamos ver algumas propriedades simples sobre corpos:

301



Aula 15 - Propriedades de corpos

Vamos ver algumas propriedades simples sobre corpos:

Lema
Seja F um corpo. Dado x € F, temos que 0x = 0.
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Aula 15 - Propriedades de corpos

Vamos ver algumas propriedades simples sobre corpos:

Lema
Seja F um corpo. Dado x € F, temos que 0x = 0.

Demonstracao.
Seja y € F tal que Ox +y = 0.
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Aula 15 - Propriedades de corpos

Vamos ver algumas propriedades simples sobre corpos:

Lema
Seja F um corpo. Dado x € F, temos que 0x = 0.

Demonstracao.
Seja y € F tal que Ox + y = 0. Temos

0x = (04 0)x = 0x + Ox
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Aula 15 - Propriedades de corpos

Vamos ver algumas propriedades simples sobre corpos:

Lema
Seja F um corpo. Dado x € F, temos que 0x = 0.

Demonstracao.
Seja y € F tal que Ox + y = 0. Temos

0x = (04 0)x = 0x + Ox
Somando y dos dois lados, obtemos
0=0x+y=0x+0x+y =0x

como queriamos. ]
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Aula 15 - Propriedades de corpos

Proposicao
Seja F um corpo. Sejam a, b € F tais que ab= 0. Entdo a =0 ou

b=0.
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Aula 15 - Propriedades de corpos

Proposicao
Seja F um corpo. Sejam a, b € F tais que ab= 0. Entdo a =0 ou

b=0.

Demonstracao.
Suponha que a # 0.
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Proposicao
Seja F um corpo. Sejam a, b € F tais que ab= 0. Entdo a =0 ou

b=0.

Demonstracao.
Suponha que a # 0. Vamos provar que b = 0 (note que isso é

suficiente para o que queremos).
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Proposicao
Seja F um corpo. Sejam a, b € F tais que ab= 0. Entdo a =0 ou

b=0.

Demonstracao.

Suponha que a # 0. Vamos provar que b = 0 (note que isso é
suficiente para o que queremos). Entdo existe x € F tal que
ax = 1.
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Aula 15 - Propriedades de corpos

Proposicao
Seja F um corpo. Sejam a, b € F tais que ab= 0. Entdo a =0 ou

b=0.

Demonstracao.

Suponha que a # 0. Vamos provar que b = 0 (note que isso é
suficiente para o que queremos). Entdo existe x € F tal que
ax = 1. Assim, de 0 = ab, temos 0x = xab.
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Proposicao
Seja F um corpo. Sejam a, b € F tais que ab= 0. Entdo a =0 ou

b=0.

Demonstracao.

Suponha que a # 0. Vamos provar que b = 0 (note que isso é
suficiente para o que queremos). Entdo existe x € F tal que

ax = 1. Assim, de 0 = ab, temos 0x = xab. Como 0x = 0 pelo
lema anterior, temos que 0 = b. O]
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No caso em que m € Z~1 mas n3o é primo, temos que MOD,, n3o
é corpo.
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Aula 15 - Quando MOD,,, nao é corpo

No caso em que m € Z~1 mas n3o é primo, temos que MOD,, n3o

é corpo.

Proposicao
Seja m € Z~1 ndo primo. Entdo MOD,, ndo é corpo.
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Aula 15 - Quando MOD,,, nao é corpo

No caso em que m € Z~1 mas n3o é primo, temos que MOD,, n3o

é corpo.

Proposicao
Seja m € Z~1 ndo primo. Entdo MOD,, ndo é corpo.

Demonstracao.
Note que, pelo resultado anterior, basta mostrarmos que existem

a, b € MOD,, n3o nulos tais que ab = 0.
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Aula 15 - Quando MOD,,, nao é corpo

No caso em que m € Z~1 mas n3o é primo, temos que MOD,, n3o
é corpo.

Proposicao
Seja m € Z~1 ndo primo. Entdo MOD,, ndo é corpo.

Demonstracao.
Note que, pelo resultado anterior, basta mostrarmos que existem
a, b € MOD,, n3o nulos tais que ab = 0. Como m n3o é primo,

existe atal que almea#1lea# m.
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No caso em que m € Z~1 mas n3o é primo, temos que MOD,, n3o
é corpo.

Proposicao
Seja m € Z~1 ndo primo. Entdo MOD,, ndo é corpo.

Demonstracao.
Note que, pelo resultado anterior, basta mostrarmos que existem
a, b € MOD,, n3o nulos tais que ab = 0. Como m n3o é primo,

existe a tal que alme a# 1 e a # m. Seja b tal que ab= m.
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No caso em que m € Z~1 mas n3o é primo, temos que MOD,, n3o
é corpo.

Proposicao
Seja m € Z~1 ndo primo. Entdo MOD,, ndo é corpo.

Demonstracao.

Note que, pelo resultado anterior, basta mostrarmos que existem
a, b € MOD,, n3o nulos tais que ab = 0. Como m n3o é primo,
existe a tal que alme a# 1 e a # m. Seja b tal que ab = m. Note
que b#1eb#m.
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Aula 15 - Quando MOD,,, nao é corpo

No caso em que m € Z~1 mas n3o é primo, temos que MOD,, n3o
é corpo.

Proposicao
Seja m € Z~1 ndo primo. Entdo MOD,, ndo é corpo.

Demonstracao.

Note que, pelo resultado anterior, basta mostrarmos que existem
a, b € MOD,, n3o nulos tais que ab = 0. Como m n3o é primo,
existe a tal que alme a# 1 e a # m. Seja b tal que ab = m. Note
que b# 1 e b # m. Note também que a, b # 0.
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Aula 15 - Quando MOD,,, nao é corpo

No caso em que m € Z~1 mas n3o é primo, temos que MOD,, n3o
é corpo.

Proposicao
Seja m € Z~1 ndo primo. Entdo MOD,, ndo é corpo.

Demonstracao.

Note que, pelo resultado anterior, basta mostrarmos que existem
a, b € MOD,, n3o nulos tais que ab = 0. Como m n3o é primo,
existe a tal que alme a# 1 e a # m. Seja b tal que ab = m. Note
que b# 1 e b # m. Note também que a, b # 0. Mas temos
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Aula 15 - Primos entre si

Definicao
Dizemos que a, b € Z~1 sdo primos entre si se mdc(a, b) = 1.
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema

Sejam a, b primos entre si. Sejaz € 7. Se a|z e b

z, ent3o ab|z.
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema

Sejam a, b primos entre si. Seja z € 7. Se a|z e b|z, entdo ab|z.

Demonstracao.
Como a|z, existe m tal que am = z.
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Lema

Sejam a, b primos entre si. Seja z € 7. Se a|z e b|z, entdo ab|z.

Demonstracao.
Como a|z, existe m tal que am = z. Como b|z, existe n tal que

bn = z.
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema

Sejam a, b primos entre si. Seja z € 7. Se a|z e b|z, entdo ab|z.

Demonstracao.
Como a|z, existe m tal que am = z. Como b|z, existe n tal que

bn = z. Sejam x,y € Z tais que ax + by = 1.
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema

Sejam a, b primos entre si. Seja z € 7. Se a|z e b|z, entdo ab|z.

Demonstracao.
Como a|z, existe m tal que am = z. Como b|z, existe n tal que

bn = z. Sejam x,y € Z tais que ax + by = 1. Multiplicando tal

equacdo por z dos dois lados, temos

z = z(ax+ by)
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Lema

Sejam a, b primos entre si. Seja z € 7. Se a|z e b|z, entdo ab|z.

Demonstracao.
Como a|z, existe m tal que am = z. Como b|z, existe n tal que

bn = z. Sejam x,y € Z tais que ax + by = 1. Multiplicando tal

equacdo por z dos dois lados, temos

z = z(ax+ by)
= zax + zby
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema

Sejam a, b primos entre si. Seja z € 7. Se a|z e b|z, entdo ab|z.

Demonstracao.
Como a|z, existe m tal que am = z. Como b|z, existe n tal que

bn = z. Sejam x,y € Z tais que ax + by = 1. Multiplicando tal

equacdo por z dos dois lados, temos

z = z(ax+ by)
= zax + zby
bnax + amby
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema

Sejam a, b primos entre si. Seja z € 7. Se a|z e b|z, entdo ab|z.

Demonstracao.
Como a|z, existe m tal que am = z. Como b|z, existe n tal que

bn = z. Sejam x,y € Z tais que ax + by = 1. Multiplicando tal

equacdo por z dos dois lados, temos

z = z(ax+ by)
= zax + zby
= bnax + amby
ab(nx + my)
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema

Sejam a, b primos entre si. Seja z € 7. Se a|z e b|z, entdo ab|z.

Demonstracao.
Como a|z, existe m tal que am = z. Como b|z, existe n tal que

bn = z. Sejam x,y € Z tais que ax + by = 1. Multiplicando tal
equacdo por z dos dois lados, temos

z = z(ax+ by)
= zax + zby
= bnax + amby
ab(nx + my)

Ou seja, ab|z. O
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema
Sejam a, b, c € N primos entre si. Entdo ab e ¢ sdo primos entre si.
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema
Sejam a, b, c € N primos entre si. Entdo ab e ¢ sdo primos entre si.

Demonstracao.
Seja x divisor comum entre ab e c.
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema
Sejam a, b, c € N primos entre si. Entdo ab e ¢ sdo primos entre si.

Demonstracao.
Seja x divisor comum entre ab e c¢. Suponha que x # 1.
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Lema
Sejam a, b, c € N primos entre si. Entdo ab e ¢ sdo primos entre si.

Demonstracao.
Seja x divisor comum entre ab e c¢. Suponha que x ## 1. Entdo

existe p primo tal que p|x.
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema
Sejam a, b, c € N primos entre si. Entdo ab e ¢ sdo primos entre si.

Demonstracao.
Seja x divisor comum entre ab e c¢. Suponha que x ## 1. Entdo

existe p primo tal que p|x. Logo, p|ab e p|c.
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema
Sejam a, b, c € N primos entre si. Entdo ab e ¢ sdo primos entre si.

Demonstracao.
Seja x divisor comum entre ab e c¢. Suponha que x ## 1. Entdo
existe p primo tal que p|x. Logo, p|ab e p|c. Como p|ab, temos

que pla ou p|b.
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Lema
Sejam a, b, c € N primos entre si. Entdo ab e ¢ sdo primos entre si.

Demonstracao.

Seja x divisor comum entre ab e c¢. Suponha que x ## 1. Entdo
existe p primo tal que p|x. Logo, p|ab e p|c. Como p|ab, temos
que pla ou p|b. Logo, a e ¢ ndo sdo primos entre si, ou b e ¢ ndo

sao primos entre si. L]
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Corolario

Sejam ay, ..., an, b € Ny primos entre si. Entdo a1 ---a, e b sdo
primos entre si.
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Corolario

Sejam ay, ..., an, b € Ny primos entre si. Entdo a1 ---a, e b sdo
primos entre si.

Demonstracao.
Por indugdo sobre n.
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Corolario

Sejam ay, ..., an, b € Ny primos entre si. Entdo a1 ---a, e b sdo
primos entre si.

Demonstracao.
Por inducdo sobre n. Se n =2, é exatamente o lema anterior.
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Corolario

Sejam ay, ..., an, b € Ny primos entre si. Entdo a1 ---a, e b sdo
primos entre si.

Demonstracao.
Por inducdo sobre n. Se n =2, é exatamente o lema anterior.

Note que, por hipdtese de inducdo, temos que a1 ---a,, anty1 € b
sao primos entre si.
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Corolario

Sejam ay, ..., an, b € Ny primos entre si. Entdo a1 ---a, e b sdo
primos entre si.

Demonstracao.

Por inducdo sobre n. Se n =2, é exatamente o lema anterior.
Note que, por hipdtese de inducdo, temos que a1 ---a,, anty1 € b
sdo primos entre si. Ent3o, novamente pelo lema, temos que

aj ---apt1 € b sdo primos entre si. O
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas

Proposicao
Sejam a, b primos entre si. Sejam r e s inteiros. Ent3o o sistema

X=,r

X=pS
admite alguma solugcdo c e é equivalente a

X =3p C
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Aula 15 - Algumas propriedades basicas
Proposicao
Sejam a, b primos entre si. Sejam r e s inteiros. Ent3o o sistema

X=,r

X=pS
admite alguma solugcdo c e é equivalente a
X =3p C
Demonstracdo. Como a e b sdo primos entre si, existem «, 5 € Z

tais que
aa+ Bb=1.
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Considere

¢ = saa—+ rfb.
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Aula 15 - Provando

Considere

¢ = saa—+ rfb.

Vamos mostrar que tal ¢ satisfaz as condicGes do enunciado.
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Aula 15 - Provando

Considere

¢ = saa—+ rfb.

Vamos mostrar que tal ¢ satisfaz as condicGes do enunciado.
Suponha que x seja uma solucdo para x =4, C.
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Aula 15 - Provando

Considere

¢ = saa—+ rfb.

Vamos mostrar que tal ¢ satisfaz as condicGes do enunciado.
Suponha que x seja uma solucdo para x =, ¢. Ou seja, existe
k € Z tal que

X = ¢ + kab = saa + rBb + kab.
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Aula 15 - Provando

Considere

¢ = saa—+ rfb.

Vamos mostrar que tal ¢ satisfaz as condicGes do enunciado.

Suponha que x seja uma solucdo para x =, ¢. Ou seja, existe
k € Z tal que

X = ¢ + kab = saa + rBb + kab.

Vejamos que tal x é, de fato, uma solugdo para o sistema.
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Primeiramente, temos que

x—r = saa+rBb+ kab—r
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Primeiramente, temos que

x—r = saa+rBb+ kab—r
= saa+ r(fb—1)+ kab
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Primeiramente, temos que

x—r = saa+rBb+ kab—r
saa+ r(Bb—1) + kab
saa — «ar + kab
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Primeiramente, temos que

X —=r

saa+ rB3b+ kab —r
saa+ r(Bb—1) + kab
saa — aar + kab

a(sa — ra + kb)
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Primeiramente, temos que

X —=r

Ou seja, temos que

saa+ rB3b+ kab —r
saa+ r(Bb—1) + kab
saa — aar + kab

a(sa — ra + kb)
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Aula 15 - Provando

Primeiramente, temos que

x—r = saa+rBb+ kab—r
= saa+ r(fb—1)+ kab
= saa— aar + kab

a(sa — ra + kb)

Ou seja, temos que

X =5t

De forma andloga, podemos mostrar que x =, s.
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Agora suponha x uma solucdo para o sistema.
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Agora suponha x uma solu¢do para o sistema. Note que, pelo que
vimos acima, ¢ é uma solucao para o sistema.
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Aula 15 - Provando

Agora suponha x uma solu¢do para o sistema. Note que, pelo que
vimos acima, ¢ é uma solu¢do para o sistema. Logo:

X =pC

Ou seja, a|(x — ¢) e b|(x — ¢).
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Agora suponha x uma solu¢do para o sistema. Note que, pelo que
vimos acima, ¢ é uma solu¢do para o sistema. Logo:

Ou seja, a|(x — ¢) e b|(x — ¢). Como a, b sdo primos entre si, pelo
Lema 15.13, temos que ab|(x — ¢).
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Agora suponha x uma solu¢do para o sistema. Note que, pelo que
vimos acima, ¢ é uma solu¢do para o sistema. Logo:

Ou seja, a|(x — ¢) e b|(x — ¢). Como a, b sdo primos entre si, pelo
Lema 15.13, temos que ab|(x — ¢). Ou seja, x =, C. O
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Corolario (Teorema chinés do resto)
Sejam ay, ..., a, primos entre si e sejam ry, ..., r, € Z.
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Aula 15 - Teorema chinés do resto

Corolario (Teorema chinés do resto)
Sejam ay, ..., a, primos entre si e sejam ry, ..., r, € Z. Entdo o

sistema

X =3, In

admite solucdo b e é equivalente a equacdo x =4 b, onde
A=a;---a,.
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Corolario (Teorema chinés do resto)
Sejam ay, ..., a, primos entre si e sejam ry, ..., r, € Z. Entdo o

sistema

X =3, In

admite solucdo b e é equivalente a equacdo x =4 b, onde
A=a;---a,.

Demonstracdo. Vamos provar por indu¢do sobre n.
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Corolario (Teorema chinés do resto)
Sejam ay, ..., a, primos entre si e sejam ry, ..., r, € Z. Entdo o

sistema

X =3, In

admite solucdo b e é equivalente a equacdo x =4 b, onde
A=a;---a,.

Demonstracdo. Vamos provar por inducdo sobre n. O caso 2 é o
resultado anterior.

312



Aula 15 - Teorema chinés do resto

Corolario (Teorema chinés do resto)
Sejam ay, ..., a, primos entre si e sejam ry, ..., r, € Z. Entdo o

sistema

X Ean I'n
admite solucdo b e é equivalente a equacdo x =4 b, onde

A=ay- - ap

Demonstracdo. Vamos provar por inducdo sobre n. O caso 2 é o
resultado anterior. Suponha ent3o que temos n+ 1 equagdes como
no enuciado.
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Aula 15 - Teorema chinés do resto

Corolario (Teorema chinés do resto)
Sejam ay, ..., a, primos entre si e sejam ry, ..., r, € Z. Entdo o

sistema

X =3, In

admite solucdo b e é equivalente a equacdo x =4 b, onde
A=a;---a,.

Demonstracdo. Vamos provar por inducdo sobre n. O caso 2 é o
resultado anterior. Suponha ent3o que temos n+ 1 equagdes como
no enuciado. Por hipétese de induc3o, existe b’ tal que o sistema
formado pelas primeiras n equacdes é equivalente a x =4 b/, onde
A =aj---ap.
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Aula 15 - Provando

Pelo Corolario 15.15, temos que a,+1 € A’ s3o primos entre si.
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Aula 15 - Provando

Pelo Corolario 15.15, temos que a,+1 € A’ s3o primos entre si.
Assim, novamente pelo resultado anterior, temos que existe b tal

que o sistema

é equivalente a

onde A=Aa, 1 =a1-ant1.
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Aula 15 - Provando

Pelo Corolario 15.15, temos que a,+1 € A’ s3o primos entre si.
Assim, novamente pelo resultado anterior, temos que existe b tal
que o sistema
X =A/ b
X Zap Intl
é equivalente a
X =A b

onde A= A'a i1 = a1 aps1. Ou seja, a dltima equacio é
equivalente ao sistema do enunciado. []

Sl
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Aula 15 - Exemplo

Qual o menor natural k tal que k dividido por 3 tem resto 2,
dividido por 5 tem resto 3 e dividido por 7 tem resto 27
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Aula 15 - Exemplo

Qual o menor natural k tal que k dividido por 3 tem resto 2,
dividido por 5 tem resto 3 e dividido por 7 tem resto 27

Primeiramente, note que a pergunta é equivalente a perguntar qual

a menor solu¢do positiva para

X =3 2
X =5 3
X =7 2
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Aula 15 - Provando

Ja sabemos que tal sistema é equivalente a uma equac3do da forma
X =105 4

para algum a.
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Aula 15 - Provando

Ja sabemos que tal sistema é equivalente a uma equac3do da forma
X =105 4

para algum a. Podemos simplesmente repetir o processo da
demonstracao do resultado para calcular o a, mas ha um modo
mais facil.
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Aula 15 - Provando

Ja sabemos que tal sistema é equivalente a uma equac3do da forma
X =105 4

para algum a. Podemos simplesmente repetir o processo da
demonstracao do resultado para calcular o a, mas ha um modo
mais facil. A terceira equagao é equivalente a encontrar b tal que

x=7b+ 2.
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Aula 15 - Provando

Ja sabemos que tal sistema é equivalente a uma equac3do da forma
X =105 4

para algum a. Podemos simplesmente repetir o processo da
demonstracao do resultado para calcular o a, mas ha um modo
mais facil. A terceira equagao é equivalente a encontrar b tal que
x = 7b + 2. Substituindo na segunda equacdo, obtemos

7b+ 2 =5 3.
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Aula 15 - Provando

Ja sabemos que tal sistema é equivalente a uma equac3do da forma
X =105 4

para algum a. Podemos simplesmente repetir o processo da
demonstracao do resultado para calcular o a, mas ha um modo
mais facil. A terceira equagao é equivalente a encontrar b tal que
x = 7b + 2. Substituindo na segunda equacdo, obtemos

7b+ 2 =5 3. Ou seja 2b =5 1.
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Aula 15 - Provando

Ja sabemos que tal sistema é equivalente a uma equac3do da forma
X =105 4

para algum a. Podemos simplesmente repetir o processo da
demonstracao do resultado para calcular o a, mas ha um modo
mais facil. A terceira equagao é equivalente a encontrar b tal que
x = 7b + 2. Substituindo na segunda equacdo, obtemos

7b+ 2 =5 3. Ou seja 2b =5 1. Lembrando que 3 é o inverso de 2

em MODs, multiplicando ambos os lados por 3, temos
b =5 3.

SilB
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Ou seja, existe ¢ tal que b =5¢c + 3.
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Aula 15 - Provando

Ou seja, existe ¢ tal que b = 5¢ + 3. Substituindo o b, temos
x=17b+2=7(5¢+3)+2=35¢c+23.
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Aula 15 - Provando

Ou seja, existe ¢ tal que b = 5¢ + 3. Substituindo o b, temos
x =T7Tb+2=7(5¢c+ 3) + 2 = 35¢ + 23. Substituindo na primeira
equacgao 35¢c +23 =32
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Aula 15 - Provando

Ou seja, existe ¢ tal que b = 5¢ + 3. Substituindo o b, temos
x =T7Tb+2=7(5¢c+ 3) + 2 = 35¢ + 23. Substituindo na primeira
equacdo 35¢ + 23 =3 2 Ou seja

2c =3 0.
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Aula 15 - Provando

Ou seja, existe ¢ tal que b = 5¢ + 3. Substituindo o b, temos
x =T7Tb+2=7(5¢c+ 3) + 2 = 35¢ + 23. Substituindo na primeira
equacdo 35¢ + 23 =3 2 Ou seja

2c =3 0.

Assim,

CE30.
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Aula 15 - Provando

Logo, existe d tal que ¢ = 3d.
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Aula 15 - Provando

Logo, existe d tal que ¢ = 3d. Voltando na equagao com x:

x = 35¢ + 21 = 35(3d) + 23 = 105d + 23.
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Aula 15 - Provando

Logo, existe d tal que ¢ = 3d. Voltando na equagao com x:

x = 35¢ + 21 = 35(3d) + 23 = 105d + 23.

Para termos o menor k possivel, fazemos d = 0 e, portanto,
(k = 28
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Aula 16 - Racionais

Definicao
Considere o conjuntoA = {(a,b) € Z : b # 0} e considere ~ a
seguinte relagdo sobre A: dados (a, b), (x,y) € A, definimos

(a, b) ~ (x,y) se, e somente se, ay = bx.
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Aula 16 - E relacdo de equivaléncia

Proposicao
A relacdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre A.
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Aula 16 - E relacdo de equivaléncia

Proposicao
A relacdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre A.

Demonstracao.
Note que (a, b) ~ (a, b).
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Aula 16 - E relacdo de equivaléncia

Proposicao
A relacdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre A.

Demonstracao.
Note que (a, b) ~ (a, b). Também temos que (a, b) ~ (x,y)

implica que (x,y) ~ (a, b).
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Aula 16 - E relacdo de equivaléncia

Proposicao
A relacdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre A.

Demonstracao.
Note que (a, b) ~ (a, b). Também temos que (a, b) ~ (x,y)

implica que (x,y) ~ (a, b). Agora vejamos a transitiva.
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Aula 16 - E relacdo de equivaléncia

Proposicao
A relacdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre A.

Demonstracao.
Note que (a, b) ~ (a, b). Também temos que (a, b) ~ (x,y)
implica que (x,y) ~ (a, b). Agora vejamos a transitiva. Sejam

(a,b), (x,¥), (@, B) € A tais que (a,b) ~ (x,y) e (x,y) ~ (a, B).
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Aula 16 - E relacdo de equivaléncia

Proposicao
A relacdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre A.

Demonstracao.

Note que (a, b) ~ (a, b). Também temos que (a, b) ~ (x,y)
implica que (x,y) ~ (a, b). Agora vejamos a transitiva. Sejam
(8,5, (x,y), (0, B) € A tais que (3, b) ~ (x,y) & (x,) ~ (@ B).
Temos que mostrar que (a, b) ~ (a, B).
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Aula 16 - E relacdo de equivaléncia

Proposicao
A relacdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre A.

Demonstracao.

Note que (a, b) ~ (a, b). Também temos que (a, b) ~ (x,y)
implica que (x,y) ~ (a, b). Agora vejamos a transitiva. Sejam
(8,5, (x,y), (0, B) € A tais que (3, b) ~ (x,y) & (x,) ~ (@ B).
Temos que mostrar que (a, b) ~ (a, 8). Isto é, aff = ba.
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Aula 16 - E relacdo de equivaléncia

Proposicao
A relacdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre A.

Demonstracao.
Note que (a, b) ~ (a, b). Também temos que (a, b) ~ (x,y)

implica que (x,y) ~ (a, b). Agora vejamos a transitiva. Sejam
(8,5, (x,y), (0, B) € A tais que (3, b) ~ (x,y) & (x,) ~ (@ B).
Temos que mostrar que (a, b) ~ (a, ). Isto é, af = ba.. Temos

ay = bx

x0 = ya.
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Aula 16 - E relacdo de equivaléncia

Proposicao
A relacdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre A.

Demonstracao.
Note que (a, b) ~ (a, b). Também temos que (a, b) ~ (x,y)

implica que (x,y) ~ (a, b). Agora vejamos a transitiva. Sejam

(3,b), (x, ), (a, B) € A tais que (3, b) ~ (x,)  (x, ) ~ (o, B).
Temos que mostrar que (a, b) ~ (a, ). Isto é, af = ba.. Temos

ay = bx
x0 = ya.

Assim, multiplicando por 3 a primeira equacdo, temos ay = bx[5.
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Aula 16 - E relacdo de equivaléncia

Proposicao
A relacdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre A.

Demonstracao.
Note que (a, b) ~ (a, b). Também temos que (a, b) ~ (x,y)

implica que (x,y) ~ (a, b). Agora vejamos a transitiva. Sejam
(8,5, (x,y), (0, B) € A tais que (3, b) ~ (x,y) & (x,) ~ (@ B).
Temos que mostrar que (a, b) ~ (a, ). Isto é, af = ba.. Temos

ay = bx
x0 = ya.

Assim, multiplicando por 3 a primeira equacdo, temos ay = bx[5.
Logo, ay3 = bya.
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Aula 16 - E relacdo de equivaléncia

Proposicao
A relacdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia sobre A.

Demonstracao.

Note que (a, b) ~ (a, b). Também temos que (a, b) ~ (x,y)
implica que (x,y) ~ (a, b). Agora vejamos a transitiva. Sejam
(8,5, (x,y), (0, B) € A tais que (3, b) ~ (x,y) & (x,) ~ (@ B).
Temos que mostrar que (a, b) ~ (a, ). Isto é, af = ba.. Temos

ay = bx
x0 = ya.

Assim, multiplicando por 3 a primeira equacdo, temos ay = bx[5.
Logo, ay3 = bya. Como y # 0, temos a = ba como

queriamos. O
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Aula 16 - Definicao formal

Definicao
Denotamos por @ o conjunto A/ ~. Chamamos tal conjunto de
conjunto dos nimeros racionais.
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Aula 16 - A soma

Definicao
Definimos a operacdo de soma sobre os racionais da seguinte
maneira: dados [(a, b)], [(x, y)] € Q, definimos

[(a, b)] + [(x, )] = [(ay + xb, by)].
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Aula 16 - Esta bem definida

Proposicao

A operagdo de soma esta bem definida.
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Aula 16 - Esta bem definida
Proposicao

A operagcdo de soma esta bem definida.

Demonstracao.
Primeiramente, note que, de fato, (ay + xb, by) € A, ja que

by # 0 (pois tanto b como y s3o diferentes de 0).
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Aula 16 - Esta bem definida

Proposicao

A operagcdo de soma esta bem definida.

Demonstracao.

Primeiramente, note que, de fato, (ay + xb, by) € A, ja que

by # 0 (pois tanto b como y sdo diferentes de 0). Agora vamos
mostrar que ela independe dos representantes.
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Aula 16 - Esta bem definida
Proposicao

A operagcdo de soma esta bem definida.

Demonstracao.

Primeiramente, note que, de fato, (ay + xb, by) € A, ja que

by # 0 (pois tanto b como y sdo diferentes de 0). Agora vamos
mostrar que ela independe dos representantes. Sejam

(a, b),(c,d),(x,y),(w,z) € Atais que (a,b) ~ (x,y) e

(c,d) ~ (w,2z).
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Aula 16 - Esta bem definida

Proposicao

A operagcdo de soma esta bem definida.

Demonstracao.

Primeiramente, note que, de fato, (ay + xb, by) € A, ja que

by # 0 (pois tanto b como y sdo diferentes de 0). Agora vamos
mostrar que ela independe dos representantes. Sejam

(a, b),(c,d),(x,y),(w,z) € Atais que (a,b) ~ (x,y) e

(c,d) ~ (w,z). Vamos mostrar que (ad + cb, db) ~ (xz + wy, yz)
isto é, (ad + cb)yz = (xz + wy)db.
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Aula 16 - Esta bem definida

Proposicao

A operagcdo de soma esta bem definida.

Demonstracao.

Primeiramente, note que, de fato, (ay + xb, by) € A, ja que

by # 0 (pois tanto b como y sdo diferentes de 0). Agora vamos
mostrar que ela independe dos representantes. Sejam

(a, b),(c,d),(x,y),(w,z) € Atais que (a,b) ~ (x,y) e

(c,d) ~ (w,z). Vamos mostrar que (ad + cb, db) ~ (xz + wy, yz)
isto é, (ad + cb)yz = (xz + wy)db. Temos ay = bx e cz = dw.
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Aula 16 - Esta bem definida

Proposicao

A operagcdo de soma esta bem definida.
Demonstracao.
Primeiramente, note que, de fato, (ay + xb, by) € A, ja que
by # 0 (pois tanto b como y sdo diferentes de 0). Agora vamos
mostrar que ela independe dos representantes. Sejam
(a, b),(c,d),(x,y),(w,z) € Atais que (a,b) ~ (x,y) e
(c,d) ~ (w,z). Vamos mostrar que (ad + cb, db) ~ (xz + wy, yz)
isto é, (ad + cb)yz = (xz + wy)db. Temos ay = bx e cz = dw.
Logo

(ad + cb)yz = adyz + cbyz
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Aula 16 - Esta bem definida

Proposicao

A operagcdo de soma esta bem definida.
Demonstracao.
Primeiramente, note que, de fato, (ay + xb, by) € A, ja que
by # 0 (pois tanto b como y sdo diferentes de 0). Agora vamos
mostrar que ela independe dos representantes. Sejam
(a, b),(c,d),(x,y),(w,z) € Atais que (a,b) ~ (x,y) e
(c,d) ~ (w,z). Vamos mostrar que (ad + cb, db) ~ (xz + wy, yz)
isto é, (ad + cb)yz = (xz + wy)db. Temos ay = bx e cz = dw.
Logo

(ad + cb)yz = adyz + cbyz

= aydz + czby

322



Aula 16 - Esta bem definida

Proposicao

A operagcdo de soma esta bem definida.
Demonstracao.
Primeiramente, note que, de fato, (ay + xb, by) € A, ja que
by # 0 (pois tanto b como y sdo diferentes de 0). Agora vamos
mostrar que ela independe dos representantes. Sejam
(a, b),(c,d),(x,y),(w,z) € Atais que (a,b) ~ (x,y) e
(c,d) ~ (w,z). Vamos mostrar que (ad + cb, db) ~ (xz + wy, yz)
isto é, (ad + cb)yz = (xz + wy)db. Temos ay = bx e cz = dw.
Logo
(ad + cb)yz = adyz + cbyz
= aydz + czby
= bxdz + dwby

322



Aula 16 - Esta bem definida

Proposicao

A operagcdo de soma esta bem definida.

Demonstracao.

Primeiramente, note que, de fato, (ay + xb, by) € A, ja que

by # 0 (pois tanto b como y sdo diferentes de 0). Agora vamos

mostrar que ela independe dos representantes. Sejam
(2,b), (c,d), (x,y), (, 2) € A tais que (3, b) ~ (x,y) e
(c,d) ~ (w,z). Vamos mostrar que (ad + cb, db) ~ (xz + wy, yz)

isto é, (ad + cb)yz = (xz + wy)db. Temos ay = bx e cz = dw.

Logo
(ad + cb)yz =

adyz + cbyz
aydz + czby
bxdz + dwby

(xz 4+ wy)db -



Aula 16 - O produto
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Aula 16 - O produto

Definicao
Definimos a operacdo de produto sobre os racionais da seguinte
maneira: dados [(a, b)], [(x, y)] € Q, definimos

[(a, )] - [(x, ¥)] = [(ax, by)].
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Aula 16 - Esta bem definida

Proposicao )
A operacio de produto esta bem definida.
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Aula 16 - Esta bem definida

Proposicao )
A operacio de produto esta bem definida.

Demonstracao.
Veja o Exercicio ?7. O
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Aula 16 - Forma candnica

Definicao
Dizemos que um elemento [(a, b)] € Q estd na forma candnica se
b>0.
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Aula 16 - Forma candnica

326



Aula 16 - Forma candnica

Proposicao
Todo nimero q € QQ admite uma representacdo na forma candnica.
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Aula 16 - Forma candnica

Proposicao
Todo nimero q € QQ admite uma representacdo na forma candnica.

Demonstracao.
Seja [(a, b)] = q.

326



Aula 16 - Forma candnica

Proposicao
Todo nimero q € QQ admite uma representacdo na forma candnica.

Demonstracao.
Seja [(a, b)] = q. Se b > 0, nada temos a fazer.
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Aula 16 - Forma candnica

Proposicao
Todo nimero q € QQ admite uma representacdo na forma candnica.

Demonstracao.
Seja [(a, b)] = g. Se b > 0, nada temos a fazer. Se b < 0, observe

que [(—a,—b)] = [(a, b)] (pois —ab = —ba) e [(—a, —b)] esta na
forma candnica. O
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Aula 16 - Ordem

Definicao
Sejam ¢q,r € Q. Dizemos que g < r se ay < xb se g = [(a, b)],
r=[(x,y)] e [(a,b)] e [(x,y)] estdo na forma candnica.
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Aula 16 - Bem definida

Proposicao
A relacdo < definida acima estd bem definida.
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Aula 16 - Bem definida

Proposicao
A relacdo < definida acima estd bem definida.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que se valem

[(a1, b1)] = [(a2, b2)]

[(x1; y1)] = [0, 2)]
[(a1, b1)] < [(x1; y1)]
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Aula 16 - Bem definida

Proposicao
A relacdo < definida acima estd bem definida.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que se valem

[(a1, b1)] = [(a2, b2)]

[(x1; y1)] = [0, 2)]
[(a1, b1)] < [(x1; y1)]

entdo vale [(az, b2)] < [(x2, y2)]-
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Aula 16 - Provando

Note que as duas primeiras equac¢des se traduzem para

aibo = bia € x1y2 = y1 0.
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Aula 16 - Provando

Note que as duas primeiras equac¢des se traduzem para
aibp = b1ay e x1y» = y1xp. Assim, de ajy; < bixi, multiplicando
ambos os lados por byys (que é maior que 0), temos

ary1bays < bixibayo.

329



Aula 16 - Provando

Note que as duas primeiras equac¢des se traduzem para
aibp = b1ay e x1y» = y1xp. Assim, de ajy; < bixi, multiplicando
ambos os lados por byys (que é maior que 0), temos

ary1bays < bixibayo.

Substituindo aj; by por bias do lado esquerdo e x1y» por xoy; do
lado direito, obtemos:

biasy1y> < boy1xoby.
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Aula 16 - Provando

Note que as duas primeiras equac¢des se traduzem para
aibp = b1ay e x1y» = y1xp. Assim, de ajy; < bixi, multiplicando
ambos os lados por byys (que é maior que 0), temos

ary1boys < bixiboys.
Substituindo aj; by por bias do lado esquerdo e x1y» por xoy; do
lado direito, obtemos:

biacy1y> < boyi1xobs.

Cancelando b1y (que é diferente de 0), temos azy» < bpxy, isto é,
[(a2, b2)] < [(x2,¥2)] como queriamos. O
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Aula 16 - E total

Proposicao _
A relagdo < definida acima é uma ordem total sobre Q.
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Aula 16 - E total

Proposicao _
A relagdo < definida acima é uma ordem total sobre Q.

Demonstracao.
Ver o exercicio ??
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Aula 16 - Notacao

Definicao
Seja [(a, b)] € Q escrito na forma candénica. Denotamos [(a, b)]
por 2. No caso em que b = 1, utilizamos simplesmente a.
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Aula 16 - Notacao

Definicao
Seja [(a, b)] € Q escrito na forma candénica. Denotamos [(a, b)]
por 2. No caso em que b = 1, utilizamos simplesmente a.

Note que tal notac3do fica coerente com o que tinhamos antes.
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Aula 16 - Notacao

Definicao
Seja [(a, b)] € Q escrito na forma candénica. Denotamos [(a, b)]
por 2. No caso em que b = 1, utilizamos simplesmente a.

Note que tal notacdo fica coerente com o que tinhamos antes. Isto

é, %—i—% = ilb = a+ b, onde a dltima soma é entre inteiros.
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Aula 16 - Notacao

Definicao
Seja [(a, b)] € Q escrito na forma candénica. Denotamos [(a, b)]

por 2. No caso em que b = 1, utilizamos simplesmente a.

Note que tal notacdo fica coerente com o que tinhamos antes. Isto
é, %—i—% = ilb = a—+ b, onde a Ultima soma é entre inteiros. Note
que temos a mesma coisa para o produto.
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Aula 16 - Notacao

Definicao
Seja [(a, b)] € Q escrito na forma candénica. Denotamos [(a, b)]

por 2. No caso em que b = 1, utilizamos simplesmente a.

Note que tal notacdo fica coerente com o que tinhamos antes. Isto
é, %—i—% = ilb = a+ b, onde a dltima soma é entre inteiros. Note
que temos a mesma coisa para o produto.

Assim, como fizemos antes no caso de N para Z, vamos considerar

que Z C Q como usualmente.
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Aula 16 - E corpo

Veja nos exercicios que, com as operacdes aqui apresentadas, Q é
corpo.

332
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Aula 17 - Ndimeros reais

Comecamos estendendo a nocdo de intervalo apresentada
anteriormente.
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Aula 17 - Ndimeros reais

Comecamos estendendo a nocdo de intervalo apresentada
anteriormente. Antes, definimos intervalo apenas para R.
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Aula 17 - Ndimeros reais

Comecamos estendendo a nocdo de intervalo apresentada
anteriormente. Antes, definimos intervalo apenas para R. Mas
podemos fazer o mesmo para qualquer conjunto totalmente

ordenado:
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Aula 17 - Ndimeros reais

Comecamos estendendo a nocdo de intervalo apresentada
anteriormente. Antes, definimos intervalo apenas para R. Mas
podemos fazer o mesmo para qualquer conjunto totalmente
ordenado:

Definicao

Seja X um conjunto totalmente ordenado. Um subconjunto A C X
é um intervalo se, dados a, b € A tais que a < b, se ¢ € X é tal
que a < ¢ < b, entdo c € A.

8338
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Aula 17 - Exemplos

Note que, nesse contexto, algo ser um intervalo ou ndo depende de
“onde” ele é subconjunto.
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Aula 17 - Exemplos

Note que, nesse contexto, algo ser um intervalo ou ndo depende de
“onde” ele é subconjunto.

O conjunto {n € N:3 < ne n <20} é um intervalo nos naturais.
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Note que, nesse contexto, algo ser um intervalo ou ndo depende de
“onde” ele é subconjunto.

O conjunto {n € N:3 < ne n <20} é um intervalo nos naturais.
O conjunto {g € Q:3 < ge g < 20} também é um intervalo em

Q.
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Aula 17 - Exemplos

Note que, nesse contexto, algo ser um intervalo ou ndo depende de
“onde” ele é subconjunto.

O conjunto {n € N:3 < ne n <20} é um intervalo nos naturais.
O conjunto {g € Q:3 < ge g < 20} também é um intervalo em
Q. Mas o conjunto {n€ Q:3 < n,n<20enéecN} ndoéum

intervalo em Q.
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Aula 17 - Corte de Dedekind

Definicao
Chamamos de um corte de Dedekind um par (/,J) onde /,J C Q
sdo intervalos ndo vazios tais que

o /UJ=Q;

e se j €/, existe k € | tal que i < k;

e dados i € | e j € J temos que | < j.
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Exemplo
(1,J) é um corte de Dedekind, onde | = {g€ Q:qg <0} e

J={q€Q:qg>0} (exercicio).
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Aula 17 - Qual é o truque

O truque com os cortes para se construir os reais é mais ou menos
o seguinte: cada corte vai representar um real e a ideia desse real é
ser o elemento que fica entre [ e J.
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O truque com os cortes para se construir os reais é mais ou menos
o seguinte: cada corte vai representar um real e a ideia desse real é
ser o elemento que fica entre / e J. No exemplo acima, o real

representado é o 0.
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Aula 17 - Qual é o truque

O truque com os cortes para se construir os reais é mais ou menos
o seguinte: cada corte vai representar um real e a ideia desse real é
ser o elemento que fica entre / e J. No exemplo acima, o real
representado é o 0. Note que ele é o minimo de J (isso acontece

com qualquer outro racional).

337



Aula 17 - Qual é o truque

O truque com os cortes para se construir os reais é mais ou menos
o seguinte: cada corte vai representar um real e a ideia desse real é
ser o elemento que fica entre / e J. No exemplo acima, o real
representado é o 0. Note que ele é o minimo de J (isso acontece
com qualquer outro racional). A situacdo fica mais interessante
quando o corte representa um irracional, como vamos ver no
préximo exemplo (ndo vamos usar isso no exemplo, mas tenha em
mente que o corte representa o nimero \@)
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(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qgqANq>0}

338



Aula 17 - Exemplo

(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qqAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que / e J sdo intervalos.
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(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(/ fica como exercicio).
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Aula 17 - Exemplo

(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(I fica como exercicio). Sejam a, b € J com a < b.
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(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(/ fica como exercicio). Sejam a,b € J com a < b. Seja g € Q tal
que a < g < b.
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Aula 17 - Exemplo

(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(/ fica como exercicio). Sejam a,b € J com a < b. Seja g € Q tal
que a < g < b. Como 0 < a, temos que 0 < q.
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(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(/ fica como exercicio). Sejam a,b € J com a < b. Seja g € Q tal
que a < g < b. Como 0 < a, temos que 0 < g. Assim, sé falta
mostrar que 2 < qq.
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(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(/ fica como exercicio). Sejam a,b € J com a < b. Seja g € Q tal
que a < g < b. Como 0 < a, temos que 0 < g. Assim, sé falta
mostrar que 2 < gq. De fato, como a < g, temos aa < ga e

aqg < qq.
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que a < g < b. Como 0 < a, temos que 0 < g. Assim, sé falta
mostrar que 2 < gq. De fato, como a < g, temos aa < ga e

ag < qq. Logo, aa < qq e, portanto, 2 < qq.
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(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(/ fica como exercicio). Sejam a,b € J com a < b. Seja g € Q tal
que a < g < b. Como 0 < a, temos que 0 < g. Assim, sé falta
mostrar que 2 < gq. De fato, como a < g, temos aa < ga e

ag < qq. Logo, aa < qq e, portanto, 2 < qq.

Vejamos que [ U J = Q.
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(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(/ fica como exercicio). Sejam a,b € J com a < b. Seja g € Q tal
que a < g < b. Como 0 < a, temos que 0 < g. Assim, sé falta
mostrar que 2 < gq. De fato, como a < g, temos aa < ga e

ag < qq. Logo, aa < qq e, portanto, 2 < qq.

Vejamos que [ U J = Q. Note que é suficiente mostrarmos que
QcludJ.
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(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(/ fica como exercicio). Sejam a,b € J com a < b. Seja g € Q tal
que a < g < b. Como 0 < a, temos que 0 < g. Assim, sé falta
mostrar que 2 < gq. De fato, como a < g, temos aa < ga e

ag < qq. Logo, aa < qq e, portanto, 2 < qq.

Vejamos que [ U J = Q. Note que é suficiente mostrarmos que
QcluUJ. Seja g € Q.
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(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(/ fica como exercicio). Sejam a,b € J com a < b. Seja g € Q tal
que a < g < b. Como 0 < a, temos que 0 < g. Assim, sé falta
mostrar que 2 < gq. De fato, como a < g, temos aa < ga e

ag < qq. Logo, aa < qq e, portanto, 2 < qq.

Vejamos que [ U J = Q. Note que é suficiente mostrarmos que
QcCcluJ. SejageQ. Seqg<0,qge€l.
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(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(/ fica como exercicio). Sejam a,b € J com a < b. Seja g € Q tal
que a < g < b. Como 0 < a, temos que 0 < g. Assim, sé falta
mostrar que 2 < gq. De fato, como a < g, temos aa < ga e

ag < qq. Logo, aa < qq e, portanto, 2 < qq.

Vejamos que [ U J = Q. Note que é suficiente mostrarmos que
QcCcluJ. SejageQ. Seqg<0,gel. Se g>0, temos dois

Casos.
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(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(/ fica como exercicio). Sejam a,b € J com a < b. Seja g € Q tal
que a < g < b. Como 0 < a, temos que 0 < g. Assim, sé falta
mostrar que 2 < gq. De fato, como a < g, temos aa < ga e

ag < qq. Logo, aa < qq e, portanto, 2 < qq.

Vejamos que | U J = Q. Note que é suficiente mostrarmos que
QcCcluJ. SejageQ. Seqg<0,gel. Se g>0, temos dois
casos. Se qq < 2, entdo g € /.
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Aula 17 - Exemplo

(/,J) é um corte de Dedekind onde | = {ge Q:qqg <2V qg<0}
eJ={q€Q:2<qggAq>0}. Primeiramente, precisamos
provar que | e J sdo intervalos. Vamos provar que J é um intervalo
(/ fica como exercicio). Sejam a,b € J com a < b. Seja g € Q tal
que a < g < b. Como 0 < a, temos que 0 < g. Assim, sé falta
mostrar que 2 < gq. De fato, como a < g, temos aa < ga e

ag < qq. Logo, aa < qq e, portanto, 2 < qq.

Vejamos que [ U J = Q. Note que é suficiente mostrarmos que
QcCcluJ. SejageQ. Seqg<0,gel. Se g>0, temos dois
casos. Se qq < 2, entdo g € I. Se qq > 2, temos que qq € J.
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Aula 17 - Fazendo as contas

Se i € |, precisamos mostrar que existe k € [ tal que i < k.
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Aula 17 - Fazendo as contas

Se i € I, precisamos mostrar que existe k € | tal que i < k. Se

i

i < 0, basta tomarmos k = 5
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Aula 17 - Fazendo as contas

Se i € I, precisamos mostrar que existe k € | tal que i < k. Se
i < 0, basta tomarmos k = é Se i > 0eii <2, considere
2i+2

k = — .
I+ 2
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Aula 17 - Fazendo as contas

Se i € I, precisamos mostrar que existe k € | tal que i < k. Se
i < 0, basta tomarmos k = é Se i > 0eii <2, considere

k:2,i+2.
I+ 2

Primeiramente, note que k > i pois
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Se i € I, precisamos mostrar que existe k € | tal que i < k. Se
i < 0, basta tomarmos k = é Se i > 0eii <2, considere
2i+2

k = — .
I+ 2

Primeiramente, note que k > i pois
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Se i € I, precisamos mostrar que existe k € | tal que i < k. Se
i < 0, basta tomarmos k = é Se i > 0eii <2, considere
2i+2

k = — .
I+ 2

Primeiramente, note que k > i pois
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Aula 17 - Fazendo as contas

Se i € I, precisamos mostrar que existe k € | tal que i < k. Se
i < 0, basta tomarmos k = é Se i > 0eii <2, considere
2i+2

k = — .
I+ 2

Primeiramente, note que k > i pois

N

Il
>
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Note também que kk < 2, pois

_ _ 5 2i422i42
2—kk = 2-5%5
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Aula 17 - Fazendo as contas

Note também que kk < 2, pois

_ _ _2i422i42
2 kk = 2 j2-2 i+2
— o _ 4i*48it4

- P44i+4
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Note também que kk < 2, pois

_ 2i4+2 2i42
2—kk = 2 452 i+2
= 92— +8i+-4
- 12+4/+4
2i%48i+8—(4i°+8i+4)
- i2+4i+4
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Aula 17 - Fazendo as contas

Note que, como o denominador é positivo, sé precisamos analisar o
sinal do numerador.
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Aula 17 - Fazendo as contas

Note que, como o denominador é positivo, sé precisamos analisar o
sinal do numerador. Assim

202 4+8/+8—42—-8i—4 = 4—2/2
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Aula 17 - Fazendo as contas

Note que, como o denominador é positivo, sé precisamos analisar o
sinal do numerador. Assim

202 4+8/+8—42—-8i—4 = 4—2/2
> 4-2.2
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Aula 17 - Fazendo as contas

Note que, como o denominador é positivo, sé precisamos analisar o
sinal do numerador. Assim

202 4+8/+8—42—-8i—4 = 4—2/2
> 4-2.2
=0

Ou seja, tal diferenga é positiva, como queriamos.
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Aula 17 - Fazendo as contas

Note que, como o denominador é positivo, sé precisamos analisar o
sinal do numerador. Assim

202 4+8/+8—42—-8i—4 = 4—2/2
> 4-2.2
=0

Ou seja, tal diferenga é positiva, como queriamos.

Finalmente, sé precisamos mostrar que, dados i € | e j € J, temos

que i < j - vamos deixar isso como exercicio.
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Aula 17 - Resultados basicos

Vamos agora provar alguns resultados basicos sobre os cortes.

Lema

Seja (I,J) um corte de Dedekind. Se a € | e b < a, entdo b € .
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Aula 17 - Resultados basicos

Vamos agora provar alguns resultados basicos sobre os cortes.

Lema

Seja (I,J) um corte de Dedekind. Se a € | e b < a, entdo b € .

Demonstracao.
Suponha que n3o.
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Aula 17 - Resultados basicos

Vamos agora provar alguns resultados basicos sobre os cortes.

Lema

Seja (I,J) um corte de Dedekind. Se a € | e b < a, entdo b € .

Demonstracao.
Suponha que n3o. Entdo b € J.
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Aula 17 - Resultados basicos

Vamos agora provar alguns resultados basicos sobre os cortes.
Lema
Seja (I,J) um corte de Dedekind. Se a € | e b < a, entdo b € .

Demonstracao.
Suponha que n3o. Entdo b € J. Mas isso contraria a tltima

propriedade da definicdo de corte. O
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Aula 17 - Resultados basicos

Note que se tomarmos g € QQ, existe um corte natural associado a
ele:

lg={reQ:r<gq}
Jo={reQ:r>q}
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Aula 17 - Resultados basicos

Note que se tomarmos g € QQ, existe um corte natural associado a
ele:

lg={reQ:r<gq}
Jo={reQ:r>q}

Repare que é o andlogo com o que fizemos com o 0 no primeiro
exemplo.
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Note que se tomarmos g € QQ, existe um corte natural associado a
ele:

lg={reQ:r<gq}
Jo={reQ:r>q}
Repare que é o andlogo com o que fizemos com o 0 no primeiro
exemplo. Por outro lado, note que ndo podemos fazer o andlogo

com J={re€Q:r > q}, pois neste caso g € | e, portanto, / teria
maximo, o que contraria a definicdo de corte.
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Note que num corte, como I UJ=Q e INJ =10, o préprio | serve
para determinar o corte (basta definirmos J =Q \ /).

Proposicao
Dados (A, B) e (X, Y) dois cortes de Dedekind, dizemos que

(A,B) < (X,Y) se AC X. Tal relacio é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.
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Note que num corte, como I UJ=Q e INJ =10, o préprio | serve
para determinar o corte (basta definirmos J =Q \ /).

Proposicao

Dados (A, B) e (X, Y) dois cortes de Dedekind, dizemos que
(A,B) < (X,Y) se AC X. Tal relacio é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.

Demonstracao.

Que é uma relacdo de ordem, n3o ha nada a provar, ja que a
inclusdo é uma relacdo de ordem.
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Note que num corte, como I UJ=Q e INJ =10, o préprio | serve
para determinar o corte (basta definirmos J =Q \ /).

Proposicao

Dados (A, B) e (X, Y) dois cortes de Dedekind, dizemos que
(A,B) < (X,Y) se AC X. Tal relacio é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.

Demonstracao.

Que é uma relacdo de ordem, n3o ha nada a provar, ja que a
inclusdo é uma relagao de ordem. Resta mostrar que tal relacdo é
total.
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Note que num corte, como I UJ=Q e INJ =10, o préprio | serve
para determinar o corte (basta definirmos J =Q \ /).

Proposicao

Dados (A, B) e (X, Y) dois cortes de Dedekind, dizemos que
(A,B) < (X,Y) se AC X. Tal relacio é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.

Demonstracao.

Que é uma relacdo de ordem, n3o ha nada a provar, ja que a
inclusdo é uma relagao de ordem. Resta mostrar que tal relacdo é
total. Sejam (A, B) e (X, Y) dois cortes.
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Note que num corte, como I UJ=Q e INJ =10, o préprio | serve
para determinar o corte (basta definirmos J =Q \ /).

Proposicao

Dados (A, B) e (X, Y) dois cortes de Dedekind, dizemos que
(A,B) < (X,Y) se AC X. Tal relacio é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.

Demonstracao.

Que é uma relacdo de ordem, n3o ha nada a provar, ja que a
inclusdo é uma relagao de ordem. Resta mostrar que tal relacdo é
total. Sejam (A, B) e (X, Y) dois cortes. Suponha que

(A,B) £ (X,Y),isto é, AZ X.
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Note que num corte, como I UJ=Q e INJ =10, o préprio | serve
para determinar o corte (basta definirmos J =Q \ /).

Proposicao

Dados (A, B) e (X, Y) dois cortes de Dedekind, dizemos que
(A,B) < (X,Y) se AC X. Tal relacio é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.

Demonstracao.

Que é uma relacdo de ordem, n3o ha nada a provar, ja que a
inclusdo é uma relagao de ordem. Resta mostrar que tal relacdo é
total. Sejam (A, B) e (X, Y) dois cortes. Suponha que

(A,B) £ (X,Y), isto é, AZ X. Vamos provar que X C A.
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Note que num corte, como I UJ=Q e INJ =10, o préprio | serve
para determinar o corte (basta definirmos J =Q \ /).

Proposicao

Dados (A, B) e (X, Y) dois cortes de Dedekind, dizemos que
(A,B) < (X,Y) se AC X. Tal relacio é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.

Demonstracao.

Que é uma relacdo de ordem, n3o ha nada a provar, ja que a
inclusdo é uma relagao de ordem. Resta mostrar que tal relacdo é
total. Sejam (A, B) e (X, Y) dois cortes. Suponha que

(A,B) £ (X,Y), isto é, A¢Z X. Vamos provar que X C A. Seja

x € X.
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Note que num corte, como I UJ=Q e INJ =10, o préprio | serve
para determinar o corte (basta definirmos J =Q \ /).

Proposicao

Dados (A, B) e (X, Y) dois cortes de Dedekind, dizemos que
(A,B) < (X,Y) se AC X. Tal relacio é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.

Demonstracao.

Que é uma relacdo de ordem, n3o ha nada a provar, ja que a
inclusdo é uma relagao de ordem. Resta mostrar que tal relacdo é
total. Sejam (A, B) e (X, Y) dois cortes. Suponha que

(A,B) £ (X,Y), isto é, A¢Z X. Vamos provar que X C A. Seja

x € X. Como A¢Z X, existe ae€ A\ X.
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Note que num corte, como I UJ=Q e INJ =10, o préprio | serve
para determinar o corte (basta definirmos J =Q \ /).

Proposicao

Dados (A, B) e (X, Y) dois cortes de Dedekind, dizemos que
(A,B) < (X,Y) se AC X. Tal relacio é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.

Demonstracao.

Que é uma relacdo de ordem, n3o ha nada a provar, ja que a
inclusdo é uma relagao de ordem. Resta mostrar que tal relacdo é
total. Sejam (A, B) e (X, Y) dois cortes. Suponha que

(A,B) £ (X,Y), isto é, A¢Z X. Vamos provar que X C A. Seja

x € X. Como A¢Z X, existe a€ A\ X. Note que a € Y.
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Note que num corte, como I UJ=Q e INJ =10, o préprio | serve
para determinar o corte (basta definirmos J =Q \ /).

Proposicao

Dados (A, B) e (X, Y) dois cortes de Dedekind, dizemos que
(A,B) < (X,Y) se AC X. Tal relacio é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.

Demonstracao.

Que é uma relacdo de ordem, n3o ha nada a provar, ja que a
inclusdo é uma relagao de ordem. Resta mostrar que tal relacdo é
total. Sejam (A, B) e (X, Y) dois cortes. Suponha que

(A,B) £ (X,Y), isto é, A¢Z X. Vamos provar que X C A. Seja

x € X. Como A¢Z X, existe a€ A\ X. Note que a € Y. Assim,
para todo z € X, temos que z < a.
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Note que num corte, como I UJ=Q e INJ =10, o préprio | serve
para determinar o corte (basta definirmos J =Q \ /).

Proposicao

Dados (A, B) e (X, Y) dois cortes de Dedekind, dizemos que
(A,B) < (X,Y) se AC X. Tal relacio é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.

Demonstracao.

Que é uma relacdo de ordem, n3o ha nada a provar, ja que a
inclusdo é uma relagao de ordem. Resta mostrar que tal relacdo é
total. Sejam (A, B) e (X, Y) dois cortes. Suponha que

(A,B) £ (X,Y), isto é, A¢Z X. Vamos provar que X C A. Seja

x € X. Como A¢Z X, existe a€ A\ X. Note que a € Y. Assim,
para todo z € X, temos que z < a. Em particular, temos x < a.
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Aula 17 - Resultados basicos

Note que num corte, como I UJ=Q e INJ =10, o préprio | serve
para determinar o corte (basta definirmos J =Q \ /).

Proposicao

Dados (A, B) e (X, Y) dois cortes de Dedekind, dizemos que
(A,B) < (X,Y) se AC X. Tal relacio é uma ordem total sobre o
conjunto dos cortes.

Demonstracao.

Que é uma relacdo de ordem, n3o ha nada a provar, ja que a
inclusdo é uma relagao de ordem. Resta mostrar que tal relacdo é
total. Sejam (A, B) e (X, Y) dois cortes. Suponha que

(A,B) £ (X,Y), isto é, A¢Z X. Vamos provar que X C A. Seja

x € X. Como A¢Z X, existe a€ A\ X. Note que a € Y. Assim,
para todo z € X, temos que z < a. Em particular, temos x < a.

Assim, x € A pelo lema. O]
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Aula 17 - Relacionando as ordens

A ordem aqui apresentada é compativel com a que vem de QQ:
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Aula 17 - Relacionando as ordens

A ordem aqui apresentada é compativel com a que vem de QQ:

Proposicao
Sejam q,r € Q. Entdo q < r se, e somente se, (Ig, Jq) < (Ir, Jr).
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Aula 17 - Relacionando as ordens

A ordem aqui apresentada é compativel com a que vem de QQ:

Proposicao
Sejam q,r € Q. Entdo q < r se, e somente se, (Ig, Jq) < (Ir, Jr).

Demonstracao. _
Basta notar que, pela defini¢do de I, I; C I, se, e somente se,

qg<r. ]
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Aula 17 - Majorantes

Definicao

Seja (X, <) conjunto totalmente ordenado e seja A C X um
conjunto ndo vazio. Dizemos m € X é um majorante para A se
a < m para todo a € A. Dizemos que A C X é limitado

superiormente se A admite um majorante.
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1 e 3 sdo majorantes para o conjunto [0,1] em Q.
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Aula 17 - Supremo

Definicao

Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado. Seja A C X um
conjunto limitado superiormente. Dizemos que a € X é um
supremo de A (notagdo sup A), se a = min{m : m é majorante de

A},
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Aula 17 - Um caso simples

Proposicao
Sejam X totalmente ordenado e A C X. Se a = max A, entdo

a=supA.
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Aula 17 - Um caso simples

Proposicao
Sejam X totalmente ordenado e A C X. Se a = max A, entdo

a=supA.

Demonstracao.
Seja m € X majorante para A.
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Aula 17 - Um caso simples

Proposicao
Sejam X totalmente ordenado e A C X. Se a = max A, entdo

a=supA.

Demonstracao.
Seja m € X majorante para A. Em particular, m > a.
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Aula 17 - Um caso simples

Proposicao
Sejam X totalmente ordenado e A C X. Se a = max A, entdo

a=supA.

Demonstracao.
Seja m € X majorante para A. Em particular, m > a. Assim,

supA > a.
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Aula 17 - Um caso simples

Proposicao
Sejam X totalmente ordenado e A C X. Se a = max A, entdo

a=supA.

Demonstracao.

Seja m € X majorante para A. Em particular, m > a. Assim,
sup A > a. Por outro lado, note que o préprio a é um majorante
para A.
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Aula 17 - Um caso simples

Proposicao
Sejam X totalmente ordenado e A C X. Se a = max A, entdo

a=supA.

Demonstracao.

Seja m € X majorante para A. Em particular, m > a. Assim,
sup A > a. Por outro lado, note que o préprio a é um majorante
para A. Entdo sup A < a. O
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Aula 17 - Exemplo

Um supremo pode n3o existir:
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Aula 17 - Exemplo

Um supremo pode n3o existir:

Exemplo
Em Q, n3o existe supA, onde A={gcQ:qg>0Aq> <2}
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Aula 17 - Unicidade

Mas, se o supremo existe, ele é tinico:
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Aula 17 - Unicidade

Mas, se o supremo existe, ele é tinico:
Proposicao
Seja (X, <) conjunto totalmente ordenado e seja A C X conjunto

limitado superiormente. Sejam a, b supremos de A. Entdo a = b.
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Aula 17 - Unicidade

Mas, se o supremo existe, ele é tinico:

Proposicao

Seja (X, <) conjunto totalmente ordenado e seja A C X conjunto
limitado superiormente. Sejam a, b supremos de A. Entdo a = b.
Demonstracao.

Como a é o menor dos majorantes de A e como b é um majorante

de A, temos que a < b.

351



Aula 17 - Unicidade

Mas, se o supremo existe, ele é tinico:

Proposicao

Seja (X, <) conjunto totalmente ordenado e seja A C X conjunto
limitado superiormente. Sejam a, b supremos de A. Entdo a = b.
Demonstracao.

Como a é o menor dos majorantes de A e como b é um majorante
de A, temos que a < b. A outra desigualdade é andloga. [
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Aula 17 - Completude

Definicao
Seja (X, <) conjunto totalmente ordenado. Dizemos que < é uma
ordem completa se, para todo A C X limitado, existe a = sup A.
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Aula 17 - E completa

Proposicao
A ordem definida acima para o conjunto de todos os cortes de

Dedekind é completa.
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Aula 17 - E completa

Proposicao
A ordem definida acima para o conjunto de todos os cortes de

Dedekind é completa.

Demonstracdo. Seja A um conjunto de cortes que seja limitado.
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Aula 17 - E completa

Proposicao
A ordem definida acima para o conjunto de todos os cortes de

Dedekind é completa.

Demonstracdo. Seja A um conjunto de cortes que seja limitado.
Isto é, existe (/,J) tal que, para todo (A, B) € A, temos que
AcCI.
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Aula 17 - E completa

Proposicao
A ordem definida acima para o conjunto de todos os cortes de

Dedekind é completa.

Demonstracdo. Seja A um conjunto de cortes que seja limitado.
Isto é, existe (/,J) tal que, para todo (A, B) € A, temos que

A C |. Vamos provar que existe um supremo para A.
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Aula 17 - E completa

Proposicao
A ordem definida acima para o conjunto de todos os cortes de

Dedekind é completa.

Demonstracdo. Seja A um conjunto de cortes que seja limitado.
Isto é, existe (/,J) tal que, para todo (A, B) € A, temos que
A C . Vamos provar que existe um supremo para A. Considere

(X,Y) onde
= | A

(A,B)eA

Y =Q\X
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Aula 17 - Provando

Vamos provar que (X, Y) = sup A.
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Aula 17 - Provando

Vamos provar que (X, Y) = sup.A. Primeiramente, note que
X # (), pois qualquer A tal que (A,B) € Aétalque A#£ e
AcC X.
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Aula 17 - Provando

Vamos provar que (X, Y) = sup.A. Primeiramente, note que

X # (), pois qualquer A tal que (A,B) € Aétalque A#£ e

A C X. Note também que existe j € J e que, portanto, j ¢ A para
qualquer (A, B) € A.
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Aula 17 - Provando

Vamos provar que (X, Y) = sup.A. Primeiramente, note que

X # (), pois qualquer A tal que (A,B) € Aétalque A#£ e

A C X. Note também que existe j € J e que, portanto, j ¢ A para
qualquer (A, B) € A. Assim, j € Y e, portanto, Y é n3o vazio.
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Aula 17 - Provando

Vamos provar que (X, Y) = sup.A. Primeiramente, note que

X # (), pois qualquer A tal que (A,B) € Aétalque A#£ e

A C X. Note também que existe j € J e que, portanto, j ¢ A para
qualquer (A, B) € A. Assim, j € Y e, portanto, Y é n3o vazio.

Vamos provar que X é um intervalo.
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Aula 17 - Provando

Vamos provar que (X, Y) = sup.A. Primeiramente, note que

X # (), pois qualquer A tal que (A,B) € Aétalque A#£ e

A C X. Note também que existe j € J e que, portanto, j ¢ A para
qualquer (A, B) € A. Assim, j € Y e, portanto, Y é n3o vazio.

Vamos provar que X é um intervalo. De fato, sejam a,b € X e
c € Q taisque a< c < b.
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Aula 17 - Provando

Vamos provar que (X, Y) = sup.A. Primeiramente, note que

X # (), pois qualquer A tal que (A,B) € Aétalque A#£ e

A C X. Note também que existe j € J e que, portanto, j ¢ A para
qualquer (A, B) € A. Assim, j € Y e, portanto, Y é n3o vazio.

Vamos provar que X é um intervalo. De fato, sejam a,b € X e
c € Q tais que a < ¢ < b. Seja A tal que (A, B) € A e tal que
b € A (existe pela definicdo de X).
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Aula 17 - Provando

Vamos provar que (X, Y) = sup.A. Primeiramente, note que

X # (), pois qualquer A tal que (A,B) € Aétalque A#£ e

A C X. Note também que existe j € J e que, portanto, j ¢ A para
qualquer (A, B) € A. Assim, j € Y e, portanto, Y é n3o vazio.

Vamos provar que X é um intervalo. De fato, sejam a,b € X e
c € Q tais que a < ¢ < b. Seja A tal que (A, B) € A e tal que
b € A (existe pela definicdo de X). Pelo Lema 17.4, temos que
c € A e, portanto, ¢ € X como queriamos.
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Aula 17 - Provando

Vamos provar que (X, Y) = sup.A. Primeiramente, note que

X # (), pois qualquer A tal que (A,B) € Aétalque A#£ e

A C X. Note também que existe j € J e que, portanto, j ¢ A para
qualquer (A, B) € A. Assim, j € Y e, portanto, Y é n3o vazio.

Vamos provar que X é um intervalo. De fato, sejam a,b € X e
c € Q tais que a < ¢ < b. Seja A tal que (A, B) € A e tal que
b € A (existe pela definicdo de X). Pelo Lema 17.4, temos que
c € A e, portanto, ¢ € X como queriamos. Vamos deixar o
restante da prova de que (X, Y) é um corte como exercicio.
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Aula 17 - Provando

Note que, pela definicdo de (X, Y), temos automaticamente que
A C X para todo (A, B) € A.
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Aula 17 - Provando

Note que, pela definicdo de (X, Y), temos automaticamente que
A C X para todo (A, B) € A. Isto é, (X, Y) é um majorante para
A.
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Aula 17 - Provando

Note que, pela definicdo de (X, Y), temos automaticamente que
A C X para todo (A, B) € A. Isto é, (X, Y) é um majorante para
A. Resta mostrar que é o menor.
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Aula 17 - Provando

Note que, pela definicdo de (X, Y), temos automaticamente que
A C X para todo (A, B) € A. Isto é, (X, Y) é um majorante para
A. Resta mostrar que é o menor. Para isso, basta mostrar que

X cCl.
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Aula 17 - Provando

Note que, pela definicdo de (X, Y), temos automaticamente que
A C X para todo (A, B) € A. Isto é, (X, Y) é um majorante para
A. Resta mostrar que é o menor. Para isso, basta mostrar que

X C I. De fato, dado x € X, temos que x € A para algum

(A, B) € A.
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Aula 17 - Provando

Note que, pela definicdo de (X, Y), temos automaticamente que
A C X para todo (A, B) € A. Isto é, (X, Y) é um majorante para
A. Resta mostrar que é o menor. Para isso, basta mostrar que

X C I. De fato, dado x € X, temos que x € A para algum

(A, B) € A. Como (/,J) é majorante, temos que A C /.
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Aula 17 - Provando

Note que, pela definicdo de (X, Y), temos automaticamente que
A C X para todo (A, B) € A. Isto é, (X, Y) é um majorante para
A. Resta mostrar que é o menor. Para isso, basta mostrar que

X C I. De fato, dado x € X, temos que x € A para algum

(A, B) € A. Como (/,J) é majorante, temos que A C /. Logo,

x € | como queriamos. O
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Aula 17 - Os reais

Finalmente, conseguimos nossa primeira definicio do conjunto R:
Definicao
Chamamos de R o conjunto de todos os cortes de Dedekind com a

ordem apresentada acima.
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Aula 17 - Operacoes

As operacoes sobre R podem ser definidas de maneira natural a
partir das operacoes definidas sobre Q.
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Aula 17 - Operacoes

As operacoes sobre R podem ser definidas de maneira natural a
partir das operacoes definidas sobre Q. Por exemplo,

(AB)+ (X, Y)=(A® X,B®Y), onde
leoJ={i+j:ieljej}
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Aula 18 - Sequéncia convergente

Nesta secdo vamos apresentar uma segunda maneira de definir

ndimeros reais.
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Aula 18 - Sequéncia convergente

Nesta secdo vamos apresentar uma segunda maneira de definir

ndimeros reais.

Comecamos com a ideia do que é uma sequéncia ser convergente
para um ponto:
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Aula 18 - Sequéncia convergente

Nesta secdo vamos apresentar uma segunda maneira de definir

ndimeros reais.

Comecamos com a ideia do que é uma sequéncia ser convergente
para um ponto:

Definicao

Seja (gn)nen uma sequéncia de racionais. Dizemos que tal
sequéncia converge para g se, para todo € € Q- , existe ng € N
tal que, para todo m > ng, temos que |gm — q| < &.
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Exemplo
Considere (gn)nen dada por g, = g para todo n € N.
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Aula 18 - Exemplos

Exemplo
Considere (gn)nen dada por g, = g para todo n € N. Vamos

provar que (gn)nen CONverge para q.
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Aula 18 - Exemplos

Exemplo
Considere (gn)nen dada por g, = g para todo n € N. Vamos
provar que (gn)nen converge para q. De fato, dado € € Q~, temos

lgn —ql=0<e.
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Aula 18 - Exemplos

Exemplo
Considere (gn)nen dada por g, = g para todo n € N. Vamos
provar que (gn)nen converge para q. De fato, dado € € Q~, temos

lgh —q| =0<e.

Ou seja, podemos tomar ng = 0.
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Exemplo
~ - 1
A sequéncia (;37)nen converge para 0.
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Aula 18 - Exemplos

Exemplo
A sequéncia (ﬁ)n@\r converge para 0. De fato, dado ¢ € Q~,

note que € = § com a, b > 0.
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Exemplo

A sequéncia (=55 )nen converge para 0. De fato, dado ¢ € Qso,

1
n+1
note que € = § com a, b > 0. Seja ng = b.
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Exemplo
A sequéncia (ﬁ)n@\r converge para 0. De fato, dado ¢ € Q~,

note que € = 7 com a, b > 0. Seja ng = b. Note que

<

o | =
oL

360



Aula 18 - Exemplos

Exemplo
A sequéncia (ﬁ)n@\r converge para 0. De fato, dado ¢ € Q~,
note que € = 7 com a, b > 0. Seja ng = b. Note que

Assim, dado m > ng, temos

1 1
0 =

m—l—l_
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Aula 18 - Sequéncia de Cauchy

Intuitivamente, uma sequéncia convergente tem seus pontos
ficando arbitrariamente préximos de um ponto fixado (para onde a
sequéncia converge).
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Aula 18 - Sequéncia de Cauchy

Intuitivamente, uma sequéncia convergente tem seus pontos

ficando arbitrariamente préximos de um ponto fixado (para onde a
sequéncia converge). Podemos mudar um pouco o conceito e pedir
que os pontos da sequéncia fiquem préximos uns dos outros - mas

ndo necessariamente proximos de um ponto fixado:
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Aula 18 - Sequéncia de Cauchy

Intuitivamente, uma sequéncia convergente tem seus pontos
ficando arbitrariamente préximos de um ponto fixado (para onde a
sequéncia converge). Podemos mudar um pouco o conceito e pedir
que os pontos da sequéncia fiquem préximos uns dos outros - mas
ndo necessariamente proximos de um ponto fixado:

Definicao

Seja (gn)nen uma sequéncia de racionais. Dizemos que (gn)nen é
uma sequéncia de Cauchy se, para todo € € Q~, existe ng € N
tal que, para todo m, n > ng temos |g, — gm| < €.
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Aula 18 - Relacionando

Se os pontos da sequéncia ficam préximos de um ponto fixado,
eles ficam préximos entre si:

Proposicao
Se (gn)nen € uma sequéncia convergente, entdo (qn)nen € uma

sequéncia de Cauchy.
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Aula 18 - Relacionando

Se os pontos da sequéncia ficam préximos de um ponto fixado,
eles ficam préximos entre si:

Proposicao
Se (gn)nen € uma sequéncia convergente, entdo (qn)nen € uma
sequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Seja q tal que (gn)nen converge para q.
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Aula 18 - Relacionando

Se os pontos da sequéncia ficam préximos de um ponto fixado,
eles ficam préximos entre si:

Proposicao
Se (gn)nen € uma sequéncia convergente, entdo (qn)nen € uma

sequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Seja q tal que (gn)nen converge para g. Seja
B E Q>0.
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Aula 18 - Relacionando

Se os pontos da sequéncia ficam préximos de um ponto fixado,
eles ficam préximos entre si:

Proposicao

Se (gn)nen € uma sequéncia convergente, entdo (qn)nen € uma
sequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Seja q tal que (gn)nen converge para g. Seja
e € Q=0. Como (gn)nen converge para g, existe ng tal que, para
todo k > ng, temos
€
— < =q
|9k —al < 3
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Sejam n,m > ng.
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Sejam n,m > ng. Temos

‘qn_Qm| = |qn_q+q_Qm‘
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Sejam n,m > ng. Temos

|qn_q+q_qm‘
< |gn—4q|+ 19 — gm|

‘qn_Qm|

N
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Sejam n,m > ng. Temos

‘qn_Qm| |qn_q+q_Qm‘
lan — gl + g — qm|

&) &)
213

ASVAN
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Sejam n,m > ng. Temos

l9n — ¢+ ¢ — ga
’qn_q’+|q_qm’
5+5

&

‘qn_Qm|

ASVAN
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Aula 18 - Problemas e solucoes

Algumas sequéncias de Cauchy n3o convergem - por exemplo,
tome uma aproximac3o racional para v/2.
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Aula 18 - Problemas e solucoes

Algumas sequéncias de Cauchy n3o convergem - por exemplo,
tome uma aproximac3o racional para v/2. A ideia aqui sera
representar cada real por uma sequéncia de Cauchy - lembrando
que as sequéncias de Cauchy neste contexto sao formadas por
nimeros racionais.
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Algumas sequéncias de Cauchy n3o convergem - por exemplo,
tome uma aproximac3o racional para v/2. A ideia aqui sera
representar cada real por uma sequéncia de Cauchy - lembrando
que as sequéncias de Cauchy neste contexto sao formadas por
nimeros racionais. Um problema que aparece aqui é a falta de
unicidade.
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Aula 18 - Problemas e solucoes

Algumas sequéncias de Cauchy n3o convergem - por exemplo,
tome uma aproximac3o racional para v/2. A ideia aqui sera
representar cada real por uma sequéncia de Cauchy - lembrando
que as sequéncias de Cauchy neste contexto sao formadas por
nimeros racionais. Um problema que aparece aqui é a falta de
unicidade. Para cada real existem diversas sequéncias de Cauchy
que convergem para ele.
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Aula 18 - Problemas e solucoes

Algumas sequéncias de Cauchy n3o convergem - por exemplo,
tome uma aproximac3o racional para v/2. A ideia aqui sera
representar cada real por uma sequéncia de Cauchy - lembrando
que as sequéncias de Cauchy neste contexto sao formadas por
nimeros racionais. Um problema que aparece aqui é a falta de
unicidade. Para cada real existem diversas sequéncias de Cauchy
que convergem para ele. Por isso, teremos que trabalhar com
classes de equivaléncias e considerar como iguais as sequéncias que
convergem para o mesmo lugar.
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Aula 18 - Problemas e solucoes

Algumas sequéncias de Cauchy n3o convergem - por exemplo,
tome uma aproximac3o racional para v/2. A ideia aqui sera
representar cada real por uma sequéncia de Cauchy - lembrando
que as sequéncias de Cauchy neste contexto sao formadas por
nimeros racionais. Um problema que aparece aqui é a falta de
unicidade. Para cada real existem diversas sequéncias de Cauchy
que convergem para ele. Por isso, teremos que trabalhar com
classes de equivaléncias e considerar como iguais as sequéncias que
convergem para o mesmo lugar. Mas como ainda n3o temos para
onde essas sequéncias convergem (afinal, ainda estamos definindo
os reais), precisamos usar um truque parecido com a definicdo de

sequéncia de Cauchy.
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Aula 18 - Uma relacao de equivaléncia

Definicao
Sejam (xp)nen € (¥n)nen sequéncias de Cauchy.

365



Aula 18 - Uma relacao de equivaléncia

Definicao
Sejam (xp)nen € (Vn)nen sequéncias de Cauchy. Dizemos que

(Xn)neN = (Vn)nen Se (Xn — Yn)nen converge para 0.
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Aula 18 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo = definida acima é uma relacdo de equivaléncia.
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Aula 18 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo = definida acima é uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracdo. E claro que (xp)nen = (Xn)nen POIS (Xn — Xn)neN é
a sequéncia constante igual a 0.

366



Aula 18 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo = definida acima é uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracdo. E claro que (xp)nen = (Xn)nen POIS (Xn — Xn)neN é
a sequéncia constante igual a 0.

Se (Xn)neN = (Yn)nen, precisamos mostrar que (Xp)nen =2 (Vn)neN-
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Aula 18 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao
A relacdo = definida acima é uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracdo. E claro que (xp)nen = (Xn)nen POIS (Xn — Xn)neN é
a sequéncia constante igual a 0.

Se (Xn)neN = (Yn)nen, precisamos mostrar que (Xp)nen =2 (Vn)neN-
Como (xp)neN = (Vn)nen, entdo a sequéncia (X, — ¥n)nen CONverge

para 0.
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Aula 18 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao

A relacdo = definida acima é uma relacdo de equivaléncia.
Demonstracdo. E claro que (xp)nen = (Xn)nen POIS (Xn — Xn)neN é
a sequéncia constante igual a 0.

Se (xn)nctt 2 (Vn)ncrr, precisamos mostrar que (xn)ncst 2 (yi)ncr:
Como (xp)neN = (Vn)nen, entdo a sequéncia (X, — ¥n)nen CONverge
para 0. Ou seja, dado € € Q~¢, existe ng tal que, para todo

k > no, temos que |xx — yk| < €.
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Aula 18 - E uma relacao de equivaléncia

Proposicao

A relacdo = definida acima é uma relacdo de equivaléncia.
Demonstracdo. E claro que (xp)nen = (Xn)nen POIS (Xn — Xn)neN é
a sequéncia constante igual a 0.

Se (xn)nctt 2 (Vn)ncrr, precisamos mostrar que (xn)ncst 2 (yi)ncr:
Como (xp)neN = (Vn)nen, entdo a sequéncia (X, — ¥n)nen CONverge
para 0. Ou seja, dado € € Q~¢, existe ng tal que, para todo

k > no, temos que |xx — yk| < e. Como |xkx — yk| = |yx — x«|,
temos o resultado.
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Aula 18 - Provando

Finalmente, se (xp)nen = (Vn)neN € (Vn)nenN = (Zn)neN, precisamos
mostrar que (Xp)nen =2 (Zn)nen-
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Finalmente, se (xp)nen = (Vn)neN € (Vn)nenN = (Zn)neN, precisamos
mostrar que (Xp)nen =2 (Zn)nen-

Seja € € Q>o0.
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Finalmente, se (xn)nen = (Vn)nen € (Vn)nen =2 (2n)nen, precisamos

mostrar que (Xp)nen =2 (Zn)nen-

Seja £ € Q0. Como (Xn)neN = (Vn)nen, existe ny tal que, para
todo k > n; temos
€

— vyl <
Xk — vl >
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Finalmente, se (xp)nen = (Vn)neN € (Vn)nenN = (Zn)neN, precisamos
mostrar que (Xp)nen =2 (Zn)nen-

Seja £ € Q0. Como (Xn)neN = (Vn)nen, existe ny tal que, para

todo k > n; temos

€
P = yil < 5

Analogamente, existe n, tal que, para todo k > np, temos
€
vk — 2] < 3
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Finalmente, se (xn)nen = (Vn)nen € (Vn)nen =2 (2n)nen, precisamos

mostrar que (Xp)nen =2 (Zn)nen-

Seja £ € Q0. Como (Xn)neN = (Vn)nen, existe ny tal que, para
todo k > n; temos

€
P = yil < 5

Analogamente, existe n, tal que, para todo k > np, temos
€
vk — 2] < 3

Assim, considere ng = max{ny, np}.
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Finalmente, se (xn)nen = (Vn)nen € (Vn)nen =2 (2n)nen, precisamos

mostrar que (Xp)nen =2 (Zn)nen-

Seja £ € Q0. Como (Xn)neN = (Vn)nen, existe ny tal que, para
todo k > n; temos

€
P = yil < 5

Analogamente, existe n, tal que, para todo k > np, temos
€
vk — 2] < 3

Assim, considere ng = max{ny, n2}. Dado k > ng, temos:

Xk =zl = Xk — vk + vk — 2
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Finalmente, se (xn)nen = (Vn)nen € (Vn)nen =2 (2n)nen, precisamos

mostrar que (Xp)nen =2 (Zn)nen-

Seja £ € Q0. Como (Xn)neN = (Vn)nen, existe ny tal que, para
todo k > n; temos

€
P = yil < 5

Analogamente, existe n, tal que, para todo k > np, temos
€
vk — 2] < 3

Assim, considere ng = max{ny, n2}. Dado k > ng, temos:

Xk =zl = Xk — vk + vk — 2
< Ik =yl + v — 2]
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Finalmente, se (xn)nen = (Vn)nen € (Vn)nen =2 (2n)nen, precisamos

mostrar que (Xp)nen =2 (Zn)nen-

Seja £ € Q0. Como (Xn)neN = (Vn)nen, existe ny tal que, para
todo k > n; temos

€
P = yil < 5

Analogamente, existe n, tal que, para todo k > np, temos
€
vk — 2] < 3

Assim, considere ng = max{ny, n2}. Dado k > ng, temos:

Xk =zl = Xk — vk + vk — 2
< Ik =yl + v — 2]
< 5+5
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Finalmente, se (xn)nen = (Vn)nen € (Vn)nen =2 (2n)nen, precisamos

mostrar que (Xp)nen =2 (Zn)nen-

Seja £ € Q0. Como (Xn)neN = (Vn)nen, existe ny tal que, para
todo k > n; temos

€
P = yil < 5

Analogamente, existe n, tal que, para todo k > np, temos
€
vk — 2] < 3

Assim, considere ng = max{ny, n2}. Dado k > ng, temos:

Xk =zl = Xk — vk + vk — 2
< Ik =yl + v — 2]
< 5+5
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Aula 18 - Se convergem para o mesmo ponto, sao equivalentes

Proposicao
Se (xn)nen € (Yn)nen convergem para x e y respectivamente,

entdo (Xn)nen = (Yn)nen Se, € somente se, x = y.
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Aula 18 - Se convergem para o mesmo ponto, sao equivalentes

Proposicao
Se (xn)nen € (Yn)nen convergem para x e y respectivamente,

entdo (Xn)nen = (Yn)nen Se, € somente se, x = y.

Demonstragdo. Suponha (xn)nen = (Vn)nen.
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Aula 18 - Se convergem para o mesmo ponto, sao equivalentes

Proposicao
Se (xn)nen € (Yn)nen convergem para x e y respectivamente,

entdo (Xn)nen = (Yn)nen Se, € somente se, x = y.

Demonstracdo. Suponha (x,)nen = (Vn)nen. Suponha que x # y.
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Aula 18 - Se convergem para o mesmo ponto, sao equivalentes

Proposicao
Se (xn)nen € (Yn)nen convergem para x e y respectivamente,

entdo (Xn)nen = (Yn)nen Se, € somente se, x = y.

Demonstracdo. Suponha (x,)nen = (Vn)nen. Suponha que x # y.
Entdoe =|x—y| > 0.
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Aula 18 - Se convergem para o mesmo ponto, sao equivalentes

Proposicao
Se (xn)nen € (Yn)nen convergem para x e y respectivamente,

entdo (Xn)nen = (Yn)nen Se, € somente se, x = y.

Demonstracdo. Suponha (x,)nen = (Vn)nen. Suponha que x # y.
Entdo ¢ = |x — y| > 0. Como (Xn)nen = (Vn)nen, existe n; tal
que, para todo k > nq,
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Aula 18 - Se convergem para o mesmo ponto, sao equivalentes

Proposicao
Se (xn)nen € (Yn)nen convergem para x e y respectivamente,

entdo (Xn)nen = (Yn)nen Se, € somente se, x = y.

Demonstracdo. Suponha (x,)nen = (Vn)nen. Suponha que x # y.
Entdo ¢ = |x — y| > 0. Como (Xn)nen = (Vn)nen, existe n; tal
que, para todo k > nq,

5

Xk — yi] < 3
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Aula 18 - Se convergem para o mesmo ponto, sao equivalentes

Proposicao
Se (xn)nen € (Yn)nen convergem para x e y respectivamente,

entdo (Xn)nen = (Yn)nen Se, € somente se, x = y.

Demonstracdo. Suponha (x,)nen = (Vn)nen. Suponha que x # y.
Entdo ¢ = |x — y| > 0. Como (Xn)nen = (Vn)nen, existe n; tal
que, para todo k > nq,

5

Xk — yi] < 3

Como (xn)neN converge para x, existe np tal que, para todo
k > n,
€

— x| <
|x — x| 3
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Analogamente, existe n3 tal que, para todo k > ns,

y =yl < 2
Y — Yk 3
Assim, seja k = max{ny, np, n3}. Temos

Ix—y| = |[x—Xxk+xk—Yk+Yk—Y|
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Analogamente, existe n3 tal que, para todo k > ns,

y =yl < 2
Y =Yk 3
Assim, seja k = max{ny, np, n3}. Temos

Ix—y| = |[x—Xxk+xk—Yk+Yk—Y|
<X = Xi] + [xk = vl + Iy — v
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Aula 18 - Provando

Analogamente, existe n3 tal que, para todo k > ns,

E
— < =.
ly — Ykl 3

Assim, seja k = max{ny, np, n3}. Temos

X — Xk + Xk — yi + Yk — |
|x — xic| + |xx — yie| + |yx — I
f+5s

Ix —y|

VANVAN
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Analogamente, existe n3 tal que, para todo k > ns,

E
ly — vkl < 3

Assim, seja k = max{ny, np, n3}. Temos

Ix —y| X — Xk + Xk — yi + Yk — |

<X = Xi] + [xk = vl + Iy — v
< §+5+3
—

contrariando a definicdo de .
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Agora suponha x = y.
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Agora suponha x = y. Seja € > 0.
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Agora suponha x = y. Seja € > 0. Seja n; tal que, para todo

k > ny,
£

Ix — x| < 5
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Agora suponha x = y. Seja € > 0. Seja n; tal que, para todo

k > ny,
£

Ix — x| < 5

Seja ny tal que, para todo k > ny,

13
ly — vl < >
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Agora suponha x = y. Seja € > 0. Seja n; tal que, para todo

k > ny,
£

Ix — x| < 5

Seja ny tal que, para todo k > ny,

€
i < —.
ly — yxl 5
Considere ng = max{ny, np}. Assim, dado k > ng, temos

Xk = yk| = Xk = x+x — yil
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Agora suponha x = y. Seja € > 0. Seja n; tal que, para todo

k > ny,
£

Ix — x| < 5

Seja ny tal que, para todo k > ny,

€
i < —.
ly — yxl 5
Considere ng = max{ny, np}. Assim, dado k > ng, temos

Xk = vkl =[xk — x4+ x — yil
< ]xk—x|+\x—yk]
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Agora suponha x = y. Seja € > 0. Seja n; tal que, para todo
k > ny,
Ix — x| <

N ™

Seja ny tal que, para todo k > ny,

€
ly — vl < >
Considere ng = max{ny, np}. Assim, dado k > ng, temos
X =yl = P —x+x =yl
< xk — x|+ |x — yil
= | — x|+ |y —
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Agora suponha x = y. Seja € > 0. Seja n; tal que, para todo
k > ny,
Ix — x| <

N ™

Seja ny tal que, para todo k > ny,

13
ly — vl < >

Considere ng = max{ny, np}. Assim, dado k > ng, temos
Xk — vkl =[xk — x4+ x =yl
< Pxe= x|+ Ix =yl
= |xk — x|+ 1y — vl

< €
D370
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Aula 18 - Definindo R

Definicao
Podemos definir R como sendo o conjunto de todas as classes de

equivaléncia de sequéncias de Cauchy de racionais pela relacdo

acima.
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Aula 18 - Soma

Como exemplo, vamos fazer a soma.
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Aula 18 - Soma

Como exemplo, vamos fazer a soma. Dadas duas sequéncias
(Xn)nen € (¥n)nen, definimos [(xn)nen] + [(¥n)nen] como
[(Xn + }/n)nEN]-

372



Aula 18 - Soma

Como exemplo, vamos fazer a soma. Dadas duas sequéncias
(Xn)nen € (¥n)nen, definimos [(xn)nen] + [(¥n)nen] como
[(Xn + }/n)nEN]-

Vejamos que isso estd bem definido.
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Aula 18 - Soma

Como exemplo, vamos fazer a soma. Dadas duas sequéncias
(Xn)nen € (¥n)nen, definimos [(xn)nen] + [(¥n)nen] como

[(Xn + Yn)nen]-

Vejamos que isso estd bem definido. Vamos comecar provando que

Xn + ¥n € de Cauchy.
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Aula 18 - Soma

Como exemplo, vamos fazer a soma. Dadas duas sequéncias
(Xn)nen € (¥n)nen, definimos [(xn)nen] + [(¥n)nen] como
[(Xn + Yn)nen]-
Vejamos que isso estd bem definido. Vamos comecar provando que
Xn + yn é de Cauchy. Seja € > 0. Sejam ny, n, tais que, se
n,m > ny,
€
|Xn — xm| < 5

e que, se n,m > ny,
‘Yn_ym’ <

N ™

372



Aula 18 - Provando

S7S)



Aula 18 - Provando

Seja ng > ny, ny.
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Seja ng > ny, n,. Temos entdo que, dados n, m > no,

‘(Xn +)/n) - (Xm _}’m)| < |Xn _Xm’ + |}’n _Ym‘
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Seja ng > ny, n,. Temos entdo que, dados n, m > no,

|(Xo + yn) = m —ym)| < |

Xn_Xm’+|}’n_)/m‘
< e£4¢

S7S)
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Seja ng > ny, n,. Temos entdo que, dados n, m > no,

|(Xn + yn) = (Xm — Ym)|

<
<

|Xn _Xm’ + |}’n _Ym‘

€
2

+

€

2

S7S)
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Para terminar que estd bem definida, resta mostrar que, se
(Xn)neN = (an)neN € ()/n)nGN = (bn)nEN: entado
(Xn + yn)neN = (3n + bn)neN-
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Para terminar que estd bem definida, resta mostrar que, se

(Xn)neN = (an)neN € ()/n)nGN = (bn)nEN: entado
(Xn + ¥Yn)nen = (an + bn)nen. De fato, fixe e > 0.
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Para terminar que estd bem definida, resta mostrar que, se
(Xn)nGN = (an)nGN € ()/n)nGN = (bn)nEN, entao

(Xn + ¥Yn)neN = (an + bp)nen. De fato, fixe € > 0. Sejam ny, n,
tais que, se n > ny,

13
|Xn_an’<§
e, se n>ny,
13
}/n_bn<§-

374
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Fixe ng > ny, ny.
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Fixe ng > ny, n,. Assim, dado n > ng, temos

|(Xn +)/n) - (an - bn) < |Xn - an‘ + ’)/n - bn|

S5
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Fixe ng > ny, n,. Assim, dado n > ng, temos

|(Xn+)/n)_(an_bn) < |Xn_an‘+’)/n_bn|
< 5+5

S5
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Fixe ng > ny, n,. Assim, dado n > ng, temos

[(Xa + ¥n) — (an — bn)

<
<

|Xn_3n‘ + ’)/n_ bn|
f4 5
g
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Aula 19 - Cardinalidade

Definicao
Sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que A e B tem a mesma
cardinalidade se existe f : A — B bijetora. Notagdo: |A| = |B|.
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Aula 19 - Exemplos

Proposicao
IN| = [N\ {0}
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Aula 19 - Exemplos

Proposicao

IN| = [N\ {0}

Demonstracao.
Basta considerar f : N — N\ {0} dada por f(n) = n+ 1. O
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Aula 19 - Exemplos

Proposicao
Considere P = {n € N : n € par}. Entio |P| = |N|.
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Aula 19 - Exemplos

Proposicao
Considere P = {n € N : n € par}. Entio |P| = |N|.

Demonstracao.
Basta notar que a fungdo f : N — P dada por f(n) = 2n é uma

bijegdo (exercicio). O
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Aula 19 - Transitividade

Proposicao
Sejam A, B, C conjuntos. Se |A| = |B| e |B| = |C|, entdo

Al = [C].
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Aula 19 - Transitividade

Proposicao
Sejam A, B, C conjuntos. Se |A| = |B| e |B| = |C|, entdo

Al = [C].

Demonstracao.
Sejam f : A— B e g: B — C fungdes bijetoras.
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Aula 19 - Transitividade

Proposicao
Sejam A, B, C conjuntos. Se |A| = |B| e |B| = |C|, entdo

Al = [C].

Demonstracao.
Sejam f : A— B e g: B — C fungdes bijetoras. Note que

gof:A— C ébijetora (exercicio). O
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Proposicao
Considere | = {n € N : n é impar}. Entdo |I| = |NJ.
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Aula 19 - Mais exemplos

Proposicao
Considere | = {n € N : n é impar}. Entdo |I| = |NJ.

Demonstracao.
Basta notar que f : N — [ dada por f(n) = 2n+ 1 é bijetora

(exercicio). O
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Corolario
[Pl =1].
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Proposicao
|Z] = INJ.
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Proposicao
|Z| = |N].

Demonstracao.
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Proposicao
|Z| = |N].

Demonstracao.
Considere f : N — Z dada por

i p
B 3 se n é par
fn) = { —@ se n é impar
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Proposicao

|Z] = IN].

Demonstracao.
Considere f : N — Z dada por

i p
B 3 se n é par
fn) = { —@ se n é impar

Note que f é injetora (exercicio).
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Proposicao
|Z| = |N].

Demonstracao.
Considere f : N — Z dada por

i p
B 3 se n é par
fn) = { —@ se n é impar

Note que f é injetora (exercicio). Vamos mostrar que ela é

sobrejetora.

382



Aula 19 - Mais exemplos

Proposicao
|Z| = |N].

Demonstracao.
Considere f : N — Z dada por

i p
B 3 se n é par
fn) = { —@ se n é impar

Note que f é injetora (exercicio). Vamos mostrar que ela é

sobrejetora. Seja z € Z. Se z > 0, tome n = 2z.
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Aula 19 - Mais exemplos

Proposicao
|Z| = |N].

Demonstracao.
Considere f : N — Z dada por

i p
B 3 se n é par
fn) = { —@ se n é impar

Note que f é injetora (exercicio). Vamos mostrar que ela é

sobrejetora. Seja z € Z. Se z > 0, tome n = 2z. Note que
_ 2z _

f(n)=5 =z

382



Aula 19 - Mais exemplos

Proposicao
|Z| = |N].

Demonstracao.
Considere f : N — Z dada por

i p
B 3 se n é par
fn) = { —@ se n é impar

Note que f é injetora (exercicio). Vamos mostrar que ela é
sobrejetora. Seja z € Z. Se z > 0, tome n = 2z. Note que
f(n)=% =2z Sez <0, tome n=—2z— 1.

382



Aula 19 - Mais exemplos

Proposicao

|Z| = |N].

Demonstracao.

Considere f : N — Z dada por

i p
B 3 se n é par
fn) = { —@ se n é impar

Note que f é injetora (exercicio). Vamos mostrar que ela é
sobrejetora. Seja z € Z. Se z > 0, tome n = 2z. Note que
f(n)=% =2z. Se z <0, tome n = —2z — 1. Note que

f(n) — _—2251-5-1 — 7 n
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Nem sempre é facil verificar a existéncia de fungdes injetoras.
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Nem sempre é facil verificar a existéncia de func¢des injetoras. Por
exemplo, pode-se provar que |[N| = [N x NJ.
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Aula 19 - Dificuldades

Nem sempre é facil verificar a existéncia de func¢des injetoras. Por
exemplo, pode-se provar que [N| = [N x N|. Uma maneira é vocé
perceber que a funcdo f : N x N — N dada por
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Aula 19 - Dificuldades

Nem sempre é facil verificar a existéncia de func¢des injetoras. Por
exemplo, pode-se provar que [N| = [N x N|. Uma maneira é vocé
perceber que a funcdo f : N x N — N dada por

f(a,b):%(a+b)(a+b+1)+b

é bijetora.
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Aula 19 - Dificuldades

Nem sempre é facil verificar a existéncia de func¢des injetoras. Por
exemplo, pode-se provar que [N| = [N x N|. Uma maneira é vocé
perceber que a funcdo f : N x N — N dada por

f(a,b):%(a+b)(a+b+1)+b

é bijetora.

N3o é tarefa simples encontrar uma fungdo como acima, nem
mostrar que ela de fato ¢ bijetora (vale tentar um pouco).
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Aula 19 - Cantor-Bernstein-Schroeder

Para contornar esse tipo de problema, o seguinte resultado ajuda
bastante:

Teorema (Cantor-Bernstein-Schroeder)

Sejam A, B conjuntos e sejam f : A— B eg: B — A funcées
injetoras. Entdo |A| = |B|.
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Aula 19 - Cantor-Bernstein-Schroeder

Para contornar esse tipo de problema, o seguinte resultado ajuda

bastante:

Teorema (Cantor-Bernstein-Schroeder)

Sejam A, B conjuntos e sejam f : A— B eg: B — A funcées
injetoras. Entdo |A| = |B|.

Ver desenho na lousa, depois leia nas notas de aula.

384



Aula 19 - Aplicando

385



Aula 19 - Aplicando

Assim, fica mais facil mostrar o resultado que comentamos:
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Assim, fica mais facil mostrar o resultado que comentamos:

Proposicao
IN| = N x NJ.
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Aula 19 - Aplicando

Assim, fica mais facil mostrar o resultado que comentamos:

Proposicao
IN| = N x NJ.

Demonstracao.
Considere f : N — N x N dada por f(n) = (n,n)e g :NxN—= N

dada por g(a, b) = 2235
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Aula 19 - Aplicando

Assim, fica mais facil mostrar o resultado que comentamos:

Proposicao
IN| = N x NJ.

Demonstracao.
Considere f : N — N x N dada por f(n) = (n,n)e g :NxN—= N
dada por g(a, b) = 223b. Note que as duas funcdes s3o injetoras

facilmente. ]
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Também podemos provar o seguinte:

Proposicao

Q| = [N].
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Aula 19 - Aplicando

Também podemos provar o seguinte:

Proposicao

Q| = [N].

Demonstracao.
Como podemos ver N C Q, ja temos a funcdo f : N — Q injetora.
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Aula 19 - Aplicando

Também podemos provar o seguinte:

Proposicao

Q| = [N].

Demonstracao.
Como podemos ver N C Q, ja temos a funcdo f : N — Q injetora.
Por outro lado, podemos tomar a fung¢ao g : Q — Z x Z dada por

f(3) = (a, b), onde  estd na forma simplificada.
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Aula 19 - Aplicando

Também podemos provar o seguinte:

Proposicao

Q| = IN].

Demonstracao.

Como podemos ver N C Q, ja temos a funcdo f : N — Q injetora.
Por outro lado, podemos tomar a fung¢ao g : Q — Z x Z dada por
f(3) = (a, b), onde } estd na forma simplificada. Note que tal
func3do é injetora.

386



Aula 19 - Aplicando

Também podemos provar o seguinte:

Proposicao

Q| = [N].

Demonstracao.

Como podemos ver N C Q, ja temos a funcdo f : N — Q injetora.
Por outro lado, podemos tomar a fung¢ao g : Q — Z x Z dada por
f(3) = (a, b), onde } estd na forma simplificada. Note que tal
fungdo é injetora. Como |N| = |Z|, temos que |[N x N| = |Z x Z|
(veja os alongamentos) e como |N x N| = |N|, temos que

|Z x Z| = |N|.
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Aula 19 - Aplicando

Também podemos provar o seguinte:

Proposicao

Q| = [N].

Demonstracao.

Como podemos ver N C Q, ja temos a funcdo f : N — Q injetora.
Por outro lado, podemos tomar a fung¢ao g : Q — Z x Z dada por
f(3) = (a, b), onde } estd na forma simplificada. Note que tal
fungdo é injetora. Como |N| = |Z|, temos que |[N x N| = |Z x Z|
(veja os alongamentos) e como |N x N| = |N|, temos que

|Z x Z| = |N|. Assim, existe h: Q — N injetora. O
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Proposicao

IN| # |p(N)].
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Aula 19 - Partes aumenta de cardinalidade

Proposicao

IN| 7 [p(N)].

Demonstracao.
Suponha que exista f : N — o(N) bijecdo.
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Aula 19 - Partes aumenta de cardinalidade

Proposicao

IN| 7 [p(N)].

Demonstracao.
Suponha que exista f : N — p(N) bijecdo. Considere o conjunto

A={aeN:a¢f(a)}.
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Aula 19 - Partes aumenta de cardinalidade

Proposicao

IN| 7 [p(N)].

Demonstracao.

Suponha que exista f : N — p(N) bijecdo. Considere o conjunto
A={aeN:a¢f(a)}. Como f é uma bijecdo e A € p(N), temos
que existe b € N tal que f(b) = A.
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Aula 19 - Partes aumenta de cardinalidade

Proposicao

IN| 7 [p(N)].

Demonstracao.

Suponha que exista f : N — p(N) bijecdo. Considere o conjunto
A={aeN:a¢f(a)}. Como f é uma bijecdo e A € p(N), temos
que existe b € N tal que f(b) = A. Vamos ver que isso dd uma

contradic3o.
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Aula 19 - Partes aumenta de cardinalidade

Proposicao

IN| # [p(N)].

Demonstracao.

Suponha que exista f : N — p(N) bijecdo. Considere o conjunto
A={aeN:a¢f(a)}. Como f é uma bijecdo e A € p(N), temos
que existe b € N tal que f(b) = A. Vamos ver que isso dd uma
contradi¢do. Note que se b € A, entdo b € f(b) e, portanto,
b¢A.
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Aula 19 - Partes aumenta de cardinalidade

Proposicao

IN| # [p(N)].

Demonstracao.

Suponha que exista f : N — p(N) bijecdo. Considere o conjunto
A={aeN:a¢f(a)}. Como f é uma bijecdo e A € p(N), temos
que existe b € N tal que f(b) = A. Vamos ver que isso dd uma
contradi¢do. Note que se b € A, entdo b € f(b) e, portanto,

b ¢ A. Por outro lado, se b ¢ A, entdo b ¢ f(b) e, portanto,

be A O

387



Aula 19 - R e p(N)

388



Aula 19 - R e p(N)

Proposicao

Existe uma fungdo injetora de R em p(N).
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Aula 19 - R e p(N)

Proposicao
Existe uma fungdo injetora de R em p(N).

Demonstracdo. Note que basta provarmos que existe uma funcio
injetora de R em p(Q).
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Aula 19 - R e p(N)

Proposicao
Existe uma fungdo injetora de R em p(N).

Demonstracdo. Note que basta provarmos que existe uma funcio
injetora de R em ©(Q). Para cada r € R, existe (qgJ,)sen sequéncia
de racionais que converge para r.
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Aula 19 - R e p(N)

Proposicao
Existe uma fungdo injetora de R em p(N).

Demonstracdo. Note que basta provarmos que existe uma funcio
injetora de R em ©(Q). Para cada r € R, existe (qgJ,)sen sequéncia
de racionais que converge para r. Podemos tomar tal sequéncia de
forma que x} # x}, se n # m (pense um pouco para se convencer

disso).
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Aula 19 - R e p(N)

Proposicao
Existe uma fungdo injetora de R em p(N).

Demonstracdo. Note que basta provarmos que existe uma funcio
injetora de R em ©(Q). Para cada r € R, existe (qgJ,)sen sequéncia
de racionais que converge para r. Podemos tomar tal sequéncia de
forma que x} # x}, se n # m (pense um pouco para se convencer

disso). Vamos provar que a fungdo f : R — ©(Q) dada por

f(r)={x,:neN}

é injetora.
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Sejam r # s € R.
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Sejam r # s € R. Considere ¢ = |r — s|.
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Aula 19 - Provando

Sejam r # s € R. Considere ¢ = |[r —s|. Como (x})nen converge
para r, existe n, tal que, se n > n,, temos
£

X —rl < 2
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Aula 19 - Provando

Sejam r # s € R. Considere ¢ = |[r —s|. Como (x})nen converge
para r, existe n, tal que, se n > n,, temos
£
,
|Xn — r| < 5

Analogamente, existe ns tal que, se n > ns, temos

&
|X§—S| < 5
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Aula 19 - Provando

Sejam r # s € R. Considere ¢ = |[r —s|. Como (x})nen converge
para r, existe n, tal que, se n > n,, temos

€
|x) —r] < =.

2
Analogamente, existe ns tal que, se n > ns, temos

&
|X§—S| < 5

Vamos mostrar que f(x,;) N f(xs) é finito - note que isso prova que

f(xr) # f(xs) ja que eles sdo infinitos.
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Aula 19 - Provando

Suponha que n3o, entdo existe a € f(x,) N f(xs) tal que a = x] e
a=xg; comn>n,ek>n;s.
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Aula 19 - Provando

Suponha que n3o, entdo existe a € f(x,) N f(xs) tal que a = x] e
a=x; comn>n,ek>ns. Assim,

|r—s| = |r—a+a—s|

390



Aula 19 - Provando

Suponha que n3o, entdo existe a € f(x,) N f(xs) tal que a = x] e

a=x; comn>n,ek>ns. Assim,

r=sl

IN

|r—a+a—s|
|r —a|l + |a — s
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Aula 19 - Provando

Suponha que n3o, entdo existe a € f(x,) N f(xs) tal que a = x] e
a=x; comn>n,ek>ns. Assim,

|r—s| = |r—a+a—s|

< |r—al+a—s|
= |r—xg| +[xg — 5|
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Aula 19 - Provando

Suponha que n3o, entdo existe a € f(x,) N f(xs) tal que a = x] e

a=x; comn>n,ek>ns. Assim,

contradic3o.

r=sl

<

<

|r—a+a—s|
|r —a|l + |a — s
Ir—xil + It — s
€
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Aula 19 - Funcao caracteristica

Definicao
Dados conjuntos A C B, denotamos por XAB : B — {0,1} a fung¢do

1 sexeA
B _
XA(X)_{O sex ¢ A

dada por

Chamamos tal funcdo de funcao caracteristica de A em B.
Normalmente, quando B esta claro no contexto, o omitimos.
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Aula 19 - Mesma cardinalidade

Proposicao
|F| = |p(N)| onde F = {x} : AC N}.
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Aula 19 - Mesma cardinalidade

Proposicao
|F| = |p(N)| onde F = {x}} : AC N}.

Demonstracao.
Basta notar que a fungdo ¢ : F — p(N) dada por ¢(xa) = A é

bijetora. O
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Aula 19 - Existe uma injetora

Proposicao
Existe uma fungdo injetora de p(N) em R.
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Aula 19 - Existe uma injetora

Proposicao
Existe uma fungdo injetora de p(N) em R.

Demonstracao.
Note que é suficiente mostrarmos que existe uma funcdo injetora

de F em R.
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Aula 19 - Existe uma injetora

Proposicao
Existe uma fungdo injetora de p(N) em R.

Demonstracao.
Note que é suficiente mostrarmos que existe uma funcdo injetora

de F em R. Considere ¢ : F — R dada por

e(xa) = 0,xa(0)xa(1)---xa(n)- -
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Aula 19 - Juntando tudo

Corolario
R[] = |p(N)]
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Aula 19 - Juntando tudo

Corolario
IR| = [p(N)]

Demonstracao.
Note que temos o seguinte diagrama (cada “flecha” indica uma

fungdo injetora):
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Aula 19 - Juntando tudo

Corolario
IR| = [p(N)]

Demonstracao.
Note que temos o seguinte diagrama (cada “flecha” indica uma

fungdo injetora):
p(N) <+ F =R
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Aula 19 - Juntando tudo

Corolario
IR| = [p(N)]

Demonstracao.
Note que temos o seguinte diagrama (cada “flecha” indica uma

fungdo injetora):
p(N) <+ F =R

p(N) « p(Q) « R

394
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Aula 19 - Consequéncia

Corolario
Nao existe f : R — N injetora.
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Aula 21 - Axiomas para conjuntos

Qual a ideia intuitiva que temos de conjuntos?
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Aula 21 - Axiomas para conjuntos

Qual a ideia intuitiva que temos de conjuntos? Normalmente
pensamos que um conjunto é qualquer colecdo de coisas.
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Aula 21 - Axiomas para conjuntos

Qual a ideia intuitiva que temos de conjuntos? Normalmente
pensamos que um conjunto é qualquer colecdo de coisas. Seguindo
esse raciocinio, poderiamos fazer:

T ={X : X é um conjunto}.
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Aula 21 - Axiomas para conjuntos

Qual a ideia intuitiva que temos de conjuntos? Normalmente
pensamos que um conjunto é qualquer colecdo de coisas. Seguindo

esse raciocinio, poderiamos fazer:
T ={X : X é um conjunto}.

Este seria o conjunto de todos os conjuntos.
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Aula 21 - Axiomas para conjuntos

Qual a ideia intuitiva que temos de conjuntos? Normalmente
pensamos que um conjunto é qualquer colecdo de coisas. Seguindo
esse raciocinio, poderiamos fazer:

T ={X : X é um conjunto}.

Este seria o conjunto de todos os conjuntos. Como o préprio T é
um conjunto, temos que T € T.
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Aula 21 - Axiomas para conjuntos

Qual a ideia intuitiva que temos de conjuntos? Normalmente
pensamos que um conjunto é qualquer colecdo de coisas. Seguindo
esse raciocinio, poderiamos fazer:

T ={X : X é um conjunto}.

Este seria o conjunto de todos os conjuntos. Como o préprio T é
um conjunto, temos que T € T. Isso é estranho, mas ainda assim
nao parece ser uma contradic3o.
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Aula 21 - Paradoxo

Como isso é estranho, poderiamos ent3o criar o conjunto dos
conjuntos nao estranhos:

R={XeT:X¢Xx}
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Como isso é estranho, poderiamos ent3o criar o conjunto dos
conjuntos nao estranhos:

R={XeT:X¢Xx}

Teriamos, por exemplo, que T ¢ R.
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Como isso é estranho, poderiamos ent3o criar o conjunto dos
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R={XeT:X¢Xx}

Teriamos, por exemplo, que T ¢ R. Por outro lado, N € R.
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Aula 21 - Paradoxo

Como isso é estranho, poderiamos ent3o criar o conjunto dos
conjuntos nao estranhos:

R={XeT:X¢Xx}

Teriamos, por exemplo, que T ¢ R. Por outro lado, N € R. Mas e
R?
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Aula 21 - Paradoxo

Como isso é estranho, poderiamos ent3o criar o conjunto dos
conjuntos nao estranhos:

R={XeT:X¢Xx}

Teriamos, por exemplo, que T ¢ R. Por outro lado, N € R. Mas e
R? Note que n3o temos opcdo para R:
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Aula 21 - Paradoxo

Como isso é estranho, poderiamos ent3o criar o conjunto dos
conjuntos nao estranhos:

R={XeT:X¢Xx}

Teriamos, por exemplo, que T ¢ R. Por outro lado, N € R. Mas e
R? Note que n3o temos opgdo para R: se R € R, pela definicdo
de R, temos que R ¢ R.
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Aula 21 - Paradoxo

Como isso é estranho, poderiamos ent3o criar o conjunto dos
conjuntos nao estranhos:

R={XeT:X¢Xx}

Teriamos, por exemplo, que T ¢ R. Por outro lado, N € R. Mas e
R? Note que n3o temos opgdo para R: se R € R, pela definicdo
de R, temos que R ¢ R. Por outro lado, se R ¢ R, novamente
pela definicdo de R, temos que R € R.
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Aula 21 - Paradoxo

Como isso é estranho, poderiamos ent3o criar o conjunto dos
conjuntos nao estranhos:

R={XeT:X¢Xx}

Teriamos, por exemplo, que T ¢ R. Por outro lado, N € R. Mas e
R? Note que n3o temos opgdo para R: se R € R, pela definicdo
de R, temos que R ¢ R. Por outro lado, se R ¢ R, novamente
pela definicdo de R, temos que R € R. Ou seja, a existéncia de R
implica numa contradicao.
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Aula 21 - Paradoxo

Como isso é estranho, poderiamos ent3o criar o conjunto dos
conjuntos nao estranhos:

R={XeT:X¢Xx}

Teriamos, por exemplo, que T ¢ R. Por outro lado, N € R. Mas e
R? Note que n3o temos opgdo para R: se R € R, pela definicdo
de R, temos que R ¢ R. Por outro lado, se R ¢ R, novamente
pela definicdo de R, temos que R € R. Ou seja, a existéncia de R
implica numa contradi¢do. Este é conhecido como o paradoxo de
Russel.
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Aula 21 - Paradoxo

Como isso é estranho, poderiamos ent3o criar o conjunto dos
conjuntos nao estranhos:

R={XeT:X¢Xx}

Teriamos, por exemplo, que T ¢ R. Por outro lado, N € R. Mas e
R? Note que n3o temos opgdo para R: se R € R, pela definicdo
de R, temos que R ¢ R. Por outro lado, se R ¢ R, novamente
pela definicdo de R, temos que R € R. Ou seja, a existéncia de R
implica numa contradi¢do. Este é conhecido como o paradoxo de
Russel. Quem quiser saber mais sobre a histéria deste problema,
recomendamos [?].
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Aula 21 - Axiomas para conjuntos

Para evitar problemas como o Paradoxo de Russel, apresentamos
uma lista do que podemos fazer com conjuntos.
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Aula 21 - Axiomas para conjuntos

Para evitar problemas como o Paradoxo de Russel, apresentamos
uma lista do que podemos fazer com conjuntos. Esta lista é
conhecida como ZFC (Zermelo, Fraenkel e Axioma da Escolha).
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Aula 21 - Axiomas para conjuntos

Para evitar problemas como o Paradoxo de Russel, apresentamos
uma lista do que podemos fazer com conjuntos. Esta lista é
conhecida como ZFC (Zermelo, Fraenkel e Axioma da Escolha).

Vamos apresentar a lista aqui, com alguns comentarios.
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Aula 21 - Axiomas para conjuntos

Para evitar problemas como o Paradoxo de Russel, apresentamos
uma lista do que podemos fazer com conjuntos. Esta lista é
conhecida como ZFC (Zermelo, Fraenkel e Axioma da Escolha).

Vamos apresentar a lista aqui, com alguns comentarios.

Quem quiser saber mais sobre o assunto, recomendamos [?].
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Aula 21 - Existéncia

Existe um conjunto que n3o possui elementos.
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Aula 21 - Existéncia

Existe um conjunto que n3o possui elementos. Em simbolos,
dx Vy y ¢ x.
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Aula 21 - Existéncia

Existe um conjunto que n3o possui elementos. Em simbolos,
dx Vy y ¢ x. Denotamos tal conjunto por ().

399
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Aula 21 - Extensao

Dois conjuntos sdo iguais se possuem os mesmos elementos.
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Aula 21 - Extensao

Dois conjuntos sao iguais se possuem os mesmos elementos. Em
simbolos:
VxVy(Vz(zex s zey)AN(z€y > zE€X)) = x=y.
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Aula 21 - Observacao

Quando ocorre Vz z € y — z € x, usamos a seguinte notagao:
y CX.
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Aula 21 - Observacao

Quando ocorre Vz z € y — z € x, usamos a seguinte notagao:
y C x. Desta forma, podemos denotar o dltimo axioma como
VxVy(x CyAy Cx)—x=y.
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Aula 21 - Separacao

Se P é uma propriedade e x é um conjunto, existe o subconjunto y
que contém exatamente os elementos de x que satisfazem a
propriedade P.
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Aula 21 - Separacao

Se P é uma propriedade e x é um conjunto, existe o subconjunto y
que contém exatamente os elementos de x que satisfazem a
propriedade P. Em simbolos

Vx dy(Vzex P(z) = zey)N(Vzey = (z € x A P(2)))).
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Aula 21 - Separacao

Se P é uma propriedade e x é um conjunto, existe o subconjunto y
que contém exatamente os elementos de x que satisfazem a
propriedade P. Em simbolos

Vx dy(Vzex P(z) = zey)AN(Vzey —» (zex A P(2)))). A
notagdo usual paraisso é y = {z € x : P(z)}.

402
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Aula 21 - Par

Se x e y sdo conjuntos, entdo existe um conjunto z que contém os
dois como elementos.
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Aula 21 - Par

Se x e y sdo conjuntos, entdo existe um conjunto z que contém os
dois como elementos. Em simbolos: Vx Vy 4z x € zAy € z.
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Aula 21 - Par

Se x e y sdo conjuntos, entdo existe um conjunto z que contém os
dois como elementos. Em simbolos: Vx Vy 9z x € z Ay € z. Note
que tal axioma n3o garante que os Unicos elementos de z sejam x
e y mas, para isso, podemos usar o axioma da Separacio.
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Aula 21 - Par

Se x e y sdo conjuntos, entdo existe um conjunto z que contém os
dois como elementos. Em simbolos: Vx Vy 9z x € z Ay € z. Note
que tal axioma n3o garante que os Unicos elementos de z sejam x
e y mas, para isso, podemos usar o axioma da Separacdo. No caso
em que os Unicos elementos de z sejam x e y a notacdo fica

z={x,y}.
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Aula 21 - Par

Se x e y sdo conjuntos, entdo existe um conjunto z que contém os
dois como elementos. Em simbolos: Vx Vy 9z x € z Ay € z. Note
que tal axioma n3o garante que os Unicos elementos de z sejam x
e y mas, para isso, podemos usar o axioma da Separacdo. No caso
em que os Unicos elementos de z sejam x e y a notacdo fica
z={x,y}. Se, além disso, se x = y, usamos a nota¢do z = {x}.
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Aula 21 - Uniao

Para todo conjunto x, existe um conjunto y que contém todos os
elementos dos elementos de x.
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Aula 21 - Uniao

Para todo conjunto x, existe um conjunto y que contém todos os
elementos dos elementos de x. Em simbolos:
VxdyVadzexacz—acy.
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Aula 21 - Uniao

Para todo conjunto x, existe um conjunto y que contém todos os
elementos dos elementos de x. Em simbolos:

Vx dy Vadz € x a€ z — a € y. Novamente, tal axioma nao
garante que os Unicos elementos de y sejam esses, mas isso pode

ser feito utilizando-se o axioma da Separacio.
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Aula 21 - Uniao

Para todo conjunto x, existe um conjunto y que contém todos os
elementos dos elementos de x. Em simbolos:

Vx dy Vadz € x a€ z — a € y. Novamente, tal axioma nao
garante que os Unicos elementos de y sejam esses, mas isso pode
ser feito utilizando-se o axioma da Separacdo. No caso em que o

conjunto y contém exatamente tais elementos, a notacao usual é

Y =U,ex 2.
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Aula 21 - Uniao

Para todo conjunto x, existe um conjunto y que contém todos os
elementos dos elementos de x. Em simbolos:

Vx dy Vadz € x a€ z — a € y. Novamente, tal axioma nao
garante que os Unicos elementos de y sejam esses, mas isso pode
ser feito utilizando-se o axioma da Separacdo. No caso em que o
conjunto y contém exatamente tais elementos, a notacao usual é
¥ = U,ex 2. Agora podemos provar que dados conjuntos A e B,

existe o conjunto AU B.
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Aula 21 - Uniao

Para todo conjunto x, existe um conjunto y que contém todos os
elementos dos elementos de x. Em simbolos:

Vx dy Vadz € x a€ z — a € y. Novamente, tal axioma nao
garante que os Unicos elementos de y sejam esses, mas isso pode
ser feito utilizando-se o axioma da Separacdo. No caso em que o
conjunto y contém exatamente tais elementos, a notacao usual é
¥ = U,ex 2. Agora podemos provar que dados conjuntos A e B,
existe o conjunto AU B. Primeiramente mostramos que existe o

conjunto {A, B} (exercicio).
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Aula 21 - Uniao

Para todo conjunto x, existe um conjunto y que contém todos os
elementos dos elementos de x. Em simbolos:

Vx dy Vadz € x a€ z — a € y. Novamente, tal axioma nao
garante que os Unicos elementos de y sejam esses, mas isso pode
ser feito utilizando-se o axioma da Separacdo. No caso em que o
conjunto y contém exatamente tais elementos, a notacao usual é
¥ = U,ex 2. Agora podemos provar que dados conjuntos A e B,
existe o conjunto AU B. Primeiramente mostramos que existe o
conjunto {A, B} (exercicio). Depois, mostramos que existe

¥ =U.eqa gy Z (note que este é o conjunto desejado).
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Aula 21 - Partes

Dado x um conjunto, existe um conjunto y que contém todos os
subconjuntos de x.
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Aula 21 - Partes

Dado x um conjunto, existe um conjunto y que contém todos os
subconjuntos de x. Em simbolos: Vx dy Vz zC x — z € y.

405



Aula 21 - Partes

Dado x um conjunto, existe um conjunto y que contém todos os
subconjuntos de x. Em simbolos: Vx dy Vz zC x — z € y.
Novamente, ndo temos garantido que os tinicos elementos de y
sejam os subconjuntos de x, mas podemos contornar isso com o

axioma da separacdo.
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Aula 21 - Partes

Dado x um conjunto, existe um conjunto y que contém todos os
subconjuntos de x. Em simbolos: Vx dy Vz zC x — z € y.
Novamente, ndo temos garantido que os tinicos elementos de y
sejam os subconjuntos de x, mas podemos contornar isso com o
axioma da separagdo. Se for o caso em que os elementos de y

forem os subconjuntos de x, usamos a notagdo y = @(x).
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Dado um conjunto x, denotamos por S(x) o conjunto x U {x}
(podemos fazer isso pelo axioma do par (veja o Exercicio ?? e da

unido).
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) € A e tal que para todo x € A, S(x) € A.
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Aula 21 - Infinito

Dado um conjunto x, denotamos por S(x) o conjunto x U {x}
(podemos fazer isso pelo axioma do par (veja o Exercicio ?? e da
unido). O axioma do infinito diz que existe um conjunto A tal que
) € A e tal que para todo x € A, S(x) € A. Em simbolos:

JAD e AN (Vx € AS(x) € A).
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Aula 21 - Uma outra interpretacao

Ha mais alguns axiomas, mas os faremos apds uma pequena

digressao.

Uma caracteristica do método axiomatico é que podemos ter
diferentes interpretacdes para o que os axiomas descrevem. Isso
ocorre também com os axiomas aqui apresentados. Por exemplo,
considere a relagdo < definida sobre N da seguinte forma:

a < b se, e somente se, o a-ésimo termo da expansdo binaria de b é 1
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Por exemplo, b = 25 em bindrio da 11001, entdo 0 < 25, 1 « 25,
4 < 25.
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Essa relacdo satisfaz todos os axiomas apresentados acima, com
exce¢do ao do infinito (interpretando < como €).
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niimero 0 faz papel de () uma vez que n3o existe a tal que a < 0.

408



Aula 21 - Exemplo

Por exemplo, b = 25 em binario dd 11001, entdo 0 < 25, 1 « 25,
4 < 25.

Essa relacdo satisfaz todos os axiomas apresentados acima, com
exce¢do ao do infinito (interpretando < como €). Por exemplo, o
niimero 0 faz papel de () uma vez que n3o existe a tal que a < 0.
Se a e b sdo ndmeros distintos, o niimero k = 22 4+ 2P & tal que
ak keb< k.

408
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Aula 21 - Férmulas tipo funcao

Comecamos com a ideia principal de uma func3o: associar a cada
elemento de um lado, um dnico elemento do outro. Com isso em
mente, podemos definir uma férmula do “tipo fung¢do”.
Basicamente é uma férmula P, que a cada ay, ..., a, conjuntos,
associa um dnico conjunto b tal que P(b, a1, ..., an) seja satisfeita.
Muitas vezes usamos uma notacdo mais parecida com funcdo

b= f(a1,...,an)

409
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Exemplo
Considere P(x,y) sendoy € x A (Vz€x z=y).
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Aula 21 - Exemplos

Exemplo
Considere P(x,y) sendo y € x A (Vz € x z=y). Note que a cada

a que tomarmos, sé existe um conjunto b satisfazendo P(b, a) (a
saber, b = {a}).
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nao temos mais que P é do tipo funcdo.
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Aula 21 - Exemplos

Exemplo
Se omitirmos a parte “Vz € x z = y" na propriedade P anterior,

ndo temos mais que P é do tipo fun¢do. Pois tanto by = {a, ()}
como by = {a} (suponha a # () sdo distintos e P(b1, a) e P(by, a)

sdo satisfeitas.
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temos até aqui.
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Aula 21 - Par ordenado

Podemos formalizar a ideia do que é uma fun¢do usando o que ja
temos até aqui. Comecemos com a ideia do par ordenado:
Definicao

Sejam x, y dois conjuntos. Definimos o par ordenado como o
conjunto {{x},{x,y}}. Notagdo (x,y). Neste caso, dizemos que
x é a primeira coordenada do par e que y é a segunda.
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e Existe uma férmula P tal que P(x) é verdadeira se, e somente
se, x é um par ordenado;

413



Aula 21 - Algumas propriedades

e Existe uma férmula P tal que P(x) é verdadeira se, e somente
se, x é um par ordenado;

e Existe uma férmula P; tal que P;(a, x) é verdadeira se, e
somente se x é um par ordenado e a é a primeira coordenada

de x;
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Aula 21 - Algumas propriedades

e Existe uma férmula P tal que P(x) é verdadeira se, e somente
se, x é um par ordenado;

e Existe uma férmula P; tal que P;(a, x) é verdadeira se, e
somente se x é um par ordenado e a é a primeira coordenada
de x;

e Existe uma férmula P, tal que P,(a, x) é verdadeira se, e
somente se x é um par ordenado e a é a segunda coordenada

de x;
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Aula 21 - Algumas propriedades

Proposicao
Sejam (x,y) e (a, b) dois pares ordenados. Entdo (x,y) = (a, b)

se, e somente se, x =a ey = b.
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Aula 21 - Conjunto dos pares ordenados

Definicao
Se X e Y sdo conjuntos, denotamos por X x Y o conjunto de
todos os pares ordenados (x,y) taisque x € X ey € Y.
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Na verdade, é necessdrio provar que se X e Y sdo conjuntos, entdo
X x Y é de fato um conjunto.
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X x Y é de fato um conjunto. Isso é possivel usando o fato que
X UY é um conjunto e, portanto, p(p(X U Y)) é conjunto.
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Aula 21 - Observacao

Na verdade, é necessdrio provar que se X e Y sdo conjuntos, entdo
X x Y é de fato um conjunto. Isso é possivel usando o fato que
X UY é um conjunto e, portanto, p(p(X U Y)) é conjunto.
Finalmente, usamos o axioma da separacao para tomarmos apenas

os pares ordenados desejados.
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Aula 21 - Funcao

Definicao

Chamamos de uma fungdo f de X em Y um subconjunto de

X x Y tal que, para todo x € X, existe y € Y tal que (x,y) € f e
que se (x,y1),(x,y2) € f, entdo y1 = y». Neste caso, denotamos

(x,y) € f como f(x) =y.
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Agora podemos continuar com a lista dos axiomas de ZFC:

Considere P uma férmula do tipo fun¢do. Se x é um conjunto,
entdo existe o conjunto y de todos os elementos associados ao
aplicar-se P aos elementos de x. Em simbolos:

Vx (Va1,...,an € x3lz P(z, a1, ...,a,)) — (3yVz Vay,...,ap €
xP(z,a1,...,ap) > Z € y).

O J!z quer dizer “existe um (nico z satisfazendo o que vem a
seguir’. No caso em que y contém exatamente tais elementos,
denotamos y = {z: P(z, a1, ...,an), a1, ..., an € X}.
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Aula 21 - Substituicao

Agora podemos continuar com a lista dos axiomas de ZFC:

Considere P uma férmula do tipo fun¢do. Se x é um conjunto,
entdo existe o conjunto y de todos os elementos associados ao
aplicar-se P aos elementos de x. Em simbolos:

Vx (Va1,...,an € x3lz P(z, a1, ...,a,)) — (3yVz Vay,...,ap €
xP(z,a1,...,ap) > Z € y).

O J!z quer dizer “existe um (nico z satisfazendo o que vem a
seguir’. No caso em que y contém exatamente tais elementos,
denotamos y = {z: P(z, a1, ...,an), a1, ...,an € x}. Ou, usando a
notacdo de fungdo, y = {f(a1,...,an) : a1, ..., an}-
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Todo conjunto x n3o vazio possui um elemento que é disjunto de

X.
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Todo conjunto x n3o vazio possui um elemento que é disjunto de
x. Em simbolos Vx x 20 — (Jy e x y N x = 0).
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x. Em simbolos Vx x # () — (dy € x y N x = ()). Este é o axioma
de ZFC que é menos usado em matemdtica em geral.
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Aula 21 - Fundacao

Todo conjunto x ndo vazio possui um elemento que é disjunto de
x. Em simbolos Vx x # () — (dy € x y N x = ()). Este é o axioma
de ZFC que é menos usado em matemdtica em geral. Apesar
disso, serve, por exemplo, para impedir que existam conjuntos x

tais que x € x (veja o Exercicio 77?).
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Aula 21 - Fundacao

Todo conjunto x ndo vazio possui um elemento que é disjunto de
x. Em simbolos Vx x # () — (dy € x y N x = ()). Este é o axioma
de ZFC que é menos usado em matemdtica em geral. Apesar
disso, serve, por exemplo, para impedir que existam conjuntos x
tais que x € x (veja o Exercicio 7?). Também o usaremos para

mostrar a propriedade fundamental do par ordenado.
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Aula 21 - Escolha

Se x € um conjunto de conjuntos n3o vazios, entdo existe uma

fungdo f : x — |J,., a tal que f(y) € y para todo y € x.

acx
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Aula 21 - Escolha

Se x € um conjunto de conjuntos n3o vazios, entdo existe uma
fungdo f : x = (J,c, a tal que f(y) € y para todo y € x. Ou seja,
se temos uma familia de conjuntos ndo vazios, podemos “escolher’

um elemento de cada conjunto.
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