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O Teorema do Sanduiche de Presunto

Teorema do Sanduiche de Presunto
Seu amigo é um sacana.
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O Teorema do Sanduiche de Presunto

Teorema do Sanduiche de Presunto

Dado um sanduiche de presunto, é sempre possivel, com um dnico corte reto,
dividir em duas partes de mesmo volume cada uma das fatias de pdo E TAMBEM
o presunto.
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O Teorema do Sanduiche de Presunt

Teorema do Sanduiche de Presunto

Dados trés subconjuntos de R3 satisfazendo certas condicdes, é sempre possivel
dividir em duas partes de mesmo volume cada um deles com um dnico plano.
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Ma3aos a obra!
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O Teorema do Ponto Fixo

Um ponto fixo de uma fung¢do f : X — X é um ponto x € X tal que f(x) = x.

Combinando O Teorema do Sanduiche de Presunto Setembro 2021 14 /35



O Teorema do Ponto Fixo

Um ponto fixo de uma fung¢do f : X — X é um ponto x € X tal que f(x) = x.

Um dominio de ponto fixo é um conjunto X C R” tal que toda fun¢do continua
f : X — X possui um ponto fixo.
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O Teorema do Ponto Fixo

Um ponto fixo de uma fung¢do f : X — X é um ponto x € X tal que f(x) = x.

Um dominio de ponto fixo é um conjunto X C R” tal que toda fun¢do continua
f : X — X possui um ponto fixo.

Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Subconjuntos compactos e convexos de R"” sdo dominios de ponto fixo.
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Geleia e manteiga de amendoim
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Geleia e manteiga de amendoim

Considere dois subconjuntos compactos e convexos A, 5 de R?:
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Geleia e manteiga de amendoim

Considere dois subconjuntos compactos e convexos A, 5 de R?:

Harry Sally

Assim, temos uma funcdo continua f : Ax B—> AXx B
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Geleia e manteiga de amendoim

Considere dois subconjuntos compactos e convexos A, 5 de R?:

Harry Sally

Assim, temos uma funcdo continua f : A x B — A x B, que deve ter um ponto
fixo!
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De modo mais geral...

Considere dois subconjuntos limitados A, B de R:
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De modo mais geral...

Considere dois subconjuntos limitados A, B de R:
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Mais pontos fixos

Seja P(X) o conjunto dos subconjuntos de X.
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Um ponto fixo de uma fungdo f : X — P(X) é um ponto x € X tal que
x € f(x).
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Funcdes mais ou menos continuas

Dado X C R", uma fung¢do f : X — X é dita continua se, dadas (x,), (v»)
sequéncias em X com y, = f(x,), se x, = x e y, = y entdo y = f(x).
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Funcdes mais ou menos continuas

Dado X C R", uma fung¢do f : X — X é dita continua se, dadas (x,), (v»)
sequéncias em X com y, = f(x,), se x, = x e y, = y entdo y = f(x).

Dado X C R", uma func¢io f : X — P(X) é dita semi-continua se, dadas
(xn), (¥n) sequéncias em X com y, € f(x,), se x, = x e y, — y entdo y € f(x).
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Dado X C R", uma fung¢do f : X — X é dita continua se, dadas (x,), (v»)
sequéncias em X com y, = f(x,), se x, = x e y, = y entdo y = f(x).

Dado X C R", uma func¢io f : X — P(X) é dita semi-continua se, dadas
(xn), (¥n) sequéncias em X com y, € f(x,), se x, = x e y, — y entdo y € f(x).

Note que isso é equivalente a dizer que o grafico de f é fechado.
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O Teorema do Ponto Fixo - Uma Nova Esperanca

Semi-continuidade ndo é suficiente para garantir que haja um ponto fixo.
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Semi-continuidade ndo é suficiente para garantir que haja um ponto fixo.
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Mas isso é verdade se exigirmos que f(x) seja convexo para todo x € X.
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O Teorema do Ponto Fixo - Uma Nova Esperanca

Semi-continuidade ndo é suficiente para garantir que haja um ponto fixo.

1 7
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Mas isso é verdade se exigirmos que f(x) seja convexo para todo x € X.

Teorema do Ponto Fixo de Kakutani

Se X é um subconjunto compacto e convexo de R" e f : X — P(X) é uma
fun¢do semi-continua cujos elementos da imagem s3o convexos, entdo f possui

um ponto fixo.
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Conversao de funcoes...?
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Et cetera

Assim, obtemos uma sequéncia de pontos fixos de uma sequéncia de fun¢des
continuas que se aproximam da nossa fun¢do original!
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Assim, obtemos uma sequéncia de pontos fixos de uma sequéncia de fun¢des
continuas que se aproximam da nossa fun¢do original!

Como estamos em um conjunto compacto, essa sequéncia de pontos fixos tera

uma subsequéncia convergente. O limite de tal subsequéncia serd um ponto fixo
da nossa fungao original.

Combinando O Teorema do Sanduiche de Presunto Setembro 2021 31/35



Et cetera

Assim, obtemos uma sequéncia de pontos fixos de uma sequéncia de fun¢des
continuas que se aproximam da nossa fun¢do original!

Como estamos em um conjunto compacto, essa sequéncia de pontos fixos tera
uma subsequéncia convergente. O limite de tal subsequéncia serd um ponto fixo
da nossa fungao original.

1

Combinando O Teorema do Sanduiche de Presunto Setembro 2021 31/35



Tudo certo agora!

Assim, temos uma fungdo semi-continua f : A x B — P(A x B) com imagens
compactas e convexas!
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