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O Teorema do Ponto Fixo

Um ponto fixo de uma fung¢do f : X — X é um ponto x € X tal que f(x) = x.
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O Teorema do Ponto Fixo

Um ponto fixo de uma fung¢do f : X — X é um ponto x € X tal que f(x) = x.

Um dominio de ponto fixo é um conjunto X C R” tal que toda fun¢do continua
f : X — X possui um ponto fixo.

Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Subconjuntos compactos e convexos de R"” sdo dominios de ponto fixo.
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Convexo
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Sem buracos?
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Sem buracos?
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Dominios de Ponto Fixo

Teorema

Homeomorfismos preservam dominios de ponto fixo.
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Dominios de Ponto Fixo

Teorema

Homeomorfismos preservam dominios de ponto fixo.

Demonstrag3o.

Seja X um dominio de ponto fixo e ¢ : X — Y um homeomorfismo.
Tome f : Y — Y uma fung3o continua.
Entdo ¢~tofo¢: X — X é uma funcio continua...
... logo, possui um ponto fixo x € X.
Ento 6~ 1(F(#(x))) = x
ou seja, f(p(x)) = ¢(x). O
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Dominios de Ponto Fixo

Subconjuntos compactos e convexos de R"” sjo todos a mesma coisa.
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Dominios de Ponto Fixo

Subconjuntos compactos e convexos de R"” sjo todos a mesma coisa.

Logo, basta mostrar que algum subconjunto compacto e convexo de R” é um
dominio de ponto fixo.
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Triangulo

Um triangulo é o fecho convexo de um conjunto de trés pontos ndo colineares.
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Triangulacao

Uma triangulacao de um tridngulo é uma divisdo sua em tridngulos menores!
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Coloracao de Sperner

Uma coloracdo de Sperner de uma triangula¢do de um tridngulo é uma
coloracdo com trés cores dos pontos da triangulacdo satisfazendo:

N\ N\
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O lema de Sp r

Lema de Sperner

Em toda coloracdo de Sperner hd um tridngulo menor com todas as cores!

Combinando O Teorema do Ponto Fixo Setembro 2021 18/33



O lema de Sperner

Lema de Sperner
Em toda coloracdo de Sperner hd um tridngulo menor com todas as cores!




O lema de Sperner

Lema de Sperner

Em toda coloracdo de Sperner hd um tridngulo menor com todas as cores!

Combinando O Teorema do Ponto Fixo Setembro 2021 18/33



Coordenadas triangulares

Seja A um tridngulo equildtero de altura 1.

Combinando O Teorema do Ponto Fixo Setembro 2021 19/33



Coordenadas triangulares

Seja A um tridngulo equildtero de altura 1.

Combinando O Teorema do Ponto Fixo Setembro 2021 19/33



Coordenadas triangulares

Seja A um tridngulo equildtero de altura 1.

[ Jnv)

Combinando O Teorema do Ponto Fixo Setembro 2021 19/33



Coordenadas triangulares

Seja A um tridngulo equildtero de altura 1.

Combinando O Teorema do Ponto Fixo Setembro 2021 19/33



Coordenadas triangulares

Seja A um tridngulo equildtero de altura 1.

Combinando O Teorema do Ponto Fixo Setembro 2021 19/33



Coordenadas triangulares

Seja A um tridngulo equildtero de altura 1.

Teorema de Viviani

A soma das distancias de um ponto interior aos lados de um tridngulo equildtero é
constante igual a altura do tridngulo.
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Colorindo nosso tridangulo

Seja A um tridngulo equilatero de altura 1 e f : A — A uma fun¢do continua.
Suponha que f nao possui pontos fixos.
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Colorindo nosso tridangulo

Coloracdo

@ (a, b, c) pode ser azul se a > a'.
o (a, b, c) pode ser vermelho se b > b'.
@ (a, b, c) pode ser amarelo se ¢ > ¢'.

L v}
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Colorindo nosso tridangulo
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Porém, sabemos que a+ b+ c = a’ + b + ¢’ =1, de modo que deve ser verdade
quea’ =a, bl=bec =c

Combinando O Teorema do Ponto Fixo Setembro 2021 22/33



Colorindo nosso tridangulo

Coloracdo
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@ (a, b, c) pode ser amarelo se ¢ > ¢'.

Todos os pontos podem ser coloridos?

Se (a, b, c) ndo pode ser colorido com cor alguma, entdo a < a’, b< b ec <.
Porém, sabemos que a+ b+ c = a’ + b + ¢’ =1, de modo que deve ser verdade
quea =a b =bec =c, ie, (ab,c)éum ponto fixo.
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Triangulos convergentes

Assim, obtemos uma sequéncia de tridngulos com vértices de todas as cores e
tamanho tendendo a zero.
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Triangulos convergentes

Assim, obtemos uma sequéncia de tridngulos com vértices de todas as cores e
tamanho tendendo a zero.

Como A é compacto, a nossa sequéncia possui uma subsequéncia convergente
(A1, Ar,As, .. ).
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Triangulos conv

Assim, obtemos uma sequéncia de tridngulos com vértices de todas as cores e
tamanho tendendo a zero.

Como A é compacto, a nossa sequéncia possui uma subsequéncia convergente
(A1, Ay, As,...). Digamos que A, = (X,, Y, Z,) e A, — P.

Sejam P = (a, b,c), f(P) = (a',b,c"), X, = (an, bn, cn), F(Xn) = (2, b, cl,).
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Triangulos convergentes

Coloracdo

@ (a, b, c) pode ser azul se a > a'.
o (a, b, c) pode ser vermelho se b > b'.

@ (a, b, c) pode ser amarelo se ¢ > ¢’.

Assim, obtemos uma sequéncia de tridngulos com vértices de todas as cores e
tamanho tendendo a zero.

Como A é compacto, a nossa sequéncia possui uma subsequéncia convergente
(A1, Ay, As,...). Digamos que A, = (X,, Y, Z,) e A, — P.

Sejam P = (a, b,c), f(P) = (a',b,c"), X, = (an, bn, cn), F(Xa) = (8, b, c},).
Temos X, — P, logo, como f é continua, f(X,) — f(P). Em particular, a, — a e
al — a’. Como X, é azul, temos a, > a}, logo, lima, > limal, i.e., a> a.

Analogamente, mostramos que b > b’ e ¢ > ¢'.

Combinando O Teorema do Ponto Fixo Setembro 2021 30/33



Triangulos convergentes

Coloracdo

@ (a, b, c) pode ser azul se a > a'.
o (a, b, c) pode ser vermelho se b > b'.

@ (a, b, c) pode ser amarelo se ¢ > ¢’.

Assim, obtemos uma sequéncia de tridngulos com vértices de todas as cores e
tamanho tendendo a zero.

Como A é compacto, a nossa sequéncia possui uma subsequéncia convergente
(A1, Ay, As,...). Digamos que A, = (X,, Y, Z,) e A, — P.

Sejam P = (a, b,c), f(P) = (a',b,c"), X, = (an, bn, cn), F(Xa) = (8, b, c},).
Temos X, — P, logo, como f é continua, f(X,) — f(P). Em particular, a, — a e
al — a’. Como X, é azul, temos a, > a}, logo, lima, > limal, i.e., a> a.

Analogamente, mostramos que b > b’ e ¢ > ¢’. No entanto, como j4 vimos, isso
implica que P é um ponto fixo de f.
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Nos préximos capitulos...
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Nos préximos capitulos...

Teorema do Sanduiche de Presunto

Dado um sanduiche de presunto, é sempre possivel, com um Unico corte reto,
dividir em duas partes de mesmo volume cada uma das fatias de pdo E TAMBEM
o presunto.
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Duvidas?
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