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Otimizacdo Combinatdria

4

Gustavo Henrique Boska Labegalini

Matroides

€10



Otimizacao Combinatdria

€10

E finito, logo compacto e portanto assume minimo, fim da
apresentacdo!
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Aplicagoes

Dentre outros, a teoria tem aplicacbes em otimizacdo combinatéria
(veremos um pouco disso na apresentac¢do).
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Aplicagoes

Dentre outros, a teoria tem aplicacbes em otimizacdo combinatéria
(veremos um pouco disso na apresentac¢do).
Teorema de Kuratowski:

Grafo G
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Aplicagoes

Dentre outros, a teoria tem aplicacbes em otimizacdo combinatéria
(veremos um pouco disso na apresentac¢do).
Teorema de Kuratowski:

Grafo G —— Matréide M(G)
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Aplicagoes

Dentre outros, a teoria tem aplicacbes em otimizacdo combinatéria
(veremos um pouco disso na apresentac¢do).
Teorema de Kuratowski:

Grafo G —— Matréide M(G)

Dual M*(G)
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Aplicagoes

Dentre outros, a teoria tem aplicagdes em otimizagdo combinatéria
(veremos um pouco disso na apresentacido).
Teorema de Kuratowski:

Grafo G —— Matréide M(G)

G — Dual M*(G) = M(G)
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Aplicagoes

Dentre outros, a teoria tem aplicagdes em otimizagdo combinatéria
(veremos um pouco disso na apresentacido).
Teorema de Kuratowski:

G é planar —— Matréide M(G)

G = G* — Dual M*(G) = M(G)

Gustavo Henrique Boska Labegalini MatI’OIdeS



Motivacao

V3
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Motivacao

V3 v3

ST ST

V2

Diferentes sob o ponto de vista da algebra linear.
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Motivacao

V3 v3

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
/ Vo / n
Vi \72

Diferentes sob o ponto de vista da algebra linear. Mesma teoria de
independéncia linear.
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Definicoes Basicas

Definicao

Um Complexo simplicial abstrato é um par M = (E,I):
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Definicoes Basicas

Definicao

Um Complexo simplicial abstrato é um par M = (E,I):

[11] Vacuidade: () € 7.
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Definicoes Basicas

Definicao

Um Complexo simplicial abstrato é um par M = (E,I):

[11] Vacuidade: () € 7.

[12] Fechamento por baixo: h C heZ — h €Z.
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Definicoes Basicas

Definicao

Um Complexo simplicial abstrato é um par M = (E,I):

[11] Vacuidade: () € 7.

[12] Fechamento por baixo: h C heZ — h €Z.

Definicao
Um matroide é um complexo simplicial M = (E,Z) que satisfaz o
axioma:
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Definicoes Basicas

Definicao

Um Complexo simplicial abstrato é um par M = (E,I):

[11] Vacuidade: () € 7.

[12] Fechamento por baixo: h C heZ — h €Z.

Definicao
Um matroide é um complexo simplicial M = (E,Z) que satisfaz o
axioma:

[13] Propriedade do Incremento ou Aumento: Se |, tem mais
elementos que |, deve haver x € |, tal que I, U {x} € T ainda é
independente.
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Exemplo

Tomando F uma matriz e seus vetores coluna E = {vq, ..., v}
como conjunto finito, considerando independéncia como
independéncia linear temos matroide.
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Exemplo

Tomando F uma matriz e seus vetores coluna E = {vq, ..., v}
como conjunto finito, considerando independéncia como
independéncia linear temos matroide.

Definicdo (Representabilidade de Matroides)

Um matroide é k-representavel se ele é o matroide de vetores

coluna de uma matriz F € My, (k).
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Representabilidade

Nem todo matrdide é representavel.
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Representabilidade

Ser ki-representavel n3o significa ser ko-representavel.
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Representabilidade

Ser ki-representavel n3o significa ser ko-representavel.
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Representabilidade

Ser ki-representavel n3o significa ser ko-representavel.

Esta configuracao de incidéncia é realizada pela Fo-matriz:

F=

= O O
o = O
= = O
O O
=N
o~
==
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Representabilidade

Ser ki-representavel n3o significa ser ko-representavel.

Esta configuracao de incidéncia é realizada pela Fo-matriz:
0001111
F={0 1 1 00 11
1010101

Entretanto ela ndo é R-representavel.
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Bases

Definicdo (Bases)

Bases sdo independentes maximais.
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Bases

Definicdo (Bases)

Bases sdo independentes maximais.

Note que podemos recuperar um matroide a partir de suas bases.

Gustavo Henrique Boska Labegalini MatI’OIdeS



Bases

Definicdo (Bases)

Bases sdo independentes maximais.

Proposicdo ()

Todas as bases tem mesmo tamanho
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Bases

Definicdo (Bases)

Bases sdo independentes maximais.

Proposi¢do ('Dimens3o’)

Todas as bases tem mesmo tamanho
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Bases

Definicdo (Bases)

Bases sdo independentes maximais.

Proposi¢do ('Dimens3o’)

Todas as bases tem mesmo tamanho

Demonstracao.
Suponha |B;| < |By|,
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Bases

Definicdo (Bases)

Bases sdo independentes maximais.

Proposi¢do ('Dimens3o’)

Todas as bases tem mesmo tamanho

Demonstracao.
Suponha |B1| < |Bz|, de [13] teriamos by € B>\B1 com By U {by}

independente,
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Bases

Definicdo (Bases)

Bases sdo independentes maximais.

Proposi¢do ('Dimens3o’)

Todas as bases tem mesmo tamanho

Demonstracao.
Suponha |B1| < |Bz|, de [13] teriamos by € B>\B1 com By U {by}

independente, contrariando maximalidade de Bj.
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Matroides e Otimizacao

Considere w : E — RT,
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Matroides e Otimizacao

Considere w : E — R, w(l) =", w(e).
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Matroides e Otimizacao

Considere w : E — R™, w(/) =" .., w(e). Suponha que vocé
queira encontrar a base de menor peso.
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Matroides e Otimizacao

Considere w : E — R™, w(/) =" .., w(e). Suponha que vocé
queira encontrar a base de menor peso. O algoritmo guloso é uma
boa primeira tentativa:
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Matroides e Otimizacao

Considere w : E — R™, w(/) =" .., w(e). Suponha que vocé
queira encontrar a base de menor peso. O algoritmo guloso é uma
boa primeira tentativa:

e Comececom | =0 € Z.
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Matroides e Otimizacao

Considere w : E — R™, w(/) =" .., w(e). Suponha que vocé
queira encontrar a base de menor peso. O algoritmo guloso é uma
boa primeira tentativa:

e Comece com | =0 € T.
e [b] Tome / independente:
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Matroides e Otimizacao

Considere w : E — R™, w(/) =" .., w(e). Suponha que vocé
queira encontrar a base de menor peso. O algoritmo guloso é uma
boa primeira tentativa:

e Comece com | =0 € 7.
e [b] Tome / independente:
e Se ele tem o tamanho correto, é base, devolva /.
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Matroides e Otimizacao

Considere w : E — R™, w(/) =" .., w(e). Suponha que vocé
queira encontrar a base de menor peso. O algoritmo guloso é uma
boa primeira tentativa:

e Comece com | =0 € T.
e [b] Tome / independente:

e Se n3o devem haver e's com /Ll {e} € T.
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Matroides e Otimizacao

Considere w : E — R™, w(/) =" .., w(e). Suponha que vocé
queira encontrar a base de menor peso. O algoritmo guloso é uma
boa primeira tentativa:

e Comece com | =0 € T.
e [b] Tome / independente:

e Se n3o devem haver e's com /LI {e} € Z. Tome dentre estes
e's o de menor peso €.
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Matroides e Otimizacao

Considere w : E — R™, w(/) =" .., w(e). Suponha que vocé
queira encontrar a base de menor peso. O algoritmo guloso é uma
boa primeira tentativa:

e Comece com | =0 € T.
e [b] Tome / independente:

e Se n3o devem haver e's com /LI {e} € Z. Tome dentre estes
e's o de menor peso €. Faca | + [ LI {€} e volte a [b].
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Matroides sao lugares onde ser guloso da certo

Teorema
Seja M = (E,Z) um matroide,
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Matroides sao lugares onde ser guloso da certo

Teorema

Seja M = (E,Z) um matroide, seja G,, a base retornada pelo
algoritmo guloso
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Matroides sao lugares onde ser guloso da certo

Teorema

Seja M = (E,Z) um matroide, seja G,, a base retornada pelo

algoritmo guloso entdo G, € de fato a base de menor peso.
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Matroides sao lugares onde ser guloso da certo

Prova de corre¢ao do algoritmo.
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Matroides sao lugares onde ser guloso da certo

Prova de corre¢ao do algoritmo.

Suponha que exista B com w(B) < w(Gy).
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Matroides sao lugares onde ser guloso da certo

Prova de corre¢ao do algoritmo.

Suponha que exista B com w(B) < w(G,,). Organize em ordem
w-ascendente essas bases: B = {b1,...,bp} € Gy = {g1, .., 8n}
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Matroides sao lugares onde ser guloso da certo

Prova de corre¢ao do algoritmo.

Suponha que exista B com w(B) < w(G,,). Organize em ordem
w-ascendente essas bases: B = {b1,...,bp} € Gy = {g1, .., 8n}
Fossem todos w(gx) < w(byk) ndo teriamos a hipdtese,
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Matroides sao lugares onde ser guloso da certo

Prova de corre¢ao do algoritmo.

Suponha que exista B com w(B) < w(G,,). Organize em ordem
w-ascendente essas bases: B = {b1,...,bp} € Gy = {g1, .., 8n}
Fossem todos w(gx) < w(bk) ndo teriamos a hipdtese, entdo deve
haver k com w(by) < w(gk).
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Matroides sao lugares onde ser guloso da certo

Prova de corre¢ao do algoritmo.

Suponha que exista B com w(B) < w(G,,). Organize em ordem
w-ascendente essas bases: B = {b1,...,bp} € Gy = {g1, .., 8n}
Fossem todos w(gx) < w(bk) ndo teriamos a hipdtese, entdo deve
haver k com w(by) < w(gk).

lk—1 = {gln ...,gkfl} e B, = {bl, ey bk} sao independentes
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Matroides sao lugares onde ser guloso da certo

Prova de corre¢ao do algoritmo.

Suponha que exista B com w(B) < w(G,,). Organize em ordem
w-ascendente essas bases: B = {b1,...,bp} € Gy = {g1, .., 8n}
Fossem todos w(gx) < w(bk) ndo teriamos a hipdtese, entdo deve
haver k com w(by) < w(gk).

lk—1 = {gln ...,gkfl} e B, = {bl, ey bk} sdao independentes —>
deve haver b; € By com Ix_1 U{bi} € Z.
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Matroides sao lugares onde ser guloso da certo

Prova de corre¢ao do algoritmo.

Suponha que exista B com w(B) < w(G,,). Organize em ordem
w-ascendente essas bases: B = {b1,...,bp} € Gy = {g1, .., 8n}
Fossem todos w(gx) < w(bk) ndo teriamos a hipdtese, entdo deve
haver k com w(by) < w(gk).

lk—1 = {gln ...,gkfl} e B, = {bl, ey bk} sdao independentes —>
deve haver b; € By com Ix_1 U{bi} € Z.

Mas w(b;)<w(bx) < w(gk),
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Matroides sao lugares onde ser guloso da certo

Teorema

Seja M = (E,Z) um matroide, seja G,, a base retornada pelo
algoritmo guloso entdo G, € de fato a base de menor peso.

Prova de correcao do algoritmo.
Suponha que exista B com w(B) < w(G,,). Organize em ordem
w-ascendente essas bases: B = {bi,...,bn} € Gy = {g1, .., &n}

Fossem todos w(gk) < w(by) ndo teriamos a hipétese, entdo deve
haver k com w(bx) < w(gk).

Ik-1 ={g1,..-,8k—1} € Bx = {b1, ..., by} sdo independentes

Mas w(b;)<w(bx) < w(gk), mas entdo o algoritmo guloso n3o foi
seguido na produgdo de G, .

Gustavo Henrique Boska Labegalini MatI’OIdeS



Teorema de Edmonds

Teorema (Edmonds)

Se algoritmo guloso funciona para qualquer w num complexo

simplicial abstrato (E,Z), entdo (E,Z) é um matroide.
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Lema

Lema

Seja S < G um subgrafo sem ciclos, entdo S tem |V/(S)| — |E(S)|
componentes conexas.
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Lema

Lema

S sem ciclos =

MoS = |V(S)| — [E(S).

—
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Lema

Inducao sobre grafos :

Se acrescentarmos
aresta(+vértices dela)/vértice e a
equacao continua valida,
acabamos.

Lema
S sem ciclos —>

MoS = |V(S)] - [E(S).

—
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Lema

S'=Su{v}
Se v € V(S), nada foi
modificado e o teorema continua

Lema

S sem ciclos —>
MoS = [V(S)| — [E(S)].

valido.

o
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Lema

S'=Su{v}
Se v ¢ V(S), entdo V(S) + + e
Mo(S) + +.

Lema

S sem ciclos =

MoS = |V(S)] - [E(S).

?E
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Lema

S'=Su{e}
Seja e incidindo nos vértices
x,y € V(G):

Lema

S sem ciclos —>
MoS = [V(S)| — |E(S)]-

—

Gustavo Henrique Boska Labegalini MatI’OIdeS



Lema

S'=Su{e}
Seja e incidindo nos vértices
x,y € V(G):

Lema

S sem ciclos —>
MoS = [V(S)| — |E(S)

|. Se x,y € V(S):

—
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Lema

Lema

S sem ciclos =—>

MoS = |V(S)] — [E(S).

— ~7

Gustavo Henrique Boska Labegalini

S'=Su{e}
Seja e incidindo nos vértices
x,y € V(G):

Se x,y € V(S):
> Se e ja estd em E(S),
nada a fazer.

Matroides



Lema

S'=Su{e}
Seja e incidindo nos vértices

Lema x,y € V(G):

S sem ciclos =—>

MoS = |V(S)| — [E(S).

—

o Se x,y € V(S):

> Se e ndo estd em E(S):
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Lema

S'=Su{e}
Seja e incidindo nos vértices
x,y € V(G):

Lema

o Se x,y € V(S):

S sem ciclos —

MoS = [V(S)| — [E(S)]. Se e ndo estd em E(S):
Se x e y ja estavam
na mesma

7 componente forma-se

E € wy_ / ciclo, um absurdo.
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Lema

S'=Su{e}

Seja e incidindo nos vértices
Lema x,y € V(G):
S sem ciclos —

o Se x,y € V(S):

MoS = |V(S)] — [E(S).

Se e ndo estd em E(S):

> Se eles n3o estdo na
mesma componente,
E(S)++e
Mo(S) — —.
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Lema

S'=Su{e}
Seja e incidindo nos vértices

Lema x,y € V(G):

S sem ciclos —>
MoS = [V(S)] — [E(S)].

o Sexe V(S)ey ¢ V(S),

e yj V(S)++ E(S)++ e
’\)l(j Mo(S) permanece.
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Lema

S'=Su{e}
Seja e incidindo nos vértices
x,y € V(G):

Lema

S sem ciclos =
MoS = [V(S)] — |E(S)

yj Se nenhum dos vértices est3

em V(S), (V(S) + +) + +,
x ¥ E(S) + + e My(S) + +.
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Lema

Seja e incidindo nos vértices
Lema x,y € V(G):
S sem ciclos —
MoS = [V(S)| — |E(S)

—

Acabamos!
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Matroides Graficos

Teorema

Seja G um grafo, entdo considere E = E(G) e Z a colegio de

conjuntos de arestas de subgrafos sem ciclo, de fato isto € um
matroide.
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Matroides Graficos

Demonstracao.

Est3o claros [I11] e [12].
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Matroides Graficos

Demonstracéo.

Sejam 51, S, sem ciclos com S, tendo mais arestas que Sp, ou seja,
‘51| < ‘52’
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Matroides Graficos

Demonstrac3o.

Sejam 51, S, sem ciclos com S, tendo mais arestas que Sp, ou seja,
|51] < [S2]-

Tome V = V(51) U V(S52) e S = (V, S1), note que que este grafo
deve ter C; = |V/| — |S1| componentes conexas.
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Matroides Graficos

Demonstrac3o.

Sejam 51, S, sem ciclos com S, tendo mais arestas que Sp, ou seja,
|51] < [S2]-

Supondo —[I13], para todo e € 5,\S;, acrescentar e a S forma
ciclo.
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Matroides Graficos

Demonstrac3o.

Sejam 51, S, sem ciclos com S, tendo mais arestas que Sp, ou seja,
|51] < [S2]-

Note que como cada adi¢do de e formou ciclo, S; LI {e} mantém o
mesmo nimero de componentes conexas.
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Matroides Graficos

Demonstracao.

Sejam 51, S, sem ciclos com S, tendo mais arestas que Sp, ou seja,
|51] < [S2].

Por indugdo (V, 51 U S2) com C; componentes.
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Matroides Graficos

Demonstrac3o.

Sejam 51, S, sem ciclos com S, tendo mais arestas que Sp, ou seja,
|51] < [S2]-

Por outro lado, S’ = (V, S;) é obtido de V = V/(S51) U V(S,)
removendo-se arestas 51\ Sy,
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Matroides Graficos

Demonstracao.
Sejam 51, S, sem ciclos com S, tendo mais arestas que S1, ou seja,
51| < |S2].

Por outro lado, S = (V, S;) é obtido de V = V(S51) U V(S,)

removendo-se arestas S1\Sy, logo deve ter nimero maior de
componentes conexas Co:
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Matroides Graficos

Demonstracéo.

Sejam 51, S, sem ciclos com S, tendo mais arestas que Sp, ou seja,
51| < |S2].
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Matroides Graficos

Demonstracéo.

Sejam 51, S, sem ciclos com S, tendo mais arestas que Sp, ou seja,
51| < |S2].

G<G = |V[-[S] < |V|-|S|
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Matroides Graficos

Demonstracao.

Sejam 51, S, sem ciclos com S, tendo mais arestas que Sp, ou seja,
‘51| < ‘52’

Supondo —[13],

GG = |V|[-|&]| L V]| =% = [S| <S5
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Matroides Graficos

Demonstracao.

Um absurdo. Logo devemos ter [I3].
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Matroides Graficos

Teorema

Seja G um grafo, entdo considere E = E(G) e T a coleco de

conjuntos de arestas de subgrafos sem ciclo, de fato isto € um
matroide.

Denotaremos esse matroide por M(G).
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Acabamos!

De fato, se G é conexo, as bases de M(G) serdo drvores de
extensdo conectando todo o grafo!

4
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Acabamos!

De fato, se G é conexo, as bases de M(G) serdo arvores de
extensdao conectando todo o grafo!

€10

€12
€11

Algoritmo de Kruskal.

Gustavo Henrique Boska Labegalini MatI’OIdeS



