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Impasses finitos

Muitos objetos relevantes da Teoria dos Grafos
sao finitos por natureza.

o) Um caminho é uma colecao finita de vértices
conectados sequencialmente por arestas.
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Um ciclo é obtido através de um caminho / o)
pela adicao de uma aresta entre suas pontas.



Impasses finitos

Muitos objetos relevantes da Teoria dos Grafos
sao finitos por natureza.

Como definir analogos infinitos dessas estruturas?

Versdo Finita X Versdo Infinita
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Impasses finitos

Muitos objetos relevantes da Teoria dos Grafos
sao finitos por natureza.

Como definir andlogos infinitos dessas estruturas?

Versdo Finita X Versdo Infinita
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Mas o que é um ciclo infinito?



Impasses finitos

Muitos objetos relevantes da Teoria dos Grafos
sao finitos por natureza.

Como definir analogos infinitos dessas estruturas?
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Alids, o que sao as pontas de
um raio ou de um raio duplo?
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Extremidades
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Alids, o que sao as pontas de
um raio ou de um raio duplo?
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Extremidades de um grafo
sao a resposta (artificial) para essa pergunta.



Extremidades

Mais precisamente, fixe G = (V, E') um grafo infinito.
Dizemos que dois de seus raios r e s sao equivalentes
se, para todo S C V finito, r e s tém suas caudas

na mesma componente conexa de G\ S.
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Componente conexa de G \ S



Extremidades

Mais precisamente, fixe G = (V, E') um grafo infinito.
Dizemos que dois de seus raios r e s sao equivalentes
se, para todo S C V finito, r e s tém suas caudas

na mesma componente conexa de G\ S.

Lema:
Os raios r e s sao equivalentes
se, e somente se,
estao infinitamente conectados.
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> Existem infinitos caminhos disjuntos com
uma ponta em r e outra em S.



Extremidades

Mais precisamente, fixe G = (V, E') um grafo infinito.
Dizemos que dois de seus raios r e s sao@quivalentes
se, para todo S C V finito, r e s tém suas caudas

na mesma componente conexa de G\ S.

r
Lema:
Os raios r e s sao@quivalentes
se, e somente se,
estdo infinitamente conectados. TNt N — s

Observagio: Essa definicao é, de fato, uma relacao de equivaléncia
sobre a colecao de raios do grafo G.



Extremidades

Mais precisamente, fixe G = (V, E') um grafo infinito.
Dizemos que dois de seus raios r e s sao equivalentes
se, para todo S C V finito, r e s tém suas caudas

na mesma componente conexa de G\ S.

Observagdo: Essa definicao é, de fato, uma relagao de equivaléncia
sobre a colecao de raios do grafo G.

r

As classes de equivaléncia derivadas dessa relacao
sao ditas serem as extremidades do grafo G.



Extremidades

Mais precisamente, fixe G = (V, E') um grafo infinito.
Dizemos que dois de seus raios r e s sao equivalentes
se, para todo S C V finito, r e s tém suas caudas

na mesma componente conexa de G\ S.

Observagdo: Essa definicao é, de fato, uma relagao de equivaléncia
sobre a colecao de raios do grafo G.

r

O conjunto de todas as extremidades de G é denotado por Q@ = Q(G).



Extremidades
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Extremidades
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Porém, e ao “final” de uma N
familia de raios equivalentes (o) 4
é apenas uma notagao para N\
indentifica-la.
Como dizer que os raios
dessa classe de equivaléncia
convergem para e?
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Espaco de Extremidades

Dado G = (V, E) um grafo (infinito), definimos seu espago de extremidades
como o espago topoldgico |G| descrito a seguir:

(o) 1

. (0]
e Arestas sdo cépias do intervalo [0,1], com
0 e 1 sendo identificados com suas pontas. / ~ |
(o] e 0

e Um aberto bésico em torno de um vértice v € V' é da forma
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para algum n € N.



Espaco de Extremidades

Dado G = (V, E) um grafo (infinito), definimos seu espago de extremidades
como o espago topoldgico |G| descrito a seguir:

e Dada uma extremidade w de GG, um aberto bésico em
torno de w é da forma C(S,w,n) para algum S C V finito.
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Espaco de Extremidades

Dentre as propriedades de |G|, destacamos:

e Pela definicao de raios equivalentes, w1
|G| é um espago de Hausdorff. o
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Espaco de Extremidades

Dentre as propriedades de |G|, destacamos:
e Dados A C V(G) e w uma extremidade de G, tem-se que w € A

se, e somente se, existe umdpente com espinharemrwierdentesem A.
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Espaco de Extremidades

Dentre as propriedades de |G|, destacamos:

e Dados A C V(G) e w uma extremidade de G, tem-se que w € A
se, e somente se, existe um pente com espinha em w e dentes em A.

Entao, A C V(QG) é fechado se, e somente se, é disperso, ou seja,
todo raio pode ser separado dele por finitos vértices.
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Espaco de Extremidades

Dentre as propriedades de |G|, destacamos:

e Dados A C V(G) e w uma extremidade de G, tem-se que w € A
se, e somente se, existe um pente com espinha em w e dentes em A.

Entao, A C V(G) é fechado se, e somente se, é disperso, ou seja,
todo raio pode ser separado dele por finitos vértices.

Teorema: Sao equivalentes as seguintes afirmagoes sobre um grafo conexo G:
e (G tem arvore geradora normal.
e |G| é metrizdvel.

e V(G) é uma unido enumerdvel de conjuntos dispersos.



Espaco de Extremidades

Dentre as propriedades de |G|, destacamos:

e Dados A C V(G) e w uma extremidade de G, tem-se que w € A
se, e somente se, existe um pente com espinha em w e dentes em A.

Entao, A C V(G) é fechado se, e somente se, é disperso, ou seja,
todo raio pode ser separado dele por finitos vértices.
Teorema: Sao equivalentes as seguintes afirmagoes sobre um grafo conexo G:

Y G tem érvore geradora normal_ Propriedade estrutural do grafo

o |G| é metrizavel.
l l > Propriedade topoldgica

e V(G) é uma unido enumerdvel de conjuntos dispersos.



Espaco de Extremidades

Dentre as propriedades de |G|, destacamos:

e Dados A C V(G) e w uma extremidade de G, tem-se que w € A
se, e somente se, existe um pente com espinha em w e dentes em A.

Entao, A C V(G) é fechado se, e somente se, é disperso, ou seja,
todo raio pode ser separado dele por finitos vértices.

Teorema: Sao equivalentes as seguintes afirmagoes sobre um grafo conexo G:
e (G tem arvore geradora normal.

° |G| é metrizdvel. A) Uso de progressoes geométricas sobre a arvore geradora.

e V(G) é uma unido enumerdvel de conjuntos dispersos.



Espaco de Extremidades

Dentre as propriedades de |G|, destacamos:

e Dados A C V(G) e w uma extremidade de G, tem-se que w € A
se, e somente se, existe um pente com espinha em w e dentes em A.

Entao, A C V(G) é fechado se, e somente se, é disperso, ou seja,
todo raio pode ser separado dele por finitos vértices.

Teorema: Sao equivalentes as seguintes afirmagoes sobre um grafo conexo G:

e (G tem arvore geradora normal.

weN

e |G| é metrizavel. '\Para cada n € N, o conjunto ﬂ (V\ BL(w)) é fechado.

e V(G) é uma unido enumerdvel de conjuntos dispersos.



Espaco de Extremidades

Dentre as propriedades de |G|, destacamos:

e Dados A C V(G) e w uma extremidade de G, tem-se que w € A
se, e somente se, existe um pente com espinha em w e dentes em A.

Entao, A C V(G) é fechado se, e somente se, é disperso, ou seja,
todo raio pode ser separado dele por finitos vértices.
Teorema: Sao equivalentes as seguintes afirmagoes sobre um grafo conexo G:

e (G tem arvore geradora normal.

. Busca em profundidade utilizando a
e |G| é metrizdvel. enumeragao da familia de dispersos.

e V(G) é uma unido enumerdvel de conjuntos dispersos.



Espaco de Extremidades

Corolario: Seja G um grafo conexo. Entao,
|G| é compacto se, e somente se, G é localmente finito.



Espaco de Extremidades

Corolario: Seja G um grafo conexo. Entao,
|G| é compacto se, e somente se, G é localmente finito.
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Propriedade topolégica Propriedade estrutural do grafo



Espaco de Extremidades

Corolario: Seja G um grafo conexo. Entao,
|G| é compacto se, e somente se, G é localmente finito.

Demonstragdo: Se |G| é compacto, G ndo deve ter um vértice de grau infinito.
Afinal, a cobertura aberta da figura abaixo nao tem subcobertura finita:



Espaco de Extremidades

Corolario: Seja G um grafo conexo. Entao,
|G| é compacto se, e somente se, G é localmente finito.

Demonstracdo: Se G é conexo e localmente finito,
|G| é metrizdvel pelo Teorema anterior.

Se A C V(G) ¢ infinito, pelo Lema Estrela-Pente existe

Nesse caso, A acumula
um pente com dentes em A, pois G é localmente finito.

na extremidade da espinha
do pente.
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Verifica-se também que A tem ponto de acumulagao se for
um conjunto infinito de extremidades ou de elementos de arestas.



Generaliza¢des
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andlogos infinitos de caminhos e ciclos:

e Um arco (grafico) é um raio, um Q %) o) )
raio duplo ou um caminho finito, mas \./ \./ \‘/- RIS

cujas extremidades sao diferentes.

e Um ciclo é uma cépia homeomorfa
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Generaliza¢des

Na literatura, encontramos indicios de que essas definicoes sao apropriadas para
) =
generalizacoes de resultados a respeito de grafos finitos:

Versdo Finita X Versdo Infinita
)
i
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Teorema: Todo grafo finito 2-conexo Teorema: Todo grafo localmente finito
sem K, ou K3 como menor tem um | 2-conexo sem K4 ou K33 como menor

circuito Hamiltoniano. tem um circuito Hamiltoniano.



Generaliza¢des

Na literatura, encontramos indicios de que essas definicoes sao apropriadas para
) =
generalizacoes de resultados a respeito de grafos finitos:

Versdo Finita X Versdo Infinita
)
i
|
J
I .
Teorema: Todo grafo finito 2-conexo Teorema: Todo grafo localmente finito
sem K, ou K3 como menor tem um | 2-conexo sem K4 ou K33 como menor

circuito Hamiltoniano. tem um circuito Hamiltoniano.
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Generaliza¢des

Vamos, por exemplo, analisar uma generalizacao do
seguinte resultado de Lovasz e Cherkassky:

Teorema (Lovész-Cherkassky) : Seja G um grafo finito e T C V(G) tal que G
¢ interiormente Euleriano com respeito a T'. Entao, a quantidade maxima de

1
T—caminhos disjuntos nas arestas é 5 Z At, T\ {t}).
teT



Generaliza¢des

Vamos, por exemplo, analisar uma generalizacao do
seguinte resultado de Lovasz e Cherkassky:

Todo vértice de V' \ T tem grau par

’{;orema(Lovész—Cherkassky) . Seja G um grafo finito e 7' C V(G) tal que G
édnteriormente Eulerianorcom respeitoa . Entao, a quantidade maxima de

1
T—caminhos disjuntos nas arestas é 5 Z At, T\ {t}).
teT



Generaliza¢des

Vamos, por exemplo, analisar uma generalizacao do
seguinte resultado de Lovasz e Cherkassky:

Teorema (Lovéasz-Cherkassky) : Seja G um grafo finito e T C V(G) tal que G
¢ interiormente Euleriano com respeito a T'. Entao, a quantidade maxima de

1
T'—caminhos disjuntos nas arestas ¢é 5 Z At, T\ {t}).

& teT

Caminhos cujos tnicos vértices em T' sdo as pontas



Generaliza¢des

Vamos, por exemplo, analisar uma generalizacao do
seguinte resultado de Lovasz e Cherkassky:

Teorema (Lovéasz-Cherkassky) : Seja G um grafo finito e T C V(G) tal que G
¢ interiormente Euleriano com respeito a T'. Entao, a quantidade maxima de

1
T—caminhos disjuntos nas arestas ¢ 5 Z A, T\ A{t}).

teT ‘)

Maior tamanho de uma familia de t — (T \ {t})
caminhos disjuntos nas arestas.



Generaliza¢des

Vamos, por exemplo, analisar uma generalizacao do
seguinte resultado de Lovasz e Cherkassky:

Teorema (Lovéasz-Cherkassky) : Seja G um grafo finito e T C V(G) tal que G
¢ interiormente Euleriano com respeito a T'. Entao, a quantidade maxima de

1
T—caminhos disjuntos nas arestas ¢ 5 Z A, T\ A{t}).
teT

Maior tamanho de uma familia de t — (T'\ {¢})
caminhos disjuntos nas arestas.

ou

Menor tamanho de um corte que
separa t de T\ {t}.



Generaliza¢des

Vamos, por exemplo, analisar uma generalizacao do
seguinte resultado de Lovasz e Cherkassky:

Teorema (Lovész-Cherkassky) : Seja G um grafo finito e T C V(G) tal que G
¢ interiormente Euleriano com respeito a T'. Entao, a quantidade maxima de

1
T—caminhos disjuntos nas arestas é 5 Z At, T\ {t}).
teT

Tlustragao do Teorema:




Generaliza¢des

Vamos, por exemplo, analisar uma generalizacao do
seguinte resultado de Lovasz e Cherkassky:

O Teorema de Lovész-Cherkassky nos diz que esse limitante é junto
se G ¢é interiormente Euleriano com respeito a 7.

Lovész-Cherkassky) : Seja G um grafo finito e 7' C V(G) tal que G
é interiormente Euleriano) com respeito a T'. Entao, a quantidade méxima de

1
T—caminhos disjuntos nas arestas ¢ 5 Z A, T\ A{t}).
teT

Esse nimero limita o tamanho de uma cole¢ao P
de T'—caminhos disjuntos nas arestas. Afinal,
cada vértice de t é ponta de no maximo

A(t, T\ {t}) elementos de P.



Generaliza¢des

Vamos, por exemplo, analisar uma generalizacao do
seguinte resultado de Lovasz e Cherkassky:

O Teorema de Lovész-Cherkassky nos diz que esse limitante é junto
se G ¢é interiormente Euleriano com respeito a 7.

Lovész-Cherkassky) : Seja G um grafo finito e 7' C V(G) tal que G
é interiormente  Euleriano) com respeito a T'. Entao, a quantidade méxima de

1
T—caminhos disjuntos nas arestas é 5 Z At, T\ {t}).
teT

Observacgdo: A hipétese de que G é interiormente Euleriano com

respeito a T' nao pode ser simplesmente removida:

No grafo ao lado, quaisquer dois T'—caminhos possuem ‘/
intersecgdo de arestas. Apesar disso, 5 Z At T\ {t}) =

A\

o o



Generaliza¢des

A generalizacdo que estamos interessados é a seguinte:

Por Jacobs, Joé, Knappe, Kurkofka e Melcher em 2021

A

Teorema (Lovasz-Cherkassky com Extremidades) : Seja G um grafo localmente
finito e fixe T' C V(G) U (@) discreto em |G|. Se G ¢é interiormente Euleriano
com respeito a T', existe A uma colegdo de T—arcos disjuntos nas arestas tal
que todo t € T' é ponta de A(t, T\ {t}) desses arcos.



Generaliza¢des

A generalizacdo que estamos interessados é a seguinte:

G pode ser infinito, mas todos os
seus vértices tém grau finito.

)

Teorema (Lovasz-Cherkassky com Extremidades) : Seja G um grafo'localmente
finito e fixe T' C V(G) U Q(G) discreto em |G|. Se G é interiormente Euleriano
com respeito a T', existe A uma colegdo de T—arcos disjuntos nas arestas tal
que todo t € T' é ponta de A(t, T\ {t}) desses arcos.



Generaliza¢des

A generalizacdo que estamos interessados é a seguinte:

T pode conter tanto vértices

quanto extremidades.
Teorema(Lovzisz—Cherkassky@Xtremidades) : Seja G um grafo localmente
finito e fixe T C V(G) UKG) discreto em |G|. Se G ¢é interiormente Euleriano
com respeito a T', existe A uma colegdo de T—arcos disjuntos nas arestas tal
que todo t € T' é ponta de A(t, T\ {t}) desses arcos.



Genendliza¢Bes

A generalizagdo que estamos interessados é a seguinte:

Teorema (Lovasz-Cherkassky com Extremidades) : Seja G um grafo localmente
finito e fixe T C V(G) U Q(G) discreto em |G|. Se G é interiormente Euleriano
com respeito a T, a

~

\%

Existe uma colecao de arcos
disjuntos nas arestas em que
cada vértice e extremidade

Tlustragao do Teorema: é “saturado”.




Generaliza¢des

A generalizacdo que estamos interessados é a seguinte:

Teorema (Lovasz-Cherkassky com Extremidades) : Seja G um grafollocalmente
finito e fixe T' C V(G) U Q(G) discreto em |G|. Se G é interiormente Euleriano
com respeito a T', existe A uma colegdo de T—arcos disjuntos nas arestas tal
que todo t € T é ponta de A(t, T\ {t}) desses arcos.

Se t € T é um vértice,
A, T\ {t}) é limitado
pelo seu grau.



Generaliza¢des

A generalizacdo que estamos interessados é a seguinte:

Teorema (Lovasz-Cherkassky com Extremidades) : Seja G um grafo localmente
finito e fixe T C V(G) U Q(G)/discreto em |G). Se G ¢é interiormente Euleriano
com respeito a T', existe A uma colegdo de T—arcos disjuntos nas arestas tal
que todo t € T é ponta de A(t, T\ {t}) desses arcos.

Se t € T' é uma extremidade, J
A(t, T\ {t}) estd bem definido

ao supormos que 1" é discreto.



Generaliza¢des

A generalizacdo que estamos interessados é a seguinte:

Teorema (Lovasz-Cherkassky com Extremidades) : Seja G um grafo(localmente
finifo e fixe ' C V(G) U Q(G)/disereto em |G| Se G ¢é interiormente Euleriano
com respeito a T', existe A uma colegdo de T—arcos disjuntos nas arestas tal
que todo t € T é ponta de A(t, T\ {t}) desses arcos.

Se t € T' é uma extremidade, J . (0) t
A(t, T\ {t}) estd bem definido o
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ao supormos que 1" é discreto. g ! f‘ )
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Generaliza¢des

A generalizacdo que estamos interessados é a seguinte:

Todo vértice e extremidade
de V\ T tem grau par.

Teorema (Lovasz-Cherkassky com Extremidades) : Seja G um grafo localmente
finito e fixe T' C V(G) U 2(G) discreto em |G|. Se G é(interiormente Euleriano
comrrespeito a T, existe A uma colegdo de T—arcos disjuntos nas arestas tal
que todo t € T' é ponta de A(t, T\ {t}) desses arcos.



Parénteses: grau de extremidade

Pergunta: Mas o que exatamente ¢é o grau de uma extremidade?

Definicdo 1: O grau de w é o tamanho da maior familia
de raios disjuntos nas arestas que tém w como extremidade.
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Parénteses: grau de extremidade

Pergunta: Mas o que exatamente ¢é o grau de uma extremidade?

Definicdo 1: O grau de w é o tamanho da maior familia
de raios disjuntos nas arestas que tém w como extremidade.
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—0—~0—0—0—0 — A extremidade desse grafo

| ( } ‘ ( tem grau infinito. Esse grau é par?
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Parénteses: grau de extremidade

Pergunta: Mas o que exatamente ¢é o grau de uma extremidade?

Definicdo 1: O grau de w é o tamanho da maior familia
de raios disjuntos nas arestas que tém w como extremidade.

Definicdo 2: Em um grafo localmente finito G, o grau de w é dito ser
par se existe Sy C V(G) finito tal que o nimero maximo de S — w arcos
disjuntos nas arestas é par para todo S D Sy finito.

Dizemos que o grau de w é impar caso contrario.



Parénteses: grau de extremidade

Pergunta: Mas o que exatamente ¢é o grau de uma extremidade?

Definicdo 1: O grau de w é o tamanho da maior familia
de raios disjuntos nas arestas que tém w como extremidade.

(

[
VL Tomando S = 0, o grau
R T“ S dessa extremidade é par.

Definicdo 2: Em um grafo localmente finito G, o grau de w é dito ser
par se existe Sy C V(G) finito tal que o nimero maximo de S — w arcos
disjuntos nas arestas é par para todo S D Sy finito.

Dizemos que o grau de w é impar caso contrario.



Parénteses: grau de extremidade

Pergunta: Mas o que exatamente ¢é o grau de uma extremidade?

Definicdo 1: O grau de w é o tamanho da maior familia
de raios disjuntos nas arestas que tém w como extremidade.

(o}

V\t 4 4 A 3 L V

O grau de ambas as extremidades
. desse grafo é impar.
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o

Definicdo 2: Em um grafo localmente finito G, o grau de w é dito ser
par se existe Sy C V(G) finito tal que o nimero maximo de S — w arcos
disjuntos nas arestas é par para todo S D Sy finito.

Dizemos que o grau de w é impar caso contrario.



Parénteses: grau de extremidade

Pergunta: Mas o que exatamente ¢é o grau de uma extremidade?

Definicdo 1: O grau de w é o tamanho da maior familia
de raios disjuntos nas arestas que tém w como extremidade.

[+

'\t 4 . 4 V
Lema (Aperto de Mao Infinito ) :
Em um grafo localmente finito, a quantidade de vértices
e extremidades de grau impar é infinita ou par.
A/I Yy v y v v I\4

(]

Definicdo 2: Em um grafo localmente finito G, o grau de w é dito ser
par se existe Sy C V(G) finito tal que o nimero maximo de S — w arcos
disjuntos nas arestas é par para todo S D Sy finito.

Dizemos que o grau de w é impar caso contrario.



Parénteses: grau de extremidade

Pergunta: Mas o que exatamente ¢é o grau de uma extremidade?

Definicdo 1: O grau de w é o tamanho da maior familia
de raios disjuntos nas arestas que tém w como extremidade.

Essas nogoes de paridade coincidem se
as familias de raios disjuntos nas arestas
com ponta em w tem tamanho limitado.

Definicdo 2: Em um grafo localmente finito G, o grau de w é dito ser
par se existe Sy C V(G) finito tal que o nimero maximo de S — w arcos
disjuntos nas arestas é par para todo S D Sy finito.

Dizemos que o grau de w é impar caso contrario.



Esbo¢o da Demonstragdo

Teorema (Lovasz-Cherkassky com Extremidades) : Seja G um grafo localmente
finito e fixe ' C V(G) U Q(G) discreto em |G|. Se G é interiormente Euleriano
com respeito a T, existe A uma colegdo de T—arcos disjuntos nas arestas tal
que todo t € T' é ponta de A(¢t, T\ {t}) desses arcos.

Demonstracdo: Sem perda de generalidade, suponha que G é conexo.

T, por ser discreto em |G|,

Entao: , ;
é enumeravel.
G ¢é enumerdvel, pois, para todo v € V(G), | |
V(G) = U {u e V(G) : d(u,v) =n} |G| tem uma base enumeravel.
neN
A
\/'
. y . G| tem um denso enumeravel:
G| é metrizdvel |
|G| & metrizivel, pois {v} + basta considerar as cépias dos

é fechado para todo v € V(QG). o s
racionais nas (enumerdveis) arestas.



Esbo¢o da Demonstragdo

Demonstracdo: Sem perda de generalidade, suponha que G é conexo.

Assim, enumerando T'N Q(G) como {w; }i<, para algum k < w, por inducdo

é possivel separar cada w; dos demais elementos de T" por meio de subgrafos
conexos dois a dois disjuntos:




Esbo¢o da Demonstragdo

Demonstracdo: Sem perda de generalidade, suponha que G é conexo.

Assim, enumerando T'N Q(G) como {w; }i<, para algum k < w, por inducdo
é possivel separar cada w; dos demais elementos de T" por meio de subgrafos
conexos dois a dois disjuntos:

w1 ]

W4q

A menos de adentrar os GV 0 LIS -l ; .

subgrafos destacados,
podemos supor que o
corte que separa w;

do restante dos elementos
de T tem cardinalidade minima.

Denote por F; esse corte
que separa w; de T\ {w;},
para cada i < K.



Esbo¢o da Demonstragdo

Demonstracdo: w9

Por um andlogo infinito do
Teorema de Menger para Arestas,
para cada i as arestas do corte Fj
sao as primeiras arestas de uma
colegdo de raios disjuntos (nas
arestas) com ponta em w;.

Lema (Bruhn e Stein, 2007): Seja G um grafo conexo e localmente finito.
Considere w uma extremidade de G ¢ S C V(G) finito. Entao, o nimero
méximo de raios disjuntos (nas arestas) que tem uma ponta em S e outra em
w é igual ao tamanho minimo de um corte que separa S de w.



Esbo¢o da Demonstragdo

U2 U3

Demonstracdo: O B

Para cada i < k, contraia o subgrafo
que separa w; de T'\ {w;} para um
vértice artificial v;.

Denote por G o (multi)grafo obtido.

Defina 7 = (TN V(G)) U {0 < k).

Note que, para todo X ¢ V(G)\ T, o ~
corte definido por X nao é (finito e) impar.

Caso contrario, a contracao de G \ X para
um vértice ¥ definiria um grafo que tem
apenas um vértice de grau impar,
contradizendo o Lema do Aperto de Mao.



Esbo¢o da Demonstragdo

Vo V3

o

Demonstragao: O vl O . O

Note que, para todo
X cV(G)\T, o corte
definido por X nao ¢é
(finito e) fmpar.

Entao, existe uma colecao P de arcos
dois a dois disjuntos nas arestas, com
pontas em T, tal que:

Para cada t € T, existe um corte que
separa t e T\ t formado por exatamente
uma aresta de cada raio que incide em t.

Teorema (Jod, 2021) : Seja G um grafo qualquer e fixe T C V(G) enumeravel.
Se nenhum subconjunto de V(G) \ T define um corte fmpar, existe P uma
colegao de T'—arcos tal que, para todo ¢t € T, é possivel escolher (exatamente)
uma aresta de cada arco que incide em t de modo a formar um corte que o
separa de T\ t.



Esbo¢o da Demonstragdo

Demonstracdo:

Logo, a familia de T—arcos procurada é dada pela concatenacao dos
arcos de P com alguns dos arcos anteriormente encontrados.

(Note que algumas arestas dos cortes Fy, Fy, F3, . ..
podem néo ser utilizadas para a obtencao dos arcos definitivos)




Comentarios Gerais

O “coracao da demonstragao” consiste no resultado de Jod, que nao faz uso do
fato de que o grafo estudado é localmente finito:

Jod, 2021) : Seja G um grafo qualquer e fixe T C V(G) enumerdvel.
Se nenhum subconjunto de V(G) \ T define um corte fmpar, existe P uma
colegdo de T'—arcos tal que, para todo t € T, é possivel escolher (exatamente)
uma aresta de cada arco que incide em ¢ de modo a formar um corte que o
separa de T'\ t.

Sera que, com modificacoes adequedas no enunciado, nao é possivel remover
também a hipétese de finitude local no Teorema de Lovasz-Cherkassky com
Extremidades?

Lovész-Cherkassky com Extremidades) : Seja G um grafo‘localmente
finito e fixe ' C V(G) UQ(G) discreto em |G|. Se G ¢ interiormente Euleriano
com respeito a T, existe A uma colecdo de T'—arcos disjuntos nas arestas tal
que todo t € T' é ponta de A(t, T \ {t}) desses arcos.
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