Emaranhados

Violeta Mar

A teoria de emaranhados (tangles, em inglés) nasce na teoria de conectividade de gra-
fos finitos. Aqui apresentamos uma versao ‘conjuntista’ dela, vinda da versao simplificada
apresentada por Diestel em seu livro cujo objetivo era aplicagdes em inteligéncia artificial. [1]

Definigdo (Emaranhados e consisténcia). Seja VV um conjunto, e S C £ (V) um subconjunto
fechado para complementar. Uma fungdo 7 : S — {0, 1} é dita um emaranhado se satisfaz

= 7(A) =1out(—A) =1 para qualquer A € S

=> consisténcia: dados quaisquer A, B, C € S, se a intersegdo destes trés é vazia, entdo pelo
menos um dos 7(A), 7(B),7(C) é0.

Vamos dizer que 7 escolhe um A se 7(A) = 1. Veja que consisténcia implica que T sempre
escolhe apenas um dentre A e seu complementar —A.

Esta definigdo pode lembrar a defini¢ao de ultrafiltros para algebras de Boole. De fato, se
S é uma algebra de Boole, emaranhados sdo apenas ultrafiltros.

Proposigdo 1 (Emaranhados sdo ultrafiltros quando S é de Boole). Suponha que S seja fechado
para unido e intersecdo, ou seja, S forma uma algebra de Boole (ou corpo de conjuntos). Entdo
7 :S — {0,1} é um emaranhado se e somente se é um homomorfismo de algebras de Boole,
ou seja, um ultrafiltro.

Demonstragdo: Se 7 é homomorfismo, entdo T(ANBNC) = 0 quandko ANBNC = g,
logo 7(A)7(B)t(C) = 0, que s6 pode acontecer se pelo menos um destes valores é 0.
Reciprocamente, dado um emaranhado 7 e dois elementos A, B € S, considere os quatro
casos de valores para 7(A) e 7(B). Faremos o primeiro: suponha 7(A) = 7(B) = 1. Como a
intersegdo de A, B e ~(A N B) é vazia, devemos ter 7(—(A N B)) = 0 e portanto T (AN B) =
1 =1(A)7(B). Como a intersecdo de A N B e =A N =B é vazia, entdo 7(—=A N =B) = 0. Mas
-(nAN-B) =AUBelogot(AUB) =1 =1(A) + t(B). Fazemos contas analogas para
cada um dos outros trés casos e concluimos que 7 é homomorfismo. O

Vamos deixar essa prova um pouco mais clara introduzindo alguns conceitos a mais.



Definigdo (Cantos e comparabilidade). Dados dois conjuntos A, B € S, chamamos os quatro
conjuntos A N B,A N =B,—A N B,—A N =B de cantos do par A, B. Dizemos que A e B
sdo comparaveis se pelo menos um destes conjuntos é vazio, caso contrario dizemos que sdo
incomparaveis.

Veja que A é comparavel a B exatamente quando pelo menos uma das inclusdes A C
B,A c -B,-A C B,mA C —B é verdadeira. Ou seja, A e B sdo incomparéaveis quando
{A,B,—A, =B} é um conjunto de elementos que sdo incomparaveis em relagao a ordem dada
pela inclusdo.

O valor de 7 dos quatro cantos é inteiramente determinado pelo valor de 7 em A e em B
- é isto que essencialmente mostramos nos quatro casos da demonstragao da Proposigio 1.

Os cantos de um par de conjuntos em S podem nao estar presentes em S. Dado um
S c P(V) fechado pra complementar, dizer que todos os cantos de S sempre estdo em S é
equivalente a dizer que S é uma algebra de Boole. Na teoria de emaranhados, uma versao mais
fraca vai ser suficiente para estabelecermos os resultados legais que buscamos.

Definigdo (Algebras sub-Boole). Um subconjunto S c P (V') é dito sub-Boole (ou, na termi-
nologia do Diestel, um conjunto submodular) se é fechado por complementar e dados quais-
quer dois A,B € S temosque AUB € SouANB € S.

Temos dois pares de cantos que dizemos opostos: AN Be—-AN-B;-ANBeAN-B.
Dado um S ¢ P (V) fechado pra complementar, dizer que dentre dois cantos opostos, pelo
menos um estd em S é equivalente a dizer que S é sub-Boole.

Adicionando cantos, entdo, sempre conseguimos estender um dado S para um S que seja
um sub-Boole ou uma de fato 4lgebra de Boole. Porém, um emaranhado 7 de S ndo neces-
sariamente se estende para um emaranhado 7 em S: veja, na defini¢do, pedimos apenas que
triplas de conjuntos com intersegdo vazia devem ter pelo menos um de seus conjuntos nao
escolhidos por 7. Ao adicionarmos cantos ao S, ndo sé triplas mas agora intersegées de pos-
sivelmente até 6 conjuntos devem ser consistentes para que tenhamos um emaranhado. Nem
todo emaranhado vai ter esse nivel mais alto de consisténcia. Por exemplo...

Exemplo (Emaranhado ndo estendivel). Seja V= {1,2,3,4}, A = {2,3,4},B =
{1,3,4},C = {1,2,4},D = {1,2,3}. Faca S = {A,B,C,D, A, B, ~C,-D}. Entdo, a
fungdo 7 que atribui 1 a todos os A, B,C,D e 0 a seus complementares é um emaranhado.
Mas, se adicionarmos apenas o canto A N B a S, ja ndo podemos estender 7 para um 7. Pois,

se pudessemos, o valor de T em AN B deveria ser 1, porém (AN B) NC N D é vazio, e nenhum
dos trés T7(A N B),7(C),T(D) é 0.

E claro, como o valor de um emaranhado 7 em qualquer um dos quatro cantos de A, B é
determinado pelos valores de 7 em A e B, se existir uma extensdo 7 para S entdo ela deve ser
unica.



Continuando a introdugao dos conceitos necessarios para chegarmos ao nosso principal
teorema, o teorema das arvores de emaranhados, trazemos agora os conjuntos arvore.

Definigio (Encaixados, conjunto 4rvore). Dizemos que dois conjuntos A, B C V estdo encai-
xados se ou A é comparavel com B em relagdo a inclusdo (isto é, A C B ou B C A) ou entdo
—A é comparavel com B (isto é, mA C Bou B C -A).

Um S c P(V), fechado para complementar e que ndo contém o vazio, é dito um con-
junto arvore se quaisquer dois A, B € S (que ndo sejam complementares um do outro) estdo
encaixados.

Lembrando que estamos sempre conceitualizando um A C V' como uma partigdo de V'
em dois pedacos: A e seu complementar —A.

Vamos entender o que tem de arvore em conjuntos arvore. Primeiramente, toda arvore
define um conjunto arvore.

Proposigdo 2 (Conjunto 4rvore da 4rvore). Seja T uma arvore (um grafo simples sem ciclos).
DefinaS(T) = {A c V(T) | existe uma tnica aresta entre A e ~A}. Entdo S é um conjunto
arvore.

Demonstragdo: Veja que cada aresta e de T define um A € S(T'), tomando A como uma das
duas componentes conexas de T \ ¢, sendo a outra —A. E, por outro lado, dado um A € S(T),
se tomarmos e como a aresta que liga A a seu complementar, entdo A é uma das componentes
conexas de G \ e. Sabendo isso, vamos agora mostrar que S(T') é um conjunto 4rvore. Tome
dois A, B € S(T) nao complementares, e seja e, f suas arestas correspondentes. f deve ligar
dois vértices de uma das componentes conexas de G \ e, ou seja, f é uma aresta do grafo
induzido por A ou uma aresta do grafo induzido por —A. Digamos que f é uma aresta de
vértices em A. Entdo, ao retirarmos f, =A continua conexo. Logo —A sera um subconjunto
de uma das componentes conexas de G \ F, isto ¢, de B ou —B. Igualmente, se f é uma aresta
de vértices em —A, entdo teriamos que A é subconjunto de B ou —B. Concluimos que S(T') é
um conjunto arvore. m|

Proposigdo 3 (Emaranhados de arvores sdo principais e recuperam a 4rvore). Seja T uma
arvore, e S(T') seu conjunto arvore. Todos os emaranhados de S(T') sdo da forma 7, para um
v e V(T),onde 7,(A) =1 & v € A. E mais: dois vértices v, w € T sdo adjacentes se e
somente se seus emaranhados 7, e 7y, sdo distintos em apenas um A € S(T).

Demonstragdo: Enumere as arestas de T como {ey, ..., ex}. Lembre-se da descri¢do na de-
monstragao anterior de S(T') via as componentes conexas de cortes da arvore. Dentre as duas



componentes conexas de T'\ ey, T seleciona uma delas, digamos C;. Para quaisquer outras ares-
tas {e; ,...,e;, } naoutra componente conexa, ~Cy, a consisténcia de 7 implica que ela seleci-
onara componentes conexas {Cj, , ..., Cj, } que vao conter C;. Logo C1NCj, N---NC;, = Cy.
Se Cy ja é um conjunto contendo apenas um vértice v, entdo esta tltima intersecdo é a inter-
segdo de todos os conjuntos selecionados por 7, e portanto 7 sera o 7, deste v. Caso contrario,
devemos ter pelo menos uma aresta e; entre vértices de C1. Seja C; a componente conexa es-
colhida por 7 de T \ ¢;. Olhando agora apenas ao Cj, ao retirarmos e; iremos ficar com duas
componentes conexas, ambas nao vazias: C; N Cj e C; N —Cj. Se C1 N C; conter apenas um
vértice, entdo 7 é o principal em relagio a este vértice. Caso contrério, ela deve conter alguma
aresta, e assim poderiamos continuar este processo, encontrando a componente conexa esco-
lhida por 7 na retirada dessa aresta, e interceptando-a com C; e Cj. Como existem apenas
finitas arestas, em algum momento esta intercegdo deve conter apenas um vértice, que sera o
v tal que 7 = 7,

Agora, se dois vértices v, w € T sdo adjacentes, digamos pela aresta e;, entdo com certeza
U e W estdo em componentes conexas diferentes ao remover e;, assim T, e Ty, diferem no corte
relativo a esta aresta. E, na retirada de qualquer outra aresta e;, a ¢; se mantém, logo os vértices
estardo na mesma componente conexa e portanto 7, e Ty, concordaram no corte relativo a
ej. Ja se eles ndo forem adjacentes, deve haver um caminho entre eles contendo no minimo
duas arestas. A retirada de ambas estas arestas coloca os vértices em componentes conexas
diferentes, e portanto 7, e 7, diferem em pelo menos dois valores (de fato, a quantidade de
diferengas é exatamente o nimero de arestas do caminho entre os vértices, recuperando a
métrica da arvore). |

Vamos agora mostrar que todo conjunto arvore finito vem de uma 4rvore por esta cons-
trucdo. Ja podemos ter uma ideia de como isso se da pensando em como a dltima proposigao
sugere que os emaranhados do S(T) recuperam a estrutura da arvore. Se estamos de posse
de seu S(T'), poderiamos reconstruir a arvore T tomando como conjunto de vértices os ema-
ranhados de S(T') e ligando eles entre si quando diferem em apenas um valor. Este seria um
caminho pra construir a arvore a partir de um S qualquer. N&o vamos fazer isso. Vamos
construir uma arvore explicitamente em um processo indutivo (porque essa foi a primeira
ideia que eu tive).

Proposigdo 4 (Arvore do conjunto 4rvore). Todo conjunto arvore finito S ¢ isomorfo a um
S(T) para uma tnica arvore (aqui estamos tomando isomorfismo por significar uma bijegdo
entre conjuntos que preserva inclusio).

Demonstragdo: Vamos construir uma arvore T para um dado S conjunto arvore finito de

forma que S = S(T). Tome alguma ordenagdo S = {A, A, Az, Ay, ..., Ay—A,}. Co-

mece a arvore T por uma arvore T; composta por dois vértices e] e ] e e uma aresta direcio-

nada de e] parae] que nomearemos por e1. Paraumi < n,sejaS; = {A1, 741, A, =4y, ..., A, ~A}.
Suponha que ja construimos uma arvore T; que satisfaz

=> T possui i arestas direcionadas {ej,...,e;}

- Si = S(Ti) = {Al, ﬁAl,Ag, —|14~2, . ,Ai, —uii}, onde cada Aj é aimagem do Aj de Si



> Aj éacomponente conexa que contém o e;.“, e portanto A j é a componente conexa que

contém o eJT

Ja temos T satisfazendo essas condigbes. Continuando o processo indutivo, vamos agora
adicionar uma aresta no lugar certo de T; para construir 7;,1. Para isso, veja que o elemento
Aj+1 define um emaranhado 741 de S; da seguinte maneira.

Ti+1(Aj) =1seAj1 C Aj ou-A4;;1 C Aj

Ti+1(—|Aj) =1seA;j1 C —|Aj ou —Aj1 C —|Aj

Como S ¢ conjunto arvore, um (e apenas um) destes dois casos deve ocorrer, dando uma
funcio 7j,1 bem definida. Resta mostrar consisténcia dela. Faca essa conta.

Temos entdo um emaranhado 7;,1 de S;, que naturalmente define um emaranhado 7;;
de S(T;). Pela proposicdo anterior, sabemos que 7,1 é principal, ou seja, existe um vértice
v e Titalque Ti11(A) =1 & v € A. Sejam {ey,,..., ek, } as arestas adjacentes a v.“Abra”
o vértice v em dois vértices e, e e, e uma aresta direcionada e;;; de e;,, para e},

i~ Para
cada k dentre os k1, ..., ki, faca:

=> se Ajy1 C Ay, coloque o ey apontando para e;,;
-> se ~Aj1 C Ay, coloque o e apontando para e}
=> se Ajy1 C 1Ay, coloque o ¢k saindo de e

= se ~Aj1 C 1Ay, coloque o ey saindo de e}

Assim temos nossa nova 7.1, e seja S(T;) = {A1, A1, A, ~As, ..., Air1, ~Air1} - veja
que aqui estamos cometendo um abuso de notagao, repetindo os mesmos nomes A; que antes
eram as parti¢ées da arvore anterior S(7;). Isto ndo é grande problema: a iinica diferenca entre

estes conjuntos é que o elemento v é substituido por dois elementos e, , e e/ ,. Precisamos

nos convencer que Sj+1 = S(Ti41). As relacGes entre os novos A; para j < i -:j nio mudam,
pois apenas temos a troca de v por €,1¢ e;:r1 em todos os conjuntos. Basta mostrar, entdo, que
Ai4q é encaixado com cada A j da mesma maneira que A;;; é encaixado com cada A;. Tome
um j < i+ 1 e vamos fazer o caso Aj;1 C A j - os outros trés sdo analogos.

Se a aresta e referente ao A j em T; era adjacente a v, entdo por construgio e; aponta para

- . . . + + 4 . .
€1~ Assim, o tinico caminho de ¢],; para e} ¢ a aresta e;;. Logo, qualquer caminho da

componente conexa A1 de Tiq \ eiy1 ndo passa pela aresta ey, o que nos permite concluir
que Ai+1 C Ak.

Ja se ej ndo for adjacente a v, deve existir algum caminho de e7 até v. Este caminho, ao
final, chega em alguma aresta ey adjacente a v. Gostariamos que ey fosse colocada em e;,; na
construgdo do Tj,1, pois se isso acontece, entdo o tinico caminho de e;:r1 até a aresta e; passa
por e;,; e ai conseguiriamos concluir que Zi+1 cA j- Suponha, entdo, que e nao é colocada
em e; ; na construgao do Tj41, e sim colocada em el.++1. Isto s6 ocorre se temos que ~A;41 é
subconjunto de A ou de ~Ay. Se ~A;41 C Ay, entdo ek aponta na diregdo de e}, .
componente conexa da ponta ez deve ser a que ndo contém a aresta e;j e portanto Ay C Aj.
Mas dafi teriamos ~A;;1 C Ax C Aj o que contradiz Aj;1 C Aj. Jase —A;y1 C A, entdo
ej aponta na diregdo oposta de ] ;. Mas dai teriamos Ay C ~A;;; C Aj e também teriamos
que e} possui um caminho até e; que ndo passa por k, ou seja, e; € Ay C Aj, contradiggo.

Assim, a



Concluimos que ey realmente é colocada em e;; e assim chegamos a A CA j, finalizando
nossa demonstragao.

Na verdade, resta provar a unicidade: se comegarmos com um S = S(T') para alguma
arvore T, a arvore construida pelo algoritmo anterior é isomorfa a T. A demonstragdo disso
segue facilmente se entendemos como os emaranhados de uma arvore finita recuperam a sua
estrutura, como descrito na proposigao anterior. De fato, suponha que S(T;) = S(T3). Dado
um vértice v € Tj, seu emaranhado 7, ird definir um emaranhado em S(73), que também
devera ser principal, digamos referente ao vértice v’. Mapeie ¢ : v — v’. Como também
todo vértice de T define um emaranhado que pode ser traduzido para um emaranhado de T3,
temos que ¢ é bijetora. Ela ser4 um morfismo de grafos, isto é, v — w & @(v) — @(w), pois
adjacéncia de dois vértices acontece se e somente se seus emaranhados diferem por apenas um
vértice, como descrito na proposigao anterior.

O

A nogao de principalidade é muito dependente do conjunto base V. No isomorfismo que
construimos agora S = S(T'), os emaranhados de S podem estar em bijegdo com os de S(T),
mas ndo necessariamente sdo principais como serdo em S(T'). Isto acontece pois a interse¢do
de todos os seus conjuntos selecionados pode ser vazia.

Exemplo (Buraco negro). Voltando ao exemplo anterior de um emaranhado ndo estendi-
vel. Temos V = {1,2,3,4}, S = {A,B,C,D,-A,-B,-C,-D} onde A = {2,3,4},B =
{1,3,4},C = {1,2,4},D = {1, 2, 3}. Veja que a arvore construido pelo algoritmo anterior é
a estrela com todas as uas arestas apontadas para o vértice central. Temos entdo 5 emaranha-
dos nesta arvore, todos principais em S(T'), mas o relativo ao vértice central ndo é principal
em S. Sua intersegdo de todos os conjuntos escolhidos é vazia (buraco negro).

Exemplo (Visualizagdo). Dado um conjunto arvore S(T), podemos desenhar o V em formato
da arvore T com as separagdes de S(T') explicitadas.

Até agora, estivemos considerando um conjunto S qualquer de subconjuntos de um dado
V. Para aplicarmos esta teoria em grafos, vamos especificar estes conjuntos.

Definigéio (Separagdes finitas e sua 4lgebra). Dado um grafo G, definimos sua 4lgebra de
separagdes finitas como sendo S(G) := {E C E(G) | V(E) NV (=E) é finito}. Um elemento
de S junto com seu complementar é chamado de separagio, e sua ordem é o nimero |V (E) N

V(—E)|. Separagbes de ordem k sao chamadas de k-separagdes, e as coletamos nos conjuntos
Sk(G) :={E C E(G) | [V(E) NV (=E)| = k} para cada k natural.

Chamamos S(G) de uma 4lgebra pois ela, de fato, forma sempre uma algebra de Boole, o
que ndo acontece necessariamente com os S.



Conjuntos arvore de S(G) nos permitem encontrar uma estrutura de 4rvore escondida
dentro do nosso grafo. Na literatura, isto foi originalmente feito através da definigao de de-
composi¢do em arvores. Relembrando:

Definigdo (Decomposigéio em &rvore). Uma decomposigio em arvore de um grafo G é uma
arvore T e uma fungéo f que, dada um ¢t € V(T), te retorna um subgrafo de G, satisfazendo
as condicbes

> U f()=

teV(T)
= set é um vértice no caminho entre t; e f3, entdo f(t1) N f(t2) C f(¢)

Se para cada aresta e € T entre dois vértices t; e to tivermos que f(f1) N f(£2) é finito, dizemos
que a decomposi¢ao tem adesdo finita.

E entdo

Proposigio 5 (Conjuntos 4rvore de separagdes induzem uma decomposigéo em 4rvore). Seja
G grafo conexo. Se existe um conjunto arvore S C S(G) tal que sua arvore correspondente é
T (isto ¢, S = S(T)), entdo existe uma decomposigdo em arvore de G cuja arvore é T.

Demonstragdo: Para cada vértice ¢ de T, podemos definir o emaranhado principal 7; em
S(T), que através do isomorfismo S = S(T) induz um emaranhado 7; em S. Defina f(t) =
N V().
EeS. 7 (E)=1
Como G é conexo, pra qualquer vértice U existe uma aresta e adjacente a v. Esta aresta
define um emaranhado principal T em S, que pelo isomorfismo S = S(T) induz um ema-
ranhado 7 em S(T'). Como todo emaranhado de S(T') é principal, devemos ter 7 = 7; para
algum ¢ € T. Assim, ao construir f(t), a intersegdo é tomada em todos os E € S tal que T vale
1, ou seja, todos conjuntos que contém e. Logo v € V(E) para todos estes, ou seja, U € f(£).

Istomostraque |J f(f)=G
teV(T)

Para a segunda condicdo, suponha que ¢ est4 entre f; e fo. Dado uma aresta e de T,uma
componente conexa deT \e que ndo contenha nem o t; nem o ty ndo pode também conter o
t. Assim,se E € S(T) é tal que 7;(E) = 1 entdo 74, (E) = 1 ou 74, (E) = 1. Essa propriedade
se mantém verdade apés passarmos o isomorfismo e obtermos os 7;, T, Tr,. Assim, como
f(t1) N f(t2) é a intersegdo de todos os V(E) tal que 74, (E) = 1 ou 74, (E) = 1, podemos
concluir que f (1) N f(t2) C f(¢).

Um detalhe: quando f; é adjacente a to, vamos ter a igualdade f(t1) N f(t2) = V(E) N
V(=E), onde E é o conjunto de S referente ao elemento de S(T) da aresta entre t1 e t5 (pre-
guicinha de escrever, mas isto segue do fato de que sempre que um E’ diferente de E é um dos
conjuntos contados na intersegdo f(¢1) N f(t2), entdo teremos E C E ou —E C E’, estamos
aqui s6 trazendo as propriedades de separagdo de uma arvore de volta pro S). Assim, o fato
de S ser composto de separagdes finitas implica que a decomposicdo tem adesdo finita.



O

A reciproca dessa proposi¢do é aproximadamente verdade: toda decomposigdo em arvore
induz naturalmente um conjunto de separagdes que ser4 um conjunto arvore (se ele ndo for
trivial). O final da demonstragdo anterior, e a prépria definigdo de adesdo finita, j& sugere
quem sdo as separagoes: os conjuntos f(¢1) N f(f2) vao ser vértices que, ao retirados, separam
o grafo. Os dois lados da separagdo do grafo vem dos dois lados da separagio da arvore: se
chamarmos de A; e A as duas componentes conexas de T \ e onde e ¢ a aresta entre f; e
f2, entdo a unido de todas as bags f(f) com t € A; e a unido de todas as bags f(f) com
t € Ay sdo separados pelo conjunto f(t1) N f(t2) (isto ndo é muito dificil de provar, segue
diretamente da definigdo de decomposigdo). O fato de separagdes de arvores serem encaixadas
permite entdo provar que estas separagdes em G também sdo encaixadas, obtendo, entdo, um
conjunto arvore. Porém, esta decomposigao pode ser ‘degenerada’ de forma que a arvore desse
conjunto arvore pode ndo ser a mesma que a da decomposigao. O exemplo mais simples disso
é a decomposigio trivial, que escolhe G para qualquer vértice da arvore. Podemos fazer isso
para qualquer arvore, mas o conjunto de separagdes é sempre o trivial (que, formalmente, nem
consideramos como conjunto &rvore em nossa definigdo). Também poderiamos simplesmente
adicionar uma aresta a mais em algum ¢ da arvore da decomposigao, e repetir o f(f) como
o subgrafo do novo vértice adjacente a t. O conjunto de separagGes se mantera, mas a arvore
muda. Acredito que deve haver alguma condigdo natural a se pedir da decomposigdo para
que isto ndo ocorra e assim obtermos uma bijegdo entre conjuntos arvores de separagdes e
decomposicdes em arvore. O Diestel provavelmente ja fez isso aqui [2], mas eu ndo li direito.
A definigdo original de decomposigao em arvores, em [3], pede que os vértices de f(t1) N f(t2)
ndo possuem arestas entre si, mas acho que isso nao é suficiente.

De qualquer forma, seguimos.

Uma ultima defini¢do antes de afirmarmos nosso principal teorema.

Definigio (Exibigdo de emaranhados). Dizemos que um S’ € S € (V) exibe um conjunto
de emaranhados & se para quaisquer dois 7,7" € &, existe um A € S’ tal que 7(A) # 7'(A).

Teorema 1 (Teorema da Arvores de Emaranhados - finito). Seja V' finito. Em qualquer S C
P (V') sub-Boole existe um conjunto arvore N C S que exibe todos os emaranhados de S.

Demonstragdo: Vamos apresentar um algoritmo que constréi o N. Suponha que ja cons-
truimos um conjunto arvore N que diferencia um conjunto O de n — 1 emaranhados de S, e
ainda resta mais emaranhados para diferenciar. Escolha um emaranhado 7 que N nao dife-
rencia. Deve, entio, existir algum outro 7’ € O que concorda com 7 em todos os elementos
de N. Qualquer outro 7”7 € O é diferenciado de 7’ em algum elemento de N por suposigio,
entdo é diferenciado de 7 também. Ou seja, o tinico par que precisamos consertar éo 7 e 7’.
Para isso, adicione a N algum elemento A € S em que 7 e 7’ diferem - que, é claro, existe, pois
7T e 7’ sdo dois emaranhados distintos. Agora N U A diferencia O U {7}, mas pode ndo ser mais
conjunto arvore. Isto pode acontecer caso o A ndo seja encaixado com alguns elementos de



N. Seja B um desses elementos. Vamos resolver esse ndo encaixamento substituindo A ou B
por algum dos conjuntos dentre {ANB, ~ANB, AN-B,~AN-B}, que sdo os conjuntos que
chamamos de cantos de A e B. Cantos funcionam bem pois eles ndo vdo atrapalhar nenhum
encaixamento, como vamos provar ao final. N&o necessariamente todos os cantos vdo estar
em S, mas alguns pelo menos vao estar, pelo fato de S ser sub-Boole, e isso sera suficiente.
Para decidirmos qual substitui¢do vamos fazer, precisamos escolher a que ndo vai nos fazer
perder a diferenciagdo de nenhum emaranhado. Vamos por casos. Primeiramente, suponha
7(B) = 1.

Suponha que AN B € S. Como 7(B) = 1, e A diferencia 7 e 7/, entdo A N B também
diferencia 7 de 7’. Construa N’ substituindo A por ANBem NUA,isto é, N’ =N UA N B.
N’ continua a diferenciar O U {7}.

Suponha que AN B ¢ S. Entdo por S ser sub-Boole, AU B € S. A unido nao é suficiente
para diferenciar 7 e 7’, entdo agora ndo podemos fazer o mesmo truque do caso anterior sem
perder a diferenciagdo de 7. E se substituissemos o B? Possivelmente poderiamos perder a
diferenciagio de algum outro par 7 e 7’ em O. De fato, se existir um par destes, ele sera
tinico, como provaremos ao final em um lema. Entdo precisamos apenas nos preocupar com
este par T e 7’. Se 0 A diferencia este par, entdo podemos simplesmente definir N’ = N\BUA,
que ira continuar a diferenciar O U {7} com um ndo encaixamento a menos. Caso contrario,
A pode valer ou 0 em ambos ou 1 em ambos. Se ele vale 0 em ambos, entdo A U B diferencia T
e 7’. Defina neste caso N’ = N\BUA, A U B. Se ele vale 1 em ambos, vamos ter que procurar
novos cantos. Olhe para o par A, —B. Se a intersecio A N =B € S, entdo ela diferencia 7 e
7/ e podemos definir N = N\ BUA,AN-B. Se AN —B ¢ S, entdo a unido A U -B € S.
Neste caso ndo temos a diferencia¢do do T e 7/, mas temos a diferenciagdo do 7 e do 7/, entdo
podemos voltar a ideia anterior e subtituir o A! Defina dai N’ = N U {A U -~B}.

Comegamos a argumentagio dos dois paragrafos anteriores supondo que 7(B) = 1. Se
este ndo for o caso, troque B por —B na argumentagio inteira.

Finalmente, em qualquer um dos casos, chegamos a um N’ que diferencia O U {7} e que
substitui dentre dois A, B ndo encaixados, um deles por um do seus cantos.

Lema. Tome dois conjuntos A, B ndo encaixados e um C encaixado com A ou com B. Entdo
C esta encaixado com qualquer um dos cantos {A N B,A N —=B,-A N B,-A N -B}.

Com este lema, garantimos que nosso N’ tem exatamente um ndo encaixamento a me-
nos que N. Repita este processo até ndo ter mais ndo encaixamentos, e assim chegara a um
conjunto arvore que diferencia n emaranhados, finalizando nosso passo indutivo.

Resta apenas demonstrar um fato afirmado durante a demonstragao e nao provado: que
existe um tnico par 7 e ' em O diferenciado por B e ndo diferenciado por nenhum outro
elemento de N.

Lema. Seja N um conjunto arvore, B € N e O um conjunto de emaranhados diferenciados
por N. Se existe um par de emaranhados 7 e 7/ em O diferenciado apenas por B e por mais
ninguém, entdo este par é tinico.



O

Este resultado implica na versdo classica de [3] que originou essa teoria abstrata de ema-
ranhados.

Proposigdo 6 (A decomposigio de Seymour-Hoffman). Para qualquer G finito, existe uma
decomposigao em arvore de G que exibe todos os k-emaranhados de G.

Emaranhados de S(G), quando G ¢ infinito, vao ser extremidades ou emaranhados es-
quisitos ndo principais. Existe uma versdo do teorema da arvore de emaranhados que resulta
em uma decomposigdo que exibe esses tangles.

Proposigio 7 (Teorma da Arvores de Emaranhados - infinito). Decomposicdo que exibe ends

Demonstragdo: Descobrir como faz isso? O

Relagdo com tree algebra?
E no caso infinito?
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