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Convencoes

Um grafo consiste em um par G = (V, E), em que V é um conjunto
qualquer (que seré referido como conjunto de vértices) e E é um conjunto
de pares ndo ordenados de elementos de V' (que serdo designados
arestas). Através de desenhos, fazemos as seguintes representagdes:
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Exemplos Classicos

Figura: Um caminho finito corresponde a um conjunto de vértices cujas arestas
os ligam de maneira sequencial.
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Exemplos Classicos

Figura: Um circuito é um caminho finito em que os vértices das extremidades
coincidem.
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Exemplos Classicos

Figura: Uma arvore é um grafo que n3o possui circuitos.
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Exemplos Classicos

Figura: Um grafo completo ou uma clique de x vértices consiste em um grafo
com k vértices e tal que, dados quaisquer dois vértices distintos, existe uma
aresta que os tem como extremidades. Esse grafo é geralmente denotado por K.
Nesse exemplo, representamos uma clique com 6 vértices, isto é, representamos o
grafo Ks.
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finicoes Uteis

Vamos introduzir alguns conceitos importantes de Teoria dos Grafos. Para
isso, seja G = (V, E) um grafo. Ele é dito ser conexo se, dados quaisquer
u,v € V vértices de G, existe um caminho de arestas conectando eles. Os
exemplos vistos até aqui sdo conexos. O exemplo abaixo é desconexo:

A
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Definicoes Uteis

Dizemos que um grafo G = (V, E) é conexo se, dados quaisquer u,v € V
vértices de G, existe um caminho de arestas os conectando. Os exemplos
vistos até aqui sdo conexos. O exemplo abaixo é desconexo:
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Definicoes Uteis

Vamos introduzir alguns conceitos importantes de Teoria dos Grafos. Para
isso, seja G = (V, E) um grafo. Ele é dito ser conexo se, dados quaisquer
u,v € V vértices de G, existe um caminho de arestas conectando eles. Os
exemplos vistos até aqui s3o conexos. O exemplo abaixo é desconexo:

Figura: Como a retirada da aresta vermelha faz com que o novo grafo fique
desconexo, essa aresta é dita ser uma ponte do grafo.
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Definicoes Uteis

Quando um grafo G = (V, E) é conexo, estd bem definida a distancia
entre dois vértices v, u € V, que consiste na menor quantidade de arestas
n tal que existe um caminho de n arestas entre tais vértices. Nesse caso,

denotamos d(u, v) = n. No exemplo a seguir, a distancia entre os vértices
azuis € 4:

Figura: O caminho destacado em azul claro possui quatro arestas e ndo ha um
caminho com trés arestas que que possui os vértices azuis como extremidades.
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Definicoes Uteis

Assim, também em um grafo conexo G = (V, E), é possivel definir o seu
diametro como
d(G) = sup{d(u,v) : u,v € V}

Figura: O didmetro desse grafo é quatro, pois ndo ha dois vértices cuja distancia é
cinco.
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Definicoes Uteis

Dado v um vértice de um grafo G = (V, E), o grau g(v) desse vértice
corresponde ao niimero de arestas que nele incidem. O vértice em
vermelho abaixo, por exemplo, possui grau 5.
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finicoes Uteis

Dado v um vértice de um grafo G = (V, E), o grau g(v) desse vértice
corresponde ao niimero de arestas que nele incidem. O vértice em
vermelho abaixo, por exemplo, possui grau 5.

Ja os vizinhos de um vértice v corresponde aos vértices que possuem uma
aresta com ele. O conjunto de tais vizinhos é denotado por N(v) é
consiste na vizinhanca desse vértice. No nosso exemplo, os vizinhos do

vértice vermelho s3o os pontos em azul.
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Definicoes Uteis

Seja G = (V, E) um grafo que contém um circuito, isto é, tal que existe
um subconjunto de vértices S C V e um subconjunto de arestas A C E tal
que (S, A) é um circuito. O grafo abaixo possui um circuito:

S

<*

Figura: O grafo da figura contém um circuito, destacado em azul.
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Definicoes Uteis
Seja G = (V/, E) um grafo que contém um circuito, isto &, tal que existe
um subconjunto de vértices S C V e um subconjunto de arestas A C E tal

que (S, A) é um circuito. Uma corda desse circuito consiste em uma
aresta e € E \ A que possui dois vértices de S como extremidades.

~
./.

I

Figura: As arestas em vermelho sdo cordas do circuito em azul.
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Definicoes Uteis

Um grafo G = (V/, E) é dito ser cordal se todos os circuitos que ele
contém admitem cordas. O grafo a seguir, por exemplo, ndo é cordal.

~
-

o/.

Figura: O circuito destacado em azul n3o possui cordas.
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finicoes Uteis

Adicionando algumas arestas, podemos tornar grafos nao cordais em
grafos cordais, que também s3o conhecidos como grafos triangulados.

/

/

V

Figura: As arestas em vermelho sdo cordas de certos circuitos.
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O Jogo de Cops and Robber




O jogo e seus personagens:

O jogo Cops and Robber é jogado sobre um grafo G = (V/, E) que n3o
admite multiplas arestas e nem loops. As rodadas ocorrem com dois
jogadores se alternando, um deles controlando um conjunto C de Cops e
outro controlando um Robber R. Inicialmente, os Cops escolhem vértices
do grafo para se posicionarem e o Robber escolhe um vértice em seguida

para se posicionar. Em cada rodada, os seguintes movimentos podem ser
realizados:

@ Se for a rodada do jogador que controla os Cops jogar, ele pode
escolher quantos cops quiser e mové-los para vértices adjacentes.
Pode, inclusive, ndo mover nenhum Cop, “pulando sua rodada”.

@ Se for a rodada do jogador que controla o Robber jogar, ele pode
mové-lo (ou n3o) para um vértice vizinho ao que se encontra.
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Critério de Vitéria

Dizemos que os Cops ganham o jogo se eles conseguem capturar o
Robber, isto é, se em alguma rodada dos Cops algum Cop é vizinho ao
Robber e pode se mover para o vértice em que ele se encontra. Se isso
nunca ocorrer, declaramos a vitéria para o Robber.

Observe que, se os Cops forem suficientemente numerosos, eles capturam
o Robber de uma maneira bem facil: basta posiciona-los em todos os
vértices do grafo, se possivel. Assim, dado G um grafo, procuraremos pela
menor quantidade de Cops necessaria para que eles ganhem o jogo de
Cops And Robber em G. Essa quantidade serd designada cop-number de
G é representada por c(G).
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Exemplos Basicos

Figura: Caminho finito. O Cop é representado pelo vértice azul e o Robber é
representado pelo vértice vermelho.
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Exemplos Basicos

Se G é um caminho com uma quantidade infinita enumeravel de vértices,
entdo c(P) = No.

\

/ L ) ‘ \
// W X / \ / \\
/ N

Figura: Caminho infinito enumeravel. Os Cops sdo representados pelos vértices
azuis e o Robber é representado pelo vértice vermelho.
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Exemplos Basicos

Se G é um circuito com 4 vértices ou mais, entdo c(G) > 1.2

?Circuitos costumam ajudar o Robber.
/0\
.\ /.
[}

Figura: Um circuito com 5 vértices. O Cop é representado pelo vértice azul e o
Robber é representado pelo vértice vermelho.
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Pergunta Interessante

Apos essa discussao, tentaremos encontrar algumas hipéteses necesséarias
para que um grafo G = (V, E) seja cop-win, isto ¢, tal que ¢(G) = 1. No
seminario passado, vimos que é possivel caracterizar esses grafos na
situacdo em que ha apenas finitos vértices:

Proposi¢do: ([1])

Seja G = (V, E) um grafo com uma quantidade finita de vértices. Ent3o,
G é cop-win se, e somente se, G é desmanchavel.

Corolario:

Todo grafo cordal G = (V, E) com finitos vértices é cop-win.

Rascunho da Prova: Por indu¢do sobre a quantidade de arestas do grafo
cordal G, verifica-se que ele possui um vértice cuja vizinhanc¢a induz uma
clique. Esse vértice é uma esquina do grafo, podendo ser retraido e

permitindo-nos obter um outro grafo cordal. Ou seja, grafos cordais sdo

desmanchaveis e, portanto, cop-wins.
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Como sdo os grafos cop-win com infinitos vértices?

Inicialmente, a definicdo de grafos desmanchéaveis foi feita apenas
considerando grafos com finitos vértices. Mesmo se relaxarmos a definicdo
de desmanchabilidade de grafos ao permitirmos infinitas retracdes de
vértices, a caracterizacdo apresentada anteriormente é falha.

Figura: Um caminho infinito é um grafo “desmanchavel”, mas ndo é cop-win. Na
verdade, esse é até um grafo cordal...
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Como sdo os grafos cop-win com infinitos vértices?

Ent3do, grafos cordais ndo garantem a vitéria para um Gnico Cop, embora o
Robber tenha dificuldade em “contornar” o policial. Contudo, o exemplo
apresentado que verifica esse fato favorece muito o ladrdo por permitir que
ele sempre se mantenha muito longe do Cop, uma vez que o didmetro de
um caminho infinito é Ng. Agora, a pergunta que tentaremos responder
coloca uma limitagdo na distancia em que os jogadores podem se manter:

Pergunta
Todo grafo cordal com diametro finito é cop-win?
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Em busca da resposta

Considere o conjunto de letras, designado alfabeto, dado por B = {1, 2}.
Uma palavra consiste em uma sequéncia finita aja»as ... a,, em que
neNeaj € Bparatodol <i<n. Onlmero né dito ser o
comprimento dessa palavra. Por exemplo, 21112121 e 12112 s3o
palavras. O conjunto de todas as palavras desse alfabeto serd designado
por P. Definimos a arvore binaria como o grafo G* que possui

V* =P U{r} como conjunto (note que esse é um conjunto enumeravel)
de vértices e as seguintes arestas:

@ Ha uma aresta entre r e 1 e uma aresta entre r e 2.

e Uma palavra p = ajapas...a, (com a; € B paratodo 1 <j<n)é
vizinha das palavras pl = ajapas...a,l e pl = ajapas...a,2
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esboco da arv

111 112 124 122 atd a1a PR 283

Figura: Alguns vértices da arvore binaria.
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Para cada palavra p € P, considere o grafo completo K, (designado
bloco) cujo conjunto de vértices é V* x V*. No decorrer da apresentagdo,
esse grafo serd ilustrado como abaixo:

Figura: Os lados desse quadrado consistem em cépias de V*.
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Para cada palavra p € V* =P U {r}, considere o grafo completo K,
(designado bloco) cujo conjunto de vértices é V, = V* x V*. No decorrer
da apresentac3o, esse grafo serd ilustrado como abaixo:

"
R

Figura: Um vértice de K, é da forma (p1, p2), em que p1,po € PU{r}.
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Para cada palavra p € IP, considere o grafo completo K}, cujo conjunto de
vértices é V* x V*. No decorrer da apresentacdo, esse grafo serd ilustrado
como abaixo:

Figura: Uma vez que K, é um grafo completo, quaisquer dois vértices sdo
extremidades de alguma aresta.
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Finalmente, considere o grafo G = (V/, E) definido como a seguir:

@ Os vértices de G consistem em varias cépias de blocos V* x V*.
Mais especificamente, V = U Vp.
pePU{r}
@ Todos os vértices de um bloco V), sdo adjacentes entre si, isto €, o
subgrafo induzido de G a V, é K.

@ Regra 1: Um vértice do bloco V), é adjacente a todos os vértices do
bloco Vp1 e a todos os vértices do bloco V).

@ Regra 2: Dado x = (p1, p2) € V), sejam
ai,a»,...,an, b1,bo, ... by, € B tais que py = ajaraz...ap e
p2 = bibybs ... b, Entdo, x é adjacente a todos vértices do bloco
Vp1r, € Vpos; paratodo 1 </ < netodol<;j<m, em que
ri=aiaas...ajes; = bibybs...b.
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llustracao do conjunto de vértices

Figura: O grafo G possui varias copias de um bloco V* x V*, em uma disposicio
como na arvore binéaria.
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llustracao da Regra 1

L1 O O O
\D/ \D/
N~

Figura: Uma aresta em vermelho entre dois blocos indica que todos os vértices de
um bloco s3o adjacentes a todos os vértices do outro.
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llustracao da Regra 2

Veix D\D\ Yoy O
P4
s g
o o’
N ’

Figura: Dado (x,y) € V,, devemos encontrar as palavras plx e p2y na éarvore
binaria, bem como os caminhos entre essas palavras e p.
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llustracao da Regra 2

Vesy Y

Figura: Para cada bloco que (x,y) é conectado por meio de uma aresta laranja
indicamos que o vértice (x,y) é adjacente a todos os vértices desse bloco.
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Um retrato final do grafo

~
}l
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Observacoes Importantes

@ Uma vez que a adjacéncia entre vértices de blocos diferentes ocorre
com respeito as Regras 1 e 2, concluimos que dois vértices de blocos
Vp e V4 (em que p e g sdo palavras de mesmo comprimento) sdo
adjacentes se, e somente se, p = g.

Figura: As linhas verdes indicam os “estratos” do grafo em que ha blocos cujas
respectivas palavras possuem mesmo comprimento. Note que ndo ha arestas
entre vértices de tais blocos.
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servacoes Importantes

o Fixada uma palavra p € P, considere C o caminho da arvore binéria
entre r e p. Entdo, um vértice x € V,, possui como vizinhos em
“estratos” inferiores ao comprimento de p apenas alguns vértices de

U Vve.

ceC

Figura: As linhas em tons claros de roxo indicam os vértices de “estratos”

inferiores ao de V,, que sdo adjacentes ao ponto destacado.
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Afirmacgao

O grafo G assim definido é cordal.

Para mostrarmos isso, considere um circuito de n arestas
Ch=xpx1...Xp—1,emque n >4 Paracada0<i<n-—1, sejap;a
palavra tal que x; € V), e, sem perda de generalidade, suponha que pp
possui comprimento minimal. Se os vértices de C, estdo contidos em V),
entdo C, admite uma corda (na verdade, admite vérias).

Figura: Uma vez que o subgrafo induzido a Vj, é completo, o circuito possuira
cordas se seus vértices estiverem contidos em V.
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Considere agora o caso em que isso ndo ocorre e seja
k=min{0 </i<n—1:p; tem comprimento maximal}

Entdo, kK > 1 (por uma observacdo anterior) e xx_1 ¢ V),,. Mostraremos
que existe uma aresta entre xx_1 € Xx+1, configurando uma corda.

Figura: Como os vértices xx_1 € xx sdo adjacentes (por comporem um circuito),
concluimos que a palavra px_1 se encontra no caminho entre px e r na arvore
binéria.
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H4 os seguintes quatro casos:

X
Ky~ 3

CAso

Figura: Se px,1 possui 0 mesmo comprimento de py, entdo x,1 € V,,. Uma vez
+ + Pk

que existe uma aresta entre xx_1 € Xk, a Regra 1 ou a Regra 2 nos garante que

Xk—1 é adjacente a todos os vértices do bloco V,,. Em particular, existe uma

aresta entre xx_1 € Xk41-
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H4 os seguintes quatro casos:

Figura: Se pxy1 possui o mesmo comprimento de py, entdo xxy1 € Vp, ,. Como

os vértices de V), , configuram um bloco, existe uma aresta entre xx_1 e Xxy1.
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Ha os seguintes quatro casos:

Figura: Se pi41 possui comprimento menor que o de px e maior que o de py 1,
entdo, pela Regra 1 ou pela Regra 2, x,_1 é adjacente a todos os vértices do

bloco Vj,,,. Em particular, existe uma aresta entre x;_1 € Xx41.
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H4 os seguintes quatro casos:

Figura: Se pxy1 possui comprimento menor que o de p,_1, entdo, pela Regra 1
ou pela Regra 2, xx41 é adjacente a todos os vértices do bloco V,,, ;. Em
particular, existe uma aresta entre xxy1 € Xk—1.
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Afirmacao

O grafo G assim definido possui didmetro finito. Na verdade, seu didmetro
é 2.

Sejam u e v vértices distintos de G, existindo p; e p» palavras tais que
u€ Vp ev e V. Mostraremos que d(u,v) < 2. Se p; = pp, entdo
d(u,v) =1, pois os vértices V, = V), configuram blocos. Se ndo,
escrevendo p; = a1a2az...a, e pp = bibobs... by, em que a;, b; € {1,2}
paratodo 1 <ji<nel<j<m, existe

k =min{l < i< min{n,m} : a; # b;}

Com isso, defina p = ajapaz...ax—1 (se k =1, considere p = r). Entdo,
alguns casos devem ser considerados:
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Figura: Se p = p,, o vértice v é adjacente a um vértice do bloco V,, = V, que é
vizinho de todos os vértices de V,, (em particular, é vizinho de u) por meio da

Regra 1 ou da Regra 2. Com isso, d(p1, p2) < 2. O caso em que p = p; é
analogo.
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Figura: Se p # p1 e p # po, existe um vértice do bloco V,, que é adjacente a
todos os vértices de V), e a todos os vértices de V,,, verificando que d(u, v) < 2.
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Afirmacao

O grafo G assim definido é tal que ¢(G) > 1.

Por um momento, suponha que um tnico Cop admite estratégia vencedora
e, sem perda de generalidade, assuma que essa estratégia permita que esse
jogador inicie o jogo em algum vértice de V,.
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Figura: Suponha que o Cop (em azul) inicial seu jogo em algum vértice do bloco
V; e que o Robber (em amarelo) se posicione em um vértice com distancia 2 do

primeiro jogador. Note que, na préxima rodada, o Cop n3o pode se deslocar para
algum vértice do mesmo bloco em que o Robber se encontra.
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Figura: Suponha que o Cop se desloque para algum vértice adjacente ao vértice
em que o Robber se encontra. Pela Regra 1, existe um bloco cujos vértices sao
adjacentes ao vértice que o Robber se encontra, mas que n3o s3o adjacentes ao

vértice que o Cop se encontra.
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Figura: Suponha que o Cop se desloque para algum vértice adjacente ao vértice
em que o Robber se encontra. Pela Regra 1, existe um bloco cujos vértices sao
adjacentes ao vértice que o Robber se encontra, mas que n3o s3o adjacentes ao

vértice que o Cop se encontra.
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Mostramos que existe um grafo G com uma quantidade enumeravel de
vértices com as seguintes propriedades:

@ G é cordal.
@ G possui didmetro 2.
@ Um dnico Cop n3o possui estratégia vencedora nesse grafo.

Na verdade, é possivel utilizar esse exemplo para construir um grafo com
uma quantidade qualquer de vértices com essas propriedades.
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