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Introducao

O problema original é bem conhecido, ele consiste em achar a menor
quantidade de cores para colorir todos os pontos do plano tais que
quaisquer dois pontos que distam 1 entre si ndo possuam a mesma cor.
Esse problema ainda estd em aberto e sabemos apenas que o niimero de
cores estd entre 4 e 7.

Nesse contexto, ao tentar transpor o problema para a reta, obtemos um
resultado razoavelmente simples e satisfatério, a quantidade de cores para
que dois pontos quaisquer que distem 1 entre si ndo possuam a mesma cor
é 2. Mas quantas cores s3o necessarias para evitar cobrir, com a mesma
cor, pontos cuja distdncia estd em um conjunto D?
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finicoes

Chamaremos de Coloracdo Propria uma coloracido de vértices tal que
quaisquer dois pontos adjacentes n3o possuem a mesma cor.

W
Definicao
Chamaremos de Nimero Cromdtico o menor nimero de cores necessarias
para termos uma coloracdo prépria do grafo.

Definicao

Para um conjunto de valores positivos D, definimos G(R, D) como o grafo
cujos vértices sdo os pontos da reta, dizemos que x, y € R sdo adjacentes
se [x —y| e D.
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Intervalos fechados como conjunto distancia

Vamos considerar D = [1,4], 6 > 1. Denotaremos R(d) como G(R, D) e
X(0) seu ndmero cromético

Sel <4 <n, entdo x(d) <n+1 paraneN

Demonstracio
Considere uma colora¢do com as cores 0,1, ..., n de forma que, para cada
x € R, temos | x| =i (mod n+ 1).
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Suponha que n3o seja uma coloragdo prépria de R(J), entdo existem
x,y € Rtaisque [x —y| €[1,0] C[1,n] e |[x] =i (mod n+1), |y] =i
(mod n+ 1), para o mesmo i € {1,...,n}. Note que, dessa forma

|x —y| <1 e, portanto, [x — y| ¢ [1,6]. Logo, essa é uma coloragdo
propria para R(d) e assim, x(d) < n+ 1.
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Teorema

Sel<den—1<d<n, entdo x(0)=n+1, paraneN

Demonstracdo

Vamos demonstrar por indu¢do. Paraocaso n=1, temos 6 =1 e ja
sabemos que R(1) precisa de pelo menos 2 cores, pelo Lema anterior,
temos x(9) = 2.

Suponhaque n>2en—1< 4§ < n, considere uma coloracio prépria de
R(6). Seja e > 0 tal que e < § — (n— 1), podemos escolher x,y € R tais
que 0 < y — x < € de forma que x e y possuam cores distintas. Defina
vi=i+1 paraie{l,...,n—1}. Notequevi—y=i<n—1<9, entdo
vi—x<vi—y+e=i+ecomoit+e<n—1+§—(n—1)=94, temos
vi—x <6, para i € {1,...,n — 1}. Dessa forma, com excegdo de x e y,
como a distancia entre quaisquer dois pontos do conjunto
{x,¥,v1,...,va_1} é pelo menos 1 e menor que § todos os pares do
conjunto s3o adjacentes e devem ter cores distintas na coloracdo prépria.
Logo, x(6) > n+ 1 e ja sabemos que x(0) < n+ 1, entdo x(d) = n+ 1.
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Subgrafos cromaticos

Vamos estudar que subgrafos de R(4) s&o responsaveis pelo seu ndmero
cromético.

Definicao

Um subgrafo cromatico é o menor subgrafo de um grafo G que possui o
mesmo ndmero cromdtico de G.

Definicao

Chamamos de grafo completo, o grafo cujos vértices s3o adjacentes a
qualquer outro vértice do grafo. Vamos denominar tais grafos por K,
onde n € N é a quantidade de vértices.
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Figura: Grafo completo Ks
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Teorema

Se n <6 < n+1, entdo o maior grafo completo de R(4) é Kpy1.

Demonstracdo

Como & > n, os vértices 0,1, ..., n induzem o grafo completo Kj,;1. Por
outro lado, suponha que R(4) contenha o grafo completo K, m € N.
Considere os vértices v > vp > ... > V,,, como v; — vj41 € [1,0] para
i€{l,..,m—1}, entdo
m—1<(vi—w)+(wv—v3)+..+(Vm-1—Vm) =v1 — Vi < 4.
Portanto, se R(4) contém K, é necessario que m — 1 < §, como

0 < n+1, ou seja, para qualquer m > n+ 1, R() ndo pode conter K.
Logo, Knt+1 é o maior grafo completo de R(4).

Corolario

Se § = n, entdo o grafo completo K, 11 € o menor subgrafo cromatico de

R(5).
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Definicao

Chamamos de ciclo um grafo que estd conectado numa rede fechada.
Denotamos tal grafo por C,, para n € N.

Figura: Ciclo Gg
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Teorema

O menor ciclo impar em R(§) é C3, quando 6 > 2. O menor ciclo impar é

CGopt1,quando 1+ — <6 <1+ 1 para n > 2.
n n

Demonstragcio

Ja sabemos pelo teorema anterior que, se d > 2, C3 é um subgrafo de
R(d). Suponha que R(d) contém um ciclo impar Cypt1 = vovi...vapwpo €
note que (vo — v1) + (vi — v2) + ... + (van—1 — van) + (van — vo) = 0, entdo
a soma das distancias entre os pontos do ciclo é zero. Como o ciclo é
simétrico, podemos assumir, sem perda de generalidade, que pelo menos
n+ 1 dessas distancias sao positivas. E claro que, a soma dessas distancias
que assumem valores positivos é maior ou igual que n+ 1, enquanto a
soma das distancias que assumem valores negativos, em valor absoluto, é

no maximo nd. Portanto, n+1 < nd e assim, § > 1+ —
n
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Agora, defina para n > 2

e uj =i(6—1), quando i € {0,...,n — 1}

@ ui=2,quando i =n

e w; =u;— 1, quando i € {0,...,n}
Portanto, temos u; — w; = 1, u; e w; sdo adjacentes em R(0).
Analogamente, ug e w, sdo adjacentes, ja que up — w, = 1. Também
podemos escrever uj — wj—1 = i(60 — 1) = [(i—1)(d —1) = 1] =,
indicando que u; e w;_; sao adjacentes. Note que, supondo que u, e up_1
sdo adjacentes, temos um ciclo com 2n + 1 vértices e podemos escrevé-lo
como Copt1 = UgWQUI WY ...Up—1Wn_1UpWhUp.
A condi¢do necessaria para que u, e u,—1 sejam adjacentes é
up — up—1 € [1,6], ou seja,

1§u,,—u,,_1:2—(n—1)(5—1)§6 — 5§1+ﬁ

1 1
Logo, 1+ -<d <1+ )
n n—1
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Corolario

Para qualquer n € N, o ciclo impar Cy,+1 € o subgrafo cromatico de
menor ordem quando d = 2, para n = 1, ou quando

1 1
1+ —-<6<1+—— paran>2.
n n—1
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Definicao

Sejam m, n € N, definimos G(m, n) como o grafo que contém m + 1
vértices distintos ug, u1, ..., Un € m subgrafos distintos Hy, Ha, ..., Hy,, cada
um, cépia de K, tal que up é adjacente a up, €, ainda, cada vértice de H; é
adjacente a u;_1 e uj, para i € {1,...,m}.

u

Uy M )

Figura: O grafo G(2,2)
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Grafos Cor-critico de R(9)

Definicao
Chamaremos um grafo de Cor-critico se seu tnico subgrafo cromatico é ele
mesmo.

Para quaisquer m,n € N, o grafo G(m, n) é cor-critico, com ndmero
cromatico n + 2

Demonstracdo

Suponha que exista uma colorag¢do prépria para G(m, n) com n+ 1 cores.
Suponha, sem perda de generalidade, que o vértice ug tem cor 0, e os
vértices hy, hy, ..., h, de Hy tem as cores 1,2, ..., n, respectivamente. Por
definicdo, o vértice u; é adjacente a todos os vértices de Hy, entdo
precisa ter cor 0.
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Repetindo o argumento, sabemos que u,, tem cor 0, contradizendo a
nossa hipdtese de que tinhdmos uma coloragdo prépria. Portanto, uma
coloragdo prépria de G(m, n) exige pelo menos n+ 2 cores. Para ver que
n+ 2 cores é suficiente, note que podemos colorir o conjunto H;uju;_1,
i€{1,2,...,n} com n+ 2 cores, agora basta cobrir esses conjuntos para
todo i. Dessa forma, obtemos uma coloragdo prépria para G(m, n) com
n+ 2 cores. Logo, o nimero cromatico de G(m, n) é n+ 2.

Para finalizar, note que se retirarmos qualquer aresta de G(m, n), entdo o
nimero de cores necessarias para colorir o grafo propriamente cai para
n+ 1. Assim, G(m, n) é cor-critico.
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Teorema

1
Semn>2en+—<d<n+
m
cromatico de R(0).

, entdo G(m, n) é um subgrafo
m—1

Demonstracdo
Vamos mostrar o caso n = 2. A hipétese em ¢ implica que § > 2, defina
¢ :;21(62)’ e vi=u;—1, para @ w; = u; — 2, para
i€ {0,...m—1} ie{l,..,m—1} ie{l,..m—-1}
. @ v; =2, para @ w; =3, para
e ui=1, para . .
. I =m | =m

i=m
Esses vértices sdo todos distintos, dado que up—1 < Up € vp—1 < Ug, iSSO

1
nosdd (m—1)(0—2)<1 = §<3+ 7 ue é garantido ja que,
m_
1

por hipétese, 6 <2+ ———.
m-—1
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Note que v; e w; sdo adjacentes, pois v; — w; = 1. Esses pares induzem o
grafo completo H;, uma cépia de Ky, para todo i € {1,..., m}. Note
também que u;j — v; =1 e u; — w; = 2, entdo u; é adjacente a v; e w;, ou
seja u; é adjacente a H;, para i € {1,...,m}. Também u,, — up = 1, entdo
Um € ug sao adjacentes. Como uj_1 —vi=0—1leuj_1—w; =06 — 2,
temos u;_1 adjacente a H;, para i€ {1,...m—1}.

Finalmente, os vértices que definimos pertencem ao grafo G(m,2), dado
que um—1 seja adjacente a Hy,, para que essa condicdo seja satisfeita é
necessario que

1<Vm—Um1=2—-(m—-1)(6-2) e 6 > Wp—Um_1=3—(m—1)(6—-2)

1
1e5>2

Assim, como (m — 1)(6 —2) < 1, é necessério que § < 2 +

m
e ja sabemos que essas duas condi¢cdes sdo validas. Podemos ver que

2 < § < 3, entdo o nimero cromatico de R(d) é 4 e, pelo lema, G(m,2) é
subgrafo cromatico de R(4).
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Corolario

Para qualquer 6 > 1, existem m, n € N tais que G(m, n) é um subgrafo
cromdtico de R(9).

Demonstracdo

Basta notar que se § = n, entdo para m =1, G(1,n) é o grafo completo
Kpi2. Caso 1 < § <2, paran=1, G(m,1) é o ciclo impar Cyp41 € 0
resultado segue. Os demais casos seguem do dltimo teorema.
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Intervalos abertos como conjunto distancia

Vamos considerar D = (1,6), 6 > 1. Denotaremos Rq(d) como G(R, D) e
Xo(9) seu nimero cromético.

Se 0 =1, entdo D = (), entdo Rp(1) ndo possui arestas e xo(1) = 1.

Teorema
Sel<den—1<d<n,entdo xo(6) =n+1, paraneN

Demonstracdo

Como Rg(6) é subgrafo préprio de R(6), temos xo(d) < x(6) = n+ 1.
Resta mostrar que xo(d) > n+ 1.

Considere n —1 < §' < 4, ja sabemos que existem r,s € N tais que

/ 5
G(r,s) é subgrafo cromatico de R(0' ). Sejac € Rtalque 1 < ¢ < 5
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Agora, multiplicamos todos os vértices de G(r,s) por ¢, dessa forma, o
novo grafo mantém sua forma e cada aresta tem tamanho entre c e ¢d'.
Portanto, o tamanho de suas arestas estd estritamente entre 1 e §, ou
seja, G(r,s) aumentado pelo fator ¢ é subgrafo de Ro(d) e assim,

xo0(8) > x(0') = n+1.

Seja d € R+ tal que o grafo finito G é subgrafo de R(d), quando ¢ > d.
Se § > d, entdo G é subgrafo de Ro(9).

Demonstracdo
Para qualquer § > d, escolha d < §' < §. Assim, R(J') contém o subgrafo
finito G. Agora, seguindo os mesmos passos na demonstracdo do teorema

passado, basta trocarmos G(r,s) por G, dessa forma, G serd um subgrafo
de R0(5)

Thales Sarinho (ICMC - USP) Colorindo a Reta Real Julho 2020 21/25



Teorema

Seja d € R+ tal que R(5) contém um subgrafo isomorfo ao grafo finito
G, quando ¢ > d, mas ndo quando § < d. Entdo Ry(d) tem um subgrafo
isomorfo a G se, e somente se, § > d.

Demonstracdo

Se § > d, pelo lema anterior temos o resultado.

Reciprocamente, suponha que Rg(d) contenha um subgrafo isomorfo a G.
Seja 0’ a maior distancia que uma aresta de G assume, claramente §' < §.
No entanto, note que esse subgrafo estd contido em R(4'), entdo & > d.

Portanto, § > d.
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Corolario

Se 0 > 1, nenhum grafo completo é subgrafo cromatico de Rq(9).

Demonstracdo

Ja sabemos que K11 é um subgrafo completo de R(4) quando 6 > n, o
dltimo teorema garante que Ky, 11 é subgrafo de Ro(d) quando § > n.
Logo, como xo(d) > n+ 1 quando ¢ > n, temos o que queriamos.
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Teorema

1
Sem22,n21en—|—E<5§n—|— 1,entéoG(m,n)éumsubgrafo

cromdtico de Rq(0).

Corolario

Seja § > 1, entdo existem m, n € N tais que G(m, n) é um subgrafo
cromatico de Ry(J).
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