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Vetores

Objetivo

Apresentar uma definicao formal de vetor e propriedades pertinentes. Aula 1

V1 Introducao

V1.1 Geometria Euclideana

Euclides de Alexandria (~ 330 a.c.):

- reconhecido como o primeiro a tentar abordar de uma maneira sistematica o estudo da Geometria
Plana: escreveu o livro “Elementos”;

- assumiu 5 postulados (axiomas) que nao sdo completos.

David Hilbert (1862-1943, Hilbert’s foundations of geometry):
- apresentou novo conjunto de axiomas para a geometria e organizou em cinco grupos:
I. Axiomas de incidéncia (1-7)
II. Axiomas de ordem (1-5)
ITI. Axioma das paralelas (de Euclides)
IV. Axiomas de congruéncia (1-6)
V. Axioma de Continuidade (de Archimedes)

COMO DEFINIR “PONTO”, “RETA” OU “PLANO”?

A geometria é baseada em:

Conceitos primitivos (ou termos indefinidos): ponto, reta, plano, pertence a, entre, congru-
ente.

Axiomas: um conjunto simples, completo e independente de postulados.

Termos definidos e afirmacoes com demonstragoes: definicdo, lema, proposicao, teorema,
corolério.

V6



Ana Peron GA-V 21 de junho de 2024

Exemplo V1.1.
Axioma I1. Dados dois pontos distintos, existe uma tinica reta que os contém.

/

Proposicao. Duas retas distintas se intersectam em no mdaximo um ponto.

Exemplo V1.2 (Modelos de planos e retas). O conjunto 7 com as retas L satisfazem o
Axioma 1:

1. m={A,B,C,D} e L ={AB,AC,AD,BC,BD,CD}.

2. t={A,B,C,D,E,F,G} e L={AFB,BDC,CEA,AGD, BGE,CGF,DEF}.

B B
. L]
B B
D. o F D F D
. . . e
A C A 1
¢ A E C B C
™ L 0 I
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Dizemos que um conjunto de pontos é colinear (ou os pontos sao colineares) se existe
uma reta que contém o conjunto.

Q

R

Figura 1: A, B, C sao colineares, P, (), R sao nao colineares

Exemplo V1.3.
Axioma I4. Dados trés pontos nao colineares, existe um unico plano que os contém.

Axioma I5. Se dois pontos distintos pertencem a um plano 7, entdao a tunica reta que os
contém pertence a 7.

——

B 4

Axioma I7. Em toda reta existem pelo menos dois pontos distintos, e em todo plano existem
pelo menos duas retas distintas. Existem pelo menos dois planos distintos no espaco.

Q _

\

Proposicao. Sejam | uma reta e P um ponto que ndo pertence al (P ¢ 1). Entao existe um
unico plano que contém P e l.
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Dizemos que um conjunto de retas é coplanar (ou as retas sao coplanares) se existe um
plano que contém o conjunto.

<~

T2

T e s nao sao coplanares: estao em planos diferentes

Exemplo V1.4. (Postulado 5 de Euclides')
Axioma das paralelas. Seja [ uma reta, P um ponto com P ¢ [ e m o tinico plano que os
contém. Existe uma tnica reta em 7w que contém P e que é paralela a reta [.

Proposicao. Sejam [y, 15,13 trés retas coplanares. Se ly € paralela a ly e el € paralela a s,
entao e ly € paralela a l3.

Nota: Se o Axioma das paralelas é removido, constrdi-se outras Geometrias (nao Euclide-
ana), por exemplo®:

— GEOMETRIA ESFERICA (onde nao existem “retas” paralelas),
— GEOMETRIA HIPERBOLICA (onde “retas” paralelas se interceptam).

I'Matemaéticos tentaram mostrar que este axioma podia ser deduzido a partir dos outros axiomas.
2Bolyai e Lobachevsky

V9



Ana Peron GA-V 21 de junho de 2024

Exemplo V1.5.

Axioma da continuidade®. Sejam A e B dois pontos distintos e [ a tinica reta que os contém.
Existe uma régua sobre [ tal que A corresponde ao nimero real 0 e B ao nimero 1.

Podemos identificar a reta (infinita) [ com o conjunto dos nimeros reais R:

1
l

«—>

L
!
C

s
Bles -2

B ¢

Figura 2: C é definido como o ponto médio de AB. [ ~ R.

Podemos identificar o plano Euclideano G com R? = {(x,y) : z,y € R}.

Figura 3: O ponto P est4 unicamente determinado pelo par (z,y): G ~ R?

Dizemos que quatro pontos A, B, C, D formam um paralelogramo ABDC se as retas AB
e C'D sao paralelas e as retas BD e AC' sao paralelas.

B

3Hilbert mostrou que pode-se construir a Geometria Euclideana sem usar esse axioma. Mas pode-se mostrar
que usando os numeros reais obtém-se a mesma geometria

V10
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V1.2 Geometria Analitica

Podemos usar as operacoes algébricas dos numeros reais para fazer calculos sobre objetos
geométricos.

Por exemplo, uma reta podera ser representada por uma equacao algébrica: o conjunto dos
pontos P = (x,y) que sastisfazem uma rela¢ao do tipo

y=ar+0b, a,belR.

A Geometria Analitica é o estudo de “objetos”:

retas, planos, curvas, superficies,

ou no plano ou no espago Euclideano usando a algebra.

Neste curso vamos estudar:

1. Vetores
2. Retas e planos
3. Conicas

4. Superficies quadricas

V11



Ana Peron GA-V 21 de junho de 2024

Aula 2

V2 Vetores

O conjunto dos pontos no plano serd denotado por £2.

O conjunto dos pontos no espaco sera denotado por E°.
Sejam A, B,C e D pontos distintos em E™ (n =2 ou n = 3).

Um segmento orientado da reta [ serd representado por AB, onde A, B € [, A é a origem
e B a extremidade. A reta [ é chamada de reta suporte.

Ili .

O comprimento de um segmento orientado AB ¢ a distancia d(A, B) entre os pontos A e
B.

Os segmentos AB e C'D tém mesma direcao se suas retas suportes sao paralelas (coplanares sem inters
ou coincidentes (A, B,C, D sao colineares).

V12



Ana Peron GA-V 21 de junho de 2024

Se AB e C'D tém a mesma direcdo e:

e as retas suportes de AB e CD sado paralelas, dizemos que AB e CD tém mesmo
sentido se os segmentos AC' e BD nao se interceptam. Caso contrario os segmentos tém
sentidos opostos.

=
.....
Ll .

mesma direcao e sentido _ . .
mesma direcao, sentido oposto

e as retas suportes de AB e C'D sao coincidentes, entdo considere uma reta r paralela a
reta que contém A, B,C, D, e tome A’, B’ pontos distintos em r tais que AB e A’B’ tém
mesmo sentido. Dizemos que AB e C'D tém mesmo sentido se C'D e A’B’ tém mesmo
sentido.

L . mesma direcao, sentido oposto
mesma direcao e sentido

V13
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No conjunto dos segmentos orientados, defina a relacao de equivaléncia®:

dois segmentos orientados AB e CD sio equivalentes (ou equipolentes), usualmente de-
notado por AB~ CD se:

e AB e CD tém o mesmo comprimento
e AB e C'D tém mesma direcao
e AB e CD tém mesmo sentido

e ou ambos sao segmentos nulos, isto é, A =B e C = D.

Definicao V2.1. Um vetor ¢ é uma classe de equivaléncia de segmentos orientados, ou seja,
um conjunto de segmentos orientados que sao equivalentes a um dado segmento orientado.

Dado segmento orientado AB, a classe de equivaléncia de AB, ou seja, o conjunto de todos os
segmentos orientados equivalentes a AB é um vetor ¥, usualmente denotado por AB.

AB é um representante da classe de equivaléncia; A§ é um representante do vetor U
Dois vetores sao iguais se possuem representantes equivalentes.

Nota:

1. Se ABDC é um paralelogramo, entao 1@ e @ representam o mesmo vetor v.

Na verdade, existem infinitos segmentos orientados que representam o mesmo vetor, o
b )
que motiva a expressao “um vetor é livre”.

4¢ reflexiva (a ~ a), simétrica (a ~ b= b~ a) e transitiva (a ~be b~ c=a~ c)
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Dado um vetor i :

e A norma ou o médulo ou comprimento de # é o comprimento de qualquer um de seus
representantes:

|| = | AB|| = d(A, B);

e a direcao (resp. o sentido) de 4 é a diregao (resp. sentido) de qualquer um de seus
representantes;

e —1/ ¢ um vetor com mesmo médulo e direcao de 4 e sentido oposto de

B

=1

- —
e o vetor nulo, 0, é o vetor representado por AA para qualquer ponto A do espaco’.

e Dois vetores nao nulos i, v sao paralelos se possuirem representantes com a mesma

diregao. Notagao: u || v.
B B
D
u v
A C

7| aye

<
Q

<y

e Dois vetores nao nulos u, v paralelos possuem o mesmo sentido se possuirem represen-
tantes com o mesmo sentido. Caso contrario, dizemos que possuem sentidos opostos.

— B — B
u D u c
/174 v
A C A D
¥ || ¥ com mesmo sentido @ || ¥ com sentidos opostos

5||7|| = 0 se, e somente se, 7 = 0.
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O conjunto de todos os vetores em um plano serd denotado por V2.

O conjunto de todos os vetores no espaco serd denotado por V?,

Nota: (n =2 oun = 3)

1. Seja @ € V™ e A um ponto de E™. Entao existe um tinico ponto B em E" tal que

i— AD.

/ '
A

2. O vetor nulo 0 é paralelo a qualquer outro vetor.

3. Sejam u e U dois vetores nao nulos. Temos que
U=
se, e somente se,

e 1 e U sao paralelos,
e 1 e ¥ possuem o mesmo sentido,

o [[all = 1ol.

AB ~ 0D <= AB = 0D EA//
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V2.1 Operagoes em V" (n =2, 3)
V2.1.1 Adigao de vetores

Definigao V2.2. Sejam u e ¥ dois vetores representados, resp., por zﬁ e B? O vetor soma
denotado por i + ¥ é o vetor representado por AC'.

i
—_—>
. U+ v
\

fﬁ-l—B?::m.

<y
Il

U+

Regra do triangulo

A diferenca, u — v, é definida por:

i — 7=+ (—7)

V17
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Exemplo V2.3. (Regra do paralelogramo) Se representamos os vetores 4 e ' com a mesma

origem:
i=AD et =AC = i+ = AD.

U
T—o —
u—+ v
RN

Exemplo V2.4. Usando a Regra do Paralelogramo (¢ = z@) ou a Regra do Triangulo (7 =

ﬁ), obtemos
i+i=AD e i-i=0CB,
onde u = B eu= @, respectivamente.

i Biy—1

regra do paralelogramo 1

uU—1U

.
— — regra do triangulo
u—+v

Figura 4: Pela regra do paralelogramo, os vetores soma e diferenga sao as diagonais de ABDC'
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Propriedades de adigao de vetores

Teorema. Sejam u, v, w vetores em V™. Entdo

Al. Associativa:

(4 +7) + W = d + (4 W);
A2. Comutativa:
U+ U=+
A3. Elemento Neutro:
U+ 0=0+u=1;
A/. Elemento Oposto: para cada vetor 1w, existe wum wvetor —u tal que

—

i+ (—i) = (=) + @ =0,

A adicao de vetores tem as mesmas propriedades de adicao de niimeros reais, o que motiva
usar o mesmo simbolo “+” para representar esta operagao.

O conjunto V™ munido da adigao “+”, ou seja (V",+), é um grupo abeliano (ou comutativo)
(Algebra).

Exemplo V2.5. Ver Exercicio 1 em Slide de Exercicios.
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V2.1.2 Multiplicagao por escalar
Definigao V2.6. Sejam o um numero real (um escalar) e ¢ um vetor em V™.
1. Se =0 ou @ =0 entdo aii = a.@ := 0.
2. Sea#0ed#0,0 vetor ail caracteriza-se por:
(a) (diregao) aii é paralelo a @

(b) (sentido) {

se a > 0, au e u tém mesmo sentido

se a < 0, au e u tém sentido oposto;

(¢) (comprimento) ||| := |al]|d]|.
7 %T —27
~ ~ <
~ ~ T~
Exemplo V2.7. Ver Exercicio 2 em Slide de Exercicios.
— 1 — s — — o, »_ e
Usualmente © = ﬂv é chamado versor de ¥ e @ de vetor unitario.
U

Propriedades de multiplicagcao de vetores por escalar

Teorema. Sejam u, v vetores em V" e «, f € R. Entao

M1. Associativa:
a(Bi) = (af)u;
M2. Elemento Neutro:

D1. Distributiva:

D2. Distributiva:

O conjunto V" munido da adigao “+”, e a multiplicagao por escalar “.” | ou seja (V™, +, ),
é um exemplo de espago vetorial real (Algebra Linear).
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Corolario. Sejam i, v e w vetores em V" e o, f € R. Entao

1. aﬁzﬁﬁcama#Ojﬁ:(é)ﬁ
a

Exemplo V2.8. Ver Exercicios 3 a 9 em Slide de Exercicios.

Os EXERCICIOS 8 E 9 EM SLIDE DE EXBERCICIOS NOS INDUZEM A UM NOVO CONCEITO:
O DE DEPENDENCIA LINEAR.
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Dependéncia Linear

Objetivo

Estudar quando dois ou trés vetores sao ou nao linearmente dependentes, relacionando também

tal conceito com o aspecto geométrico dos vetores. Aula 3

D1 Motivacao
Resolver Exercicio 9 (ver Slide de Exercicios).
e Caso dois vetores:

Se @ e U sao vetores em V" (n = 2 ou n = 3) ndo nulos e paralelos, entao existe A € R tal
que 4 = AU , a saber:

L ooy ]
e se u e U tém o mesmo sentido: \ = i e portanto
v

1)@ — ||| = 0;

L . N
e se U e U tém sentidos opostos: A\ = il e portanto
U

|51l + |17 = 0;

ou seja:

se U e U sao nao nulos e paralelos, entao existem escalares o e § ambos nao nulos tais que

ail + BT = 0.

Nota: Se @ e/ou ¢ é o vetor nulo (portanto paralelos), a equagdo ot + U = 0 também é
vélida (por exemplo, 7=0: o =0, = 1).

D2 Dependéncia Linear
Proposicao D2.1. Dois vetores u,v € V" sdo paralelos se, e somente se, existem escalares

a, 8 nao ambos nulos tais que
ol + v = 0. (D2.1)

Nota:

D1
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1. Dois vetores u, 7 € V" nao sao paralelos se, e somente se,
a4+ fi=0= a=L8=0.
2. A Equacao (D2.1) diz que os vetores 4, ¥ dependem um do outro. Usualmente dois vetores
paralelos sao ditos (linearmente) dependentes e caso contrério (linearmente) independen-

tes (ver Defini¢ao D2.4).

3. Se ¥ = au + PV + ~yw, usualmente dizemos que & é combinacao linear de u, U, .

—

Exemplo D2.2. Considere os vetores: - - / w

g
<L
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Pergunta: Dados trés vetores nao nulos em V", um deles é sempre combinacao linear dos
outros dois?

w
v
u v ﬁ
. w
Figura em V2 (lembrar Exercicio 8 (ver Slide de Exercicios)) Figura em V7

e Caso trés vetores:
Sejam w, U, w trés vetores nao nulos em V™.
i, U nao paralelos
DTS @ ev= 1@
e A, B,C determinam um tnico plano 7 (Axioma 14)
e W= E para algum ponto D
Temos duas possibilidades:

e Caso (i): Der
Neste caso dizemos que i, U, W sdo coplanares (existem representantes dos vetores que sao
paralelos a um mesmo plano de V™)

e Caso (ii): D¢

Neste caso 1, ¥ e W nao sao coplanares.
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Vamos estudar o Caso (i): o Caso (ii) serd uma consequéncia do Caso (i).

U, U,w coplanares

Figura 5: w, v, w coplanares

e [;: Unica reta que contém A e B

e [5: Unica reta que contém A e C'

e [3: Unica reta paralela a [, passando por D
e B: liNls

e [4: Unica reta paralela a [; passando por D
e (' lhNly

e AB'DC’ é um paralelogramo

e dla, 5 nao ambos nulos tais que W = o + U7

Ja, 5,7 nao todos nulos tais que «u + v+ vy = 0. (%)

U, w ou U, ndo sao paralelos |: mesmo raciocinio e (*) vale!

U,V e w sao paralelos | (*) também vale! (verifique!)

Proposicao D2.3. Sejam u,v,w € V" trés vetores tais que ou todos sao paralelos entre si ou
dois deles nao sao paralelos entre si. Entao ©,v e W sdo coplanares se, e somente se, exristem
escalares o, B,y nao todos nulos tais que

ot + BV + v = 0. (D2.2)
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Nota:
1. Trés vetores o, ¥, W € V™ nao sdo coplanares (Caso (ii)) se, e somente se,

i+ Bi+yii=0=a=8=~v=0.

2. n = 2: Trés vetores em V? sempre sao coplanares.

D2.1 Dependéncia e independéncia linear (LD /LI)

Definigao D2.4. Dizemos que um vetor v € V" é combinacgao linear dos (ou que é gerado
pelos) vetores vy, Vs, ..., Up € V" se

existem escalares aq, as, ..., ap € R tais que

U= U + QoUs + - - - + V.

Os escalares aq, as, ..., ap sao chamados de coeficientes da combinacao linear.
Os vetores ¥, Ua, .. ., Ux € V" sdo linearmente dependentes® (LD) se
existem escalares o, aa, ..., ar € R nao todos nulos tais que

051’171 +Of2?72—|—"‘—|—06k77k =0.

Os vetores vy, U, ..., Up € V" sdo linearmente independentes (LI) se
a1171+a2172+---+ak17k:6:>a1 =ay=...=qp =0.
Nota:
1. {¥,01,...,0;} é LD <= 3Ja, a, ..., a; ndo todos nulos; av + a17; + -+ + T = 0

<= um dos vetores é combinacao linear dos outros.

2. Se um dos vetores U7, Us, ..., Uy € 0 vetor nulo, entao vy, vy, ..., Uy sao LD.

60u o conjunto {#,v,...,v;} é LD.
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3. Pela Proposicao D2.1, dois vetores 4,7 € V" (n = 2 ou n = 3) sdo LD se e somente se @
e U sao paralelos.

u U
v 7
v
iieT LD uev LI

4. Nas condicoes da Proposicao D2.1, trés vetores u,v,w € V" (n = 27 ou n = 3%) sdo LD
se e somente se i, v e w sao coplanares.

\ﬂ %ﬁ f

%, Uew LD i, Uew LD i, v ew LI

I
L

5. Cuidado: trés vetores nao coplanares podem ser LD !! (Veja figura abaixo) Por qué?
w

/

=1
I

=
i~
[¢2]

=
j
)

Exemplo D2.5. Ver Exercicio 10 em Slide de Exercicios.

Proposicao D2.6. Se trés vetores i, v,w € V3 sdo LI, entio quaisquer dois deles sao LI.°

Exercicio. Verifique que a reciproca da proposi¢ao acima nao vale! (tarefal)

“Como trés vetores em V2 sdo sempre coplanares, segue que trés vetores em V2 sio sempre LD!
8Segue que trés vetores em V3 sdo LI se e somente se ndo sdo coplanares.
9Gegue que se trés vetores sao LI, entdo ndo pode quaisquer dois deles serem paralelos.
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Exemplo D2.7. Ver Exercicio 11 em Slide de FExercicios.

Proposicao D2.8. Se @, v, € V? sdo LI, entio qualquer vetor T € V? € combinacao linear
unica de U, U, w.

D
D
B
Q
(V %//’—-—7 M
=
- P

Q A
Nota: Como a combinacao linear na proposicao
acima ¢ tnica, vamos poder identificar o vetor ¥ = F~(a,fB,y); VPR
ail + U+ v com a tripla («, 3,7) de nimeros
reais.

Fortemente recomendado: revisar matrizes e sistemas lineares.
relembre quando um sistema linear tem: soluc@o unica (possivel determinado), infinitas solugoes
(possivel indeterminado), ndo tem solugao (indeterminado)
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Base

Objetivo

Apresentar o conceito de base e coordenadas de um vetor em relagao a uma base para auxiliarem

no calculo entre vetores. Aula 4

B1 Base

Definigao B1.1. Uma n-upla ordenada E = (€},¢€5,...,¢,) de n vetores LI de V™ chama-se
base de V™.

Vimos que (Proposicao D2.8 - Slide 2) um qualquer Z € V3 é combinagao linear tinica dos
elementos €7, €5, €3 de uma base F, ou seja:

T = 17151 + x2€2 + ZL‘3€3, (B].].)

onde os escalares x1, T, 3 840 Unicos para cada vetor 7.

Definicao B1.2. Chamamos a terna (1, za, x3) de nimeros reais em (B1.1) de coordenadas
do vetor Z na base E. Escrevemos 7 = (x, 29, 73)p.

z3€3

10

Exemplo B1.3.
(a) @ = (u1,ug,uz)p = U= (v1,02,V3)p <= U; = V1, Uy = Vg € U3 = V3.

(b) 0= (0,0,0)z.

B1.1 Interpretacao das propriedades de vetores usando coordenadas
Propriedades:
Se @ = (uy,ug, uz)g, U= (v1,v2,v3)g € A € R temos
(a) 4+ U= (ug 4+ v1,us + vo,u3 + v3) g
(

a
b) A\ = (/\ul, )\UQ, )\U3)E

10Mais adiante introduziremos ”sistema de coordenadas” (ver Slide )
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Dependéncia linear de dois vetores:

Queremos obter um critério para analisar quando os vetores @ e 7@ em V3 sao LD/LI através de
suas coordenadas
U = (Ul,UQ,Us)E, v = (UlaUQaUS)E :

@, 7 LD <= 3a,f nao ambos nulos tais que i + 7 =0

<= da, fndo ambos nulos; (quy + Puy, aus + e, aug + Pus)g = (0,0,0) g

auy + Pv; =0
— auy + Bus =0 tem mais de uma solucio (nula e nao nula, SPI')
aus + 51)3 =0

Proposicao B1.4. Dois vetores @ = (uy,ug, ug)g € U= (v1,v2,v3)p sdo LD se e somente se

U U " U2 V2
=0, =0 e =0.
U2 Vg Uus vUs us Vs

Corolario. Se um dos determinantes acima € nao nulo, entdo os vetores u,v sao LI.

Exemplo B1.5. Ver Exercicios 12 e 13 em Slide de Exercicios.

Dependéncia linear de trés vetores:

Queremos obter um critério para analisar quando os vetores i, ¢ e 1w em V3 sdo LD /LI através
de suas coordenadas

i = (uy, u2,u3)Ee, 7= (v1,02,03)E, W= (wy, w2, Ws)E
@,7,@% LD <= 3a,f,~ nao todos nulos tais que i + 7+ v =0
auy + By +yw; =0

<= auy + fug +ywy =0 tem mais de uma solugao (nula e nao nula)

aus +ﬁ213 +’)/’LU3 =0

ISistema Possivel e Indeterminado
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Proposicao B1.6. Trés vetores 4 = (uy, us, us3)g, U= (v1,v2,03)p € W = (wy, we, ws)g sdo LD

se e somente se

coordenadas de U —
coordenadas de U —

coordenadas de W —

Uy
U1

wq

T
Ug U3 u;y v
Vg V3| — |U2 V2
Wy W3 us vs

Corolario. Os vetores @ = (uy, uz, u3) g,
minante acima € nao nulo.

U= (v1,v9,03)p € W = (wy,ws,ws3)p sGo LI o deter-
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Exemplo B1.7. Ver Exercicios 14 a 16 em Slide de FExercicios.

Nota:
e Em V3, uma base é formada por 3 vetores LI. As bases ndo sao unicas!!

e Conhecendo-se uma base, um qualquer vetor pode ser representado de de maneira tnica
por uma tripla ordenada de ntimeros reais, ou seja, podemos identificar V' com R3.

e Todas as propriedades de vetores podem ser reescritas usando coordenadas.

e Computacionalmente é mais facil e pratico realizar as operagoes sobre vetores usando as
coordenadas.

B1.2 Mudanca de base

Aula 5

J4 sabemos que V? nao possui uma unica base.

DADO UM VETOR % EM V3 E DUAS BASES F E F DE V3, QUAL A RELACAO ENTRE AS
COORDENADAS DE % NA BASE £ COM AS COORDENADAS DE % NA BASE F'?

Motivagao:
e Reescreva o sistema da resolugdo do Exercicio 16-(b) em forma matricial.
f{ - (27*]:())Evﬁ - (17*]v2)E-ﬁ3 - (17()11)E7 U= (]: L, ])Er U= (Q.’Ba’y)p

20+ B+ =1
—a—f =1
28+~ =1

B4
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Mudancga de base:
o E=(¢,6,8) e F=/(f1,fsf3) bases de V3
e Dado um @ € V3 com coordenadas (x1,z2,23)r € (Y1, Y2, y3)r, temos
T=118 + 028 + 238 e A=y fi +yfo+yfs

e Cada vetor de F' pode ser escrito como uma combinacgao linear dos vetores da base F, ou
seja, existem escalares ay; tais que

f1= 01161 + 2165 + 3163
fa = er + és + €3

f3 = a13€1 + au3€s + ai33€3.

g

o
e

o coeficiente de ¢ © indice def;

e Logo,

U =y1fr +y2fo +ysfs

= y1(a1161 + @216 + 31€3) + Yo (v 12€1 + 100 + €s)
+ y3(a13€1 + a3€h + (r33€3)

= (anyr + oye + ai3ys)er + (g + aooys + aosys)€s
+ (a1y1 + @y2 + as3ys)€s.

e Pela unicidade das coordenadas,
T1 = Q11Y1 + oYz + Q13Y3
Ty = Q21Y1 + ool2 + (23Y3
T3 = 31Y1 + 30Y2 + 33Y3.

Escrevendo as equacoes acima na forma matricial:

T1 011 13 Y1
o = a9 93 Y2 s (B12>
T3 31 33 Y3
E N £
vV Vv WV
(@) e Mgr (@) F
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e (U)p: é a matriz coluna n x 1 formada pelas coordenadas de u na base F;
e (4)p: é a matriz coluna n x 1 formada pelas coordenadas de u na base F’;

e Mpp: é amatriz quadrada n X n na qual a coluna 1 é formada pelas coordenadas de fl na
base F; a coluna 2 é formada pelas coordenadas de f; na base E e a coluna 3 é formada
pelas coordenadas de f3 na base F.

Definicao B1.8. A matriz Mgp é chamada matriz de mudanca da base F para a base
F.
Notagoes:

(0)p = Mpp(U)F; ( )e=Mgp( ). (B1.3)

Nota: Como ﬁ, f;, f_é sao LI (pois F' é uma base), temos que o determinante de Mgp é
nao nulo. Portanto, a matriz mudanga de base possui matriz inversa (Mgr)~! e vale

MEF(MEF)_I = (MEF)_IMEF = Id,

onde Id é a matriz identidade:
1 00

Id:==10 1 0
001

Exemplo B1.9. Ver Exercicios 17 a 19 em Slide de Exercicios.

Existe alguma relacao entre Mgr e Mpg??

Proposicao B1.10. Sejam E, F,G trés bases de V3. Entdo,

MgrMpg = Mgc.

Corolério B1.11. Sejam E e F bases de V3. Entdo,

Mpg = (MEF)_l-
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Exemplo B1.12. Ver Exercicio 20 em Slide de Exercicios.
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Produto escalar, projecao ortogonal, base ortonormal
Objetivo

Definir o conceito de produto escalar entre dois vetores e sua relagao com ortogonalidade.
Construir base ortonormal: o calculo com vetores com coordenadas em relacao a base
ortonormal se torna mais simples.

P1 Produto Escalar

Aula 6

Para definir produto escalar precisamos responder as seguintes duas perguntas:
1. Como definir a medida do angulo entre dois vetores u e v do espago?

2. Como “calcular” a medida do angulo entre dois vetores « e ¥ do espago?

P1.1 Angulo entre dois vetores nao nulos de V3

Considere os seguintes vetores nao nulos de V3:

0l
—

P1
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Considere os pontos O, P e ( tais que u = O? ev= @

.}
=L
Q

Definicao P1.1. A medida angular (ou a medida do angulo) entre os vetores @ e U é a

medida 6 do angulo P@Q com 0 < 0 < 7. Escrevemos

0 = ang(u, V)

Nota: Existem duas escolhas para definir a medida do angulo entre os vetores @ e v. Nossa esco-

lha é aquela de modo que a medida esta entre 0 e 7.

B

Nota: Os vetores # e ¥ devem ter a mesma origem:

a
0
o

Exemplo P1.2. Considere os vetores:

]

ST

g
=y

e Qual a medida do angulo entre os vetores u e
e Qual a medida do angulo entre os vetores

e Qual a medida do angulo entre os vetores u e 7 7
e Qual a medida do angulo entre os vetores @ e § 7
e Qual a medida do angulo entre os vetores w e 7
e Qual a medida do angulo entre os vetores w e § 7
e Qual a medida do angulo entre os vetores 7

Wy

Se os vetores nao sao tao “bem comportados”, como calcular o angulo?
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Lei dos cossenos: Sejam ABC um triangulo como na figura abaixo, a o comprimento
do segmento AB, b o comprimento do segmento AC, ¢ o comprimento do segmento BC e 6 o
angulo formado pelos segmentos AB e AC.
Entao (tarefal),

? =a®+b% — 2abcosb.

Considere dois vetores @ e ¢ nao nulos e pontos O, P e () tais que

OP=i e 00=17

_. — u o 4

U U U —v

/ ~ 6

-
_ .
v
Pela Lei dos Cossenos:
[ |73 = @l + |7l ~ 2| cos6, 6= ang(@d).  (PLY)

Nota:

1. A equacao acima diz que podemos calcular o angulo entre os vetores @ e ¥ conhecendo
os valores: |||, [|V]| e ||@ — 7.

2. Sejam u e ¥ vetores nao nulos. Entao,

0 = ang(u,v) = w/2 <= ||u]|||V|]| cos @ = 0.
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Definicao P1.3. Dizemos que dois vetores « e ¥ sao ortogonais se:

e ou um deles é o vetor nulo;

e ou ambos s@o nao nulos e a medida do angulo entre eles é /2.

Notacao: u L v.

)

<y

P1.2 Produto escalar

Definicao P1.4. O produto escalar entre os vetores u e v de V", indicado por u - ¥ ou

(u,v), é o nimero real tal que

e Se i ou ¥ é o vetor nulo, (@,v) =4 -0 :=0.

e Se u e U sao nao nulos e 6 é a medida do angulo entre os vetores i e v,

—\

(U, V) = u-v:= ||ul|||v]| cosb.

angulo agudo

u-v>0

U
angulo reto

w-v =0

—

v

angulo obtuso

u-v<0
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Proposicao P1.5.

—»
)

(P1) Se @ e ¥ sao ndo nulos e 8 = ang(u, V), entdo

£y
<y

cosf =

<y

gy

(P2) ||u|| = V- a.

(P3) @ L ¥ se e somente se @ -0 = 0.

esigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer que sejam i e U em V=,
P4) (Desigualdade de Cauchy-Sch P ] jam U e U V3
- o] < |l [|7]]-

A igualdade vale se, e somente se, i e U sao LD.

Curiosidade: Quando z,y € S;(0) (esfera de raio 1), a fungao angulo
Xy
0(x,y) = arccos (—) = arccos(X - y)
RSHINal

é a distancia geodésica entre os pontos x e y, usualmente dita a funcao que determina a
“distancia real”na Terra (“variedades”), veja Geodésica.

(b) Tustragao distancia geodésica:
fonte internet

P5
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Nota: As propriedades P1 e P2 da Proposicao P1.5 dizem que podemos calcular o angulo
entre dois vetores conhecendo o produto interno entre vetores.

MAS...

e Nao sabemos CALCULAR a norma de um vetor...
e Nao sabemos CALCULAR o produto interno entre vetores...

e Tudo o que foi feito é geométrico...

e Vamos retomar as coordenadas de vetores e base do espaco!

e Para termos propriedades analiticas!
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P2 Base Ortonormal

Definigao P2.1. Uma base E = (€}, é,,€3) de V? é uma base ortogonal quando os vetores
€1, €3 e €3 sao dois a dois ortogonais, isto é,

51 1 52, 51 1 53, € 53 1 52.

Definigao P2.2. Uma base ortogonal E = (¢}, €, ¢3) de V3 é uma base ortonormal quando
os vetores €7, €5 e €3 além de dois a dois ortogonais sao unitarios, isto €,

51 1 52, é& 1 53, (§ 53 1 gg,

el =1, ezl =1 e fles] = 1.

Teorema P2.3. Seja E = (€}, €, €3) uma base ortonormal de V3.
Se i = (z,y,2)g e U= (a,b,c)g, entao

1.

U = za+ yb+ zc.

£
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Nota.
1. As férmulas acima valem somente quando a base F é ortonormal.

2. As férmulas acima valem para qualquer base ortonormal.

Exemplo P2.4. Ver Exercicios 21 a 23 em Slide de Exercicios.

Proposicao P2.5. Para quaisquer vetores i, T e w de V? e qualquer escalar X € R, vale:

1. u-(V+w)=u-v+u-uw; (distributiva)
2. 1 (A\0) = (i) - U = A& - U);
3 U-U=0-1u; (comutativa)
4. Se @ #0, entio @ -7 > 0.

Demonstracao. Tarefal (use as coordenadas dos vetores em uma fixada base ortonormal). [
Nota.
¢i-T=0=1i=0 ou 7=07
e Faz sentido as expressoes: (- ¥)-w e - (V- w)?
e Se sim, vale (4 - V) - W =u- (V- wW)? (é associativa?)
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Aula 7

Exemplo P2.6. Sejam @ um vetor nao nulo e 7' o conjunto dos vetores em V3 que sao
ortogonais a w. Prove que:

(a) @ ¢ T;
(b

) Qualquer combinagao linear de vetores em T pertence a T';
(c) Se w,v € T sao LI, entao {u, v, w} é LI;
)

(d) Trés vetores quaisquer de T' sdao LD; e portanto 3 vetores quaisquer de T sao coplanares
( “ewistem representantes que estdo em um mesmo plano”)

(e) Se w,v € T sao LI, entao u, v geram T, isto é, todo vetor de T é combinagao linear de @
e .

T é chamado plano ortogonal a .

P2.1 Projecao Ortogonal

Motivagao: A projecao sera usada na construcao de base ortonormal.

Dados dois vetores i e o em V3, é possivel de-
compor o vetor v como soma de dois vetores

P=p+q P S
U >
de forma que p seja paralelo a i e ¢ seja or-
togonal a 7

. O,A,Btaisqueﬁ:O—/Zleﬁ:O?
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e (: ponto de interseccao da reta perpendicular a reta OA que passa por B

e Por construgao (geométrica), os vetores

satisfazem:

Definicao P2.7. Seja @ um vetor nao nulo em V3. Dado um vetor ¥, a projecao ortogonal
de v sobre u é o vetor p, denotado por proj;v, que satisfaz as condigoes:

Fléa e (T—p)La

Sempre existe o vetor projecao ortogonal de um vetor ¢ sobre « # 0 ?
Ele é tinico?

No caso de existir, temos uma expressao analitica para o vetor projecao p?

Proposicao P2.8. Seja @ um vetor nao nulo em V3. Para qualquer vetor U, existe uma tnica
projecao ortogonal de U sobre © dada por

. u-v\
proJut = (||ﬁ||2) o

cuja norma €

|-
lall

lprojat| =

Exemplo P2.9. Ver Exercicio 26 em Slide de Exercicios.
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Vimos como ¢ facil calcular o produto escalar de dois vetores e, portanto, é facil calcular:

- a norma de vetores, (la|l = vu - )
- a medida angular entre vetores, (6 = arccos i)
- a projecao ortogonal, (projgv = IGE @)

quando as coordenadas dos vetores sao em relagao a uma base ortonormal.

\
'L;)\

- E se a base nao é ortonormal?

Se E = (€}, €,,€3) é uma base de V3 que nao é ortonormal, entdo é possivel construir
uma base ortonormal B = (1,7, K) a partir de E'!

Como??

Nota. Obtendo a base B, podemos fazer a mudanga de base de ' (nao ortonormal) para B
(ortonormal) e trabalhar sempre com as coordenadas dos vetores em relagao a base ortonormal
B, onde é facil fazermos os calculos!!
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P2.2 Processo de Ortonormalizacao de Gram-Schmidt

Seja E = (€}, €, €3) uma base de V3.

€

e Construcao de B = (1,], <) ortonormal a partir de E:

Ver uma simulacao no

1. Escolher ¢ como o versor €;:

0oL

=1
I

=

Claro que

P12
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2. Decompor é; em dois vetores psy e ¢o tais que:

€3
°®cy =7+ ¢
S T2
o i v .
L. 2
o | I -
D2
7 &
Sabemos que
— — 62 : Z — — —\ — — — —
p2 = pTOJr€2:(”L~H2)L:( 2 L) e G2 = €3 — D2
Logo,
CTQ = 62 - (62 Z)Z
Escolha!?!3,
-
iy
72
projirés
Claro que

1285 # 0 pois {€, 7'} é LI.
13776 paralelo a € e T é combinacao linear de é; e &,
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3. Decompor €3 em dois vetores u e ¢3 tais que:

U+ ¢

°
Dl
I

e U, I'e ] sao coplanares;

e ¢3 € ortogonal a i'e a J.

l’?i/\ b

i é a projecao ortogonal de €3 sobre plano gerado por r'e J

Como 1, 7, J sdo coplanares, segue do Exemplo P2.6-(e)® que

U= ar+ 7,

e (3 é ortogonal a I'=1"- 5 = 0;

e (3 é ortogonal a7=—=7-q3 = 0.

para algum «, 8 € R.

Logo,
G3=€—u=e3—al—f]
e
. o B oo oo U €3
U =0<=0(5—ar—p)=0&i-c—al - i=0a=——
U
e
- = — — — - = - = I.é’é
J-q3:0(:)J-(eg—aL—BﬁZO@J'B?,—ﬁJ'J:O@ﬁ:I_I-
Logo,
G =€ — (U €)= (7 €3)]
e} LI
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Escolha'4,

L
[l
o)

e

Claro que
=1 e

=N
—
S
=
—
bt}

A base B = (1,7, K) é ortonormal!

Nota. A matriz de mudanca de base E para B é uma matriz triangular superior:

Mep=10 % %
0 0 =%

Exemplo P2.10. Ver Exercicios 27 - 29 em Slide de Exercicios.

gy £ (0 pois pelo Exemplo P2.6-(c) temos que {é3,7,7'} é LI
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Aula 8

ALGUMA PROPRIEDADE A MAIS SOBRE A RELACAO ENTRE Mgp E Mpgp?

o £ = (¢1,E,¢e3) base e B = (1,7, <) base ortonornal de V3
e ¢y =(a,bc)p; é=(de f)p; € =I(g h,i)s;
a d g
e Mpe=1b e
c f 1
[
a b c adg 51 51 51 52 51 53
(Mpp)'Mpp=1d e f||b e h|=|c-& & & é&-é
th CfZ 535153525353

Proposicao P2.11. Sejam E = (€1, €5, e3) uma base e B = (1,7, K) uma base ortonormal de
V3. Entdo, E é ortonormal se, e somente se,

(Mpg)'Mpp = Id. (P2.1)
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Corolario P2.12. Se B e F sao bases ortonormais de V3, entio °

Mpp = (Mpp)™' = (Mpg)*

detMBEzl ou detMBE:—l.

Nota.
1. E muito mais facil encontrar a matriz transposta que a matriz inversa de uma matriz.
2. Matrizes M que satisfazem a condicao (P2.4), isto é,
M'M = Id,
sao chamadas matrizes ortogonais.

3. Dada uma matriz M, ela pode ser pensada como uma matriz de mudanca Mpg de uma
base ortonormal B para uma base E e
M é ortogonal se, e somente se E é ortonormal.

Portanto, M é ortogonal se, e somente se,

e Cada coluna de M constitui um vetor unitério.

e Duas a duas de quaisquer colunas (distintas) de M constituem vetores ortogonais.

Exemplo P2.13. Ver Exercicio 30 em Slide de Exercicios.

15Veja Nota na pag. B9
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Orientacao, produto vetorial, produto misto
Objetivo

Definir o produto vetorial entre dois vetores e o produto misto de trés vetores.
Estudar suas propriedades e aplicagoes ao calculo de areas e volumes.
Estudar a relagao de produto vetorial com ortogonalidade.

Estudar a relacao de produto misto com o conceito de base.

Para isso necessitamos do conceito de “orientacao”em V3.

Aula 8
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OPvl Orientacao em V3

Definigao OPv1.1. Sejam E e F duas bases de V3. Dizemos que a base E é equivalente a
(ou concordante com) F', e escrevemos F ~ F| se

det(MEF) > 0.

Seja B o conjunto de todas as bases de V3.

A relagao ~ é uma relacao de equivaléncia em B, ou seja, satisfaz as trés seguintes proprie-
dades:

1. ~ éreflexiva: £ ~ E para todo E € B:
Mgg = Id.
2. ~ é simétrica: se £ ~ I, entao ' ~ E:
Mpg = (Mgp)~"
3. ~ é transitiva: se E ~ F e '~ G, entao £ ~ G-

MEG = MEFMFG-

Seja E uma base de V3.

Definimos a classe de equivaléncia de FE, denotada por E como sendo o conjunto de
todas as bases equivalentes a E, ou seja,

E={FecB|F~E}={F¢cB|det(Mgp)>0}.

OPv2



Ana Peron GA-OPv 21 de junho de 2024

Proposicao. FExistem apenas duas classes de equivaléncia em B, ou seja,

B=EUF, ENF=0.

Definicao OPv1.2. Cada classe de equivaléncia de B chama-se orientacao'® de V3.

Uma vez escolhida e fixada uma classe de equivaléncia, diz-se que V? estd orientado.
Neste caso cada base da orientagao escolhida é chamada base positiva, e cada base da outra
orientacao ¢ chamada base negativa.

Convencao:

Uma base E' = ( el , € ,e3) de V3 obedece a regra da mao direita se podemos representar

os vetores €1, €, €3 na seguinte forma

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Regra_da_m/C3%A30_direita.jpg

Orientamos V? com uma base que obedece a regra da mao direita.

) é fa
ﬁ fl m @
€3
B z \[ 2 4
€1 2 JE‘ E é’3 f1 -
1

E F
Figura 7: E' e F obedecem a regra da mao direita, £} nao obedece.

Uma base positiva em V? é aquela que obedece a regra da mao direita.

‘e rel6gio na direita! “verde” é base positival

16Para uma explicacdo geométrica da palavra “orientacdo”, leia, por exemplo, Apéndice O do livro Geometria
Analitica - Paulo Boulos.
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OPv2 Produto Vetorial

Motivagao

Sejam @ e ¥ dois vetores LI de V3.
,,;/
—_—>
U

Entao!”, existe um vetor nao nulo 1 ortogonal a % e ¥

,u—)’ .

Se @ = 1@ ev= 1@, os pontos A, B e C' determinam um tnico plano 7.
Existe uma tnica reta r perpendicular ao plano 7.

A direcao de w é dada pela reta r, portanto, é tinica.

O sentido e o mdédulo de W nao sao Unicos.

COMO ESCOLHER DE MODO UNICO UM VETOR ORTOGONAL A @ E 07

Definicao OPv2.1. Sejam # e ¥ dois vetores de V3.
O produto vetorial de @ e ¥ é o vetor, denotado por @ A ¢ (ou @ x ), tal que:

1. Se @ e ¥ sdo LD, entdao @ A ¥ := 0.

1"Fizemos exercicio para determinar @, conhecendo as coordenadas de i e ¥ em relacio a uma base ortonormal.
Veja Exercicio 23 em Slide de Exercicios.
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2. Se u e ¥ sao LI, entao

(a) AU éortogonal a e ad

(b) ||@ AU = ||@||||V]| sin @, onde 8 = ang(i, V)

<

(¢) (u, 7,4 AU) é uma base positiva.

Nota.

1. Se i e U'sao LI, as propriedades (a), (b) e (¢) da definigdo determinam unicamente o vetor
UNT.

2. O produto vetorial é um vetor.
3. O produto escalar ¢ um ntimero real.

4. w N U =0 se, e somente se, U e U sao LD.
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OPv2.1 Area de paralelogramo

Aula 9

Aplicacao de produto vetorial:
A 4rea A,ppc do paralelogramo ABDC gerado por dois vetores @ e ¢ LI de V? é dada por:

Auppe = || AT

Como calcular © A 7

Lembre-se da condic¢do para dois vetores serem LD/LI: Proposicao B1.4.

Teorema OPv2.2. Seja E = (1,7, K) uma base ortonormal positiva.
Se i = (z,y,2)g e U= (a,b,c)g, entdo

U7 K
o y 21, roz 0, r Yy,
UNV = L — ]+ K=z y =z
c a c a
a b c

Exemplo OPv2.3. Ver Exercicio 31 em Slide de Exercicios.

OPv2.2 Propriedades de produto vetorial

Proposicao OPv2.4. Para quaisquer vetores @, v, em V3 e escalar A € R, vale:

(ndo € comutativa)

1 AAT=—TAG.
2. (D) AT =i A (M) = \(@A D).
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3 u /\ (77 + w> = ﬁ /\ '17 + ﬁ /\ U_f (distributiva a esquerda)

4 (U “I’ U) /\ w = ﬁ /\ U_j “I— ,l_)' /\ U_j (distributiva a direita)
Demonstrag¢ao. Seguem das propriedades de determinante. (tarefal) O

Nota.

e UNT=0=uUu=0 ou =07

e UNT=UNUW =T =w?

e UNTHWANU=UN(T+wW)?

e Faz sentido (4 A U) AW e 4 A (VA W)?

(é associativa?)

QUAIS PROPRIEDADES PRODUTO VETORIAL DUPLO SATISFAZ?
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Aula 10
Proposicao OPv2.5. Para quaisquer vetores i, v e w, valem:
1. (UNV) AN = —(U-W)ud + (u - W)v:
2. AN (UAW) = (U -W)0— (4 -0)d.
Demonstracao. Tarefal O

Corolario (Identidade de Jacobi).

(GAD)ANTG+ (TAG) AT+ (GAT) AT =0.

Exemplo OPv2.6. Ver Exercicio 32 em Slide de Exercicios.

Corolario OPv2.7. Sejam u, v vetores LI. Entao,
1. (WA V) A € uma combinagao linear de @ e ¥, para todo vetor w € V3;

2. F = (d,(d AN0) AN, u AV) é uma base ortogonal positiva de V3.

Corolario OPv2.8. Sejam i, ¢ vetores LI. Entao, B = (1,],K) onde

=

. (UNAT) AU
L= —_—
A

RS
] It

é uma base ortonormal positiva de V3.

S S
SRS

L N
v) Al la ATl

sl
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Nota. Dados u, ¥ vetores LI, a especifica base ortonormal positiva dada no Corolario
OPv2.8, B = (], k), é tal que seus vetores satisfazem as propriedades:

e /' é paralelo a u,

e ' é combinacao linear de u e de v.

Exemplo OPv2.9. Ver Exercicios 33 a 36 em Slide de Exercicios.

OPv3 Produto Misto

A definicao do produto misto de trés vetores LI no espacgo é motivada pelo calculo do volume
de um paralelepipedo gerado por tais vetores.

OPv3.1 Volume de paralelepipedo e tetraedro

Ca}cular o volume Vp do paralelepipedo P = OABCDEFG determinado por trés vetores LI
a,becdeV3.

e Vp = (drea da base)(altura) = (drea paralelogramo OABC)h
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e drea da base = area(OABC) = ||@ A b

-,

Prop_.PQ.S |E (C_i A\ b)|

o h=|proj.;Cll TN

e Portanto,

Definicao OPv3.1. Sejam i, 7 e @ trés vetores de V3.
O produto misto dos vetores u, ¥ e W, nessa ordem, é o numero real @ A v - W, denotado
por [, v, wl:

—

u, U, W] := (4 A U) - 0.
Nota. Sejam a, b e & vetores LI de V3:

~0A, b=0C, &=0D.

Estes vetores definem também um tetraedro (figura em vermelho):

S
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O volume do tetraedro é:

]. —
Vi = é(volume do paralelepipedo determinado por @, b e C).

Fonte:https://www.dune-project.org/doxygen/2.6.0/classDune_1_1GridFactoryInterface.html

Vr=zl@nb)-a=

1 1 -

COMO CALCULAR DE MANEIRA MAIS RAPIDA O PRODUTO MISTO?

Proposicao OPv3.2. Seja E = (7,7, K) wma base ortonormal positiva. Se

U= (21,y1,21)p, U= (02,2, 2)p, W= (3,3 23)E,
entao
a4 v W
T1 Ty X3 T1 Y1 21 <— coordenadas de U
[4, U, W] = Y1 Y2 Ys|T |x2 Yo 2o <— coordenadas de U-

21 2y 23 T3 Y3 23| <— coordenadas de W

OPv3.2 Relagoes entre produto misto e bases

Corolario OPv3.3. Sejam E = ()], K) uma base ortonormal positiva e i, U e W trés vetores
de V3.

1. os vetores i, U e W sdo LD se e somente se [i, ¥, W] = 0;
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2. o0s vetores i, U e W sdo LI se e somente se [i, U, w] # 0.

Corolario OPv3.4. Seja E = (1,1, k) uma base ortonormal positiva.
Se F = (4, v,%) e G = (a@,b,c) sao bases quaisquer de V3, entdo

@b,

)

Corolario OPv3.5. Seja E = (1,7, K) uma base ortonormal positiva, i, U e W trés vetores de
V3 e F = (i,v,w).

1. Se [u,V,w] = 0, entdo F' nao € base.

2. Se |u,v,w] # 0, entao F € base;

(a) se [u,V,4] > 0, entao F € base positiva;

(b) se [u,v,w] <0, entdo F' € base negativa.
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OPv3.3 Propriedades do produto misto

Proposicao OPv3.6.
Sejam o, f € R e @, v, W, U;, U;,w; € V3, i=1,2.

1. O produto misto € tri-linear:

— —

(a) [Oﬂjl + /6272,’17, U_j] = Oé[UhU, U)] + 6[ﬁ2767 U_}»L

(b) [, s + B, 8] = ald, &, @] + B[, T, 0]

(c) [U, U, aw + Bly] = a[t, U, W] + B[, U, W]

2. O produto misto € alternado:

[u,v,W] = —[0,
= [v,,u] = [w,u, .

3. Se os vetores d, b e € sdo combinacgoes lineares de u, U e W, ou seja,

a= alﬁ—f— bl’lj—f— Clu_j, b= a2ﬁ+ bg’l?-’- ng, C= CL3’J+ b317+ 03117,

entao:
aq bl C1
[67 gv 5] = | a2 b2 Co [ﬁa U? U_j] . (OPV?)]')
as b3 C3

Demonstracao. Tarefal

Aula 11

Fazer Exercicios 32-(c)-(d) e 36.

Exemplo OPv3.7. Ver Exercicios 37 e 38 em Slide de Exercicios.
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Retas e planos

Objetivo

Introduzir um sistema de coordenadas no espaco Euclideano E3.
Apresentar as diferentes formas de equacao de reta:
e vetorial ou paramétrica ou simétrica,

e de equacao de plano:
e vetorial ou paramétrica ou geral.

Estudar as posicoes relativas entre tais objetos.

R1 Sistema de coordenadas

Aula 12

O sistema de coordenadas fornecerd um método para descrever pontos do espago Eucli-
deano E? através de niimeros reais (ternas).

R1
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Sejam um ponto O de E? e E = (&), €, €3) uma base de V3.

€3

O par ¥ = (O, E) é chamado sistema de coordenadas em E?, de origem O e base E.

P=(2,9,)s

O sistema de coordenadas ¥ = (O, E) é dito ortogonal se a base £ é ortonornal.
As coordenadas do ponto P em E3 no sistema de coordenadas X sdo as coordenadas

do vetor &% na base E. Escrevemos:

P = (z,y,2)s < OP = (x,y,2)p. (R1.1)

eixo dos z

As retas que passam por O e sao paralelas
aos vetores €1, €, e €3 sao chamadas eixos
coordenados.

Cada um dos planos determinados por dois
eixos coordenados chama-se plano coorde-
nado.

P=(z,y,2)n

eixo dos y

eixo dos x

Exemplo R1.1. '8 Ver Exercicio 39 em Slide de Exercicios.

18Lembrar como somar vetores: Definicio V2.2 e Lei do Paralelogramo (Exemplo V2.3)
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R1.1 Soma de ponto com vetor

Sejam P um ponto em E® e # um vetor em V3.
A soma de P com u é o (inico) ponto'® @ em E? tal que @ = ]ﬁ:

Pii=Q e i=PO. (R1.2)

o

A seguir obtemos algumas propriedades utilizando as coordenadas de vetor e as coordenadas
de ponto?.

Proposicao R1.2.
Seja 3 = (O, E) um sistema de coordenadas em E3. Se

A = (l’l,yl,Zl)E, B = (xg,yQ,ZQ)Z, e ﬁ: (a,b, C)E,
entao

1. 1@ = (952 — X1,Y2 — Y1,%2 — Zl)E;

2. A+ i = (z1 + Aa,y1 + Ab, z1 + Ac)s, onde X € R.

a distancia, d(A, B), entre dois pontos A e B é o nimero real

d(A, B) = | AB]|

Proposigao R1.3. Seja ¥ = (O, E) um sistema de coordenadas ortogonal em E3. Se

A= (xlabel)E? B = (x2>y27z2)27

entao

d(A, B) = /(22 — 1) + (42 — y1)? + (22 — 1)
19Veja Nota 1 em Slide 1
20Rever Secdo B1.1: Interpretacio das propriedades de vetores usando coordenadas
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Demonstracao. Segue da Proposicao R1.2 e do Teorema P2.3. O

Atencao: E se o sistema de coordenadas nao é ortogonal?

Considere o sistema X = (O, E' = (€1, €3, €3)), onde:

® ¢, €y, €3 SA0 vetores unitarios, &
e ¢3 é ortogonal a €7, ; >

e ang(éy, ey) = /3.

Se (z1,41,21)s = A= 0+ €1 e (12,42, 22)s = B = O + &, entao
d(A,B) =1,

enquanto

V(@ — 21+ (2 — )2 + (2 — 21)% = V2.

Quando o sistema de coordenadas ¥ = (O, E) for ortogonal ¢ a base E (ortonormal) for
positiva, indicaremos E = (1,7, ), chamada de base candnica de V3 ~ R3 (p. D11).
eixo z A

T (2,y.2) = o4 T 2R

eixo y

- 0--)-.-“.-}4
‘e Ty

eixo x ;"
Fixado um sistema ortogonal com base positiva, usualmente nao se escreve na notacgao
de coordenadas de vetor ou de ponto os indices que indicam a base ou o sistema: assim a
notacao
(,y,2)
pode representar as coordenadas do ponto
P=(z,y,2)s

ou as coordenadas do vetor

ﬁ:O_}>7::1:F+yI+Z/Z: (x,9,2)E.
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R2 Retas

Objetivo: Dada uma reta r em £, encontrar uma equacao para 7.

Um vetor nao nulo paralelo a reta r é chamado de vetor diretor de r.

T

/

R2.1 Equacgao Vetorial

r

e
e ¢, um vetor diretor de r

e A um ponto de 7 ( )

X#A, Xer (z)ﬁ e U sao paralelos

— B = A\ para algum A € R

PURLY v g + A\ para algum A € R.

A equacao:

r: X=A+Xu, MeR (R2.1)
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¢é chamada equacao vetorial da reta r. O escalar A é chamado parametro da reta.

Para as préximas equagoes da reta, considere fixado ¥ = (O, E') um sistema de coordenadas
3
em F°.

S

= (xay7z>2

S

o A= (x0,Y0,%)s €T

e i@ =(a,b,c)g # 0 vetor diretor

R6
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Ana Peron

R2.2 Equacgoes paramétricas
e Escrevendo a equacgao vetorial em coordenadas:

r:(z,y,2)s = (%0.v0.20)s + AMa,b,¢)g, A€ R

O sistema:
T =Xo+ Aa
riQ y=vyo+Ab, AER (R2.2)
z2 =129+ Ac

é chamado sistema de equagOes paramétricas da reta r (equacoes paramétricas da reta

r.)

R2.3 Equacgoes simétricas
e a#0,b#0,c# 0= é possivel isolar A nas equagoes em (R2.2)

Sea#0,b#0ec#0, o sistema:
T—Xo_Y—Yo__~2—% (R2.3)

P =
a b @

é chamado sistema de equacgoes simétricas da reta r (equacdes simétricas da reta r.)

Exemplo R2.1. Ver Exercicio 40 em Slide de FExercicios.
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R3 Plano

Aula 13

Objetivo: Dado um plano 7 em E2, encontrar uma equacao para .
Dois vetores LI paralelos ao plano 7 sao chamados vetores diretores de 7.

[ —

A seguir deduzimos equagoes do plano 7 determinado pelos vetores diretores u e v e pelo
ponto A € .

R3.1 Equacgao Vetorial

e i ¢ U vetores diretores de 7

e A um ponto de 7

.D4—Xk L
X 4A Xe 7"™5 AX, i e U sdo coplanares

pag.D5
<~

fﬁ = A\ + pv para algum A\, p € R
@,vL1 basede V2

&X:A—i—)\ﬁjtuﬁparaalgum A € R

A equacao:

m: X =A+ M+ pv, M\ p€eR, (R3.1)

é chamada equacao vetorial do plano 7. Os escalares A e ;1 sao chamados parametros do
plano.
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Para as proximas equagoes do plano 7, considere fixado > = (O, E') um sistema de coorde-

nadas em E°.
L4 X = (1"7 Y, Z)E
L = (foayo, 20)2

—

e U= (r,s,)g, U= (mn,pg

R3.2 Equacoes paramétricas

e Equacao vetorial em coordenadas:

T (l‘,y, Z)E = <x07y0,20)2 + >‘<T757t)E + M<m7n7p)E? )‘7 1% e R.

O sistema:

T=Xo+Ar+pum

TS y=vo+As+un, MNpeR (R3.2)

Z2=1Z9+ At +pup

J

\.

¢é chamado sistema de equagoes paramétricas do plano 7 (equacdes paramétricas do plano

T.)
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R3.3 Equacao Geral

pag.D4 N o~ Notad—Slide2 N ~
Xenr A;(1 , U € U sao coplanares = < A?(: ,u,v sao LD

T—Xo Y—Yo =Z—%2

Prop.B1.6
— r s t |=0

m n P

< (sp—tn)x+ (mt —rp)y+ (rmn — sm) z + (—axe — byy — czp) = 0.

N—— - ~~ J/ . ~ / N ~ 4
a b c d
A equacao®':
w:ar+by+cz+d=0, (R3.3)
onde
s t T i r s
a = , b= — , Cc = 5 dz—(a$0+by0+CZQ),
n p m p m n
com (Zg, Yo, 20)s € w e (r,8,1)g e (m,n,p)g vetores diretores de .

é chamada equacao geral do plano 7.

Exemplo R3.1. Ver Exercicios 41 a 43 em Slide de Exercicios.

210s niimeros reais a, b, ¢ ndo se anulam simultaneamente: veja Proposicio B1.4.
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Resumindo:

(A = (x0,y0,20) €Em, @=(rst)p U= (m,n,p)g vetores diretores der

s t
n p

r t r S

a = , bi=—

, Cc:i= d = —(azg + byo + c2o)

m p m n

22

lax + by + cz+d =0 ¢éuma™ equagao geral de 7™

a, b, c nao se anulam simultaneamente (pois @ e @ sao L1)
Prop.B1.4
e

ar + by 4+ cz +d = 0 é uma equagao de 1° grau em z,y, 2

Pergunta: Dada uma equagao de 1° grau em trés incognitas z, vy, 2,
ar +by +cz+d=0,

ela é equacao geral de algum plano?

Aula 14

Proposicao R3.2. Fizado um sistema de coordenadas ¥ = (O, E), toda equagdo de 1° grau
em trés incognitas, i.e.,
ar +by +cz+d =0, (R3.4)

onde a,b e ¢ sao numeros reais que nao se anulam simultaneamente, é equacdao geral de um
plano.

Exemplo R3.3. Ver Exercicios 44 a 46 em Slide de Exercicios.

22q(ax + by + ¢+ d) = 0 para qualquer a # 0 também é uma equacao geral de 7 pois: 4, at OU «i, ¥ sao LI,
OU mais genericamente ail, S7 (8 # 0) sao LI e af(ax + by + ¢ + d) = 0 é uma equacio geral de .
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R4 Posicao relativa entre retas e planos

Objetivo: Conhecendo equagoes de retas r, s e de planos m, 71, obter um critério para analisar
a posicao relativa entre tais objetos.

Posi¢oes relativa entre reta e plano

i

reta contida o plano
. aralclos
tranversais P

Posigoes relativa de dois planos

7 T

paralelos coincidentes

Posicoes relativa de duas retas /
/ paralelas coincidentes \>(

paralelas distintas concorrentes

paralelos distintos

tranversais

R4.1 Posicao relativa entre duas retas

Sejam 7 e s duas retas em F2. Existem quatro possibilidades para as posicoes relativas de r e s
paralelas® coincidentes
paralelas distintas
concorrentes: se interceptam num ponto

reversas: existe um plano 7 que contém a reta s e que é paralelo a reta r com r ¢ 7

Posigoes relativa de duas retas

% - O

paralelas coincidentes
paralelas distintas concorrentes reversas

Objetivo: Obter um critério para analisar a posicao relativa das retas r e s através de suas
equacoes.

Proposicao R4.1. Suponha que

r X=A4+XMN, AeR e s:X=B+us, pneR

23duas retas sdo paralelas se possuem vetores diretores paralelos
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1. Se 7 e 5 sio LD**, entdo

_S g B _

S
7 A ————> 4
S

r

(a) r e s sao paralelas coincidentes <= A € s (ou B € r).
(b) r e s sao paralelas distintas <= A ¢ s.

2. Ser e S sao LI, entdo

3 —
s : 4
\B\ : 4;
' i \
g
p 5

(a) r e s sio concorrentes <= 7,5 e AB sio LD*.

(b) r e s sao reversas <= 1,5 e AB sio L.

Se r e s sao concorrentes e ¥ L S, dizemos que r e s sao perpendiculares.

Se 7 e s sao reversas e | ) dizemos que r e s sao ortogonais.

Exemplo R4.2. Ver Exercicios 47 e 48 em Slide de Exercicios.

R4.2 Posicao relativa entre retas e planos

Aula 15
Sejam 7 uma reta e 7 um plano em E3. Existem trés possibilidades para a posicao relativas
derem

- r e 7 sao transversais: se interceptam num ponto ( diretor de r ndo & )

24Lembre-se da Proposicao B1.4.
25Lembre-se da Proposicio B1.6.
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- r é paralela ao plano diretor de r é Tergmw

- 1 esta contida no plano 7

Posigoes relativa entre reta e plano

S S

reta contida no plano
. paralelos
tranversais P

Objetivo: Conhecendo equagbes de r e 7, obter um critério para analisar a posi¢ao relativa.

Proposigao R4.3. Sejam ax+by+cz+d = 0 uma equagdo geral de um plano m, i := (a, b, ¢) g°
e U= (m,p,q)g um vetor. Entao, @ é paralelo a w se, e somente se,

5.C.0 97 —

am+bp+cqg=0 <+ n-u=0.

Corolario R4.4. Sejam azx + by + cz+d = 0 uma equagao geral de um plano 7, i = (a,b, c)g,
A um ponto de uma reta v e 7= (m,p,q)g um vetor diretor de r. Entao,

1. r em sao tmnsversais<:>am—|—bp+cq7£0<s§>ﬁ-f’7é 0;
2.1 éparalela am <= am+bp+cq=0ecA¢rT E2q.7F=0cAdm;

S.c.0

3. r estd contida em ™ <= am+bp+cq=0eAcnm = n-r=0eAc.

Exemplo R4.5. Ver Exercicios 49 e 50 em Slide de Exercicios.

R4.3 Posicao relativa entre dois planos

Sejam m; e m dois planos em E3. Sabemos que existem trés possibilidades para a posicao
relativas.

- paralelos coincidentes
- paralelos distintos

- concorrentes/transversais: se interceptam numa reta.
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Posicoes relativa de dois planos

T T

paralelos coincidentes

paralelos distintos

tranversais

Objetivo: Conhecendo as equagoes dos planos 7 e mo, obter um critério para analisar a
posicao relativa.

260 vetor 7 serd um vetor normal ao plano 7 (ver Slide 7).
?Ts.c.0: um sistema de coordenadas ortogonal foi fixado. Ver Teorema P2.3
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Proposicao R4.6. Considere os planos m e my com equacoes gerais
m:amxr+by+caz+d =0 e moax+by+coz+dy =0
ey = (a,by,c1)p e Ty := (ag, by, co)p. Entdo,
1. m e my sao paralelos <= existe k € R\ {0} tal que 7y = k1iy.”

(a) sdo coincidentes se dy = kds.

(b) sao distintos se dy # kds.

n -
! Ty
1 T Ty

7T T2 -

2. m ey sao transversais <= i, # ks para qualquer k € R.?

/I\ﬁ2

T2

Demonstragao. Tarefal (veja Boulos, p. 196) O

Exemplo R4.7. Ver Exercicio 51 em Slide de FExercicios.

R4.3.1 Equacgao de reta: forma planar

Se os vetores 11 := (a1,b1,¢1)p e Ty := (ag, by, ¢a) g s@o LI, entdo o sistema

. ar+biy+ciz+d =0
N asx + boy + 2z +dy =0

117_7:1 || 7_7:2 <~ 'I_il,'f_ig sao LD.
297_51 H ﬁg <~ fil,fig sao LI.

R16



GA-R 21 de junho de 2024

Ana Peron

descreve uma reta (pois é a intersecgao de dois planos transversais) e é chamado sistema de

equacoes na forma planar de r .

Proposicao R4.8. Um vetor @ = (m,p,q)g € paralelo a reta

n2
U
iy

Jar+byt+az+d =0
asT + boy + coz +dy =0

se, e somente se,
aim +bip+ciq=0 e aom+ byp+ cog =0 PR nm-u=0emy - u=0
S.C.0. — — —
= || Ty A iy

base positiva

Nota: Em um sistema de coordenadas ortogonal com base positiva, um vetor diretor
da reta r obtida pela interseccao de dois planos é o produto vetorial de “vetores normais”aos

planos.
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A SEGUIR APRESENTAREMOS UMA TECNICA ESPECIFICA PARA RESOLUQAO DE ALGUNS
TIPOS DE PROBLEMAS, A QUAL:

- AUXILIA EM REDUZIR O NUMERO DE INCOGNITAS NO PROBLEMA

- EFICIENTE EM PROBLEMAS QUE ENVOLVEM ANGULOS E DISTANCIAS

A TECNICA E CHAMADA “TECNICA DO FEIXE”, ONDE FEIXE SIGNIFICA O CONJUNTO DE
TODOS OBJETOS DE E? COM UMA DADA PROPRIEDADE.

TRATAREMOS DE DOIS CASOS:

- Feixe de planos paralelos a um plano 7: CONJUNTO DE TODOS OS PLANOS DE £?
QUE SAO PARALELOS A T

- Feixe de planos que contém uma reta r: CONJUNTO DE TODOS OS PLANOS DE £?
QUE CONTEM 7r

R18
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R4.4 Feixe de planos paralelos a um plano 7

Objetivo: Conhecendo a equacao do plano m, obter um critério para determinar todos os planos
paralelos a .

e T:ar+by+cz+d=0
e T:ax+by+cz+d =0
® :?7 bl :?7 C1 :?, d1 =7 de modo que 71 || m

Prop.R4.6
o |7 &

(a1,b1,¢1) = k(a,b, ¢) para algum k # 0:

d
7r1:kax+kby+kcz+d1:0<:>7r1:aa:—irby—l—cz—irzl:()

o T | T <= m: ar+ by + cz+ «a =0 para qualquer o € R

Proposicao R4.9. Dado o plano 7: ax + by + cz+d =0, a equacao
ar+by+cz+a=0

quando « percorre R descreve o feixze de planos paralelos a .

—

Exemplo R4.10. O feixe de planos paralelos ao plano
mix+y+22—1=0
¢é dado por
To:T+y+22+a=0, ack
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R4.5 Feixe de planos que contém uma reta r

Objetivo: Conhecendo a equacao de r, obter um critério para obter todos os planos que contém 7.

o x+biy+cz+d; =0
eq. planares de r : com
s + boyy + coz +dy = 0

—

ny = (al,b1701> (§] ﬁQ = (CLQ,bQ,CQ) LI

m a1 + by + 1z + dp = 0 contém r

o : AT + boyy + coz + dy = 0 contém 7

7w ar + by + cz + d = 0 plano qualquer que contenha r;

i = (a,b,c);
e a="0b=" c="d="
[

a1+ by + 1z = —d;
remNm NTe <=  asx + by + oz = —dy
ax + by +cz = —d

¢ S.P.L

(infinitas solugdes)

ap by
> |lay by | =0<4= 1, Me, 7 sao LD

a b ¢

<= Jday, 1,7 € R nao todos nulos; a7y + Bi7iy + Yl = 0

ﬁlvﬁQLI — — —
EIOC, /8 € R (ndo ambos nulos), 70 = (T -+ 577,2
1,81,y nao todos nulos

a = aay + fas
(*) b= ab1 + 5()2

c=ac, + fc
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° P:(:L’O,yo,zo)€7“ﬁ7r1ﬂ7rgﬂ7r<:>

a1xg + b1y0 + Cc120 + d1 =0 (on)
< § Q2o + be() + C22g + d2 =0 (X/B)
ary+byo+czo+d =0 (x —=1)

<:)d:ad1—|—ﬂd2

o m:alax+biy+ 1z +dy) + Blagr + by + coz +dy) =0
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Proposicao R4.11. Seja r a reta cujas equagoes planares sao:
amr+biy+ciz+di =0
asT + boy + coz + dy = 0.
O feize de planos que contém r € descrito pela equacdes
alax + by + 1z + dy) + Slagx + bay + coz + dy) = 0,

onde o, B € R tais que o® + 52 # 0.

Exemplo R4.12. Ver Exercicio 52 em Slide de Exercicios.
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Perpendicularismo, medida angular, distancia

Objetivo

Aula 16
Estudar ortogonalidade e perpendicularismo de retas e planos do espaco Euclideano E3.
Obter a medida angular entre retas ou entre planos ou entre reta e plano e a distancia entre

pontos, retas e planos.

Lembre-se:

Para usarmos as férmulas para o calculo de distancia entre pontos ou de produto escalar entre
vetores precisamos de uma base ortonormal e portanto de um sistema de coordenadas
ortogonal: veja Teorema P2.3.

Para usarmos as férmulas para o calculo de produto vetorial entre vetores precisamos de
uma base ortonormal positiva: veja Teorema OPv2.2.

SEMPRE QUE USARMOS TAIS FORMULAS ESTAREMOS CONSIDERANDO UM SISTEMA DE
COORDENADAS ORTOGONAL COM BASE POSITIVA.
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Padl Ortogonalidade e perpendicularismo

Vimos na Proposi¢ao R4.1 que duas retas r e s no espaco podem ser paralelas, concorrentes ou
reversas e que: se os vetores diretores sao ortogonais, 77 L S, e

e r ¢ s sao concorrentes, entao r e s sao perpendiculares.

® ' ¢ s sa0 reversas, entao r e s sao ortogonais.

g ve

QUANDO UMA RETA E PERPENDICULAR A UM PLANO?

QUANDO DOIS PLANOS SAO PERPENDICULARES?

Padl.1 Vetor Normal

Seja 7 um plano em E?. Um vetor normal a 7 é qualquer vetor nao nulo 7 ortogonal a .

Consequéncia Padl.1. Outras formas equivalentes de definir vetor normal:

1. Um vetor é normal ao plano se, e somente se, é ortogonal a qualquer vetor paralelo ao

plano.

2. Um wvetor é normal ao plano se, e somente se, é ortogonal a quaisquer vetores diretores

do plano.

3. Um wvetor é normal ao plano se, e somente se, € ortogonal a dois vetores diretores do

plano.

COMO ENCONTRAR UM VETOR NORMAL A 77

e i e U vetores diretores de 7.
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77 nao nulo é normal a m <= 17 é ortogonal a @ e a v

I

LI
Def.OPv2.1

!

77 e U AU sao paralelos.

e 7= AU éum vetor normal a 7™

QUAL A RELACAO ENTRE VETOR NORMAL E EQUACAO GERAL DE 77

e m:ax+by+cz+d=0com a,b,c nao todos nulos

= (m,n,p) || 7 Prop s (a,b,¢)- (m,n,p) =0

base orton.

Prop.P2.3 77 _ (a’ ,b, C) 1

base orton.

e Por Padl.1-(1), 7 = (a,,b,c) # 0 é vetor normal a

A reciproca também vale:

Proposicao Padl.2. Considere em E3 um sistema de coordenadas ortogonal. Entdo 7] =
(a,b,c) # 0 é um vetor normal a 7 se, e somente se, ™ possui equacao geral da forma

ar + by +cz+d=0.
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Nota. A proposicao acima nao é valida se o sistema de coordenadas nao é ortogonal.

Exemplo Padl.3. Sejam B = (i,], k) uma base ortonormal e E = (€}, €, €3) outra base onde

— — — —

€L=10, G =], €e3=0+]+FK.

Considere o sistema de coordenadas ¥ = (O, E). Obtenha um vetor normal ao plano 7 de
equacao z = 0 no sistema .

Consequéncia:

1. Se 117 e 715 s&0 vetores normais, respectivamente, aos planos 7 e m e 77 € um vetor diretor
da reta r, entao

(a) r e m sdo perpendiculares se e somente se 7 e 7i sao paralelos;
(b) m e my sdo perpendiculares se e somente se 711 e 7y 20 ortogonais;

(c) 7 e my sdo paralelos se e somente se 7i; e 7y sdo paralelos.

1
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Exemplo Pad1l.4. Ver Exercicios 53 e 54 em Slide de Exercicios.

Pad2 Medida Angular

Pad2.1 Medida angular entre retas

Sejam r e s duas retas com vetores diretores 7 e 5.

A medida angular (ou o angulo) entre r e s é a menor medida entre as medidas
angulares dos vetores diretores de r e de s:

min{ang(r, 5) = ang(—7, —5), ang(7, —5) = ang(—7, 5), }

oy

Denotamos por ang(r, s) a medida angular entre r e s e temos

0 <ang(r,s) <

|

e se ang(r,s) = 0 entdo r e s sdo paralelas

e se ang(r,s) = § entdo 7 e s sdo ortogonais (podem ser concorrentes ou reversas)

COMO CALCULAR O ANGULO ENTRE DUAS RETAS?

30 ¢ -5 também sfo vetores diretores
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e 0, =ang(r,5)

o 0y =ang(—r,3)

8 s
0 Z §
s ) 31 . ~ ) o,
517? ) T 01 0. 7 r
5
o Oy =7 — 0, = cosbly = —cosb
0 0, €0, %
e cos(ang(r,s)) = ORI, 1el0.3] _ | cos 01|
cosfy = —cosby, 0, €[%, 7]

e Pela Proposicao P1.5, temos que cos ;=

75
17111

Portanto,

se r e s sdo duas retas em E3, entdo

-5
cos(ang(r, s)) = TEIER (Pad2.1)

onde 7 e § sao vetores diretores de 7 e s, respectivamente.

Exemplo Pad2.1. Ver Exercicio 55 em Slide de Exercicios.

Aula 17: Prova 1
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Pad2.2 Medida angular entre reta e plano

Aula 18

Sejam r uma reta transversal a um plano m em E3.
A medida angular (ou o angulo) entre r e 7 é a menor medida dentre todas as medidas
angulares entre r e retas s contidas em 7.

COMO CALCULAR O ANGULO ENTRE UMA RETA E UM PLANO?

e 7 um vetor diretor da reta r

e s uma reta qualquer em 7

QUANDO O ANGULO ENTRE r E s E MINIMO?

e 77 um vetor normal ao plano 7.

e ¢ a projecao ortogonal de 7 ao plano 7
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T (Proposicao P2.8)

® §=cosai+ sinaj é um vetor diretor unitério de s, o = ang(s,7)

|7 5
cos(ang(r, s)) = TG =77
o i7-§=(cosa)r- '+ (sina)r’-]
e7lde TLiA e |G=7— ﬂﬁﬁzﬁ — 7 7=0
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o - §=(cosa)r- T

|cosar-T|  |cosal|lF-T| |cosall|77]
B T

’ ;. arccos dec. , .~
e ang(r,s) é minimo = <— <= s é a projecao ortogonal de r em 7w

Proposicao Pad2.2. A medida angular entre uma reta r transversal a um plano w é dada por

ang(r, ) = g —ang(r,n),

onde n € uma reta ortogonal a .

e sin(ang(r, 7)) = sin(§ — ang(r,n)) = cos(ang(r,n))

Por (Pad2.1),

se r é uma reta transversal ao plano 7, entao

onde 77 é um vetor normal a 7.

|7 i
177 11

(Pad2.2)

sin(ang(r, 7)) =

Pad9
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Pad2.3 Medida angular entre planos

Sejam m; e 7y dois planos transversais em E3.
A medida angular (ou o angulo) entre 7 e 7 é a medida angular entre duas retas
quaisquer r; e ry perpendiculares a m; e 7o, respectivamente.

COMO CALCULAR O ANGULO ENTRE DOIS PLANOS?

e 77; um vetor normal ao plano m

e 71, um vetor normal ao plano

® 711, Ty sao vetores diretores de r1 e 19
e cos(ang(m, m)) = cos(ang(ry,ra))

Por (Pad2.1),

se m e My sao planos transversais, entao

|73 - 7l
COS((ITLQ(T(l, 7T2)) = W’ (Pad23)

onde 777 e 75 sdo vetores normais aos planos m; e 7y, respectivamente.

Exemplo Pad2.3. Ver Exercicios 56 e 57 em Slide de Fxercicios.
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Pad3 Distancia

Pad3.1 Entre dois pontos
A distancia entre dois pontos A = (z1,y1,21)x € B = (22,2, 20)x de E3 é o niimero real
d(A.B) = | 4B,

Se 3 é um sistema de coordenadas ortogonal, d(A, B) pode ser calculada por (ver Proposigao
R1.3):

d(A, B) = \/(iL‘Q — .771)2 TP (yg — y1)2 e (22 — 21)2. (Pad31)

Exemplo Pad3.1. Ver Exercicio 58 em Slide de Exercicios.

Pad3.2 Entre um ponto e uma reta

Sejam P um ponto e r uma reta em E° tais que P nao pertenca a .

Definigao Pad3.2. A distancia entre o ponto P e a reta r, denotada por d(P,r), é a
menor das distancias entre P e os pontos de r: é a distancia de P ao ponto ) da projecao
ortogonal de P a r.

COMO CALCULAR d(P,Q)?

Padl11
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[J
P
B et X
h
h
A Q B " - . 5

e A e B pontos distintos de r

L] Q a pl"OJG(;éO Ortogonal de P ar (Q = r N s, s Unica reta perpendicular a r passando por P)

o h=d(P,Q)="

area do triangulo ABP é:

1
ShIAB]

area do paralelogramo ABPX é ||ﬁ NAB |

1
area(AABP) = 5area(paralelogramo,ABXP)

Como r := A§ ¢ um vetor diretor de r, temos

se P é um ponto nao pertencente a uma reta r em E?, entao

AP AT

A(P,r) = S (Pad3.2)

onde 7 é um vetor diretor de r e A um ponto de r quaisquer.

Exemplo Pad3.3. Ver Exercicio 59 em Slide de Exercicios.

Pad12
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Pad3.3 Entre um ponto e um plano

Sejam P um ponto e m um plano em E? tais que P nao pertenca a .

Definicao Pad3.4. A distancia entre o ponto P e o plano 7, denotada por d(P, ), é a
menor das distancias entre P e os pontos de 7m: é a distancia de P ao ponto () da projecao

ortogonal de P a .

COMO CALCULAR d(P, Q)7

e A ponto qualquer de 7

e () a projecao ortogonal de P a 7
o d(P,7) = d(P,Q) = |[proj:AP |
Pela Proposicao P2.8,

se P é um ponto nao pertencente a um plano m em E3, entdo

onde 77 é um vetor normal a m ¢ A um ponto de m quaisquer.

(Pad3.3)

Em particular:

Serm:ar+by+cz+d=0,P = (xo,,2)e A= (x1,41,21), entdo

. ‘CLQTO + byo + czp + dl

vVaz 4+ b2 + 2

d(P,)

Pad13
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Exemplo Pad3.5. Ver Exercicio 60 em Slide de Exercicios.

Pad3.4 Entre retas

Sejam 7 e s duas retas em E3.

Definicao Pad3.6. A distancia entre a reta r e a reta s, denotada por d(r, s), é a menor
das distancias entre os pontos A de r e os pontos B de s.

e Caso 1:

Se r e s sao concorrentes ou paralelas idénticas, entao

d(r,s) = 0.

e Caso 2:

Se r e s sao paralelas distintas, entao

peras |AB AT _ AB A

d(r,s) = d(A, s) = d(B,r) N

onde AcreBCcs.

e Caso 3:

Se r e s sao reversas, entdao d(r,s) é a distancia d(P,Q), onde P e @) sao os pontos de
interseccao de r e s, respectivamente, com uma reta ¢t perpendicular a r e s.

Padl4
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7w plano que contém r e é paralelo a s

e B um ponto qualquer de s

d(P,Q) = d(B, )
PRECISAMOS DE UM PONTO EM 7 E UM VETOR NORMAL A T

e A um ponto qualquer de r (.. A € m)

7 vetor diretor de r

s vetor diretor de s

7 e §sao LI (c.c., as retas seriam paralelas)

e " A§é vetor normal a 7

Pela Equacao Pad3.3,

Padl5



Ana Peron GA-Pad 21 de junho de 2024

se r e s sao retas reversas, entao

_|/@-F/\§|

d(r,s) = Pad3.4

onde 7, § sao vetores diretores, A, B sao pontos quaisquer de 7 e s, resp..

Exemplo Pad3.7. Ver Exercicio 61 em Slide de Exercicios.

Pad3.5 Entre reta e plano
Sejam 7 uma reta e 7 um plano em E3.

Definigao Pad3.8. A distancia entre a reta r e o plano 7, denotada por d(r, 7), é a menor
das distancias entre os pontos A de r e os pontos B de 7.

COMO CALCULAR d(r,m)?

e 7 vetor diretor de 7 e 17 vetor normal a 7:

e Caso 1:

Se r é transversal a m (- 7 # 0), ent@o

d(r,m) =0.

e Caso 2:

Pad16
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Se r estd contida em 7 (- 7 = 0), entdo

e Caso 3:
Ser éparalelaa 7 er ¢ 7 (-7 =0), entdo d(r,m) = d(P,m), onde P € r.
\:\\r

Pela Equacao (Pads3.3),

se r é paralela a me r g 7, entao

== 1 (Pad3.5)

onde A é um ponto de m, i é vetor normal a m ¢ P é um ponto de r .

Pad3.6 Entre planos
Sejam m; e 7, planos em F3.

Definicao Pad3.9. A distancia entre os planos 7, e m, denotada por d(m, 7)), é a menor
das distancias entre os pontos A de m; e os pontos B de .

COMO CALCULAR d(7y, )7

Padl7
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® 71, e 7l vetores normais a m; e mo:

e Caso 1:

Se m; e my sdo transversais (7, 7y LI), entao

d(’/’l’l,ﬂ'g) = (0.

iy

m

T?I-g

LS
[
[}

2

e Caso 2:

Se m e my sdo idénticos (71, 12 LD), entéo

d(7T1,7T2) = (0.

Pad18
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e Caso 3:

Se m; e my sao paralelos distintos (77, 2 LD), entdo
d(7Tl>7T2) = d(P’ 7T2) = d(QﬂTl),

para quaisquer P € 7 ou () € 7.
Pela Equagao (Pad3.3),

se m e my sao paralelos distintos, entao

quaisquer.

onde 77 é um vetor normal a m; (ou m), P é um ponto de m; e @) um ponto de my

(Pad3.6)

Ly Q

Em particular (Tarefa!):

Se P = (x0, Yo, 20) ¢ um ponto de m e

m:ar+by+cz+d =0, Tt ax + by + cz +dy = 0,

entao

b d do — d
Ay, ) = lazo + byo + czo + da| _lds 1]

Va2 + b+ Va> + 02+

Exemplo Pad3.10. Ver Exercicios 62 a 65 em Slide de Exercicios.

Aula 19

Padl19

: Revisao da P1
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Mudanca de coordenadas: translacoes e rotacoes

Objetivo

Aula 20

Tratar sobre a mudanca de sistema de coordenadas:

- estudar como mudar as coordenadas de um ponto em um sistema de coordenadas para
coordenadas em um outro sistema de coordenadas;

- estabelecer relacoes entre as coordenadas de um ponto dado num sistema com as coorde-
nadas do outro sistema.

Estudar os casos particulares de translacao e rotacao:
serao utilizados no estudo de conicas.

M1 Mudanca de Sistema de Coordenadas

Um sistema de coordenadas em E? depende de uma origem O e de uma base E. Portanto uma
mudanga no sistema pode envolver:

e mudar a origem O e a base I
e mudar a origem O e manter a mesma base E (translagoes)

e manter a origem O e mudar a base E (rotacoes)

) s & & / o
0O, 12 Oy 0O, > O ~ fa
e 3 €3 €3 €2

. X B _ X gl .
1 . T fl €1 . (jl L €3 X

Sistemas de coordenadas com:

Origens e Bases distintas

Sistemas de coordenadas com:

Origens distintas e mesma Base
(translagao)

M1

Sistemas de coordenadas com:
Bases distintas e mesma Origem

(rotagao)
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M1.1 Origem e Base distintas

e 2, = (04, E) um sistema de coordenadas em E*

e Yy = (Oy, F) um novo sistema de coordenadas em E?

Oy = (h, ke, D)s, "L 0,05 = (h, k, 1) g

o X = (z,y,2)y, = OLX = (z,9,2)p

o X = (u,v,w)y, < 05(: (u,v,w)p

QUAL A RELACAO ENTRE ,y,2 COM u,v,w?

o OoX = 050, + 01X :

02:2 :<x_h>y_kaz_l)E

e Pela férmula de mudanga de base, Eq. (B1.3),

r—h U
(OQX)E:MEF(O%?{\)F@ y—k | =Mgr|wv

z—1 w

M2
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Portanto, a relagao entre as coordenadas antigas (z,vy, z)x, € novas (u,v,w)y, de X é dada
por:

T h U
yl =1k +Mer|wv
z l w

onde 21 = (Ol,E), 22 = (027F) (§ 02 = (h, k?,l)gl.

e Mpgr a matriz de mudancga da base E para a base F' (ver Eq. (B1.2)):

1 iz O3
Mpp = Qg1 (vpn  Oig3 )
Q31 (i3 Q33

onde as colunas contém as coordenadas dos elementos de F' na base E.

As equagoes de mudancga de coordenadas de X; para X, sdo:

T = h+ a1u + 120 + Q3w
Yy = k + 21U + 92U + o3 W

z=1+ Q31U + 39V + 33w,

onde X = (z,y,2)s, = (u,v,w)s,, Oy = (h, k,l)y,.

Nota. Temos que

U z—h z—h
v _ Mé}; y — k‘ CoroliBl.ll MFE - ]{j : (Mll)
w z—1 z—1

o que nos fornece as equacoes de mudanca de coordenadas de Y5 para .

Exemplo M1.1. Ver Exercicio 66 em Slide de FExercicios.

M3
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M1.2 Origens distintas: Translacao

Se as origens Op, O, sao distintas e a base dos sistemas de coordenadas ¥; = (O, F) e
Yo = (O, F) sao iguais, dizemos que Y, é obtido pela translacao de ¥; para o ponto O,

O,

Neste caso (veja Exercicio 17),

Mgp =1d

e portanto, as

equagoes de mudanca de coordenadas de ¥, = (01, F) para 3y = (O, F) (por
translagao) sao:

r=h+u
z=14+w,

onde X = (z,y,2)y, = (u,v,w)s,, Oz = (h,k,l)s,.

M4




Ana Peron GA-M 21 de junho de 2024

M1.3 Bases disitintas: Rotacao

Aula 21
Se a origem dos sistemas de coordenadas ¥; = (O, E) e ¥y = (O, F) sdo iguais, dizemos
que Y5 é obtido pela rotacao de ;.

Caso Particular: a base F' é obtida “girando” a base E em torno de Oz no sentido
anti-horario por um angulo 6:

o ¥ = (0O, (€1, €, €3)) sistema ortogonal

- = o

e ¥y = (O, (f1, fo, f3)) sistema ortogonal

° f3=2¢6;
e f1 e fy sao obtidos “girando” €] e é; em torno de Oz no sentido anti-horario por um
angulo 6:
€2
b
€1 -
i e
proje, I 1
Logo,
f1 = cosbe] + sinféy; fo = —sinfé; + cos e,
€3
cosf) —sinf 0
e Mgr = sinf cosf 0
€1 ~
0 0 1 2
€1, € sentido anti-horério
[ J

M5
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anti-horario sao:

as equacgoes da rotacao de Y; em torno de Oz, de ¢ radianos, em sentido

r =wucosf —uvsinf
y = usinf + v cosf

z=w,

onde X = (z,y,2)y, e X = (u,v,w)s,.

(M1.3)

Exemplo M1.2. Ver Exercicio 67 em Slide de Exercicios (tarefal).

Nota. (Verifique!)

10
1. Mantendo €] fixo: Mgr =1 0 cosf
0 siné
cosf 0
2. Mantendo é; fixo: Mgp = 0 1
sinf 0

0
—sin#
2
cosf ;I/
€o, €3 sentido anti-horario
€3
—sin6
0
€1 —>
cosf €2

€1, €3 sentido horario

M6
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3. No plano:

as equacoes de mudanca de coordenadas por translacao de Y; para o ponto Oy sao:

r=h+u
y=k+v,

onde X = (xvy)ﬁh = (U,U)ZQ, 02 = (h7 k)21;

as equacoes de mudanca de coordenadas por rotagao de X1 de 0 radianos em sentido
anti-hordrio sao:
x =ucosf —uvsinf

y =wusinf + vcosf

onde X = (z,y)s, = (u,v)s,.

Até o momento estudamos:
e sistemas de coordenadas de pontos no espaco E?
e lugares geométricos de pontos no espaco E>: retas, planos

e as equagoes que determinam tais lugares geométricos satisfazem equagoes de primeiro grau:
equacoes da reta na forma planar, equacao geral do plano.

Préximo passo:

e estudar lugares geométricos de pontos cujas coordenadas satisfazem uma equacao de se-
gundo grau:
- conicas: no plano
- quddricas: no espago.

Ehpl
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Elipse, hipérbole e parabola
Objetivo

Estudar os lugares geométricos de E? chamados: elipse, hipérbole e pardbola:
- deduzir suas equacoes;

- estudar suas propriedades geométricas.

Aula 21

Ehp2
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Ehpl Ambiente

e 7 um plano em E3

- =

e /e J dois vetores diretores de 7 tais que

el =1=1  7=0
e O um ponto de w
o P€E3,PEW@Hx,yERtaisqueO?:xFquf
e B = (7,]): base ortonormal®*" de 7

°

(O, B): sistema de coordenadas ortogonal em 7 (origem O e base B)

e as coordenadas de P € 7 sao as coordenadas do vetor Cﬁ na base B:
P =(z,y)x = (v,y)

R R . ’ - - - . - L s - - - . R 9
Este ambiente é usualmente identificado com o plano cartesiano R*:

y
As coordenadas de P sao chamadas de
P=ty) coordenadas cartesianas
ES . !
*— > Os eixos coordenados Oz e Oy sao chamados
0=(00) » : :
©0 de eizo-x e eizo-y.

31 A base ndo precisa ser ortonormal, mas lembre que esta escolha permite calcular produto escalar, norma
de vetores, distancia entre pontos de maneira facil.

Ehp3
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Nota.
e 3 = (0,(5,],CA])) é um sistema de coordenadas ortogonal®* em E® com base positiva
e Uma equacao geral®® do plano 7 em relacao ao sistema de coordenadas Y, é
z =0,
e os pontos de m tém coordenadas da forma (z,y,0).

e Uma equacao geral de uma reta r no plano 7 é da forma:3*

rrax+by+d=0, (a,b)#(0,0) (Ehpl.1)

onde o vetor 77 = (a, b) é ortogonal a r e

7= (=b,a) ou 7= (b —a)

sao vetores diretores de r.

moar+by+d=0

VAMOS SUPOR FIXADO UM PLANO m EM E® COM UM SISTEMA DE COORDENADAS ORTO-
GONAL (s.c.0.) ¥ = (0, (1}])).

32Lembre-se da Definigao OPv2.1 de produto vetorial e que ||Z'A J|| = ||z1]||j]| sin 6
33Ver Exercicio 42
34Veja Secao R4.3.1

Ehp4
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Ehp2 Elipse

Definicao Ehp2.1. Sejam F} e F; dois pontos distintos de m e a € R tal que a > ¢ > 0, onde
2c = d(Fl, Fg)

Uma elipse ¢é o lugar geométrico dos pontos X de 7 tais que

d(X,F) +d(X, F) = 2a. (Ehp2.1)

e focos da elipse: I} e Fy;

e segmento focal: FFy;

e distancia focal: 2c = d(F}, Fy);
e reta focal: reta F|Fb;

e centro da elipse: ponto médio de F} Fy;

e corda da elipse: X P, para quaisquer X, P na
elipse.

Construcao de uma elipse:

: Método do jardineiro
“o comprimento da corda é 2a, a qual deve ser maior que a distancia entre os pinos”

; : Geogebra.

Ehpb


https://www.youtube.com/watch?v=RYV-uBWdb8Y
https://www.geogebra.org/m/zdz3chzr
https://www.geogebra.org/m/cSpcbk4B
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Nota.
e dois pontos Fi, Fy e um nimero real 2a > d(F}, F,) determinam uma elipse

e dada uma elipse F, existem um tnico par de pontos Fi, F» e um unico nimero real 2a >
d(F1, Fy) tais que os pontos de E satisfazem (Ehp2.1): acx, ) + ax, m2) = 2a..

Portanto, a cada elipse estao associados um tinico niimero real a e um tnico segmento focal.
e Quando F; = Fy, temos ¢ = 0 e para todo a > 0 o lugar geométrico dos pontos X de m

tais que d(X, F) + d(X, Fy) = 2a <= d(X, F}) = a, isto é, dos pontos que sao equidistantes
de Fi, é a circunferéncia de centro F) e raio a.

Exemplo Ehp2.2. Ver Exercicios 68 e 69 em Slide de Exercicios.

Ehp2.1 Equacao da elipse
Ehp2.1.1 Com focos no eixo Ox

e ¥ = (0,(1.))) sistema de coordenadas ortogonal tal que:

F1 = (—C, 0), F2 = (C, 0)

° d(Fl, FQ) = 2c

e a>c>0

W

Ehp6
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X = (x,y) € Elipse <= d(X,F))+d(X,F,) =2a

— V(@4 +y?=2a—+(r—c)?+y>

= ( (:B+c)2+y2)2:(2a— (:v—c)2+y2)2

2 2
— 3b>0, ‘2_2"_1;_2:1, ondea>b>0e a2 =b2+ 2

Por outro lado,

2 .2
X:(x,y):g—i-:z—z:l, ondea>b>0e a*>=0b*+c* = X € Elipse

A equagao reduzida da elipse de centro O e focos no eixo Ox é dada por:

4+ o, (Ehp2.2)

onde a >b>0,a*=0b"+c*e2a>2c=d(F,F)>0.

m WV

_(m 7
—c O _Jﬂ‘- m_-m -
!y z
b

Ehp7
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Proposicao Ehp2.3. Um ponto X = (z,y) € um ponto da elipse de equagao reduzida

.I'2 y2
@ e

se, e somente se as distancias de X aos focos Fy = (—¢,0) e Fy = (¢,0) sao

d(X,Fl):cH—Ea:, d(X,FQ):a—Ea:.
a a

ANY
Bs = (0,b)

K ml ~ (¢,0)

By = (0, b)

A = (—a,0), Ay = (a,0), By = (0,—b) e By = (0,b): vértices da elipse,
corda A;Asy: eixo maior da elipse,
corda ByBsy: eixo menor da elipse,

amplitude focal é o comprimento de uma corda que contém um foco e é perpendicular
ao segmento focal.

Ehp8
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Ehp2.1.2 Com focos no eixo Oy

Aula 22

e ¥ = (0,(,])) sistema ortogonal tal que F} = (0, —c) e I, = (0, ¢);

ANY
[ 1, \= (0,¢)
S
} ”~
0 - x
4F1 (0,—{) b

ea>c>0

X = (x,y) € Elipse <= d(X,F)+d(X, F)=2a

2
verifiquet ——I—y—zl ondea>b>0e a’>=0b>+c?
b2 a2 ’

A equagao reduzida da elipse de centro O e focos no eixo Oy é dada por

1,2 y2
o=l (Ehp2.3)

onde a >b>0,a®>=b>+c? e 2a>2c=d(F, F)>0.

ANY
/
b( b

Ehp9
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Ehp2.2 Algumas propriedades de uma elipse

Proposicao Ehp2.4. A elipse é uma curva simétrica em relagao a reta (focal) que passa F e
Fy e em relagdo a reta mediatriz do segmento (focal) FyF,.

Observacao. Precisamos de técnicas de Calculo para ter certeza que o desenho da elipse é
como o apresentado: sem “bicos”, concavo para baixo “na parte de cima” e concavo para cima
“na parte de baixo”! O método algébrico que funcionou para retas e planos nao é eficiente para

curvas e superficies. —

Proposicao Ehp2.5. Uma equacgao da forma

2 2
= (Ehp2.4)
P q

descreve uma elipse em relagao a um s.c.o. X = (O, B) se, e somenle se, p e q sao
numeros reais distintos e positivos.

Corolario. Sejam p e q numeros reais distintos e positivos.
A Equagao (Ehp2.5) representa:

1. uma elipse com centro O e focos em Ox quando p > q; (neste caso a = /b e b = \/d)

2. uma elipse com centro O e focos em Oy quando p < q. (neste caso a = /g ¢ b = \/b)

(Geogebra): (num espelho eliptico) os raios de luz que passam por

um foco sao refletidos no outro foco.
(video)

Exemplo Ehp2.6. Ver Exercicio 70 em Slide de Exercicios.

Ehp10
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Ehp3 Hipérbole

Definicao Ehp3.1. Sejam F; e F; dois pontos distintos de m e a € R tal que 0 < a < ¢, onde
2c = d(Fl, Fg)

Uma hipérbole é o lugar geométrico dos pontos X de 7 tais que

(X, Fy) — d(X, Fy)| = 2a. (Ehp3.1)

e focos da hipérbole: F} e Fy;

e segmento focal: FFy; R

ramo da hipérbole

corda

e distancia focal: 2c = d(Fy, F>);
e reta focal: reta [ Fy;
e centro da hipérbole: ponto médio de F} Fb; P

e corda da hipérbole: X P, para quaisquer pontos
X # P na hipérbole.

ramo da hipérbole

Construcao de uma hipérbole:

: Corda e régua
: Geogebra

A cada hipérbole estao associados um tinico nimero real ¢ e um unico segmento focal.

Exemplo Ehp3.2. Ver Exercicios 71 e 72 em Slide de Exercicios (tarefal).

Ehpll
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Ehp3.1 Equacao da hipérbole
Ehp3.1.1 Com focos no eixo Ox
e X =(0,(#}])) s. c. ortogonal tal que I} = (—¢,0) e F» = (c,0)

I - AR, ) = 2
e U<a<ce

X = (z,y) € Hipérbole <= d(X,F)) —d(X, F,) = +2a

= V(@+c)2+y? =220+ (x—c)? +y?

A equacao reduzida da hipérbole de centro O e focos no eixo Oz é dada por

1‘2 y2
L -4 (Ehp3.2)

onde ¢ >b >0, ¢ =a’>+b? e 2c = d(Fy, F3) > 2a > 0.

H2 Hl

e A =(—a,0), Ay = (a,0): vértices da hipérbole.

e H, e Hy: ramos da hipérbole
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Ehp3.1.2 Com focos no eixo Oy
e ¥ = (0,(1,))) sistema ortogonal tal que F} = (0, —c) e I, = (0, ¢);

e <a<c

X = (z,y) € Hipérbole <<= d(X,F) —d(X, Fy) ==+2a

2
veri fique! Yy
2

a

2
T
_b_2+ =1, ondec>b>0e 2 =a?+b*

A equagao reduzida da hipérbole de centro O e focos no eixo Oy é dada por

1’2 2
—§+%:L (Ehp3.3)

onde ¢ >b >0, ¢ =a’>+b? e 2¢c = d(Fy, F3) > 2a > 0.
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Ehp3.2 Algumas propriedades de uma hipérbole

Proposicao Ehp3.3. A hipérbole é uma curva simétrica em relagdo a reta focal F1Fy e em
relacdo a reta mediatriz®® do segmento focal FyFy.

Observacao. Precisamos de técnicas de Calculo para ter certeza que o desenho da hipérbole
com focos no eixo Ox é como o apresentado: a hipérbole é a uniao dos graficos das fungoes:

a a a? b2

b b 2 P
y=—-Va?—a?, y=——Vz?—a? -==1

Estudando o dominio, crescimento, concavidade e assintotas, obtemos:

Y
By o As retas:
F1 F2 b b
=@ @ x y=-r e y=-—-=x
a a
sao as assintotas da hipérbole.
By
¥
Analogamente, para a hipérbole com focos no eixo Oy: (—2 = 1)
a
Y
\V
a e As retas:
B, a a
x =—-x e =——x
B, 7% Y=
< sao as assintotas da hipérbole.
/ N

35reta perpendicular ao segmento passando pelo seu ponto médio

Ehpl4



Ana Peron GA-Ehp 21 de junho de 2024

Proposicao Ehp3.4. Uma equagao da forma

2 2
= 44— (Ehp3.4)
P q

descreve uma hipérbole em relacao a um sistema de coordenadas ortogonal ¥ = (O, B) se,
e somente se, pq < 0.

Corolario. Sejam p e q sao numeros reais tais que pq < 0.
A Equagao (Ehp3.4) representa:

1. uma hipérbole com centro O e focos em Oz quando p >0 e g < 0;
(neste caso a = \/p e b= +/—q)

2. uma hipérbole com centro O e focos em Oy quando p <0 e g > 0.

(neste caso a = \/q e b= +/—p)

Corolario. Em um sistema de coordenadas ortogonal ¥ = (O, B), se p > 0 e ¢ > 0, entao
as equacoes abaixo descrevem hipérboles.

2 2 2 2
r_Y g, y_r_q
p q q p

As equagbes das assintotas (em ambos os casos) sdo y = j:\/g x.

Exemplo Ehp3.5. Ver Exercicio 73 em Slide de Exercicios.
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Ehp4 Parabola

Definicao Ehp4.1. Sejam r uma reta de 7 e F' um ponto de 7, F ¢ r.
Uma parabola é o lugar geométrico dos pontos X de 7 que sao equidistantes de F' e de r,
ie.,

d(X,F)=d(X,r). (Ehp4.1)

e foco da parabola: F;
e diretriz: reta r;
e parametro p: p > 0; 2p = d(F,r) > 0;

e eixo (de simetria) da pardbola: reta s que
contém F' perpendicular a 7;

e vértice da parabola VV: ponto médio de F'H,
onde H =rnNs;

e corda da pardbola: X P, para quaisquer pontos
X # P na parébola.

Construcao de uma parabola:

: Corda e esquadro
: Wikipedia:
. . . e .
raios paralelos ao eixo de simetria é direcionado para o seu foco
A

A cada parabola estao associados um tunico foco F' e uma unica diretriz r.
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Ehp4.1 Equacao da parabola
Ehp4.1.1 Com foco no semi-eixo positivo de Ox

e ¥ = (0, (%,))) sistema de coordenadas ortogonal tal que a origem O coincide com o
vértice da parabola e o foco F' pertence ao semi-eixo positivo de Ox

e 2p=d(F,r)

X = (x,y) € Pardbola < d(X,F)=d(X,r)

= V(x—p?+y?=|r+p

A equacao reduzida da parabola de vértice O e foco no semi-eixo positivo Ox é dada
por

y® = 4dpz, (Ehp4.2)
onde 2p = d(F,r) > 0.
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Ehp4.1.2 Com foco no semi-eixo positivo de Oy

e ¥ = (0,()])) sistema de coordenadas ortogonal tal que a origem O coincide com o
vértice da pardbola e o foco F' pertence ao semi-eixo positivo de Oy

X = (x,y) € Pardbola <= d(X,F)=d(X,r)

= V(@—-p?2+y:=|r+p|

A equacao reduzida da parabola de vértice O e foco no semi-eixo positivo de Oy é dada
por

z? = dpy, (Ehp4.3)
onde 2p = d(F,r) > 0.

Ehp4.2 Algumas propriedades de uma parabola

Proposicao Ehp4.2. A pardbola®® é uma curva simétrica em relacio ao seu eixo de simetria.

Proposicao Ehp4.3. As equacgoes da forma

36Precisamos de técnicas de Célculo para ter certeza que os desenhos das pardbolas sdo de fato como os
apresentados. ——
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y? = qz, (Ehp4.4)
2 =qy (Ehp4.5)

descrevem parabolas em relagao a um sistema de coordenadas ortogonal ¥ = (O, B) se, e
somente se, q # 0.

Corolério. A Equagio (Ehp4.4): y* = qx, representa:
1. uma parabola com vértice O e foco em Ox positivo quando q > 0;
2. uma pardbola com vértice O e foco em Ox negativo quando q < 0;

Y Y

o T
o T

q>0:4dp=qdF,r)=4,r:a=-1 q<0:4p=—qd(F,r)=—-4,r:2=-14
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Corolério. A Equacio (Ehp4.5): x? = qy, representa:
1. uma pardbola com vértice O e foco em Oy positivo quando q > 0;

2. uma pardbola com vértice O e foco em Oy negativo quando q < 0;

y
y T
i

[ ]
F

F

®

i
.
q¢>0:dp=qd(F,r)=4r:y=—1 q<0:dp=—qdFr)=-%r:y=—1

Exemplo Ehp4.4. Ver Exercicio 74 em Slide de Exercicios.
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Ehp5 Secoes Conicas

As elipse, hipérbole e parabola podem ser definidas como intersecoes de um cone com um plano.

g_.. -.17 hipérbole
A

Figura 8: Fonte:

Se C' é a superficie conica de duas folhas (rotagdo de um reta - geratriz - em torno de um
eixo) e V seu vértice:

e elipse: interseccao de C' com um plano que nao contém V, intercepta apenas uma das
folhas de C' e nao é perpendicular ao eixo;

e hipérbole: interseccao de C' com um plano que nao contém V e intercepta as duas das
folhas de C;

e parabola: interseccao de C' com um plano que é paralelo a geratriz;

Tais curvas sao conhecidas como secoes conicas.

Tal abordagem é equivalente ao que foi feito até aqui (provado por Dandelin, 1822, veja P.
Boulos, p. 346) e nao trataremos desta nova abordagem neste curso.
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Conicas
Objetivo

Estudar o lugar geométrico chamado conica:

- curvas planas descritas por uma equacao de segundo grau em duas variaveis.
(fixado um sistema de coordenadas)

C1 Elipse, Hipérbole e Parabola

Aula 23

Fixado um sistema de coordenadas ortogonal ¥ = (O, B) em um plano m, vimos que as
equagoes reduzidas de elipses, hipérboles e parabolas (com foco(s) em um dos eixos coordenados)
sao dadas por formas particulares de equacao de grau 2 em duas variaveis:

.CC2 yQ
—+==1, p#q,p,q>0
P q
112 2
——l—y—:l, pqg <0
P q
1 1
y=-2*, ou xz=-y>, q#0
q q

Trataremos agora do caso geral de uma equacao de grau 2 em duas variaveis:

az? +bry + cy? +dv +ey+ f =0.

C2 Conicas: classificacao

Definigao C2.1. Uma conica é o lugar geométrico dos pontos X = (z,y) no plano 7 que
satisfazem uma equagao de segundo grau

g(z,y) =0

onde
g(z,y) =az® +bay +cy’ +de+ey+ f,  a®+b+ #£0.

o ax?, bxy, cy?: termos quadraticos
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e bry: termo quadratico misto
e dx,ey: termos lineares

e f: termo independente

Exemplo C2.2. Fixe um s.c.o. ¥ = (0, ,7).%"
Loa?+y?=—1:.........

2. 2+t =0:.........

4, 2 +2xy+y*=0: .........

6. 22 —y>=0:.........
7. 2242 =1 ...,
8 224+ 22 =1:.........
9. 22 —y?=1:.........
10. 22 —y=0: .........

37Lembrar da equacao geral da reta no plano (Ehpl.1)
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Proposicao C2.3. Um subconjunto C' do plano w é uma conica se, e somente se C' €:
1. o conjunto vazio, ou
2. um ponto, ou

uma reta, ou

duas retas idénticas, ou

duas retas paralelas, ou

duas retas concorrentes, ou

uma circunferéncia, ou

uma elipse, ou

uma hipérbole, ou

S © ® NS v

~

uma pardabola.

0 .
) ponto
vazlo

duas retas

identicas _ _
duas retas duas retas

) _ concorrentes

paralelas

=2

circunferencia (‘]iI)H(_E

_ parabola
hipérbole
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C3 Identificacao: uso de translacao e rotacao

Dada uma equacao de 2° grau, identificar e esbogar a conica.
e tentar fatorar/simplificar (veja Exemplo C2.2-5)
e fazer uma mudanga do sistema de coordenadas de forma que:

m a geometria da conica é mantida;

m a equacao da conica se reduza a uma mais simples.
e mudancas que utilizaremos:

m translacoes;

m rotacoes.

C: conica g(x,y) = 0, onde

g(z,y) =az’ +bay +cy’ +de+ey+ f,  a®+b+ #£0.

e Note que se b = d = e = 0, entao sabemos identificar a conica.

Objetivo: eliminar os termos lineares e o termo quadratico misto:

m caso 1: eliminar os termos lineares

* buscar alguma translacao que transforme g em um polindmio ¢ sem os
termos lineares

m caso 2: eliminar o termo quadratico misto

* buscar alguma rotacao que transforme g em um polindmio g sem o termo
quadratico misto

m quando necessario aplicar uma translagao em ¢ para obter um polinémio ¢
sem os termos lineares e uma rotacao em ¢ para obter um polinomio g sem o
tel"mO quadl"étICO mlStO (e sem os lineares).
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C3.1 Eliminacao dos termos lineares por translagao

g(z,y) = ax® + bxy + cy® + dx + ey + f, a®+ b+ c2 #0.

e ¥ = (0, ¢, é) sistema de coordenadas ortogonal

O’ = (h, k)x, ponto no plano 7
e 3y = (0, &, &) translagao de 3y para o ponto O’ *®

o P= <x7y>21 = ('LL, U)EQ:
r=h+u

y==Fk+v

QUAL O EFEITO DA TRANSLAGAO NO POLINOMIO g 7

g(h+u, k +v) = au® + buv + cv® + (2ah + bk + d)u + (bh + 2ck + e)v + g(h, k)

e Para eliminar os termos lineares:

%) 2ah +bk+d =0
bh +2ck +e=0

e Se o sistema (%) tem solugao, encontramos ¢ dada por:

g(u,v) == g(h +u, k + ),

g(u,v) = au® + buv + cv?® + g(h, k)

38Veja Secdao M1.2
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PARA QUAL TRANSLAGAO (ESCOLHA DE h E k) O SISTEMA

(%) 2ah +bk+d =0
bh + 2ck +e =10

TEM SOLUGAO?

D # 0, (%) tem uma unica solucao (h, k) (SPD)
D =0, (%) tem infinitas solugoes (h, k) (SPI)

D =0, (%) nao tem solugao (incompativel) (SI)>

D # 0, podemos eliminar os termos lineares
- D =0 e SPI, podemos eliminar os termos lineares

D =0 e SI, nao podemos eliminar os termos lineares

Nota. Se o sistema (x) possui infinitas solugoes, o valor de ¢(h, k) nao depende da
escolha da solugao (h, k) (Verifique! veja Boulos, Ex. 23.10, p. 372 (sugestao p. 525))

Roteiro: determinar se é possivel e entao eliminar os termos lineares por meio

de uma translagao de ¥; para O' = (h, k)

Dada a conica

g(z,y) = ax® + bry +cy®> + dr + ey + f =0, onde a® + b* + ¢ # 0,

3SPD: sistema possivel determinado, SPI: sistema possivel indeterminado, SI: sistema impossivel
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e Passo 1: Calcular o determinante D = = 4ac — b2,

e Passo 2:
m Se D # 0, entao existe uma unica translagao para o ponto O’ = (h, k) de modo
que ¢ nao contém os termos lineares.

m Se D = 0, entdo pode ou nao existir alguma translagao para o ponto O" = (h, k)
de modo que g nao contém os termos lineares.

m Os escalares h e k, quando existem, sao solugoes do sistema

) 2ah + bk +d =0
bh + 2ck +e = 0.
e Passo 4: A equagao §(u,v) = 0 no novo sistema de coordenadas satisfaz:

m os coeficientes dos termos quadraticos sao iguais em g e g;
m os termos lineares sao nulos;

m o termo independente em ¢ é
g(h, k),

onde h e k sao solugdes de ()

isto é, a equagao da conica transladada no novo s.c. é:

G(u,v) = au® + buv + cv? + g(h, k).
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Observe:

o g(x,y) =ax’ +bry+cy’* +dr+ey+ f

[
2ah 4+ bk +d =0 ah+ 2k + & =
(%) by L p L o
bh 4+ 2ck +e =10 sh+ck+5=0
e g(h k)= gh—i—%k-f-f
e g(u,v) = au® + buv + cv* + gh +s5k+ f
2a b a &
o D= =4dac — b =0 < 2 :ac—%:()
b 2c g c
[ J
d
2
— b e
M=1]"1 5 (C3.1)
d e
3 2/
e (%) é obtido pelas 2 primeira linhas da matriz M acima
e o termo constante de g é obtido pela ultima linha da matriz M acima
e D ¢é o determinante da submatriz principal de M

Definicao C3.1. A matriz simétrica M acima é chamada de matriz de g.

Exercicio. Verifique que g(z,y) = X'M X, onde X = (z y 1)1x3. (tarefa!)

Exemplo C3.2. Ver Exercicio 75 em Slide de FExercicios.
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C3.2 Classificacao das conicas através do centro

COMO DECIDIR QUAL E A CONICA QUE TEM EQUACAO

G(u,v) = au® + buv + cv* + g(h, k) = 0?

Definicao C3.3. Um ponto O é o centro de uma conica C' nao-vazia quando:
Pec(C+«= P cC,

onde P’ é o simétrico de P em relacao a O.%

Observando as possiveis conicas (Proposigao C2.3) podemos inferir que a conica dada por:

1. uma reta: tem ......... centros,

2. duas retas idénticas: tem ......... centros,

3. duas retas paralelas: tem ......... centros,

4. duas retas concorrentes: tem ......... centros,
5. uma circunferéncia: tem ......... centros,

6. uma elipse: tem ......... centros,

7. uma hipérbole: tem ......... centros

8. uma parabola: tem ......... centros,

9. um ponto: tem ......... centros ,

10. o conjunto vazio: tem ......... centros.

COMO DECIDIR, QUANDO EXISTE, QUAL PONTO E CENTRO DE UMA CONICA?

Exemplo C3.4. Em §(u,v) = au® + buv + cv? + g(h, k) = 0,

4900 ponto P = (—z, —y) é simétrico do ponto P = (z,y) em relagao a origem O = (0,0).
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g(_ua _U) = g(”? ?})
(—u, —v) é o simétrico de (u,v) em relagao a 0" = (h, k)y, = (0,0)x,
O’ = (h,k) é o centro da conica de equagao g(u,v) = 0, onde (h, k) satisfaz o sistema

%) 2ah + bk +d =0
bh +2ck +e=0

Para uma conica nao vazia C, se h e k satisfazem o sistema (*):

o C:g(r,y) =ar®> +bxy+cy> +dx+ey+ f=0

(h, k) ponto no plano, com s.c.o ¥y, tal que h e k satisfazem o sistema
(%)

translada o sistema %, para O" = (h, k)

obtemos g como no Exemplo C3.4

e O = (h,k) é o centro da conica C

Para uma conica nao vazia C, se O’ = (h, k) é o centro de C: (tarefa!)

C:g(x,y) =ar*+bry +cy* +drx+ey+ f=0

e O = (h,k) é o centro da conica C

transladar o sistema ¥, para O' = (h, k)s, = (0,0)s,

C : §(u,v) = g(h+u, k+v) = au®+buv+cv’+(2ah + bk + d) u+(bh + 2ck + €) v+g(h, k)

d e/

e (—u,—v) é o simétrico de (u,v) em relagdo a O e (u,v) € C < (—u,—v) € C:

g(_u7 _U> - g(ua U) =0

— d'u+ev=0,

au? + buv + cv? + d'u + e'v + g(h, k) =0
au? + buv + cv? — d'u — v+ g(h,k) =0
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d :=2ah + bk +d
onde
e ==bh+2ck +e

md =¢ =0= h ek satisfazem (x)
m d’ ou ¢ nao nulo:

« I': d'u+ ¢'v =0 é uma reta que contém (0, 0)
« C CI:"ouC ={(0,0)} ou C =T que contém (0, 0)

* em ambos casos:

(0,0) € C = §(0,0) = 0 => g(h,k) =0

U !
% em ambos casos: Vm € R, m # —% oum # —5:

Iy:v=muétal que 'y NC = {(0,0)}
% g(z, mx) = 0 tem solugdo tnica

<~ z[(a+bm+emPr—(d —em)] =0
d —e'm
S =0 = 2 b2 2 0
* a—i—b77”b+cm2(0b+ +e 7 0)
—> d = ¢€'m, para infinitos valores de m

— d=€e=0

e h e k satisfazem o sistema (x)

“Ver Proposi¢ao C2.3
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Proposicao C3.5. O = (h, k) € centro de uma conica ndo vazia de equagdo
g(x,y) = ax® +bry +cy’ +dr +ey+ f =0
se, e somente se, (h,k) é solu¢do do sistema

) 2ah +bk +d=0
bh + 2ck +e = 0.

Pela discussao das péaginas C12 e C7 temos um critério preliminar para identificar uma
coOnica:

Corolario C3.6. Para conicas nao vazias:

Conicas com unico centro 4ac — b* # 0 | ponto, circunferéncia, elipse,
hipérbole, duas retas concorrentes

(x) € um SPD

Conicas com infinitos centros 4ac — b* =0 | duas retas paralelas ou idénticas,
(x) € um SPI uma reta
Cénicas que nao possuem centro | 4ac —b*> =0 pardabola
(x) € um SI

Nota. O conjunto vazio pode ser considerado uma conica com um, infinitos ou nenhum
centro.
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Para uma dada conica, sabemos:
o sua equacao: g(z,y) = az® +bay +cy® +dv+ey+ f=0;

2ah +bk+d=0
e determinar se: (x) {bZ ++2 /{71— 0 ¢ SPD ou SPI ou SI:
ck+e=

m se SPD: é possivel eliminar termos lineares e a conica tem um centro:
., como decidir qual é a conica (ponto, circunf., elipse, hip., retas concorrentes)?

m se SPI: é possivel eliminar termos lineares e a conica tem infinitos centros:
i, como decidir qual é a conica (1 reta, retas paralelas ou idénticas)?

* no Exercicio 75b (esbogo feito no )E

Y

= _ 72 2_8
. g(u,v) = Tu® + 28uv + 28v* — =

, , nao fatoram a expressdo da conica (nem de g nem de §)!

m se SI: é impossivel eliminar termos lineares e a conica nao tem centro (parabola, pois
nao é vazio, por exemplo, (0,15 + 5v/2)x, € C):
x no Exercicio 7ba, a conica é uma parabola: como fazer seu esbogo?

g(z,y) = 42? — dzy + y? — 4z — 30y + 175

e nos casos SPD e SPI, escrever: §(u,v) = au?® + buv + cv® + g(h, k) =0

COMO IDENTIFICAR A CONICA SE (x) E SPD ou SPI?

C3.3 Eliminacao do termo quadratico misto por rotacao

Aula 24
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g(z,y) = ax® + bry + cy® + dv + ey + f, a>+ b2+ #0, b#£0.

e ¥ = (0,¢],é) sistema de coordenadas ortogonal
e 3, =(0, fl, ﬁ) rotacao de ¥, de  radianos em sentido anti-horario®!

o P= (xvy>21 = (U7U)E2:

T =wucos —vsinf

(C3.2)
y =wusinf + vcosf

Nota. A matriz do sistema acima, chamada matriz da rotacao*?, e sua respectiva matriz
inversa sao:

cosf —sinf L cos@ siné
M, = M =
sinf cos@ —sinf cos®

QUAL O EFEITO DA ROTAGAO NO POLINOMIO g 7

g(ucosf —vsinb, usinf + vcosf) =?

41Veja Secao M1.3
42E uma matriz ortogonal.
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g(ucosf —vsinf,usin® + vcos) = a'u* + buv + dv* + du+ v + f,

onde
a' = acos®f + bsinf cos § + csin® @ (C3.3)
b’ | = (¢ — a)sin 20 + b cos 20
d = asin®6@ — bsin cos O + ccos®f (C3.4)
d'|=dcosf + esinf
e’ |=ecosf —dsinf
o]= s
Nota.

1. Rotagoes nao alteram o termo independente.

2. Sed=e=0, entao d = ¢ = 0, ou seja, rotacoes nao criam novos termos lineares.

d cosf) sinf d

e’ —sinf cos@ e

- J
v~

inversa da matriz de rotagao
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e Para eliminar o termo quadratico misto:

V' =(c—a)sin20+ bcos20 =0

e Neste caso, encontrariamos ¢ dada por:

g(u,v) :== g(ucosd — vsinh, usin@ + v cosh),

Gu,v) = du® + cv* +du+ v+ f

SEMPRE CONSEGUIMOS ELIMINAR O TERMO QUADRATICO MISTO??

SE SIM, PARA QUAL ROTAGAO (ESCOLHA DE 6) TEMOS

b =(c—a)sin20 +bcos20 =07

Basta escolher 6 € (0,%) tal que®

cot(20) = ¢ ; ‘

Nota. Valem as relacoes:
ad+cd=a+c
/! / b

B B (a —c)?
Sn(20) =b+/1+cot(20) =by/1+ =

43Podemos considerar b # 0, pois caso contrario a equacdo da conica j4 ndo possui o termo misto e nio é
preciso fazer rotagao.
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Roteiro: é sempre possivel eliminar o termo quadratico misto por meio de

uma rotagao no sentido anti-horario de ¥, de angulo 0 € (0, 7)

Dada a conica

g(z,y) = ax® + bry + cy® + dx + ey + f, com b # 0,
sempre é possivel encontrar uma rotagao (Passo 1) de modo que a equacao
gu,v) = du® + v +du+ v+ f=0
no novo sistema de coordenadas satisfaz:

e 0 coeficiente do termo quadratico misto é nulo;

o termo independente fica inalterado;
e os coeficientes dos termos quadréticos s@o solugoes de (%) (Passo 2);

e 0s coeficientes dos termos lineares sao solugoes de (xx) (Passo 3).

Passo 1: Tome 6 € (0, §) tal que

cot(20) = i
e Passo 2: d’ e ¢ sdo solucoes do sistema:
a+d=a+c
(%)
b (a—c)?
—d = =by/14+ ——
0T sin(20) L
e Passo 3: d’ e ¢’ sdao solucgoes do sistema:
d cosf siné d
(54) -
e —sinf cosf e
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Nota. Como rotagoes nao criam novos termos lineares, podemos alcancar o Objetivo da
pag. C5 se aplicarmos primeiro uma translagdo para eliminar (quando possivel) os termos
lineares e depois uma rotacao para eliminar o termo quadratico misto!

Férmulas uteis:

Sabendo o valor de cot(26), sabemos o valor de sin(26):

1

/1 + cot?(26)’

sin(26) =

e portanto de cos(26):

cos(260) = cot(20) sin(26).

Consequentemente, mesmo sem saber o exato valor do angulo 6 que nos fornece a rotagao
desejada, podemos determinar os valores de cosf e sin 6 através do sistema:

{00826’ +sin’f =1

cos? ) — sin? 0 = cos(26)

Assim, os coeficientes de § ficam bem determinados através dos sistemas (*) e (**) nos
Passos 2 e 3 do Roteiro na pagina C23 e a conica pode ser identificada.

Exemplo C3.7. Ver Exercicio 76 em Slide de Exercicios.
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Retas tangente, secante e normal

Objetivo

Verificar a posicao relativa de uma reta e uma conica e suas intersecgoes.

Aula 25

T1 Retas secantes, tangentes e normais

e > = (0, (1,])) sistema de coordenadas ortogonal no plano 7

QUAL A POSICAO RELATIVA DE UMA RETA 7 E UMA CONICA C' EM 7 7

o r: X = (hk)+A(m,n), \eR
o C:g(zr,y) =ax®+bry + cy®* + dz + ey + f = 0 (Proposigao C2.3):

m 0 conjunto vazio: v’
m um ponto: v

m uma reta ou duas retas idénticas ou duas retas paralelas ou duas retas concorrentes:
Secao R4.1: Posicao relativa entre retas v

m uma circunferéncia (caso particular da elipse),
m uma elipse, ou
m uma hipérbole, ou

m uma pardabola.

e Vamos considerar C' uma elipse ou hipérbole ou parabola
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e XernNC<«<= X=(h+Im,k+2An)eg(X)=0para algum A € R:

m equacao de grau no maximo 2 na variavel A, a saber:
(am? +bmn+cn®)A\* 4 (2ahm + bmk +bnh + 2cnk + dm +en) A+ (f + ah® +bhk +ck* + dh+ek) = 0

m cada solucao A da equacao acima corresponde a um ponto X de r N C"
x M C pode possuir 2 pontos distintos;
x r M C pode possuir 1 tinico ponto;
x 7N C pode ser () .

Definicao T1.1. Seja C' uma elipse, hipérbole ou parabola.

1. Uma reta r é secante a C se r N C' possui 2 pontos distintos.

-

reta secante
reta secante reta secante
(A>0) (A>0) (n#0,A>0)

2. Uma reta r é tangente a

(a) elipse C se r N C possui 1 Gnico ponto T’

- 

reta tangente nao intercepta

(A =0) (A <0)

(b) hipérbole C se r N C possui 1 tnico ponto 7" e r ndo ¢é paralela a uma assintota;
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assintota

reta tangente nao intercepta paralela a uma assintota
(A=0) (A <0)

(c) parabola C se r N C possui 1 inico ponto T" e 7 ndo é paralela ao eixo de simetria.

reta tangente

(n #0,A = 0) néo intercepta puril({:)hx a0 eixo
(n#0,A <0) (n=0)
7= (m,n)

i. O ponto 7" é chamado ponto de tangéncia e qualquer vetor diretor da reta
tangente r é chamado vetor tangente a C' em 7.

3. A reta perpendicular a reta tangente no ponto de tangéncia T é chamada reta normal
aCemT.

Atencao: definicao de reta tangente como sendo uma certa reta que intercepta a curva em
um unico ponto nao é valida para curvas mais gerais no plano!

Exemplo T1.2. Ver Exercicio 77 em Slide de Exercicios.
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T2 Demostracoes

T2.1 Posicao relativa entre reta e elipse

e ¥ = (0,(,))) sistema de coordenadas ortogonal tal que

332 y2
C:g(m,y)——+b—2—1—0

r: X =((h+Imk+An), IeER, Fz(m,n);é(j

o X ernC = Wm? | B’ 4 _ g —
m? n?)| ., m n h* k2
) |+ >\+2(¥h+ﬁk>>\+<¥+b—2—l):0
>0

e a equagao (*) é de 2° grau

2 m?  n? e
A=4 [( sho+ k) —(—+62><§+b—2—1)1

Os trés possiveis casos da posicao relativa da reta e elipse sao:

o A > 0: r éreta secante a C
e A =0: r éreta tangente a C em T = (h + Agm, k + A\gn), onde Ay é a raiz de (x)

e A < 0: r nao intercepta C'

S Y

reta secante reta tangente nao intercepta

(A>0) =0) (A <0)
22 2
Proposicao T2.1. Seja — + i 1 uma equagao reduzida da elipse C'.
a

Se T = (h,k) é um ponto da elipse, entao a equagio da reta tangente a C' em T € dada por

h k
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T2.2 Posicao relativa entre reta e hipérbole

e ¥ = (0,(#,])) sistema de coordenadas ortogonal tal que

r:X=(h+Imk+In), AeR, 7=(mmn)#0

[
h + Am)? k+ An)?
XETﬂC’<:>< +a2m) _ ijQn) —1=0+=
m* n?| ., m n h*  k?
) | 55 - % )\+2($h—ﬁk>/\+<§—¥—l>:0
£07?

44Ver p. Ehp22
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m? n2_(m n)<m+n>_0
a? b2 a b a b

m n m n
Ty M T Ty

m a m a
=USr M LT

7= (m,n) || (a,b) ou 7= (m,n) || (a,—b)

(Ehp1.1)

<= r é paralela a uma das assintotas de C

e Se r nao é paralela a qualquer das assintotas de C:

- a equacao (**) é de segundo grau, e portanto:

m A > 0: r éreta secante a C

m A =0: r éreta tangente a C em T = (h + A\gm, k + Agn), onde \g
é a raiz de (xx)

m A < 0: r nao intercepta C'

e Se r é paralela a uma das assintotas de C:

- a equacao (**) é de primeiro grau, e portanto:

m paralela coincidente: r é a assintota e nao intercepta C'

m paralela distinta: r é paralela a assintota e intercepta C' em P,
(h+ Am,k+ A\in), onde A\; é a raiz de (*x)
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tome F - (m, n) - (a, b) (o caso ¥ = (m,n) = (a, —b) é similar)

a eq. de 2° grau (**) fica:

1 1 h? K2

m (***) tem nenhuma solucao:

h k h?  k? b
L L Y g stek="2h
a b(:)a2 b2 0#1e a

S(hk)ernA =r=A4
m (***) tem uma unica solugao A;:
P =(h+Amk+\n)ernC

SrNA =0= 1| A, r# A

Os cinco possiveis casos da posicao relativa da reta e hipérbole sao:

. assintota
reta secante reta tangente nao intercepta paralela a uma assintota
(A >0) (A=0) (A<0)
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T2.3 Posicao relativa entre reta e parabola

e ¥ = (0,(.))) sistema de coordenadas ortogonal tal que

C:g(z,y) = y* —4px = 0.

diretriz

eixo de C

K J

r: X =(h+Im,k+Xn), AXeR, 7= (m,n)#0

e X ernNC <= (k+ M) =4p(h+ A\m) <

(o) n?* A +2(nk —2pm)\ + (k* — 4ph) =0
#0?

e n#0:

- a equacao (¢) é de 2° grau e portanto:

m A > 0: r é reta secante a C
m A =0: r éreta tangente a C em T = (h + A\gm, k + Agn), onde \g
é a raiz de (o)

m A < 0: r nao intercepta C
e n=0:

m7=(m,0),m#0ep#0
k2—4ph
4pm
m r ¢é paralela ao eixo de simetria de C'“ e intercepta C' no ponto
P = (h+ A\im, k+ A\n).

m (¢) é de 1° grau e tem uma unica solugdo: \; =

“Ver Defini¢ado Ehp4.1 e (Ehp4.2)

Os quatro possiveis casos da posicao relativa da reta e parabola sao:
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B /
T

reta secante reta tangente paralela ao eixo

0.A =0 nao intercepta “
(n#0,A>0) (n # ) (n20.A < 0) (n = 0)

Geogebra: posigao relativa de reta e elipse/hipérbole/parabola.

Se r é uma reta tangente a conica C' no ponto 7" e 7" = (m, n) é¢ um vetor diretor de r, entao
a reta normal a C' no ponto T' é a reta que passa pelo ponto 7" e tem 7 = (1, —m) como um
vetor diretor.

Q1
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Quadricas

Objetivo

Aula 25

Definir o lugar geométrico chamado quadricas:

- superficies descritas por uma equacao de segundo grau em trés variaveis.
- listar o elenco de quadricas

Estudar os lugares geométricos de E? chamados: esfera, clipsdide, hiperboldide, cone, para-
bolodide e quadricas cilindricas:

- aprender suas equagoes;
- estudar suas propriedades geométricas.

(fixado um sistema de coordenadas)
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FIXE EM E? UM SISTEMA DE COORDENADAS ORTOGONAL ¥ = (O, (7,], §)).

Q1 Quadricas

Uma quddrica é o lugar geométrico de pontos de E? descrito, em relacdo a um sistema de
coordenadas ortogonal, por uma equacao de segundo grau em z,y e z:

az? +by? + c2* +dey +exz + fyz +gr + hy +iz 45 =0.

Um estudo analogo ao que foi feito em conicas pode ser feito para quadricas, e uma lista
completa de todas as quadricas sao:

1. superficie esférica;
2. elipséide;
3. hiperboldide;
4. paraboldide;
5. quédrica cilindrica;
6. quadrica conica;
7. conjunto vazio;
8. conjunto de um tnico ponto;
9. reta;
10. plano;
11. reuniao de dois planos paralelos;

12. reuniao de dois planos transversais.

Destacamos os casos particulares: esfera, elipsoide, hiperboldide e paraboldide e quadricas
cilindricas e conica.
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Q2 Esfera

Definicao Q2.1. Sejam C' um ponto de E® e p um ndmero real positivo. A esfera (ou
superficie esférica) S de centro C' e raio p é o lugar geométrico dos pontos X de E? tais que

d(X,C) = p.

o O = (v0,Y0,20)
o X = (z,y,2)

XeS<= (z—3)’+y—w)+(z—2)°=p’

A equagao acima é chamada equacao reduzida da esfera de centro C' e raio p.

o (z—20)’+ (y— )’ + (2 —2)* = p* =

P+’ +22+ar+by+cz+d=0, (Q2.1)

onde
a=—2xy; b=-2yp; c=22; d=z2+ys+2 —p°

A equagao acima é chamada equacao geral da esfera de centro C' e raio p.
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Nota.

e Nem toda equacao da forma

[ 24+ + 22 +ar+by+cez+d=0, abecdeR (Q2.2)

¢é equacgao de uma esfera. Por exemplo,
D:2+y*+22+1=0.

e A Eq. (Q2.2) é equivalente a:

< +a)2+ +b 2+< +c>2 A+ +c*—4d 9
T _ — z — — = .
2 Y73 2 4 d

Proposicao Q2.2. A equacdo (Q2.2) descreve:

NS

e a esfera de centro C' = (—§,—3,—5) e raio p = %\/a2 + 0%+ % —4d, se

A+ +*—4d >0,
e o ponto C = (—%, -4 —

A+ +—4d=0;

e 0 conjunto vazio (), se
a®+ b+ —4d <0.

Exemplo Q2.3. Ver Exercicios 78 a 80 em Slide de Exercicios.
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Proposicao Q2.4. Eziste uma unica esfera que contém quatro pontos distintos P,Q), R e S se,
somente se, esses pontos ndao sao coplanares.

Q2.1 Posigao relativa de reta/plano e esfera

Aula 26

Definicao Q2.5. Seja S uma superficie esférica de centro C' e raio p. Dizemos que um ponto
Pé

e interior a S se d(P,C) < p;
e exterior a S se d(P,C) > p.

Um conjunto de pontos é interior (respec., exterior) a S quando todos seus pontos sao
interiores (respec., exteriores) a S.

Exemplo Q2.6. Ver Exercicio 81 em Slide de FExercicios.

Q2.1.1 Posicao relativa e interseccao de reta e esfera

-
- -

|
reta tangente a S em T’ reta secante a S \

té teri S
e (d(C,r)=p, rN S ={T}) ((C,r) < p, ¥ S = {A,B})

(d(Cyr) = p, TN S =10)

e S esfera de centro C' e raio p

Q6



Ana Peron GA-Q 21 de junho de 2024

e 1 uma reta

e a posicao relativa de r e S é determinada pela comparagao entre p e a distancia de r a
C*:

d(r,C) :=min{d(P,C); P € r} = d(T,C), (Q2.3)

onde T' é a projecao ortogonal de C' sobre 7.

e fixe ¥ = (O, (€, €, €3)) sistema de coordenadas ortogonal tal que

O=C e 7| é&=(0,01)

S y?+ 22 = p?

o | T'= (x0,%0,0) a projecao ortogonal de C' sobre r

r: X =T+ X0,0,1) = (z0,90,A\), A ER

QUANDO 7 E EXTERIOR, TANGENTE OU SECANTE A S7

XernsS <= X = (rg,y,\)eXeS
= ity + N =p
= N =p" = (15 + )

= [x=p— oy (Q2.4)

o d(T,C) > p:
m pela Eq. (Q2.4) (que nio tem solucio): r NS =0
m para todo P € r, temos:

Eq.(Q2.3)
dP.C) 2 dr0) 2 (1.0 > py

45Ver Definicao Pad3.2
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.. todo ponto de r é exterior a S (rN.S = 0)

-

. -
e

o d(T,C)=p:

m pela Eq. (Q2.4) (que tem tnica solugdo, A = 0):
existe um tnico ponto em r N .S: T = (zg, Yo, 0);

m pela Eq (Q2.3), para todo P € r,T # C"
A(P,C) > d(T,C) = p

.. todo ponto de r, exceto T', é exterior a S (rnN S ={T})
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e d(T,C) < p:

m pela Eq. (Q2.4) (que tem duas solugdes A\; < 0 < Ap):

% existem 2 pontos em r N S: A = (xg,y0, \2) € B = (20, Y0, \1);
% A\ = —M\y e T é 0 ponto médio de AB;
X:($0,y0_,)\)€re)\1<)\<)\2

—> X € AB (i.e., pontos de r entre A e B)

— X é ponto interior a S

X = (zg,y0,\) €7 € X < A; ou A > Ay (i.e., demais pontos de
r): é ponto exteriores a S

*

*

.. os pontos de r entre A e B sao interiores e os demais sao exteriores a

S (rnS={A,B})
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Proposigcao Q2.7. Sejam r uma reta e S uma superficie esférica de centro C' e raio p.
1. Sed(r,C) > p, entaorNS =0 er é exterior a S;

2. Se d(r,C) = p, entio r NS = {T}, onde T € a proje¢io ortogonal de C sobre r e os
demais pontos de r sao exteriores a S. Neste caso, r é reta tangente a S em T

3. Sed(r,C) < p, entao r NS = {A, B}, onde A e B sdo distintos e o ponto médio de AB
€ a projecao ortogonal de C' sobre r. Todos os pontos do segmento AB sdo interiores a S
e todos 0s demais pontos de r exteriores a AB sao exteriores a S. Neste caso, r € reta

secante a S.

reta tangente a S em 7' reta secante a S

reta exterior a S C, ns={T}
(d(C,r) >p, TN S =10) () =p, v {rh (d(C,r) < p, rn S ={A B})

Q2.1.2 Posigao relativa e intersecgao de plano e esfera

06

e S esfera de centro C' e raio p

e 7 um plano

e a posicao relativa de m e S ¢é determinada pela comparagao entre p e a distancia de 7 a
C46:

46Ver Definicio Pad3.4
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onde T é a projecao ortogonal de C' a .

d(m,C) :=min{d(P,C); P e v} = d(T,C),

(Q2.5)

o fixe ¥ = (O, (€1, €, €3)) sistema de coordenadas ortogonal tal que

O=C e 17| é&=1(001)

S:a?+y?+22=p?

e T:Z=1MmM

T = (0,0,m) é a projegao ortogonal de C' sobre 7

QUANDO 7 E EXTERIOR, TANGENTE OU E SECANTE A S7

o d(m,C) = |m|

XernS < X =(xg,yo,m)e X €S
{x%+y§+m2:p2

Z=m

22 42 — g
é 0T Y =p
2=m

—d(m, C)?

Q11
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o d(m,C) > p:

mrNS=40
md(r,C)>p<—=dX,C)>d(r,C)>p, VX €x

.. todo ponto de 7 é exterior a S (7 NS = 0)

e d(m,C) = p:
m pela Eq. (Q2.6)

% existe um tnico ponto em 7 N .S: T = (0,0, m);
x T' é a projecao ortogonal de C' em 7
m pela Eq (Q2.5):
d(P,C) > d(T,C) = p, para todo P € m,T # C.

.. todo ponto de 7, exceto T, é exterior a S (m NS = {T})

o d(m,C) < p:
m pela Eq. (Q2.6)
% existem infinitos pontos em NS (os pontos do circulo):
Q={(z,y,m): a®+y* =p* —d(m,C)};

x 0 centro de () é a projecao ortogonal T' de C' em T;
% 0s pontos no interior do circulo () sao interiores a S;
% 0s pontos exteriores ao circulo () sao exteriores a S.

.. 0s pontos de 7 interiores ao circulo () sao interiores a S e os demais
sao exteriores a S (m NS = Q)
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Proposicao Q2.8. Sejam m um plano e S uma superficie esférica de centro C' e raio p.

1. Sed(m,C) > p, entao NS =0 ew € exterior a S;

2. Se d(m,C) = p, entao NS = {T}, onde T € a proje¢ao ortogonal de C' sobre m e os

demais pontos de w sao exteriores a S. Neste caso, m é plano tangente a S em T e Cﬁ

€ um vetor normal a 7;

3. Se d(m,C) > p, entao m NS € um circulo Q de raio r =

p? —d(m,C)? cujo centro é

a projecao ortogonal de C' sobre w. Todos os pontos interiores a () sao interiores a S
e todos os demais pontos de exteriores a () sao exteriores a S. Neste caso, ™ é plano

secante a S.

S
I
&l

plano tangente a S em T

lano exterior a S
plano exterior a (d(Cym)=p, TS ={T})

(d(C7) > p, 7N S=10)
T = projecao ortogonal de C' é exterior a S

T = projecao ortogonal de C' pertence a §

plano secante a S

(d(C,m) < p, 1NS =0,

@ ¢é um circulo de centro C e raio r)

T = projecao ortogonal de C' é interior a S

Exemplo Q2.9. Ver Exercicio 82 em Slide de Exercicios.
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Q3 Quadricas no Geogebra

Aula 27
As quadricas e suas interseccoes com planos paralelos aos planos coordenados podem ser
visualizadas no link .
Fixado um s.c.o., temos cinco tipos de equacoes reduzidas que modelam doze quadricas:

e Elips6ide/Esfera; Hiperboldide de uma folha ; Hiperboldide de duas folhas,
que possuem equacgoes reduzidas da forma:

az? + by* + c2* = 1,

onde as constantes nao nulas a,b,c devem ser, respectivamente, todas positivas; duas
positivas e uma negativa; duas negativas e uma positiva.

e Quadrica conica (cone) que possui equacao reduzida da forma:
az® + by* + cz* =0,

onde as constantes nao nulas a, b, c devem ser duas positivas e outra negativa, equivalen-
temente:

2?2 = Az? + By?, ou a?= Ay’ + B2%, ou y?® = Az’ + B,
onde as constantes A, B sao positivas.

e Paraboldide eliptico/circular; Paraboléide hiperbdlico (sela), que possuem equagoes
reduzidas da forma:

z=ar? + by} (ouy=ax®+bz* 2z =ay®+ b2

onde as constantes nao nulas a, b devem ser, respectivamente, ambas positivas; de sinais
contrarios.

e Quaddrica cilindrica (cilindro) eliptica/circular; Quadrica cilindrica hiperbélica,
que possuem equagoes reduzidas da forma:

ar? +by? =1

onde as constantes nao nulas a, b devem ser, respectivamente, ambas positivas; de sinais
contrarios.

e Quadrica cilindrica parabdlica, que possui equacao reduzida da forma:
v = ax (ou 2% = ay)

onde a # 0.
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Q4 Elipséide

Uma quadrica 2 é um elipsdide se existem nimeros reais positivos a, b, ¢, pelo menos dois
deles distintos, e um sistema de coordenadas ortogonal em relacao ao qual €2 pode ser descrita

pela equagao:
2 2
) z
+ » + Tl 1,

2
x
Q . ?

chamada equacao reduzida de ().

Nota.
1. Sea=0b=c>0, entao 2 é uma esfera de centro (0,0,0) e raio a.

2. A interseccao com os eixos coordenados Ox, Oy e Oz ocorrem respectivamente em
(£a,0,0), (0,4b,0) e (0,0 £+ ¢).

3. Q) é totalmente simétrico em relagao ao sistema de coordenadas: é simétrico em
relagao aos planos coordenados, eixos coordenados e a origem:

P=(x,y,2) € Q<= P = (—x,y,2), Po = (—2,—y,2), Ps = (—x,—y,—2),... € Q.

CoMO E UM ELIPSOIDE?

Q4.0.1 Intersecao de elipséide e planos paralelos aos planos coordenados

As equagoes dos planos coordenados sao: 2z =0, x =0e y = 0.

2 2 2

2R v _,_F

X=(zy2ernQ {“+b2+62 ={etrp=l-a
pr— Z:

[ ]
k]
i
|
|

se p <0, isto é, |k| > c:
TN Q: 0,

se p=0,isto é, |k| =c:
7 NQ: oponto T = (0,0, k);
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e se p>0,isto é, k| < e
2 2
x Y ,
7N — + 2= =1 (elipse®).
v T (elipse™)

vértices da elipse no plano z = k: (£a/p,0,k) e (0,%b/p, k)

(Geogebra-elipséide)

Q5 Hiperboldide de uma folha

Uma quéadrica €2 é um hiperboldide de uma folha se existem ntmeros reais positivos a, b, ¢
e um sistema de coordenadas ortogonal em relacao ao qual {2 pode ser descrita pela equagao:

2 2 2
Q:x——l—y——z—:l,

a2 b2

k‘2
47Se a = b, uma circunferéncia, no plano z = k, de centro (0,0, k) e raio a /1= —.
c
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chamada equacao reduzida de ).

Nota.
1. Q é totalmente simétrico em relagao ao sistema de coordenadas.

2. A intersecgao com os eixos coordenados Oz e Oy ocorrem respectivamente em (+a, 0, 0)
e (0,£b,0) e © nao intercepta o eixo Oz (chamado eixo distinguido).

COMO E UM HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA?

Q5.0.1 Intersegao de hiperboléide de uma folha e planos paralelos aos coordenados

o |m: 2=k,

2 g2 5
B — — t—=—=11—
A=y enng a?z b2 -
A —
2
.p::1+g>0
2 2
x y ‘
o TN — + — =1 (elipse™
T pa2 | pb? (elipse™®)
Tz
T - ;:A%‘;-_'_’:’:'“'/
I e R
(
07T12:L‘:m’ ﬂ‘y:n

2

48Se @ = b, uma circunferéncia, no plano z = k, de centro (0,0, k) e raio ay/1 + —-
c
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2 22 n?
o X =(1,y,2) emNQ <= ?‘?Zl_ﬁ
y=n
2
n
op:zl—ﬁ

e se p=0,isto ¢, |n| =b:

om (-9 (2) o

m duas retas concorrentes, no plano y = n, de equagoes:

o sep#0:
2 2P

N — — = =1
" pa*  pc?

m hipérbole no plano y = n de centro (0, n,0)
x p>0 (ie.. |n] <b): os focos da hipérbole estao na reta, paralela ao eixo Oz,
r: X =1(0,n,0)+A(1,0,0), XeER,
* p <0 (ie.. |n| >b): os focos da hipérbole estao na reta, paralela ao eixo Oy,

r: X =(0,n,0)+A(0,0,1), AeR.
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Q6 Hiperboldide de duas folhas

Uma quédrica 2 é um hiperboléide de duas folhas se existem niimeros reais positivos a, b, ¢
e um sistema de coordenadas ortogonal em relacao ao qual €2 pode ser descrita pela equacao:

chamada equacao reduzida de ).

Tarefa: estude a intersecgao de 2 com os planos paralelos aos planos coordenados (Geogebra-
hiperboléide 2 folhas).

Q7 Cone

Uma quéadrica €2 é um cone se existem nimeros reais positivos a, b, ¢ e um sistema de coorde-
nadas ortogonal em relagao ao qual €2 pode ser descrita pela equacao:

iL‘2 y2 2’2
Q:ﬁ+ﬁ_§:0’

chamada equacao reduzida de €. Se a # b, €2 é um cone eliptico e se a = b, {2 é um cone
circular (ou cone de rotagao).

Nota. A equacao reduzida do cone é equivalente a
2> = Az? + By?, paraalgum A, B >0

ou

z :x_+_ para algum a,b > 0
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Tarefa: estude a intersecgao de 2 com os planos paralelos aos planos coordenados (Geogebra-
cone/paraboldide).

Wikipedia: hiperboléides e cone
Wikipedia: cilindro, hiperboldide e cone

Q8 Paraboldide eliptico e circular

Uma quédrica 2 é um paraboldide se existem nimeros reais positivos a,b e um sistema de
coordenadas ortogonal em relagao ao qual €2 pode ser descrita pela equagao:

22 P
Q:z=
a2+b

chamada equacao reduzida de . Se a # b, 2 é um paraboldide eliptico e se a = b, Q2 é

um paraboléide circular (ou paraboldide de rotagao).

Tarefa: estude a 1ntersec<;ao de 2 com os planos paralelos aos planos coordenados (Geogebra
-paraboldide/cone).
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Q9 Paraboldide hiperbdlico (sela)

Uma quédrica €2 é um paraboléide hiperbdlico (sela) se existem nimeros reais positivos a, b
e um sistema de coordenadas ortogonal em relacao ao qual €2 pode ser descrita pela equacao:

chamada equacgao reduzida de ).

Tarefa: estude a intersecgao de €2 com os planos paralelos aos planos coordenados (Geogebra
-sela).

Q10 Quadricas Cilindras

Se existem ntimeros reais positivos a, b e um sistema de coordenadas ortogonal em relacao ao
qual uma quéadrica ) pode ser descrita:

e pela equagao reduzida:
2 2

LY
Q: ol + = 1,
ela é chamada de quadrica cilindrica eliptica (a # b) ou quadrica cilindrica circular/de
rotagao (a = b) (cilindro).

e pela equagao reduzida:
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ela é chamada de quadrica cilindrica hiperbdlica.
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e pela equagao reduzida:
Q:y* = ax,

ela é chamada de quadrica cilindrica parabdlica.

(Geogebra-cilindro parabdlico)

Exemplo Q10.1. Ver Exercicios 83 e 84 em Slide de Exercicios.
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Q11 Tabela de equacoes reduzidas das principais quadricas

2 2 2
Elipsoéide ou esfera o + 2 + 2= 1
22 2 L2
Hiperboléide de uma folha S
a b2 2
. .. x? oy 2
Hiperboldide de duas folhas ——St+t 5 —5=1
a b2
Y
Paraboldide (eliptico ou circular) z=—+ 2
a
Paraboldide hiperbélico
22 2
(sela) z=—=+ ‘Z—Z
a
Quadrica conica
2 2 2 2 2 2
x z x? oz
(cone eliptico ou circular/de rotagao) 22 = — + Zé_z’ 2 = y_2 + =l y? = 2T
a a
Quédrica cilindrica®®
2 2 2 2 2 2
x x* oz z
(cilindro eliptico ou circular/de rotagao) o + %2 =1; = + i 1; y_2 + i 1
Quaédrica cilindrica hiperbdlica®
N S
a®? b2 a2 2 a2 b2
2 2 2 2 2 2
x ¢z z
(cilindro hiperbélico) 3 + Z_Q =1; = + = 1; —% + = 1
Quédrica cilindrica parabdlica®
(cilindro parabdlico) y? = az; 2° = ay
v =uaz, 22 =ay; 2 =az; ¥ =az

Superficies no espago!! Nao confunda com as conicas (elipse, hipérbole, pardbola) que possuem equagdes equivalentes mas sao curvas no plano!!
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Coordenadas polares, cilindricas e esféricas
Um sistema de coordenadas permite localizar a posicao de um ponto no plano ou no espago.

Objetivo

Definir as coordenadas polares de um ponto no plano, as coordenadas cilindricas e as coorde-
nadas esféricas de um ponto do espaco.

Fixado um sistema de coordenadas ortogonal e dado um ponto, determinar as relagoes entre
as coordenadas polares/cilindricas/esféricas e as coordenadas do s.c.o..

e ¥ = (0, B = (1}])) sistema de coordenadas ortogonal

m Y é chamado sistema de coordenadas cartesiano
mP=(r,y)s € E? <= OP = (z,9)B

B 7 e y sao as coordenadas cartesianas de P

eixo Oy /

N
Y ___A..P = (z,9)
: N
& eixo Ox

Podemos localizar a posicao de um ponto no plano através de outras coordenadas.
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C1 Coordenadas polares (no plano)
veja aqui: Math Insight
FIxe uM PONTO O E UMA SEMI-RETA ORIENTADA 7 NO PLANO.

e O é chamado de pdlo

e r é chamada de eixo polar

As coordenadas polares de P € E? sao (r,0) onde:

= d(O, P) = ||OP)

m 0 é o angulo entre o eixo polar e a semi-reta O P, medido no sentido anti-horario;

JF= (r,8)

r '_.‘

<0 -

O —

(pdlo) eixo polar

e 0 é chamado de argumento e r de raio

Nota:

1. Em geral considera-se a restricao 6 € [0,27) para que cada ponto do plano, exceto a
origem, tenha uma unica representacao em coordenadas polares pois um mesmo ponto
pode ser representado pelas coordenadas:

(r,0) e (r,0+2km), keZ.

2. O =(0,0) = (0,0), para qualquer 6 € R.

3. Parar >0, P = (—r,0) :=(r,0 + )
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C1.1 Relacao entre coordenadas cartesianas e polares
Escolhendo:

e O=0
e cixo polar = Ou;

o P=(z,y)x = (r,0) € E?

A

- x = rcos(0)

) é = rsin(0)
)6 -
r cos 6 X
Célculo de r e 0:
=+
(arctg(y/x) para x>0,y >0

arctg(y/z) +2r para x>0,y <0
arctg(y/x) +m  para x <0

0 = 2km + (keZ).
/2 para x =0,y >0
3r/2 para x =0,y <0
L g9 parax =0,y =0

NOTE QUE 7 > ) SEMPRE! E CONSIDERAREMOS ¢ < [0, 27).

Exemplo C1.1. Ver Exercicios 85 e 86 em Slide de Exercicios.
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C2 Coordenadas cilindricas (no espago)
veja aqui: Math Insight
e ¥ =(0,B = (,],K)) sistema de coordenadas ortogonal

m Y é chamado sistema de coordenadas cartesiano de E?
mP=(2,92)sx€E @: (x,y,2)B

m 7, y e z sao as coordenadas cartesianas de P
As coordenadas cilindricas de P € E? sao (r,0,7) onde

m (r,0) sdo as coordenadas polares da projegao ortogonal de P no plano polar;

m7TER
C2.1 Relacao entre as coordenadas cartesianas e as cilindricas
e P=(z,y,2)x = (r,0,7) € E3
A

x = rcos(6)
y = rsin(f)

=T

r>0,60¢€][0,2r), T € R.

Calculo de r, 0 e T:

T =2z, r e 6 como antes.

Exemplo C2.1. Ver Exercicio 87 em Slide de Fxercicios.
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C3 Coordenadas esféricas (polares no espago)

veja: Math Insight

e As coordenadas esféricas de P € E® sao (p,0, ) onde

m # é o argumento da projecao ortogonal de P no plano polar;
m p=d(O,P);

m © é o angulo entre o eixo z e a reta OP.

C3.1 Relacao entre as coordenadas cartesianas e as esféricas

o P= (95,3/72)22 (p797()0) EES

x = pcos(f)sin(y
y = psin(f) sin(y)
2 = peos(y)

~—

p=>0,0€l0,2m), ¢ €[0,7].

Célculo de p, 0 e ¢:

p=ar?+y?+ 22 0 como antes,

© = arccos - )
Va?+y? 4+ 22

Exemplo C3.1. Ver Exercicio 88 em Slide de Exercicios.
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Exercicios

Este slide contém alguns dos exercicios que foram resolvidos ou discutidos durante as aulas.
Seus enunciados podem nao estar completos e pode ser que durante as aulas importantes
comentdrios sobre as resolucoes tenham sido feitos.*

E1 Vetores

1.

9.

Verifique que U+ ¥ =1+ 9y = T = 1.
1

. Se ¥ # 0, mostre que —— possui comprimento 1.

171

Mostre que se a # 0, entao av = W = v = =10.

R~

Conhecendo os vetores @ e ¥, encontre os vetores T e ¢y que satisfazem:

T+ 2
37 —

Resp.: & = 1(5¢ + 20), § = 2(d — 0)

I
N 2

!

QT

Justifique as propriedades A2-A4 de adiccao de vetores, M1, D1 e D2 de multiplicacao de
vetor por escalar. (tarefal)

Se at = 0, mostre que a = 0 ou u = 0.

Mostre que as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo ponto médio.

. Considere o triangulo ABC' como na figura e seja X como na figura. Suponha que

AX = m - XB, com m > 0. Escreva o vetor CX em funcao dos vetores CA e CB.
(tarefal Sugestao: encontre 2 equagoes que relacionem de alguma forma os vetores que

aparecem na figura e resolva o sistema)
A ﬂ\ B

Resp.: CX — ﬁﬁ—i— #HC@
X

Sejam @ # 0, ¥ # 0 vetores em V™. Suponha que @ e ¥ sejam paralelos. Mostre que existe
um A € R tal que 4 = \v.

50Caso vocé encontre algum erro neste arquivo, por favor, reporté-lo para
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E2 Dependéncia Linear

10. Sejam u, v,w € V™. Mostre que os vetores c?,ge ¢ sao LD, onde

d = @+20—0
b = 20 —3G+w
g = Ti— 3.

11. Se i, 7, w € V3 sao LI, entao @ + ¥, i + @ e ¥ + w0 sao LI.

E3 Base

12. Verifique se os vetores @ e v dados sao LD ou LI.

(a) “=(0,1,0)g e v =(1,0,1)g
(b) d=(1,-3,14)pev= (%, 13, r
Resp.: (a) LI  (b) LD
13. Determine m e n de modo que os vetores

= (1I,mn+1)g, U= (m,n,10)g

sejam LD.
Resp.: m=2,n=4

14. Verifique se @ = (1,—1,2)g, 0 = (=3,4,1)g e & = (1,0,9) sdo LI ou LD.
Resp.: sao LD

15. Determine se existe m tal que os vetores
ﬁ:(m,l,l—i—m)g, 17:(1,2,m)E, u_)’:(l,l,l)E

sejam LD.
Resp.: #im € R tal que os vetores sejam LD. Portanto {#, @, w} é LI e portanto (i, ¥, 1)
¢ base de V3 para qualquer m € R.

16. Seja E = (€}, €y, €3) uma base de V3 e considere os vetores
fi=2e1—¢6, fo=e —e+2, f3=e¢ +eés.

(a) Mostre que F = (fi, fa, f3) ¢ base de V3.

(b) Calcule as coordenadas do vetor 4 = (1,1,1)g na base F.

Y

Resp.: (b) @ = (—

wiN
w3

 5)F

(S
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17.
18.

19.

20.

21.

E3.1 Mudanca de base

Dada uma base qualquer E de V3, mostre que Mgp = Id.

Determine a, b, ¢ sabendo que (1,1,2)g = (2,1,0)r e que

-1 0 «a
Mpg = 2 1 b
1 0 ¢

Resp.: a:%’b:—lecz_%

Considere as bases E = (&1,8,) ¢ F = (f1, fa, f3) onde
f_i = <_37 1? 1)E’ fz = (17 _27 1)E7 fi; = <1>270)E-

(a) Determine as coordenadas de ﬁ, f;, f?], na base F'.
(b) Escreva a matriz de mudanca da base E para F.

(c¢) Quais s@o as coordenadas do vetor © = (—4,1,, —1)r na base E?

-3 1 1
Resp.: (a) fi = (1,0,0)p, fo = (0,1,0)p, f3 = (0,0,1)p; (b) Mpp = | 1 —2 2 |;
1 1 0

(c) u=(12,-8,-3)p
Sejam E = (u, 0, w) uma base de V3 e F = (¥ — @, 4 — W, ).

(a) Mostre que F' é base de V3.

(b) Calcule as coordenadas de & = @ 4 2v + 3w na base F.

Resp.: (b) (2,—3,6)p.

PS: Em geral, se usarmos (Z)g = (Mgr)(Z)r para obtermos as coordenadas de # na base F
é necessdrio resolver um sistema! Se usarmos (¥)p = (Mgr) }(Z)p nao precisamos resolver
sistema (lembrando que (Mgr)~! = Mpg)!

E4 Produto escalar, base ortonormal

Sejam E = (€}, €, €3) uma base ortonormal de V3 e

fi=é, fo=é+¢é, f3=eé;s.

(a) Mostre que F = (fi, fa, f3) ¢ uma base de V3.
F ¢é ortonormal?
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22.

23.

24.
25.

26.

27.

(b) Sejam 4 = (1,0,0)r e ¥ = (0,1,0)p. Calcule @ - ¥.
Resp.: (a) F' nao é ortonormal; (b) @ -7 =1

Seja E uma base ortonormal de V3. Calcule ang(, v), quando:

Seja F uma base ortonormal de V3. Obtenha os vetores de norma 3v/3 que sio ortogonais
aos vetores U = (2,3, —1)g e U= (2,—4,6)g.
Resp.: © = (—3,3,3)g ou ¥ = (3, -3, -3)g

Verifique que se n vetores sao dois a dois ortogonais, entao eles sdo LI. (Tarefa!)

Sejam w um vetor nao nulo e T o conjunto dos vetores em V? que sao ortogonais a 0.
prove que:

(a) & ¢ T}
(b) Qualquer combinagao linear de vetores em T pertence a T’
(¢) Se @,v € T sao LI, entdo (u, v, w) é LI;
(d) Trés vetores quaisquer de T' sdo LD;
)

(e) Se u,v € T sao LI, entao u, v geram T, isto é, todo vetor de T' é combinagao linear
de @ e v. T é chamado plano ortogonal a .

E4.1 Projecao ortogonal e ortonormalizacao de Gram-Schimidt

Seja F uma base ortonormal.

(a) Calcule a projegao ortogonal de v = (1, —1,2)g sobre @ = (3,—1,1)g.

(b) Decomponha ¢ = (=1, —3,2)r como soma de dois vetores p'e ¢ de modo que p seja
paralelo a @ = (0,1,3)g e ¢ L 4.

Resp.: (a) projav

7= 56, ~11);
11
(b) = projet = (0.1, 24

3)EeQ—(_ » " 107 10/ E
Sejam, em relagao a uma base ortonormal,
1 1 1

%(1,1,—1), 625(0,1,1), w:%@,—u), a=(3,-2—1).

(a) Prove que F' = (4, ¥, w) é uma base ortonormal.

U=

(b) Calcule as coordenadas de @ na base F'.

Resp.: (b) @= (%
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28. Descreva os vetores ¥ tais que Z- (i+)— <) = 0, onde B = (7], K) é uma base ortonormal.
Resp.: @ é gerado pelos vetores i4< e J+ K e pertence ao plano ortogonal ao vetor t+j7— <

29. (tarefal) Sejam E uma base ortonormal e E; = (€}, €, €3) uma base, onde

gl - (17272)E> 52 - (1707 1)E7 éE’) - (17 1, 1)E

(a) Aplique o processo de Gram-Schimidt para obter uma base ortonormal B = (7], K)
a partir de Ej;

(b) Sabendo que @ = (0,1, 1), determine:
i. as coordenadas de @ na base B.
i [ ][;

iii. poderia ter encontrado ||| sem resolver o item (i)?

Resp.: (a) I'= §(1,2,2)E,j: $(2,-2,1)p, R =3(2,1,-2)p
(b) (1) @ = (8,3, 3)s; (il) ||@ || = 3; (iii) sim, encontrando as coordenadas de @ na base F,
= (2,1,2)p, e com os dados do exercicio de nenhuma outra formal!
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30. Determine se as matrizes sao ortogonais e no caso afirmativo determine sua inversa.

10 -1 1/3 2/3  2/3
(a) M=|2 1 0 (b)y M=12/3 —2/3 1/3
01 1 2/3 1/3 —2/3

Resp.: (a) M nao é ortogonal; (b) M é ortogonal, M~! = M*

E5 Orientacao, Produto Vetorial, Produto Misto

31. Seja E' = (7,7, K) uma base ortonormal positiva.
(a) Sejam 4 = (1,2,3)g e U= (—1,1,2)g. Calcule @ A 7.
(b) Calcule (25 — '+ 57) A (30— 2K +7)
()
)

(d) Mostre que

Encontre um vetor ortogonal a & = 1'— 2]+ 2K e v = =]+ K.

=L

ANT=ER, JANR=1, R

—

AT=—R, RAT=-T, T

Resp.: (a) (1a_5a3)E§ (b) (_12727_16)E§ (C) (07_17_1)E;
()

=1

v
A
dch
o Al e
J S
A

32. Sejam B uma base ortonormal pesitiva,

3 1) 123
U= 17 T a'a ) U= (67 _274)Ba W= (_7 =) _) .
< 22/ ),

(a)

(b) 4 A (U A W); (tarefal)
)
)

(c) usando os itens (a) e (b): WA (4 A ¥);

(d) usando os itens (a) e (b): U A (W A W);
Resp.: (a) (@ A V) AW = £(—17,22,-9)5; (b) @ A (A W) = —1(20,25,39)5; (c)
WA (TAD) = —3(—-17,22,-9)p; (d) TA (WA W) = £(3,47,30)5

Para os exercicios de 33 a 36, considere B uma base ortonormal positiva de V3.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Calcule a drea do paralelogramo ABC'D sendo 1@ (I,1,-1)g e 1@ (2,1,4)5
Resp.: Area = Hzﬁ A EH =27

Calcule a area do triangulo ABC sendo 1@ —1,1,0)g e zﬁ (0,1,3)5
Resp.: Area = %H/@ A /@H =/19/2

Sejam 4 = (1,1,1)g e ¥ = (0,1,2)5. Obtenha uma base ortonormal positiva E = (a, b, c)
tal que

e d e u tenham a mesma direcao e sentido;

b seja combinacao linear de e v.

Resp.: @ = \/ig(l, L), b=
OPv2.8, a base I/ é positiva.

=(—2,0,2)p e ¢ = \%(1, —1,1)g. De fato, pelo Corolério

%|~

Sejam @ = (1,1,1)5 e ¥ = (0,1, 2)5. Obtenha uma base ortonormal E = (@, b, ¢) tal que

e @ seja combinacao linear de u e v;

e Ce ¥ tenham a mesma diregao e sentido.

E é positiva?

. 7 — IA@nY) 1 p_oany 1
Resp.. Escolhendo a = m = \/—1—4(3,2, —1)37 b= Mo — 7§(1, —1, 1)3 (S

&= = \%(0, 1,2)p, a base E é negativa.

—

E5.1 Produto misto

—

Sendo [, U, W] = 6, calcule [24 — 37U + W, —ii 4+ ¥, ¥ — 3ud].
Resp.: 12

Seja E = (1], k) uma base ortonormal positiva. Determine x € R de modo que o volume
do tetraedro determinado pelos vetores @ = (1,1,1), v = (2,z,1) e & = (0,1, —1) seja
igual a 1u3.

Resp.: =9 oux = -3

E6 Retas e Planos

E6.1 Sistema de coordenadas

Considere ABCDEFGH um paralelepipedo como na figura abaixo e B = (€}, €, €3) uma
base de V3.

Se € = ﬁ €y = zﬁ e €3 = E , encontre as coordenadas do ponto H no sistema
= (F,B).

E8
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40.

41.

(b) Se é; = 1@, €y = 1@ e é3 = ﬁ, encontre as coordenadas do ponto H no sistema
¥ = (A, B).

Resp.: (a) H =(—1,1,0)x, (b) H =(-2,1,1)y,

E6.2 Retas

Seja 3 = (O, F) um sistema de coordenadas ortogonal em E? e considere os pontos
A=(1,0,2) e B=(0,1,1).

(a) Encontre equagdes vetorial, paramétricas e simétricas para a reta r que passa pelos
pontos A e B.
(b) O ponto P = (1,2,3) pertence a reta r?

(c¢) Encontre os pontos de r que sdo da forma @ = (z,2,2) e S = (3,v, 2)

Resp.: (a)

r:(z,y,2) =(1,0,2) + A\(1,-1,1), A e R OU r:(x,y,2) =(0,1,1) + A(—1,1,-1), A€ R
r=1+A r=—A

T y=-—XA, AeR T y=14+X XreR
Z:2+)\ Z:]__)\

rrer—1=—-y=z2-—2; r. —x=y—1=1-—2z

(b) P ¢ r (C) Q= (_1’270); S = (3a _2’4)'

E6.3 Planos

Seja ¥ = (O, E) um sistema de coordenadas ortogonal em E? e considere 7 o plano que
contém os pontos A = (1,0,1)y, B=(2,1,—-1)s e C = (1,—1,0)s.

(a) Encontre equagdes vetorial, paramétricas e geral para o plano 7

(b) O ponto P = (1,2,3)y pertence ao plano 77

rT=2+A
Resp.: (a) e ($7y7 Z) = (27 17 _1)+>\(17 17 _2)+:u<0a _1a _1)a )\7/1' € ]Ra T Yy = 14+ — M,

z2=—1=-2\—p

m:3r—y+z—4=0;(b)Penr

E9
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42.

43.

44.

45.

46.

Sejam um ponto O de E® e E = (€}, ¢, €3) uma base ortonormal de V3. Considere o
sistema de coordenadas ¥ = (O, E). Obtenha equacoes gerais dos planos coordena-
dos.

Resp.: m : z = 0 (vetores diretores €, €y: plano Oxy); me : © = 0 (vetores diretores
€y, €3: plano Oyz); 3 : y = 0 (vetores diretores €7, €3: plano Oxz),

Obtenha uma equacao geral do plano que contém os pontos A = (1,0,0), B = (0,1,0) e
C =(0,0,1). (Tarefal)
Resp: x+y—1=0

Considere o plano m; cujas equagoes paramétricas sao
r=1+A+2u

m y=2\+u MpekR
z=—=A

Se m contém o ponto A = (1,1,2) e é paralelo ao plano 7, obtenha as equagdes pa-
ramétricas e uma equacao geral do plano 7.

r=1+A+2u

Resp.: Eq. paramétricas: w: y=1+2X4+pu, \pucR. Eq. geral: m:2—-2y—32+7=0
z2=2-A

Encontre vetores diretores e uma equacgao vetorial do plano

m:2x 4+ 3y — 62+ 12 =0.

Resp.: @ = (0,2,1) e ¥ = (3,0,1) sao vetores diretores. Uma equagao vetorial é 7 : X =
(0,0,2) + A(0,2,1) + (3,0,1), \u € R

Descreva os pontos que pertencem a intersecao dos planos
m:2x—y—2—1=0 e m:z—y+2z2+2=0.

Resp.: todos os pontos que pertencem a reta r: (3,5,0) + A(3,5,1), A € R.

E6.4 Posigao relativa entre duas retas

Considere um sistema de coordenadas ortogonal ¥ = (O, B) de E*, com B base positiva.
As coordenadas dos pontos e as equagoes de retas sao dadas em relagao ao sistema .

47. Verifique se as retas dadas na forma paramétrica

=4+ \ r=9—4\
rr g y=1—X\ MNeR, s y=2+A AXeR
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48.

49.

50.

sao concorrentes, paralelas ou reversas. Se concorrentes, encontre o ponto de intersecc¢ao.
Resp.: r e s sdo concorrentes; ponto de intersecgao P = (1,4, —2)

Considere as retas com equagoes vetorial r: X = (0,0,0) + X\(1,2,4), A€ Re s: X =
(1,0, -2) + A(—=1,—1,—1), A € R.

(a) Mostre que r e s sdo concorrentes.

(b) Encontre as coordenadas do ponto de intersecao entre elas.

Resp.: (b) P = (—1,-2,—4)

E6.5 Posicao relativa entre reta e plano

Considere um sistema de coordenadas ortogonal ¥ = (O, B) de E3, com B base positiva.
As coordenadas dos pontos e as equacoes de retas sao dadas em relacao ao sistema X.

Sejam r : X = (1,0,1) + A(2,1,3), A € R uma reta, 7 um plano de equagao geral
r+y+ z=20. Qual a posicao relativa entre r e 77 Se transversais, encontre o ponto de
interseccao.

Resp.: r e m sdo transversais e P = (7,3,10) é o ponto de intersecgao.

Estude a posicao relativa da reta r e do plano m dados por (Tarefa!)

r—1

2

T =y=—z

T (l‘, yz>2 = (37 07 1)2 + )‘(17 07 ]-)E + M(Qa 27 O)E7 )‘7 IS R.
Resp.: 7 e m sdo transversais e P = (2, %, —%) é o ponto de interseccao.

E6.6 Posigao relativa entre dois planos

Considere um sistema de coordenadas ortogonal 3 = (O, B) de E®, com B base positiva.
As coordenadas dos pontos e as equagoes de retas sao dadas em relagao ao sistema .
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o1.

52.

53.

54.

99.

96.

Determine a posicao relativa dos planos
m:rx+2y+32—1=0 e m:x—y+22z=0.

Descreva o conjunto dos pontos pertencentes a interseccao.
Resp.: m e my sao transversais; o conjunto dos pontos da interseccao é uma reta cuja uma

r=A\
equacao paramétrica € r: y=2—>5)\, AER
z=—14+3\

Encontre uma equagao do plano 7 que contém o ponto A = (2,0, 0) e a reta de intersecgao
dos planos my : 3x — 2y —z—3=0em: 20 +y+42—2=0.
Resp.: m: y+ 2z = 0 (Sugestao: usar teoria de feixe de planos.)

E7 Perpendicularismo, medida angular, distancia

Considere ¥ = (O, B) um sistema de coordenadas ortogonal com base positiva

E7.1 Perpendicularismo

Obtenha uma equagao geral do plano m que contém o ponto A = (1, 1,2) e que é paralelo
ao plano de equacgao geral x —y + 22+ 1= 0.
Resp:z—y+22—-4=0

Encontre equagoes paramétricas da reta r que passa pelo ponto A = (1,0, —1) e é per-
pendicular & reta s: X = (2,1,1) + A\(0,1,1), A € R.

T =142\
Resp.: 71 § y = —), AeR
z=A—-1

E7.2 Medida angular

Obtenha equacao da reta r que contenha o ponto P = (1,1, 1) e seja concorrente com
S =2y =2z,

sabendo que o cosseno da medida angular entre r e s é 1/ V3.
Resp.: r1 : X = (1,1,1) + A(0,1, 1) ery: X = (1,1,1) + \(—4,1,1)

Calcule a medida angular entre os planos
mix+y+z=0, o X =(1,0,0) + A(1,0,1) + u(—=1,0,0), A, u € R.
Resp.: arccos(1/v/3)

E12



Ana Peron GA-E 21 de junho de 2024

57.

98.

59.

60.

61.

Figura 9:

Encontre uma equagao geral do plano que contém a reta

r=z+1
y=z—1

e que forma um angulo de % radianos com o plano m: z + 2y — 3z + 2 = 0.
Resp:m:—-3z4+y+22+4=0e7m: —224+3y—2+5=0

E7.3 Distancia

Sejam A = (a,b,c) e B = (m,n,p) pontos distintos. Verifique que o lugar geométrico dos
pontos de E? que equidistam de A e B é um plano perpendicular ao segmento AB que
contém o seu ponto médio. Esse plano é chamado plano mediador de AB.

Calcule a distancia entre o ponto P = (1, —1,4) e a reta (tarefa)

r—2 'y 11—z

LT I3 g

Resp.: d(P,r) = %

Calcule a distancia do ponto P = (9,2,2) ao plano (tarefa)
)
W:X:(07_570)+)‘<07E71)+M(17070)7 )\MU/GR'

Resp.: d(P,m) =%

Calcule a distancia entre as retas
r: X =1(2,1,00+A(1,—-1,1), A € R, s:x+y+z=2r—y—1=0.

Resp.: d(r, s) = \/szﬁ
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62.

63.

64.

65.

66.

Considere A = (0,2,1) um ponto e areta r : X = (0,2, —2) + A(1,—1,2), A € R. (tarefa)
(a) Obtenha os pontos da reta r que distam /4 de A.
(b) Obtenha os pontos da reta 7 que distam /3 de A.
(¢) d(A,r) é maior, igual ou menor a v/3? Por qué?

Resp.: (a) P = (1,1,0); (b) d(A,r) = /3, pois P é a projecio ortogonal de A a r

Sejam ¥ = (O, B) um sistema ortogonal de coordenadas onde B é uma base positiva.
Obtenha os pontos da reta r : * —y = 2y = z que equidistam de A = (1,1,0) e
B =(0,1,1). (tarefa)

Resp.: P =(0,0,0)

Obtenha os pontos da reta r : X = (0,1,1) + A(1,1,2), A € R, que equidistam dos planos
m:x+2y—z—3=0em:x—y+2z=1. (tarefa)

Resps A = (24,1, B= (-2.2.3)

N\

AN
<

Obtenha uma equagao geral do plano que contém os pontos A = (1,1,1) e B = (0,2,1)
e equidista dos pontos C' = (2,3,0) e D = (0,1,2). (tarefa)
Resp.: m:x+y—2=0em:z=1( resolve sistemas)

E8 Mudanca de sistema de coordenadas, translacao
e rotacao
Sejam X1 = (O1, E = (€, ,8)) e ¥y = (Og, F = (f1, fa, f3)) dois sistemas de coordena-
das com . . .
02:(17070)217 flzéla f2:_53a f3:6?2-
Obtenha, em relacao a Y,
(a) uma equagao vetorial da reta r : [X = (0,0,0) + A(0,1, —1)]s,.

(b) uma equagao geral do plano 7 : 22 —y + z = O]y, .
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Resp.: r: [X = (=1,0,0) + A(0,1, )]s, e m: 2u —v —w+2 = 0],

(Na figura consideramos ¥; um s.c.o. com base positiva)

67. Tarefa: Um sistema de coordenadas ortogonal ¥ = (O, E) esta fixado. Sabendo-se que
(veja figura abaixo) um cubo tem uma face contida no plano 7 : x —y = 0, outras duas
faces paralelas ao plano Oxy e que uma diagonal tem extremidades A = (\/5, —V?2, 1)e

= (\/5, V2, 3), aplique translagao e rotagao para determinar os outros seis vértices.

y X=(0,E :
i (0, E)

Fonte: Boulos, Geometria Analitica

Sugestao:
e Note que 7i; = (1,—1,0) € Tpanooz=(y=0) = (0,1,0). Assim,

My - T 1
cos(ang(m, planoOzz(y = 0))) B (Pad2.3) [ - TptanoOu=(y=0) —

”nfrH”nplanoOzz (y= 0)” \/§

e fazer rotagao de ¥ de 7/4 radianos: ¥y = (O, F)
m cada face do cubo é paralela aos planos coordenados de >3,
e M = (1/2,0,2)s, ponto médio de AG
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e fazer translacao de ¥y para M: ¥y = (M, F)

m usando arelagao (M1.1) (e lembre-se que Mpp = ML), encontre as coordenadas
de A em relagao a ¥o: A = (a,b, ¢)s,;

m o cubo é simétrico em relacao aos planos coordenados, aos eixos coordenados e
a origem de Xg:

G=(—a,—b,—¢)s,, B=(a,b,—0)s,, C=(a,—b,—0C)s,,...

Resp.: a=b=c=—1.

E9 Elipses, hipérboles e parabolas

E9.1 Elipse

68. Verifique que o centro e os focos da elipse nao pertencem a elipse.
69. Se PQ ¢é uma corda qualquer da elipse, entdo d(P, Q) < 2a.

70. Seja
42% + 169y* = 676

uma equagao de uma elipse (em rela¢do a um sistema de coordenadas ortogonal). Calcule

e a distancia focal,
e a medida do eixo maior;

e a medida do eixo menor.

Resp.: (a) 2v/165; (b) 26; (c) 4

E9.2 Hipérbole

71. (Tarefal) Verifique que o centro e os focos da hipérbole nao pertencem a hipérbole.

72. (Tarefa!) Se PQ é uma corda qualquer da hipérbole de modo que P e @ pertencem a
ramos distintos, entao d(P,Q) > 2a. A igualdade ocorre se, e somente se, P e () sado os
vértices da hipérbole.

73. Considere a hipérbole
2522 — 1444* = 9.

(a) Escreva as coordenadas dos vértices;
(b) escreva as coordenadas dos focos;

(c) obtenha as equagoes das assintotas;
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74.

75.

76.

(d) faga um esbogo da hipérbole.

Resp.: (a) A1 = (=3/5,0), Ay = (3/5,0); (b) Fy = (—13/20,0), F} = (13/20,0); (c)
y = £5x/12

Considerando o s.c.o X = (O, 1,]), classifique e desenhe as curvas cujas equagoes reduzidas
sao:

(a) o* +4y* =4 (d) 9y* —a?=9 (8) y = —32°
(b) 92 +4y* =1 (e) z = 2y?
(c) o* —4y* =4 (f) y =222 (h) = =—3y°

Resp.: (a) elipse com focos (£+/3,0) no eixo-x; (b) elipse com focos (0,++v/5/6) no eixo-y;
(¢) hipérbole com focos (+/5,0) no eixo-z; (d) hipérbole com focos (0,+v/10) no eixo-y; (e)
pardbola com foco (1/8,0) no eixo-z positivo e d(F,r) = 1; (f) pardbola com foco (0,1/8) no

eixo-y positivo e d(F,r) = 1; (g) pardbola com foco (0, —5/4) no eixo-y negativo e d(F,r) = 3;
(h) parabola com foco (—3/4,0) no eixo-z negativo e d(F,r) = 3

E10 Conicas

Determine se é possivel transformar g em um polindémio g livre dos termos lineares. No
caso afirmativo, encontre g.
(a) g(x,y) = 42* — dzy +y* — 4o — 30y + 175
(b) g(z,y) = To?* + 28xy + 28y* — 2z — 4y — 1
Resp.: (a) impossivel;
(b) g(u,v) = Tu? + 28uv + 28v* — &.

Note que o valor do termo independente de g nao depende da escolha (h,k) feita, por
exemplo:

k=0=h=1=g(hk)=yg($0) = (-1)

h=1=k=-3=g(hk)=g(1,-2)=(-1)

Identifique e esboce as conicas:

(a) g(x,y) = 72* + 24xy — 2562 — 192y + 1456 = 0

(b) g(z,y) = 1622 — 24xy + 9y* — 852 — 30y + 175 = 0 (ver p. 369-370, Boulos) (tarefal)
(¢) g(z,y) = 2> + 2v/3zy + 3y* + 8V3x — 8y + 32 =0

(@]
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Resp.: (a) hipérbole, (b) e (c¢) pardbola (Geogebra-RT)

eixoyrp eixoy eixoy+
40
P
PR
2
30
0
\
€iXoXy
conical
. A =\(8, 6)
eixox
-20 -10 10 20 30
-10
eixox.
ZOMR
(a) . -20
eixox ©€IX0X r/ eixox,
2
eIXOUTNgixoy,
10
s
cBiica s
B
2
N v
20 18 E=T T2 —— e [ 2 2 4 5 H 10
2
V= (0,05, = (0,2)y, = (~V3, 1)y,
-
Sy ¢ (w,t) — sistema 3, transladado
5, ¢ (u,v) — sistema 3, rotacionado "
S (@y)
() :

Geogebra: conica genérica

Cuidado: a conica abaixo parece retas concorrentes...

N
| Biorg OINOYr  ohoy 2z 10 .
i

[}
8 eixoy 2

5 4 35 3 25 2N -5 ) 1 /05 o 05 1 2
(e} conical o conich1
12 10 5 5 -4 - 2 4 3 8 =05
2 1
15
i
E
6
25
-8

mas € hipérbole!
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e

78.

79.

80.

E10.1 Retas tangentes, secantes

Analise as posigoes relativas das retas r : X = (x,y) = (0, k) + A(m,0), A € R e da elipse

x
C: =+ =1
4 Yy
Resp.: para k =1 ou k = —1, a reta r é tangente a C; para |k| < 1, a reta r é secante a C;

para |k| > 1, a reta r nao intercepta C' (geogebra).

eeeeee

e
e

Geogebra: posicao relativa de reta e elipse/hipérbole /parabola.

E11 Quadricas

E11.1 Esfera

Determine o conjunto que é descrito pela equacao
x2+y2—|—22—\/§x—4y—|—8:0.

Resp.: conjunto vazio

Determine o centro C' e o raio p da esfera de equagao
2y 22— 20 —4y—15=0.

Resp.: C' = (1,2,0) e p =20

Quantas esferas passam, respectivamente, por 1, 2 (distintos) e 3 (nao colineares) pontos?
Resp.:

por 1 ponto P: infinitas esferas: todos pontos do espago distintos de P podem ser centro;

por 2 pontos P # (Q: infinitas esferas: todos pontos do plano mediador de PQ podem ser centro;

Cem

por 3 pontos P, (), R nao colineares: infinitas esferas: todos pontos da reta de interseccao dos
planos mediadores de PQ e PR podem ser centro.
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81. Considere ¥ = (O, B) um s.c.o.. fixado
(a) Localize o ponto A = (2, —1,3) em relagao a esfera
S x4+ + 22 —6r+2—224+7=0.

(b) Faga uma translagdo de modo que no novo s.c.o. ¥; = (O, B) o centro da esfera
coincida com a origem do sistema: identifique a translacao, a origem de >3 e fornega
a equagao de S em X;.
Identifique as coordenadas do ponto de interseccao de S com um dos eixos coorde-
nados de ¥y (forneca as coordenadas deste ponto nos dois sistemas).
Qual é a interseccao de S com respeito a um dos planos coordenados de ;7

Resp.: (a) A é exterior a S.

r=u+3
b)qy=v—-1 O'=@,~L1s; S:u*+0*+w?=4

z=w+1
S N (eizo Ow) possui 2 pontos: P, = (0,0,2)y, = (3,—-1,3)s e P, = (0,0,-2)y, =
(3,—1,—1)x

SN (plano uwv) é a circunferéncia u* 4+ v? = 4 (no plano w = 0) de centro (0,0)y, e raio 2.

translacao do s.c.o.

82. Obtenha uma equacao geral do plano tangente 7 a esfera S no ponto 7', onde

11 1
St +y*+2°—20—-1=0, T:(_g,g,_g,)

Resp.: m:idex —y+2+2=0

E11.2 Elipsodide, hiperboldides, paraboldides, cilindros

83. Identifique as seguintes quadricas (superficies em E3):
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84.

85.

86.

(a) 2 +4y* + 52* = 20 (e) 1622 — 2% —4y?* =0
(

)
b) z? —y* + 422 =4
(c) 2 —y? + 422 = —4 () o% oy =4
)

(d) 2z =a? + 4y? (g) *+y*—22—22+4=0

(h) Para os itens (a), (b) e (d): identifique a curva de interseccdo da quadrica com o
plano x = 1 e determine os vértices e assintotas de tais curvas (caso existam). Desenhe
as curvas (suas projegoes) no plano Oyz.

Resp.: (a) elipséide; (b) hiperboléide de 1 folha (eixo Oy é o eixo distinguido); (c) hiperboléide
de 2 folhas; (d) paraboldide eliptico; (e) cone eliptico; (f) cilindro eliptico; (h) paraboldide de 2
folhas (Sugestéo complete quadrado e faga uma translagéo do sistema)

(h)-(a) elipse 4 T + £ Q =1, vértices: (1,0, :l:,/ ,0), ndo possui assintota
5

(h)-(b) hlperbole £ — L =1, vértices: (1,0 :l:\/> assintotas z = :|:3y
(h)-(d) parabola z =1+ 4y vértice: (1,0,1), ndo possui assintota.

Sejam A = (0,3,0) e B = (0, —3,0) dois pontos de E3. Obtenha uma equagao geral do
lugar geométrico dos pontos X de E? tais que (tarefa!)

d(X,A)—d(X,B)=m
A equagao acima é equivalente a
am?az? 4 (4m? — 144)y* + 4m22% + (36m? —m*) = 0.
Identifique o lugar geométrico nos casos:
(a) m=2 (b) m=6 (¢c) m=10

Resp.: (a) hiperboldide de duas folhas; (b) reta (eixo Oy); (c) elipséide

E12 Coordenadas polares, cilindricas e esféricas

E12.1 Coordenadas polares

Escreva as coordenadas polares dos pontos dados em coordenadas cartesianas:

(a) P = (Ovl) (C) P = (07—1) (e) P = (171)

Resp.: (a) P = (1,7/2); (b) P = (2,0); (¢) P = (L,m); (d) P = (3,7); (¢) P = (VZ,7/4)

Descreva as curvas dadas pelas equagoes (para todos os itens, exceto (b), considere 6 €

0, 27)):
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(a) r=4

(b) 0=% (r>0)
(c) rcosf =2
(d) r=2cosf
() m=1—sind

(f) r = cos 20 (tarefal)

)
(g) r? = sin 20 (tarefal)
(h) » =1+ 2sin@ (tarefa!)
)

(i) 7 =3+ 2cos 0 (tarefal)

Resp.:(86a) circunf. de centro (0,0) e raio 4; (86b) semi-reta; (86¢) reta x = 2; (86d) circunf.

centro (1,0) e raio 1; (86e) cardidide (

);

&\ de 4 pétalas
£ j A 2

(86f) rosa de 4 pétalas

g

(86g) lemminiscata;

(86h) limagon com um lago;

(861) limagon com dente.

E12.2 Coordenadas cilindricas

87. Descreva as superficies dadas pelas equacoes:

=4 (c) T=1

(b) 0=2% (d) r=2cos#

(f) 7 =r (tarefal)

Resp.: (a) cilindro de centro (0,0,0) e raio 2; (b) semiplano de angulo 7/3 com o plano coorde-

nado Ozz; (c) plano paralelo ao plano coordenado Oxy (d) cilindro circular de centro (1,0,0) e

raio 1; (e) paraboléide; (f) cone (com z >

0)

E12.3 Coordenadas esféricas

88. Descreva as superficies dadas pelas equacoes:

E22


https://pt.wikipedia.org/wiki/Cardioide#:~:text=Em%20geometria%2C%20o%20cardioide%20%C3%A9,mesmo%20raio%20do%20c%C3%ADrculo%20rolante.
https://www.geogebra.org/classic/kckbzbbn

Ana Peron GA-Cr 21 de junho de 2024

I
CTERNE

(a) p
(b) 6
Resp.: (a) esfera de centro (0,0,0) e raio 4; (b) semiplano de angulo 7/3 com o plano coordenado
Ozz; (d) cone (com z > 0); (e) plano Ozy; (f) cone (com z < 0)

I
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Cronograma das Aulas - 2024

Cronograma de 2024 (turmas Mecatronica/Produgao e Quimica).

Aula/Contetdo:

10.

11.
12.

13.

Semana 5-7 de margo 2024

(Slide 1) Apresentagao do curso e Geometria Euclidiana. GA: Vetores: norma, diregao,
sentido

(Slide 1) O conjunto dos vetores V™: Adi¢ao, multiplicagdo. Exercicios 1-8
Semana 12-14 de margo 2024

(Slide 2) Dependéncia linear: motivacao (Ex. 9), Prop. D2.3, defini¢oes, obs., Exercicio
10. Prop. D2.6. Exercicio 11. Prop. D2.8

(Slide 3) Base: coordenadas de vetor, dependéncia linear de 2 vetores. Exercicios 12-13.
Dependeéncia linear de 3 vetores. Exercicios 14-16

Semana 19-21 de margo 2024

(Slide 3) Mudanga de base. Exercicios 17-20.

(Slide 4) Produto escalar. Base ortonormal. Exercicios 21-23.
Semana 2-4 de abril 2024

(Slide 4) Exercicio 25. Projegao ortogonal. Exercicio 26. Ortonormalizacao de Gram-
Schmidt. Exercicio 27.

(Slide 4) Exercicios 28-30. (Slide 5) Orientagao em V3. Definigao de produto vetorial.
Semana 9-11 de abril 2024
(Slide 5) Propriedades de produto vetorial. Exercicio 31. Proposi¢cao OPv2.4

(Slide 5) Produto vetorial duplo: Proposicao OPv2.5. Identidade de Jacobi. Exercicios
32-35. Produto misto.

Semana 16-18 de abril 2024
Exercicios 32-(c)-(d), 36, 37 e 38.

(Slide 6) Sistemas de coordenadas. Exercicio 39. Retas: equagoes vetorial, paramétricas,
simétricas. Exercicio 40.

Semana 23-25 de abril 2024

(Slide 6) Planos: equagoes vetorial, paramétricas, geral. Exercicios 41-43.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.

(Slide 6) Exercicios 44-46. Posicao relativa entre 2 retas. Exercicios 47-48.
Semana 30 de abril - 2 de maio 2024

(Slide 6) Posigao relativa entre reta e planos e entre dois planos. Feixe de planos paralelos
a um plano. Feixe de planos que contém uma reta. Exercicios 49-52.

(Slide 7) Vetor normal. Exercicios 53-54. Angulo entre retas. Exercicio 55
Semana 7-9 de maio 2024

P1

(Slide 7) Angulo entre reta/plano e plano/plano. Exercicios 56-57. Distancias.
Semana 14-16 de maio 2024

Revisao da P1.

Exercicio 61 (distancia). (Slide 8) Mudanga de sistema de coordenadas. Exercicio 66.
Translacao.

Semana 21-23 de maio 2024

(Slide 8) Rotacao. (Slide 9) Elipse. Exercicios 68-69. Equacao reduzida da elipse com
focos no eixo Oz . Proposicao Ehp2.3.

(Slide 9) Equagao reduzida da elipse com focos no eixo Oy. Exercicio 70. Hipérbole.
Exercicio 73. Parabola. Exercicio 74.

Semana 28-30 de maio 2024

(Slide 10) Conicas: classificacdo. Eliminagao do termo linear por translagao. Exercicio
75. Classificacao através dos centros.

Feriado.
Semana 04-06 de junho 2024
(Slide 10) Eliminacao do termo misto por rotacao. Exercicio 76.

(Slide 11) Retas tangente e secante. Exercicio 77.
(Slide 12) Quédricas: esfera. Exercicios 78-80. Proposigao Q2.4.

Semana 11-13 de junho 2024
(Slide 12) Posigao relativa reta/plano e esfera. Exercicios 81 - 82.

(Slide 12) Quédricas: elipsdide, hiperboléides, paraboldides, quédricas cilindricas.

Semana 18-20 de junho 2024
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28. Exercicio 83-84. (Slide 13) Coordenadas polares. Coordenadas cilindricas e esféricas.
Exercicios 85-87.

29. Duvidas.

Semana 25-27 de junho 2024
30. P2
31.

Semana 2 de julho 2024

32. SUB
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