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1 Recordando conceitos vistos em Calculo 2

1.1 Funcoes de varias variaveis a valores vetoriais

Uma Funcoes de varias variaveis a valores vetoriais ¢ uma fungao da

forma
f:DCR" =R :xw— f(x), nk>2.

Podemos interpretar de diferentes maneiras: por exemplo

e Transformacoes: o conjunto D C R" é transformado no novo conjunto
f(D) C R”.

e Mudanca de variaveis: (se n = k e f é bijetora) o ponto x de coordena-
das (x1,..,x,) é representado pelo ponto y de coordenadas (yi, .., y,) onde

y = f(x).

e Campos vetoriais: a cada ponto x € D a fungao associa um vetor f(x) €
R*. (link desenho C.V.)

Valem as mesmas defini¢oes do caso de fungoes a valores reais (k = 1): dominio,
dominio natural, contradominio, imagem, sobrejetora, injetora, bijetora, operacoes,
composicao, inversa, grafico... . Veja material SMIA353: Funcgoes aqui

Para fungoes a valores vetoriais (k > 2), podemos considerar as fun¢oes com-

ponentes
fi:DCR"—R:x— fi(x) (i=1,.,k)

tals que
f:DCR" =R :x— f(x) = ( fi(x), fo(x), .., fr(x))

e aplicar a elas a teoria das funcoes a valores reais: limites, continuidade, dife-
renciabilidade, regras de calculo, ecc. Veja material SMA354: funcoes de
varias variaveis 1,2,3 aqui

Em particular dizemos que f é continua (derivavel/diferenciavel) em
x € D se cada uma de suas componentes o é.
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Definicao: dada f: D CR"” - R¥ e A C D, dizemos que f é de Classe
C* em A (Notagao: f € CF(A)) se f e todas suas derivadas até a ordem k
existem e sao continuas em A.

Lembrete: se f é de classe C' em um aberto A entao é diferencidvel em A.

Definicao: Se f ¢é derivavel em p € D definimos a Matriz Jacobiana de f
em p: a matriz k X n

(o oh 9N ]
Ox1 Oz °° Oz,
Ofs  0Ofs 0fs _
92 oL Sh Of: i=1,.,k,
J — 8951 8%2 6‘xn — {2 .

() L : Oz P) j=1,..n
Ofe  Ofk O fk
_8581 8%2 o 8:17n_

Observe: of

e As colunas de J sao as derivadas parciais (vetoriais) de f: 5 (p): 7=1,..,n

e as linhas de J sdo os gradientes das componentes de f: Vf;(p): i=1,..,k

Regra da cadeia para funcgoes a valores vetoriais
Sejam f : R” — R”, g : R¥ — R diferencidveis,
entao faz sentido gof : R" — R : x — g(f(x)) e vale

Jgot (%) = Jg(f(x)) - Jr(x)
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2 Novos operadores de derivacao usados em Calculo 3

Para campos vetoriais F': D C R" — R", denotamos
F(x) = (Fi(x), F3(x), .., [, (x) ), x = (11,29, .., Tp)

e podemos definir:
o divergente do campo F' por:

divF(x Z 8:13

(outras notagoes: divF =V - F)
(divergente é um campo escalar: divF : Dy, € D CR" — R).

Para campos vetoriais F': D C R" — R" com , denotamos

F(x) = (Fi(x), [(x), F3(x)),  x=(2,9,2)
e podemos definir
o rotacional do campo F' por:

ik

— |0 0 0
rotF = % 3 5
Fy Fy F3

(outras notagoes: rotF =V A F)
(rotacional é um campo vetorial: 7otF : D,,; C D C R3 — R?). .

Lembrete: Produto vetorial: No caso n = 3 (e n = 2) definimos o produto
vetorial de dois vetores x = (x1, 2, x3) €y = (y1,Y2,Y3) por:

ik
X/\y::m Ty T3

Y Y2 Y3

Onde usa isso? Eq. de Maxwell
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3 Recordando conceitos vistos em Geometria Analitica:
exemplos importantes de transformacoes

3.1 Coordenadas polares no plano (veja aqui: Math Insight)

Transformacao

T:[0,00) x R — R?: (r,0) — ( rcos(d), rsin(d) ) :

Representamos o ponto (z,%) € R? como

MY
x = rcos(0) , 7777777777777777 5
y = rsin(f) G =
rcosf X
A matriz Jacobiana é
cos(f) —rsin(6
gy |50 rin®
sin(d) rcos(d)
det(Jp(r,0)) =r
Calculo de r e 6:
r =22+ 12,
(arctg(y/z) para x >0
arctg(y/x) +m para x <0
0 =2km+ S 7w/2 para =0,y >0 (keZ).
3m/2 para x =0,y <0
L q.q. para x =0,y =0

Note: Em geral considera-se a restricao 6 € [0,27) para que cada ponto,
exceto a origem, tenha uma unica representacao em coordenadas polares.
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3.2 Coordenadas cilindricas (veja aqui: Math Insight)

Transformacao

T:]0,00) x R? = R%: (r,0,7) — ( rcos(f), rsin(f), 7) :

Representamos o ponto P = (x,y, z) € R? como

x = rcos(f)
y = rsin(6)

Z2=T

A matriz Jacobiana é

JT(Ta 97 7_) -

cos(f) —rsin(d) 0
sin(f) rcos(d) 0
0 0 1

det(Jp(r,0,7)) =r

Célculode r, 0 e 7:

ref

T = 2,

como antes.
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3.3 Coordenadas esféricas (polares no espago) (veja: Math Insight)

Transformacao

T :10,00)xRx[0,7] = R*: (p,0,¢) — ( pcos(f)sin(y), psin(f)sin(p), pcos(v))

Representamos o ponto (z,y, z) € R® como

x = pcos(f)sin(yp)
y = psin(0) sin(p)
+ = peos(i)

A matriz Jacobiana é

cos(f) sin(p) —psin(f)sin(y) pcos(6) cos(y)
Jr(p,0,0) = |sin(f)sin(p) pcos(f)sin(p) psin(f) cos(yp)

cos(p) 0 —psin(p)

det(Jr(p,0,¢)) = —p? sin(y)

Calculo de p, 0 e :

R

0 como antes,

© = arccos (z/\/x2 +y? + z2) :

Sugestao de exercicios: Lista 1 do Prof. Eugenio Massa
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4 Lembrando definicao de integral em uma variavel

Definigao: uma Particao de [a,b| é um conjunto finito de pontos da forma
P={xg,..,zp: a=xp<z1 <9< . <mp_1<x)y=">0};

também denotamos por A;x = x; — x;-1 e ||P|| = max {Ajz,i=1,..,n} e
xf € [T, Ty

Figura 1: Imagem do livro: Célculo, vol. 2, James Stewart

Dadas f: [a,b] — R limitada (com [a,b] limitado) e particao P, defini-
mos a Soma de Riemann (irregular) (regular) (Wikipédia):

n

Zf(ﬂf;k)ﬁﬂa

1=1

Considere o limite

e quando o limite acima existe e ¢ um numero real L € R independente da
escolha dos pontos x} em [x;_1, z;], isto é:

Ve > 0,30 > 0; VP, || P|| < 0,V € [z;_1,x;], temos <e
i=1
dizemos que
s f é Riemann integravel (no sentido préprio) em [a, b],
m L éaintegral definida (de Riemann) de f em [a, b]: L= fff;

e se tal L nao existir (ou depender da escolha dos z*'s), dizemos que

m f nao é Riemann integravel em |a,b].
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5 Integral dupla em retangulos

5.1 Definicao de Integral Dupla em Retangulos
Sejam R = [a,b] X [c,d] e f: R — R uma funcao limitada:

IA

Iy
[A]

= =

Figura 2: Imagem do livro: Célculo, vol. 2, James Stewart

o P= {RZJ [xz 1, xz] [yj—b yj]; I1<i<n,1< J < m} partigéo de R:

a=xp<r1<...<z,=0b

=y <n<...<yn=d, |P|=mar{Aix,Ajy:i=1.,nj=1,..

° (:C;kjayfj) € R;;; uma soma de Riemann: ZZ 123 1f( zgayw)Az’CUAjy
b= ”}131”130 Z Z Fey v By = |\1131\|mo Z Z flaiy, yi)area(Rij)
=1 j=1

e se o limite acima existe, L ¢ finito e independente da escolha dos pontos
(3}, y7;) dizemos que

s f é Riemann integravel (no sentido préprio) em R,

» L é a integral definida (de Riemann) de f em R: L= [[,f
e se tal L nao existir ou depender da escolha dos z*'s, dizemos que
m f nao é Riemann integravel em R.

Outras notacoes: [[ f = [pf = [|p f(@,y)dedy = [[, f(x)dR = [[, f(
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Aplicacao:
Se f > 0 (integravel), entao

¢ o volume do sélido

V={(z,y,2) cR®: (z,y) € R, 0<z< flz,y)}.

(aym=n=4,V=4L5 (bym=n=8,V=44875 (c)m=n=16, V=46 46875

Figura 3: Stewart, Célculo, vol.2: aproximagoes para a Soma de Riemann quando f(z,y) =
16 — 2% — 2y, R =0,2] x [0,2]. Geogebra

Questao 1: Quando f: R = [a,b] X [¢,d] — R limitada é integravel em R?

Questao 2: Como resolver a integral dupla // f?
R
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5.2 Integrabilidade e Teorema de Fubini em retangulos
Seja R = [a, b] X [¢,d] um retangulo em R?.

Teorema 5.1. Se f: R — R é continua entao é integravel.

Motivacao:

Flgura 4: Stewart, Calculo Vol 2: volume € a inte gml da drea da se§a0 tmnsversal ou seja,
V= fA da:ondeA ffa:ydyouV [ A(y)dy onde Ay ffxydx

Teorema 5.2 (Teorema de Fubini em retangulos). Seja f: R — R limitada e
integravel em R.

e seVz € [a,b] 3H (x f f(z,y)dy entdo H € integravel em |a,b] e
[/ fz/ H(z) dx :/ </ f(w,y)dy) dz.
R a a c
e seVy € [c,d] 3G (y f f(z,y)dz entao G € integrdvel em [c,d] e

o~ [ ([ rens)e

Corolario 5.3. Se f : R — R é continua ambas as férmulas valem:

//Rf:/ab (/cdf(x,y)dy) dx:/cd(/abf(x,y)dx) dy.
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6 Integrais multiplas

6.1 Definicao de Integrais multiplas

Podemos fazer o mesmo em R":

Seja f : R — R limitada, onde R = [ay, b1] X [ag,bs] X .. X [ap, b,]: multi-
retangulo (em R") limitado.

Sejam
Py, .., P, partigoes de [ay, b1], .., [an, by] contendo ky + 1, .., k, + 1 pontos

P=P x...x P,
| P|| o tamanho do maior intervalinho entre todas as Py, .., B,

*

15-+50n = Ril,...,in - [xi1_17xi1] X ... X [xin—laxin]

uma soma de Riemann associada a f e Py, .., Py:
ki Kn
p— * . .
Se(f,P) = E E fxi 5 )ALx. Ay x
=1  i,=1

e se existe L := limyp|_o S, (f, P) (independente da escolha dos pontos x*)
dizemos que

m f/ é Riemann integravel em R,
m L é a integral definida (de Riemann) de f em R: L=[,f
(n=3usa [[[,f);

e se A limap_,0 Sy+(f, P) (ou depende da escolha dos pontos z*) dizemos que

m f nao é Riemann integravel em R.
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I m
C =3 1= 1 NixAyArz =V (R
aso n /// |Pl|E>0§Z TAjyAyz (R)

Figura 5: Stewart, Célculo, vol. 2: B = [a,b] X [¢,d] X [r,s] = R

Outras notacoes:

_3)
/sz//Rf://Rf(a;,y,z>dxdydz=//Rf(x)dR://Rf(x)dv

(geral)
fRf S g f = ffR Ty Tp) Ay o dy, = [ f(x)dR = [ f(x)dV = ... =
Jp f(x)dV, = [, f(x)dz"
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6.2 Integrabilidade e Teorema de Fubini em multi-retangulo
Seja R = [ay, b1] X [ag, bo] X .. X [ay, b,] um multi-retangulo em R™.
Teorema 6.1. Se f : R — R é continua entao é integravel.

Teorema 6.2 (Teorema de Fubini). Seja f : R — R limitada e integrdavel em
R.

e Se a formula abaizo faz sentido, entao € verdadeira:

/Rf = /albl [/:2 </(:n f(a:l,xg,..,xn)d:cn) d:z:2] dxy

e O mesmo vale mudando a ordem das integrais a direita (sempre que tudo
faca sentido!)

Corolario 6.3. Se f : R — R é continua entao a formula acima vale
(com qualquer ordem das integrais a direita).

,se R =[a,b] x [c,d] x|r, s], temos 6 integrais iteradas:

Y (/m, o)) o
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7 Propriedades da integral multipla

Valem a matoria das propriedades da integral em uma varidvel:
Sejam f,g : R — R limitadas e integraveis em R, com R C R", n > 2, um
multi-retangulo. Entao

e af +(¢g é integravel em R e fR(Ozf+ﬁg)=Oé(fRf)+5(ng)a
para todos «, 8 € R

e |f| é integriavel em R e =l < [R111
e fg é integravel em R

e f>0em R implica [, f >0.

e f>gem R implica [, f> [,g.

e f=0em R implica [, f=0.

e (Teorema Valor Médio) Se f é continua entao existe x € R tal que

Jnt
(bl — al) Ce (bn — CLn)

fmed = f(X) =

(valor médio)

(b — 1) (b — @) fnea = //R /

[Se z = f(x, y) descreve uma regiio montanhosa e vocé corta os topos dos morros na altura
fmed» €nt@o0 pode usa-los para encher os vales de forma a tornar a regiio completamente plana.

Figura 6: Stewart, Calculo, vol. 2. (n=2e f > 0)
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Sugestao de Exercicios:
e Lista 2 do prof. Eugenio Massa: 1, 8, 12-a) e 12-c).
e Listas no e-disciplinas: Integral dupla parte 1 (exercicio 1).

8 Integral miiltipla em conjuntos limitados

8.1 Definicao de integral miltipla em conjuntos limitados

Dado D C R" limitado e f : D — R limitada, definimos a integral de f em

D como
=]
D R
onde:

R é um (multi-)retangulo em R" tal que D C R

R

Figura 7: Imagem do Livro Célculo, vol. 2, James Stewart (n = 2), Geogebra
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8.2 Medida de Peano-Jordan
Definicao: Dado D C R" limitado,

e dizemos que D é mensuravel* (segundo Peano-Jordan) se

/ 1 existe.
D

e chamamos medida® (de Peano-Jordan) de D (notacao |D|,),

ID|n ::/ 1
D

comprimento n=1
area n=2
|D |n = 9
volume n=3
medida n—dimensional n >4

o se R =a,b] x [c,d] é um retangulo (em R?) entdo |R|y; = (b — a)(d — ¢):

\ng—//l—/ / ldydz = (b— a)(d — ¢) = A(R).

e se R = [ay,b] X [ag,bg] . X [ap, by] € um multi-retangulo (em R") entdo
|R|, = (b1 — a1)(by — a2). — a,), no caso n = 3:

\R|3_///1_/b1 /b2 /b3 Vdzdydz = (by — a1)(by — az)(bs — as) = V(R).

e se R =a,b] é€ um 1—retangulo (em R) entao |R|; = (b — a):

\Rh:/Rlz/abldx:(b—a)=C’(R).
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Existem conjuntos que nao tem medida* (conjunto nao mensuravel):
Exemplo: D = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : x,y € Q} “nao tem area”:

Para qualquer particao de [0, 1] x [0,1] D D, é possivel escolher pontos (7, )
de forma que:

o (xf, y;‘) € Q x Q e portanto F(z7, yj) =1, o que implica que o limite da soma
de Riemann serd 1.

o (z7,y]) € R?\ Q x Q e portanto F(z}, y;) = 0, o que implica que o limite da
soma de Riemann sera 0.

Existem conjuntos de medida* zero:
e Dado D C R” limitado, |D|,, = 0 é equivalente a

Ve > 0 existe um ndmero finito de (multi-)retangulos Ry, .., R em R™ tais que
k

k
DC|JR e ) |Rin<e
i=1

=1

Exemplo: D = {(z,y) € Rz =3,0 <y < 1} tem medida* nula:

Tome d >0e Ds={(z,y) €ER*} 3—0 <2 <3+§0<y<1}.
Claro que D C Dgs. Além disso,

|Dsla=((34+60)—(3—9))(1 —0) =26 — 0, quando 6 — 0.
Portanto, |D]s = 0.

Teorema 8.1. Seja D C R" um conjunto limitado e OD sua fronteira. Entdo:
D é mensuravel (3 [, 1) se, e sd se, [0D|, =0 ([,,1=0).

e A reuniao de um nimero finito de conjuntos (limitados) de medida*
zero, tem medida* zero.
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Exemplos:
e Estes conjuntos (limitados) em R? tém &rea zero:

m grafico de f : [a,b] — R com f integravel.
m traco de curva regular v : [a, b] — R?

y

Figura 8: Stewart, Calculo, vol.2

e Estes conjuntos (limitados) em R? tém volume zero:

m graficode f : C — R com f integravel e C' C R? limitado e mensurével.

m imagem de o : D — R3 com o “regular’e D C R!°“2 limitado fechado
e mensuravel (curvas e superficies).

P o are:
TN
.
25
<SRRI N
2, pe
:ﬁ’oﬁ\\

Figura 9: Stewart, Calculo, vol.2

e Estes conjuntos (limitados) em R"” tém medida zero:

m grafico de f : C — R com f integravel e ¢ C R"~! limitado e men-
suravel.

m imagem de ¢ : D — R” com o "regular’e D C RF #<") limijtado
fechado e mensuravel.
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8.3 Integrabilidade e Teorema de Fubini

Teorema 8.2. Sejam D C R” limitado, f : D — R limitada Se D ¢é men-
surdvel (|0D|, = 0) e f é continua exceto possivelmente em um conjunto

de medida* nula, entao f é integravel em D.

Teorema 8.3 (Teorema de Fubini em R?).

o SejaD = {(z,y) €R*: a<a<b gi(z) <y < gz

R sao limitadas e integraveis.

} onde g1, g5 : |a,b] —

P S ——

P S ——

Figura 10: Stewart, Célculo, vol. 2: Regiao Tipo 1

Seja f: D — R limitada e continua.

Entao [ é integravel em D e vale

=1 ([ sena)

o SejaD = {(z,y) €eR*: ¢<y<d, M(y) <z <hs(y)} onde hys: [c,d] —

R sao limitadas e integraveis.

x=ly) x=h,ly)

D

Figura 11: Stewart, Célculo, vol. 2: Regiao Tipo 2

Seja f: D — R limitada e continua.

entdo [ é integravel em D e vale

for=[ ([ stmmac)
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Teorema 8.4 (Teorema de Fubini em R?).

d SGjCLE - {(Cﬁ,y,Z) S R? (xay) € Da U’l(x7y) <z< U’2(x7y)} onde Uy, Uz -
D — R sao limitadas e integraveis e D C R? é limitado e men-
suravel.

z = uylx, ¥)

Figura 12: Stewart, Célculo, vol.2: Regiao Tipo 1

Seja f : F — R limitada e continua.

entao f € integravel em E e vale

o ([ )

Massa € Peron SMA355 - Calculo 3 Material projetado em aula



Calculo III, 16 de dezembro de 2022 24

e Analogamente trocando o papel das varidveis:

(AN

X =1y, 7)

Figura 13: Stewart, Célculo, vol.2: Regiao Tipo 2

u2(y72)
// f=// / f(z,y,2)dx | dydz
E D u(y,2)

Figura 14: Stewart, Célculo, vol.2: Regiao Tipo 3

us(x,2)
W=l ] i) dsa
E D uy(x,z)
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8.4 Propriedades da integral multipla

Valem a matoria das propriedades da integral em uma varidavel:
Sejam f,g : D — R limitadas e integraveis em D, com D C R”" limitado e
mensuravel. Entao

o (infp f) [D]n < [, f < (supp f) [Dln

e af+3g é integravel em D e [paf+89)=a(fpf)+8([y9).
para todos o, 8 € R

e |f| é integravel e o fl < [l Al
e fg é integravel

e f>0em D implica [, f>0.

e [>gem D implica [, f> [,g.

e f=0em D implica [, f=0.

e se D], =0 entao [, f=0.

e Se D conexo por caminhos e f continua entao existe x € D tal que

fmed = f(x) = Ip! (Valor médio)

e Se f é limitada e integravel em D; e em D, entao é integravel em D; U Do

[ oa=[ ] (8.1
DiUDs D, D

e Se f ¢é limitada e integravel em D; U Dy entao é integravel em D; e em Do
e vale (8.1)
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Sugestao de Exercicios:

e Lista 2 do prof. Eugenio Massa: 2, 3(*), 12-b), 12-d), 13, 15, 16, 17.
e Listas no e-disciplinas: Integral dupla parte 1 (exercicio 2), Integral dupla
parte 2 (exercicios: 1 e 2) e Integral tripla parte 1 (exercicios: 1 e 2) .

(*) Para o exercicio 3: quando f é continua e D é compacto, entao:
inf f = minimo absoluto de f em D
D

sup f = maximo absoluto de f em D.
D

9 Algumas aplicagoes

9.1 Volumes e Areas

Similarmente ao caso de multi-retangulos (Slide 2):

e Seja D C R? um conjunto mensuravel e f : D — R nao negativa e continua
exceto possivelmente em um conjunto de medida* zero.
Entao o volume da regiao B = {(x,y, 2)eER?: (z,y)eD 0<z< f(:z:,y)}

/ 1 ]
D

e Seja D C R? um conjunto mensuravel e f,g : D — R continuas exceto
possivelmente em conjuntos de medidas* zero tais que f < g.
Entao o volume da regiao
B={(z,y,2) ER*: (z,y) €D f(z,y) <z<g(x,y)} édado por

vE) - [ @1

Geogebra
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Figura 15: Stewart, Célculo, vol. 2: cilindro reto com base D e altura 1

e Seja D C R? um conjunto mensurdvel do plano,

entao |D|y = A(D) = // 1 é aareade D.
D

e Seja B C R3 um conjunto mensuravel do espaco,

entdo |B|3 = V(B) = /// 1 é o volume de B.
B
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9.2 Area de Superficie

Considere f : D C R> — R uma fungao limitada de classe C'(D) onde D =
la,b] % [c,d] (ou mais genericamente, D limitado e mensuravel). Seja S a
superficie dada pelo grafico de f.

Figura 16: Stewart, Calculo, vol.2

P={R;y; = [zi_1, 2] X [yj—1,yi];1 <i<n,1 <j<m} particao de D:
o (77,y;) == (zi-1,y;-1) € Rj; o ponto mais préximo da origem

Pij - (CB;k?y;af(x;k)y;))

e 7;;: plano tangente a S no ponto Pj;: (ver notas de aula Célculo 2, Aula
19)
z = flai,y;) + folag, yi) (@ — 27) + fy (27, y7) (y — )
e T;; restrito a R;; (paralelogramo 7;;) ~ S restrita a R;; (.5;;)

ASij = A(Syy) = A(Ty) = ATy = A(S) = 21, 2055 AlTy)

Definicao: A area da superficie S é dada por

Ly Z Z AlTy)

quando o limite existe.

* Calculo da area do paralelogramo T;;: A(T;;) =7
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Se
Qij = (zi, yj, f(2],y;) — fol(2], y7) Ai)
© ~
Qij = (27,95, f(2],v7) — [y (2, v7) Agy),
entao
A(T3;) = [laAbll,
onde

e b:=PF,;Q; = (0, Aji%fy(xf»y;)Ajy)

e aAb = (—fu(z], y;): _fy(xja y;)7 1>AixAjy

lanbll = /2050 + £, 05) + 1 Ay

e A(S) = lim ZZ\/F 7, y;) + FAa ) + 1 Ay

1P[|=0

Portanto,

_ //D \/fg(x, y) + £2(x,y) + 1dA.
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9.3 Calculo das propriedades inerciais de um corpo

Seja B C R? um conjunto mensuravel que representa um corpo e p : B — R com
conjunto de descontinuidade de medida* zero que representa a sua densidade.

e a massa do corpo B é dada por Mg = /// p
B

e cada coordenada z¢ do centro de gravidade, x“ = (2 2§, 2¢), do
corpo B é dada por

1
= —/// x; p(xy, xo, x3) dV, i=1,2,3.
Mg J)) B

e 0 momento de inércia com respeito a um eixo 1 é dado por

o= [ autxr o av,

onde dy(x) é a distancia do ponto x = (x,y, 2) € R? ao eixo 1.

Em particular, os momentos de inércia em relacao aos trés eixos coorde-

nados sao:
L= ///B (v + 2%) p(2,, 2) AV,
L= [l @+ oty av,
I = m(w2+92)p(x,y,2) dv.

Sugestao de Exercicios:

e Lista 2 do prof. Eugenio Massa: 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 14, 18.
e Listas no e-disciplinas: Integral dupla parte 1 (exercicio 3), Integral dupla
parte 2 (exercicios: 3 e 4) e Integral tripla parte 1 (exercicios: 3 e 4).
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10 Mudanca de variavel em integral multipla

10.1 Motivacao: caso n = 2

Sejam

o T:A— R?com A C R? um aberto,
T de classe C'(A), injetora e tal que det(Jr) # 0 em A (ver Slide 1),

e S C R? limitado tal que SUJS C A,

e f:T7(S)— R continua.

Entao

e S é mensuravel se e s6 se T(S) = R é mensuravel,

¥4
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i ¥
SI'JI
[ |/
s i\r. A
u T
(17
0 i 0 X
L Fa
= u
/ I ut L!“
Ar ‘S-J | g
. (g, vi| o '
(g, 1) Au "_ L < )
\ F 7
U= Iy r [u.r'j]
0 i 0 X

Figura 18: Stewart, Célculo, vol. 2

o P={S;; = [uj—1,u] X [vj_1,v,];1 <i<n,1 <j<m} partigdo de S
o (u;,v;) = (ui-1,vj-1) € Sij o ponto mais préximo da origem

¢ Rij - T(Sij)7 T(u;kv rU;) - ($:<7 yj)

[

//Rf N |Eﬁo;;F(x7’y§)A(Rm)

= lim Y Z F(T(uf, v7)A(T(S5))

1Pll—0 4=
1=

= im0 A ) AT(S)
i=1 j=1
(z}.y5)ER

o A(Rij) = A(T(Si;)) =77

A seguir, vamos considerar apenas o caso em que os retangulos S;; (resp. T'(S;;) = R;;) estao

totalmente contidos em S (resp. R).
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r url',_r‘j| 4

r g + Au, iy

Figura 19: Stewart, Célculo, vol. 2

o r(u,v) =T(u,v) = (x(u,v),y(u,v))

o Existem @ € [uf, u] + Aju] e 07 € [v},v] + Ajv]

17 7

a:=T(u

7

o A, ) =T (g, vh) T Tk, ) A Ty(uf, vf) A= a

L0t TEN T (g, 08) Ao & Ty (uf, vf) Ajo = by

79 _]

b = T(u;,v; +Ajv) —T(u;
e T;;: paralelogramo formado pelos vetores a; e by

o A(Rij) = A(mij) = [laa Aba| = [T (ui, v) A T (ug, vj) [ Aiudjv

k
o T,(uf,v3) ATy (uf,v?) = |ay(uf, v%) yulul,vf) 0] = det(Jp(uf,v)k
0

Portanto,
| T (], v )/\T (ur, U )| = ‘det (Jr(u ))‘

//mf://Rf B |}»1||IEOZZJ‘“ JA(R;)

= lim ZZf uy,vy)) [det(Jr(uy, v3))| Audjv

1Pl —0~

_ //S F(T(w, v)) |det (Jr(u, v))| dudo
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10.2 Caso geral
Sejam

e T:A— R"com ACR"” um aberto,
T de classe C'(A), injetora e tal que det(Jr) # 0 em A,

e B limitado tal que B C A,
e f:T(B) — R continua.
Entao

e B é mensuravel se e s6 se T(B) é mensuravel,

. /T(B)f:/BfoT det(Jr)|

isto é,

/ f(x1,..,Xp)dxy...dx, = / f(T(uy,..,uy)) |[det(Jr(uy, .., uy))|duy...duy,.
T(B) B

NOTA:

Se A=A\ C onde |C|,=0e T'| i ¢ injetora e tal que det(Jr)|; # 0, entdo as
afirmacoes acima continuam verdadeiras.
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10.3 Exemplos importantes

Calcular

// et dxdy onde R = {(z,y) € R?: 2% 4+ 9° < 1}.
R

Se T'(r,0) = ( rcos(f),rsin(f) ) e S = [0,1] x [0,2x] entao T(S) = R.

NOTA:

e 7' nao é injetora pois 7'(-,0) =T(-,27) e T(0,-) = (0,0),
o r =det(Jy) =0 para r = 0,

porém

e em S =(0,1] x [0,27) é injetora e det(Jy) # 0,

e vale para C' := S\ S: |C|y = 0.

Logo podemos aplicar a féormula:

// Y dady = // e rdrdd = ... = (e —1).
R S
Calcular

/// e+ 427 drdydz onde R = {(:L‘, y,2) ER? 12?497 4+ 2% < 1} .
R

Se T'(p,0,¢) = ( pcos(8) sin(y), psin(f)sin(p), pcos(p) )
e S=[0,1] x [0,27] x [0, 7] entdo T(S) = R.

NOTA:

e 7' nao é injetora pois

T(p,0,¢) =T(p,2m, p),

T(p, 91, O) = T(p, 92, 0)

T(p,601,m) =T(p,09,m) €

T(07 K ) - (07 0, 0)7

o —p?sin(p) = det(Jr) = 0 para p =0 e para ¢ = 0, T,
porém

e em S =(0,1] x [0,27) x (0,7) é injetora e det(.Jr) # 0,
e vale para C' := S\ S: |C|3 = 0.

Logo podemos aplicar a féormula:

2 2 2\3/2 3 4
/// e+ +2%) drdydz = /// e p*sin pdpdfdy = ... = gﬂ(e —1).
R S
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Foérmula geral coordenadas polares

[/Bf(l'ay)dxdy://Df(rcos(e),rsin(@))rdrd@

onde B é o conjunto descrito em coord. cartesianas e D em coord. polares

Formula geral coordenadas cilindricas

// f(x,y,z)d:z:dydz:// f(rcos(0),rsin(@), ) rdrdddr
B D

onde B é o conjunto descrito em coord. cartesianas e D em coord. cilindricas

Foéormula geral coordenadas esféricas

[/B [y, 2) dedydz =

= //D f(pcos(8)sin(yp), psin(f) sin(y), pcos(p)) p sin(p) dp df dy

onde B é o conjunto descrito em coord. cartesianas e D em coord. esféricas

Sugestao de Exercicios:

e Lista 3 do prof. Eugenio Massa.
e Listas no e-disciplinas: Integral dupla parte 3 e Integral tripla parte 2.

Alguns sites que calculam integrais:

Integral Calculator
Wolfram Alpha
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11 Recordacao: curvas

Definicao
Chamamos Curva em R": uma funcao continua v : [ — R" onde I C R é
intervalo. Definimos:

e Traco da curva: a imagem

e equacgao paramétrica/vetorial da curva: alei y(t) = (z1(t), ..., z,(t))
e Dizemos que a curva ¢ simples se v é injetora.

e Dizemos que a curva é fechada se I = [a,b] e v(a) = v(b).

e Dizemos que a curva é fechada simples se fechada e v|(, ;) injetora.

e Dizemos que a curva ¢é derivdvel se v é derivavel

Seja p € I. Se y é derivavel em p e 7/(p) # 0 entdo
° ’Y/(p) ¢ um vetor tangente ao traco, no ponto ’y(p)

e t(p) =+ (p)/ |7 (p)|| é um vetor unitirio tangente ao traco, no ponto
7(P)-

e assim, o traco da curva (reta) r(t) = v(p) + t(p)t é uma reta tangente
ao traco de 7 no ponto y(p).

e Dizemos que a curva é regular se v é derivdavel e 7' £ 0 em todo I: logo
o traco possui reta tangente em todo ponto.

e [nterpretacao cinemdtica: (t) pode representar o movimento de um corpo
em R"™: ¢ representa o tempo e ~y(t) a posigao. Neste caso 7' é a velocidade
vetorial, 4" é a aceleracao vetorial.

e Dizemos que a curva é parametrizada pelo comprimento de arco
quando ||7/|| = 1 em todo ponto (trago percorrido com velocidade 1).
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FIGURA 12
X = sen I—%sen 5t +%cns 2.3t

Yy = COS H—%cns St +%SEH 2,31

Figura 20: Stewart, Calculo, vol.2: curva regular, nao parametrizada pelo comprimento de
arco, nao simples e nao fechada
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12 Integral de linha de funcao escalar

Sejam
e f: A— R uma funcao de dominio A C R"
e 7 : [a,b] - A uma curva regular e com derivada continua.
e ( = traco de vy

Queremos definir a integral de f ao longo de 7.

12.1 Integral de linha com respeito ao comprimento de arco

edcdolelokk*k Motivagao (caso n = 2):
Se f > 0, qual area da superficie vertical S que esta acima de C, entre o
plano xy e o grafico de f?

i
v

bfixey)

i, ¥

Figura 21: Stewart, Céclulo, vol. 2: particao da curva e superficie S

o P={ty,....tp: a=ty<t; <ty <. <t,1<t,=>b} particio de [a,]:
o {P:=1(t:) = (x(ti),y(t:)) : i = 0,...,n} particao de C

—_—

e A;s = comprimento do subarco P,_{ P,
o tj € [tia, til; P =(x(t)),y(t))) = v(t])
o A(S) ~ XL f(u(t)Ass
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Note
o Ais ~ |P_1 P

| i1 B = V(@(t:) — x(tizn))? + (y(t:) — y(tiz1))?
tz*,tf:‘eé(]\Z—hti) \/(xl(tf*)Ait)Q + (Y (&) At)?
= @)+ ) Al
S IOEDAs xS IGE @R )
£+ t***wt* Zf \/ ( ))2 + (y/(t;g)>2Ait

Definicao: A integral de linha de f sobre vy com respeito ao compri-
mento de arco é dada por

/fds—/ ) /(6] dt

OBS: a integral acima nao depende da parametrizacao da curva quando a

reparametrizacao € bijetora, isto é:
Se vy : [a,b] = A ey : [c,d] — A sdo duas curvas com mesmo trago tais que

(R—C) existe uma funcao g : [c,d] — [a,b] (bijetora) de classe C' com ¢ > 0:
e o mesma orientacdo (ou g’ < 0: v, e yo orientagdo contrdria) em (c,d)

e 72(u) = n(g(w)),
/wfds:/wfds.

entao
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OBS: se v é parametrizada pelo comprimento de arco entao

A fds = / ' F(0) .

OBS: se v ¢é apenas regular por partes podemos somar em cada parte:

¥y

v

~
n

Suponha agora que C seja uma curva suave por partes; ou seja, C € a unido de um
nimero finito de curvas suaves Cy, Cs, . . ., C, onde, como ilustrado na Figura 4, o ponto ini-
cial de C;;, € o ponto final de C;. Nesse caso, definimos a integral de f ao longo de C como
a soma das integrais de fao longo de cada parte suave de C:

L flx,yv)ds = L flx,y)ds + l( flx,y)ds + -+ + ‘r flx, y) ds

Figura 22: Stewart, Célculo, vol. 2

Interpretacao geométrica:

e para n > 2,

[y s | @O T

¢ o comprimento do traco de 7.
/ fds
y

¢ a area da superficie vertical que estd acima do traco de v, entre o plano
xy e o grafico de f.

esen=2 f>0,
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12.2 Integral de linha com respeito a z;
Sejam
e f: A— R uma funcao de dominio A C R"
e 7 :[a,b] - A uma curva regular e com derivada continua
equagoes paramétricas de v : x; = x;(t), 1 =1,...,n

Nos estudos de integral de linha para campos vetorias sera conveniente
usar as seguintes integrais de linha: a integral de linha de f sobre v com
respeito a x; ¢ dada por

Afdxz = /abf(v(t))x,’i(t) dt, i=1,...,n.

OBS: a integral acima nao depende da parametrizacao da curva quando a
reparametrizacao é bijetora, exceto pela orientacao, que muda o sinal da
integral, isto é:

Se 71 € 7 s@o duas curvas com mesmo como em (R-C) tais que:

e possuem a mesma orientacao, entao / F-dvy = / F - dvy,
B! Y2

e possuem orientacao contraria, entao / Fdy; =— / F - dy
ga! V2

Notacao: para n = 2,3,

/Pd:r:Jery ::/de+/Qdy
gl gl gl

/de+Qdy+Rdz :=/Pda:+ Qdy+/Rdz
g vy gl

gl

Sugestao de Exercicios:

e Lista 4 do prof. Eugenio Massa: 1, 4, 5, 6, 7, 8.
e Listas no e-disciplinas: Integral de Linha de uma Funcao Escalar

Massa € Peron SMA355 - Calculo 3 Material projetado em aula


https://sites.icmc.usp.br/eugenio/calculo3_4/L4_C3_4h.pdf

Calculo III, 16 de dezembro de 2022 43

13 Integral de linha de campo vetorial

13.1 Campo Vetorial

F:ACR"—R" éum campo vetorial (c.v.) com dominio A

(

FIGURA 1 Campos a lo ver S FIGURA 2 Campos v

FIGURA 13
Campo de velocidade do FIGURA 14
escoamento de um fluido Campo de forga gravitacional

Figura 23: Stewart, Calculo, vol. 2: Campos de velocidade: aspecto do vento, correntes
oceanicas, escoamento do ar e do fluido, campo de forca gravitacional

Exemplos:

1. F(z,y) = (—y,x) = —y7 + :c7 é um c.v. em R?
_>

2. F(x,y,2) =(0,0,2) = 2k é um c.v. em R?
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13.2 Integral de linha de c.v.
Sejam
e F': A — R" um campo vetorial (c.v.) de dominio A C R"

e 7 : [a,b] - A uma curva regular e com derivada continua,

Queremos definir a integral do c.v. F' ao longo de v

Hkkkxx* Motivagao (caso n =2 ou n = 3):
Se F' representa um campo de forcas e v o caminho que uma particula per-
corre, qual o trabalho 7 realizado por F' para mover a particula de vy(a) a v(b)?

e Se F' é constante e vy um segmento retilineo: 7 = F - (y(b) — v(a))

——
deslocamento

D

Figura 24: Stewart, Calculo, vol.2
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e Caso geral: F' nao constante, v nao retilineo

Fiy (1
— v () =1 (b)

EN
\-:I. L1

st [Fuei3 41&
Firil/2))

—

o (tg) = v (@)

Figura 25: Stewart, Célculo, vol. 2 e Guidorizzi, vol. 3

o P={ty,....t,: a=ty <ty <ty <. <t,1<t,=>} particio de [a,b]:
o {P,:=~(t;) :i=0,...,n} partigao do trago C de ~
o Ajs~ |Pi_ 1P

[ J
R Y F((tim) - (v(t) = A (tion)
=1
TVM o
= F . . A
t:e(a—hti); (v(tim1)) - v () At
tf’“fiz‘—l r ,
R Y F(y(ti) -y (o)At
=1
) b
72/ F(y(t)) -~ (t)dt
Skoskoskoskoskoskoskoskoskoskoskosk
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Definicao: A integral de linha do c.v. F' sobre ~ é dada por

/F cdy = /abF(v(t)) -'(t) dt

~

!

OBS: nao depende da parametrizacao da curva exceto pela orientagao,
que muda o sinal da integral!!!
Se 1 € 7 s@o curvas com mesmo trago como em (R-C) (Slide 7) tais que:

e possuem a mesma orientacao, entao / F-dvy, = / F - dvy,
M 72

e possuem orientacao contraria, entao / F-dy=— / F - dvy,
! Y2

Outras notacoes:

AF-dvle-ds:AF-dr (onde r(t) = ~(t))

Outras formulas:

[/F - ds = /awa(t)) -~ (t) dt

b
/a [F(V(t)) 'f(t)} W) dt
- /[F t] ds

/ (F()(E) + . + Fa(r(D)7(8)] db

= 71a 7’yn

xi:;i(t) /Fl (xla ) xn)dxl + ...+ Fn<x1’ 0 x”)dxn
,y
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= (P,Q)

L /[Fﬂ ds — /Wde—l—Qdy
(P,Q

.

/de + Qdy + Rdz
g

\

Interpretagao fisica:

e Se F' é um campo de forcas, entao

/F-ds
5

(mtegml de linha com relacao ao comprimento de arco da componente tangencial da fm’ga)

é o trabalho feito pelo campo F' sobre uma particula que percorre o tracgo
de ~ .

Uma curva y: [a, b] — Ra se diz de classe C' por partes se for continua e se
existiremuma particioa =1, <{, < ... <f,=becwvas yi: [ti_, 1] = Ra,i=1,2, .,
n de classe C', tais que, para todo f em Jt:_,, [, y (1) =y, (£):

¥ é de classe C' por partes

Seja 7;) um campo vetorial continuo no aberto Q de R. e seja y: [a, b] — Q uma
curva de classe C' por partes; definimos

— o 4 — —
J F-¢1y=J F-d}q‘j F-u’y:+---+J F - dy,.
Y 71 72 ¥n

Figura 26: Guidorizzi, Um curso de célculo, vol. 3

Exemplos: Calcule va - dry onde
L F(z,y) = (y°,2),

(a) o segmento de reta de (—5,—3) a (0,2). (Resp.: —%)
(b) o arco de pardbola z =4 — y* de (—5,—3) a (0,2). (Resp.: %)

2. F(z,y) = (y,x) e v dos itens (a) e (b) anteriores. (Resp.: —15)
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13.3 Fluxo de um campo vetorial através de uma curva
Para o caso n = 2, sejam ainda

e F: A — R? um campo vetorial de dominio A C R?

e 7 : [a,b] - A uma curva regular e com derivada continua,

Definicao: O fluxo do campo vetorial F' através da curva -y

b
[ [F @] ds = / [ F(y(t)) - 85(8)] |7/ de

w(Y(1) F(vu»

Figura 27: Guidorizzi, Um curso de célculo, vol. 3

OBS: nao depende da parametrizacao da curva (pelo menos se a reparame-
trizagao é bijetora) mas depende da escolha do sentido do vetor normal
unitario n:

emR2valen L t<1n-t=0.

Se t = (a,b) é versor tangente, entdo Ny = (b, —a) e Ny = —(b, —a) sdo

Versores normais.

(v ()

4 n, (¥ (1)

Figura 28: Guidorizzi, Um curso de célculo, vol. 3
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Outras formulas:

Se F = (P.Q) ¢ (1) = (71(D. (D), entdo
N 1 / / -~ o 1 / A
t(t) = m(%(t):%(t))a n(t) = :I:”V/(t)H (72(t), =1 (1))

/ F @] ds = / [ F(y()) - 85() ) |7/ (2)]] de

Interpretacao fisica:

e Se F' é a velocidade de um escoamento plano

L[F-ﬁ}ds

(integml de linha com relagao ao comprimento de arco da componente normal da forg:a)

é o fluxo de fluido através do trago de v (“area” de fluido por unidade de
tempo).

Quando a curva v é fechada costuma-se usar o simbolo §1§ , e se orientada no

sentido anti-horario: §1§
¥

Sugestao de Exercicios:

e Lista 4 do prof. Eugenio Massa: 2, 3, 9 a 20.
e Listas no e-disciplinas: Integral de Linha de um Campo Vetorial Parte I
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14 Campos conservativos

Definicao Dado um campo vetorial F': A C R" — R" dizemos que
a integral de linha de F' é independente do caminho se:

dados p1,p2 € A, /F - ds é o mesmo valor
g

para qualquer curva v C A que vai de p; a po.

P2
Neste caso pode-se usar a notacao /F -ds = / F-ds
gl P

1

Nota. A integral de linha de F' é independente do caminho em A <

/F-ds—() para toda curva v C A fechada (%F-ds:O).
v gl

De fato,

T D2

o T

Figura 29: Stewart, Célculo, vol. 2

(=): Sejam ~ fechada em A, pi,ps em 7 tome 1 e 2 de p; a ps tais que
v =1 U —7. Entao,

/F-ds:/F-ds+/ F-ds:/F-ds—/F-ds:O
0 et -2 st 72

(<=): Sejam 7, e 7, de p; a p2 e tome v = 71 U —v, que é fechada. Entao,

OZ/F-ds:/F-der/ F-ds:/F-ds—/F-ds
v M —72 " V2

PROBLEMA': verificar infinitas integrais de linha nao é muito bom!
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Lembrete: TFC (n = 1): Se FF': A = [a,b] C R — R continua tem
primitiva ¢, isto é, F' = ¢’ em (a,b), entao

Sejam F': ACR" — R" e v: [a,b] — A tal que y(a) = p1 e v(b) = po.
Se F'=¢' =V em A, entao

/F-ds = /Vg@-ds
gl g

_ / V(1)) -+ (t)dt
b d

B P IECONE

= (b)) — ¢(v(a))

Teorema 14.1 (Teorema Fundamental para integrais de linha).
Sejam A C R” um aberto e F: A — R"” um c.v. continuo. Se existir

0:A—>R talque F=VpemA

entao

/F -ds = ¢(p2) — ¥(p1),

7

para qualquer curva v C A que vai de p; a po.
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Definigao Sejam A C R" um aberto e F': A CR" — R" um c.v. continuo.
Dizemos que F' é conservativo (c.v.c.) em A quando existe ¢ : A — R

tal que
F=V¢ em A.

A funcéo ¢ é dita potencial de F' (ou primitiva de F') em A.

Observacao. Se ¢ é potencial de F', entao ¢ + ¢ também ¢é, V¢ € R.

Nota. O Teorema 14.1 pode ser reescrito como:
Fé um c.v.c. em um aberto A — a integral de linha de F é

independente do caminho em A.

Observacao.
e Para n = 1, toda func@o continua F' tem primitiva (potencial): basta

considerar

o(x) = /I F(t)dt (z fixo).

Zo

e Para n > 1, toda funcao continua F' tem potencial?

Exemplos. Considere A =R?\ {(0,0)} e a > 0.

x AN AN
1. F(x,y) = 1+ | possui funcao potencial em A?7
(z,y) T T E P Gao p
2. F(x,y) = 0 i+ ‘ J possui funcdo potencial em A??
’ 2 12 + yQ 72 + y2 o

Se consideramos 7(t) = (acost,asint), t € [0,27], quanto vale /F -ds 77
gl

Geogebra Wolfram
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Definicao Um subconjunto A de R" é conexo por caminhos quando
quaisquer dois pontos de A podem ser ligados por um caminho inteiramente

contido em A.

conexo por caminhos conjunto conexo conjunto no conexo
por caminos por caminos

Figura 30: Figuras da internet

0 L 0 \

Figura 31: Stewart, Célculo, vol. 2

e A conexo por caminhos
e po=(a,b) € A fixo

e Para cada p = (z,y) € A, a funcdo abaixo estd bem definida se a integral
de linha de F' é independente do caminho

P
p(z,y) :Z/ I ds
P

0
e queremos calcular o gradiente de ¢: Vo = (¢, ¢y)
e A aberto = existe uma bola aberta B de centro p contida em A
e tome z; < z tal que (r1,y) € B (tome y1 < y tal que (z,y1) € B)
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e (: caminho de py a (z1,y) (Cy: caminho de py a (x,y1) )
e (y: segmento de (z1,y) a p (Cy: segmento de (x,71) a p)
) go(:v,y):/ F-ds+/ F - ds
Cl 02
° / F' - ds nao depende de x </ F - ds nao depende de y)
Cl C11
0 0
e v, (z,y) = axl/F-ds (gp(a:y) ay/CQF-ds)
o = (P,Q)
o Ch:n(t)=(ty), te€lr,a (Co () = (x,1), € [y,yl)
0
0 x, / F-ds \
Palz,y) = ax/F'dS W(a) ay Je,
o 9 _ 9 /
= o ( / [P(t.y)1 +@<t,y>o1dt) By (  P@8)0+Q(,1) W)
— p(x,y)1 = Q(z,y) /

o Vo(p) = F(p) parap € A

e © é funcao potencial de F' em A
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Teorema 14.2. Sejam A C R"” um conjunto aberto conexo por caminhos
e ': A— R" um c.v. continuo. Se

a integral de linha de F' é independente do caminho em A,
entao uma funcao potencial ¢ de F' é

p
o(p) ::/ F-ds, peA,
p

0

onde py € A é um ponto fixado.

Além disso, se 1 € outra funcdao potencial de F', entao ¢ — 1 = const.

Nota. e F'é um c.v.c. em um aberto A = a integral de linha de F
¢ independente do caminho em A.

e ['é um c.v.c. em um aberto conexo por caminhos A <> a integral
de linha de F' é independente do caminho em A.

PROBLEMA: ainda precisamos verificar infinitas integrais de linha para
saber se é conservativo!!
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O QUE QUEREMOS?

Queremos condigao mais simples que
permita concluir que um c.v. é
conservativo!!

E QUANDO
QUEREMOS?

AGORA

-
o —
.‘—
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Observacao. Seja F' : A — R" um c.v. continuo com derivadas continuas em um
conjunto aberto A C R"™: F(z1,...,2,) = (F1(z1, ..., xn), .., Fu(xr, .. x0)).
Se '=Vyp em A (ou seja, F é c.v.c. em A), entao

0 F; B 0 0y T.Schwarz 0 Jip _ a[J/
O N Ox; \ Ox; Caleulo?2 O Ox; 0wy’

para todo 7 # j, 1,7 = 1,...,n. Em particular,

o n =2 F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y))
orP  0Q
oy ox

e n =3 Flz,9,2) = (P(x,y,2), Q,9,2), R(z,y, 2))
OP  9Q OP  OR 0Q OR

dy Oz’ 9z Oz’ 9z Oy’

Lembrando: O rotacional de F': A C R’ — R”, é:

ik
OR 0Q\~ (0P OR\~ [(0Q 0P\~
F=12 92 9|=|—_—-_—=2 - = s Al
rot Ox dy 0z <3y 8z>z+(82 8x>3+<8x 8y)k
P Q R

_(0Q OP\~
Sen =2, rotF = (% 8_y> k.

Nota. Nos casos n = 2 ou n = 3, podemos reescrever a Observacao anterior
como: -
Se ' é um c.v.c. de classe C! em A, entao rotF' = ( em A.

Continuamos na proxima aula!!
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15 Campos conservativos: recordacao

Seja [': AC R" —+ R"” um c.v. continuo.
aberto
F' é conservativo (c.v.c.) em A C R" quando existe ¢ : A — R tal que

F=Vy em A.

Nota.
integral de linha de F' é independente do caminho em A <—

/F-ds:() para toda curva v C A fechada (%F-ds:O).
v v

Nota. (TF)
F é um c.v.c. em um aberto A = a integral de linha de F é
independente do caminho em A.

Nota.
F é um c.v.c. em um aberto conexo por caminhos A <= a integral
de linha de F' é independente do caminho em A.

Nota. Nos casos n = 2 oun = 3: -
F é um c.v.c. de classe C' em um aberto A = rotF = 0 em A.

I
x2 + 12 x2+y

Exemplo. Considere F(z,y) = 27 em A = R?\{(0,0)}.

1. Qual o rotacional de F' em A?
Note que: F' atua sobre trajetorias circulares. Geogebra

Slide 09: /F ~ds =2m # 0, v(t) = (acost,asint), t € [0, 27].
2l

Logo, a integral de linha de F' nao é independente do caminho

Portanto F' nao é c.v.c. em A.

% Id . o~ , . -~ , .
rotF' = (0 é condicao necessaria mas nao é suficiente para F' ser c.v.c.
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16 Campos Conservativos: uma condicao suficiente

Definicao Um campo F : A — R” continuo e com derivadas continuas, com
A C R", é dito Irrotacional quando tem todas as derivadas cruzadas iguais:
oF;  OF;

= ——= para todo 7 '
8Ij 8.%'1 P 7& J

Observagao. Se n =2 ou n = 3, Firrotacional <= rot(F) = 0.

A razio para o nome rotacional é que o vetor rotacional estd associado com rotagoes.

Uma conexio serd explicada no Exercicio 37. Outra ocorre quando F representa um campo
de velocidade em mecinica dos fluidos (veja o Exemplo 3 na Secio 16.1). Particulas perto

. de (x, y, ) no fluido tendem a rodar em torno do eixo que aponta na diregio de rot F (x, y, Ty
z). e o comprimento do vetor rotacional é a medida de quao rdpido as particulas se movem
em torno desse eixo (veja a Figura 1). Se rot F = 0 no ponto P, entio o fluido € isento de |
rotagoes em P e F € chamado irrotacional em P. Em outras palavras, nio hia nenhum turbi- (x.¥.2)
lhdo ou redemoinho em P. Se rot F = 0, uma pequena roda de pis move-se com o liquido,
mas ndo roda em torno do seu eixo. Se rot F # 0, a roda com pds giraria em torno de seu —
eixo. Veremos mais detalhes sobre essa explanagio na Secio 16.8, como consequéncia do
Teorema de Stokes.

rot Fix, v, )

FIGURA 1

Figura 32: Stewart, Célculo, vol. 2

Nota. F' é um c.v.c. de classe C'! em um aberto A =— F é irrotacional
em A.

Resumindo: F : A — R" c.v. de classe C!, com A C R"” um conjunto
aberto, ser irrotacional é condicao necessaria para ser conservativo!

A CR" aberto, F' de classe C': F c.v.c. em A = F irrotacional em A
Porém a condicao nao é suficiente!!

A C R" aberto, F' de classe C': F c.v.c. em A < F irrotacional em A

Queremos condicoes que permitam concluir que ser irrotacional é
condicao suficiente para ser conservativo!!
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Definicao 16.1. Um conjunto A C R" é dito simplesmente conexo se é
conexo por caminhos e vale uma das seguintes condicoes equivalentes:

e toda curva fechada contida em A pode ser deformada a um ponto sem sair

de A,

e dadas duas curvas contidas em A que conectam dois pontos dados, uma
pode ser deformada até a outra sem sair de A,

e toda curva fechada contida em A é a borda de uma superficie contida em

A.

Exemplos

Figura 33: Dominio publico, internet: o primeiro conjunto e W sao simplesmente conexos

e Sao simplesmente conexos:
m R”,
R? 1
] menos uma semirreta,

» R? menos um ponto,

» R? menos um semiplano ou uma semirreta,...
e Nao sao simplesmente conexos:

» R? menos um ponto,

s R? menos uma reta
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Caso particular (n = 2): Considere A satisfazendo a propriedade
(P): existe pg = (z¢,yo) € A tal que para todo p = (z,y) € A, a poligonal com
vértices po, (7o, y) € p esta contida em A:

Figura 34: Guidorizzi, vol. 3. Um conjunto A satisfazendo (P) ¢ simplesmente conexo

e '=(P,Q) irrotacional, i.e., rotF =0 <= P, = Q),

r =2 €Tr =
e o(p) :Z/F-ds,vzmuw;% :{ ! V2 :{

y y:tate[y07y] y:y,tE[Io,ﬂf]

o) = [ Qo par+ | Pt y)di

Yo Zo

9036(377 y) - P(:Ev y)

Para a derivada em relagao a y precisamos: Dada f(x,y) continua e com derivadas

continuas em I x [a,b], seja F(zx) := fabf(x,y) dy. Entao F ¢é derivdvel em I e vale

b9
Fla) = [ Sy

oy(z,y) = Q(wo,y)Jr/ Py(t,y)dt
rothO

= Q(afo,y)+/ Qq(t,y)dt

x

Q(%,y) + Q(tay) - Q(xoy)

t:xo

e Vo=FemAe F é c.v.c. em A.
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Teorema 16.2. Seja F' : A — R" um campo continuo e com derivadas
continuas, com A C R” um conjunto simplesmente conexo. FEntao,
F é conservativo em A se e s6 se F' é irrotacional em A.

Nota.
F é um c.v.c. de classe C' em um aberto simplesmente conexo A
<= I é irrotacional em A.

F it
: \ ¢
Inatec o \'\0& <

e A

ot F ;@

Fee
— F (N\Q'If’a(iOmo\/Qa

e A

F RS watawemel oo A

A FVIPRE

Figura 35: Resumo de todas ‘Nota’

Como decidir se F' é c.v.c. em um conjunto aberto A C R™ ? Quando buscar uma fung¢do potencial?
e [’ irrotacional em A que é simplesmente conexo =— F' é um c.v.c. em A

Neste caso temos certeza que existe uma fungdo potencial de F' em A.

e [ irrotacional em A que nao é simpl. conexo = F' pode ou nao ser c.v.c. em A

Neste caso tentamos:
- ou encontrar uma funcao potencial ¢ de F' em A, ou seja, encontrar uma funcao ¢ : A — R tal que
Vo(x,y) = F(x,y) para todo (z,y) € A (e portanto, F seréd c.v.c. em A);
- ou encontrar um caminho fechado v C A tal que @ F - ds # 0 (e portanto F' nao serd c.v.c. em A);
- ou encontrar dois pontos p1,p2 em A e dois caminhos 1,72 contidos em A de p; a p2 tais que
§£ F-ds# @ F -ds (e portanto F' nao serd c.v.c. em A).
7 Y2
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Estratégia para encontrar uma funcao potencial ¢ para um c.v.c.

—

F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) :

Note que (se existe) obrigatoriamente deve ocorrer:

o, =P e vy = Q.

1. Integrar P em relagdo a x. Isso resulta em uma fungdo da forma p(z,y) =
g(x,y) + h(y), onde h(y) é desconhecida.

2. Tome a derivada parcial de p(x,y) = g(x,y) + h(y) em relagdo a y, que
resulta na fungdo g,(z,y) + h'(y).

3. Use a equagdo g,(z,y) + h'(y) = Q(z,y) para encontrar h'(y).
4. Integre h/(y) para encontrar h(y).

5. Qualquer fung¢do da forma p(z,y) = g(x,y) + h(y) + C', onde C é uma

constante, é uma funcdo potencial para F.
Analogamente, se F(z,y,2) = (P(z,y,2), Q(,y,2), R(z,y,2)) :

0y = P, vy, = Q, 0. = R.

1. Integrando P em z: p(x,y,2) = g(z,y,2) + h(y,z), onde h(y,z) é
desconhecida.

2. Use ¢, = gy(x,y) + hy(y, z) = Q para encontrar h,(y, 2).

3. Integrando em relagdo a y, obtenha h(y, z) = f(y, z) +r(z), onde r(z) é
desconhecida.

4. Use ¢, =g, + f.+r. = R para encontrar r.(z).
5. Integre para encontrar r(z).

6. Qualquer fungdo da forma o(x,y,2) = g(x,y,2) + f(y,2) + r(z) + C,

onde C' é uma constante, é uma funcdo potencial para F.

Analogamente, podemos iniciar o passo 1 integrando primeiramente ) (ou R)
em relagcdo a y (resp. a z).
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Aplicagoes
O campo eletrostatico (campo elétrico em condigoes estacionarias)
E:R*— R’

satisfaz a eq. de Maxwell rotE = 0.
Logo é conservativo e admite um potencial ¢ : R? — R3 tal que £ = V.
Logo

e o trabalho feito por E sobre uma carga ¢ que vai de p; a p; ¢
b2
o [ E-ds=qlop) - o(pu)
P1

e 0 trabalho necessario para fazer a carga ¢ ir de p; a ps contra o
campo elétrico é

—q/meh=qun—¢@m

1

CUIDADO: Em geral na fisica se usa a definicao trocada de sinal: V : R® —
R? tal que £ = —VV (Potencial eletrostatico). Dessa forma

q/me&=qW@0—V@M

1

U = qV é a Energia eletrostatica da carga ¢ no campo.

O campo magnetostatico (campo magnético em condigoes estacionérias)
B:R’— R’

satisfaz a eq. de Maxwell rot B = ugj, logo é irrotacional onde nao ha densidade
de corrente.
Eq. de Maxwell

Sugestao de Exercicios:

e Lista 5 do prof. Eugenio Massa.
e Listas no e-disciplinas: Integral de Linha de um Campo Vetorial Parte II
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17 Teorema de Green (Teoremas de Gauss e Stokes no plano)

.

- 11N\ A “.‘

Vv

sa

Figura 36: / F-ds =77
OB

e B=a,b| x[c,d CR? com BC Ae A um aberto
e v fronteira de B orientada no sentido anti-hordrio: positivamente, 0B

e ['=(P,Q) c.v. continuo com derivadas continuas em A que contém B

4 4
./F-ds:Z/F-ds:Z/Pda:+Qdy
Y i=1 Y7 i=1 77

r=1 r=>0
[ ] . .
" Yy=c¢, le [aab] i Yy = t, t e [C, d]
U r=t L r=a
d - /3 = —4, :
73 V3, V3 y=d, telab V4 V45 V4 —t teled
[ J

/F-ds = /Pda:+/@dy—/de—/Qdy
v gal V2 V3 V4

- /abP(t,c)dt+/ch(b,t)dt—/abP(t,d)dt—/ch(a,t)dt
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/F~ds _ /b tcdt+/Qbtdt—/bP(t,d)dt—/dQ(a,t)dt
, . :

_ / Q(b,1) — Qla, #)]dt — / (P(t.d) — P(t.c)ldr

_ / Q(b,v) — Oa, v)]dv — / (P(u,d) — Plu, ¢)]du

_ / [agg( )du]dv—/@[c?;(uv)dv]d
T i / / [ (u,v) g]; (u,v)] dvdu
7. Fubini // [0_@_5_1;}

e Portanto, se ' é um c.v. de classe C' em A que contém B, entao

%F ds-é+Bde+Qdy—ﬂ[a£—8§]

JLL2- 2 = ][22 (222

= Pdzx 4+ Qdy + yﬁ Pdx + Qdy
otB’ otB”

_ U Pdm+Qdy+/ Pd:c+Qdy+/ de+Qdy+/de+Qd?/]
Y1

2 73 iz

+ [/ Pdm+Qdy—/ Pd:s+@dy+/ Pd:v+Qdy—/ de+Qdy]
Y5 Y2 Y6 Y4

= /Pd:v—l—Qdy—l—/ Pda:—l—Qdy—I—/Pd;v—i—Qdy—i—/de—i—Qdy

" Y6 v3 s
= /Pd:L'+Qdy+/Pd:r—|—Qdy— Pdx + Qdy
2 e! o+B
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Hipé6teses para o conjunto B e sua fronteira 0B (H-TG):

Dado um aberto A C R? consideremos um conjunto B C A com as seguintes
propriedades:

e B ¢é compacto (fechado e limitado),

e int(B) = B’ # () (interior nao vazio),

e a fronteira de B é uma (ou mais) curva fechada, simples, regular por partes.

e 0" B a fronteira de B orientada positivamente, isto é: de forma que
“B esteja sempre a esquerda de quem olha na direcao e sentido de t

(analogamente, tal que tAEk = Neyt)

Teorema 17.1 (Teorema de Green). Seja A C R? um aberto e B C A como
em H-TG.
Sejam P,(Q : A — R continuas com derivadas continuas.

Entao 90 P
[22-2 4 p
pOr Oy o+B
Aplicacao:
Varias combinacoes para P e () podem ser consideradas de forma que

Qr— Py =1,

as mais tradicionais sao:

P(r,y) =0, Qz,y)==x
P(z,y) = -y, Qz,y)=0

Assim,

1
|B|2://1dxdy:y§ xdy:yg —ydx:—jlg xdy — ydx.
B o+ B 0B 2 Jon
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Reformulacoes do Teorema de Green:

Se F = (P,Q),

~ 1 , , (1) = 1 / ! n(t) = — 1

e o fluxo de F através de v é dado por (ver Slide 8: Integral de linha de campo vetorial)

(y'(8), —2'(t))

/ [F @ ds = (£) / Ple,y)dy — Qe y)da

Yo
n, (y (@)

Figura 37: *B com fronteira orientada positivamente: n.,; = n; (“normal exterior a B”

)
55 [F - Tigy] ds ﬁm:a% —Q(z, y)da+P(x,y)dy " =" [/ oF 00 _ [/ div F
o+B * o+B pOx Oy B

Reformulagao 1) Teorema de Gauss em R? (ou teorema do divergente)
Considerando F : A — R? de classe C', A C R? um aberto e B C A como

em (H-TG),
// div F = 55 F B ds,
B 0+B

onde n,,; é o vetor normal unitario exterior ao conjunto B.
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_ | _ (99 _ 9PN+
F=(PQ); rot F = <8x @y) k

Reformulagao 2) Teorema de Stokes em R?
Considerando F : A — R? de classe C', A C R? um aberto e B C A como

em (H-TG).
//th-E:yg F - ds.
B o+t B

Figura 38: Coert Vonk’s homepage

Sugestao de Exercicios:

e Lista 6 do prof. Fugenio Massa.
e Listas no e-disciplinas: Teorema de Green - Parte I e Parte II

18 Superficies

Definicao. Chamamos de Superficie parametrizada em R” uma funcao
continua

o:BCR?—R" (n>3).

e Superficie: a imagem de o,
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Figura 39: Guidorizzi, vol. 3 (n = 3)

e equacgao paramétrica/vetorial da superficie (parametrizagao): a lei
n=3:
r = z(u,v)
0:NY= y(u,v) O'(U,,U) - (x(ua v),y(u,v),z(u, U))a (U,U) €B

z = z(u,v), (u,v)€ B

Exemplos: superficies

—_

. o(u,v) = (cosu, sinu,v), (u,v) € [0,2x] x [0, 1]
2. 0(p,0) = R(cosfsin p,sinfsin @, cos ), (p,0) € [0, 7] x [0,27] (R > 0)

3. o(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € B C R? onde f: B — R continua.

5. o(u,v) = (cosu(l +vcos(u/2)),sinu(l 4+ v cos(u/2)),vsin(u/2)),

u,v) € [0, 27| X [—%,%

6. o(u,v) = (cosu(l +wvcosu),sinu(l 4+ vcosu),vsinu),

(u,v) € [0,27] x [—3,3
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Toro: gerado pela rotagdo da curva
C:(y-RP+2=r x=0, (0<r<R)
em torno do eixo-z

Faixa de Mobius

Fita torcida

Figura 40: Toro, Faixa de Mobius, Fita torcida (Figuras geradas no Geogebra e da internet)

Hiperplano Tangente: o : B C R? — R" (n > 3)

Seja B’ = int(B) o interior do conjunto B C R? e pg = (ug,vy) € B
Se o é continua com derivadas parciais continuas em pgy e 0y(po), ou(Po) # 0

entao

e 0,(po) é um vetor tangente a superficie, no ponto o(py).

e 0,(pp) é um vetor tangente a superficie, no ponto o(py).

e se 0,(Po), 0u(Po) sao linearmente independentes entao definem um hiperplano
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que passa pelo ponto o(py):
7'('(8, Zf) = 0'(p()) + O'U(p())s + Uv(po)lf, (S,t S R) (equagiio vetorial)

m:a-(x—o(po)) =0 é equagao geral de um hiperplano passando por o(pg) e tendo a como vetor normal

Se n =3, entdo o,(po), 0u(Po) s@o linearmente independentes se e somente
se 0,(po) A 0y(po) # 0. Portanto

(s Va)
a“‘ o L]

N low(Po) A ou(Po)|| KL -%my

%, . Y
l)”
St
o,

bl
[~
=
%
<
2
-
=

é um vetor unitario perpendicular a superficie, no ponto o(py).
Neste caso, uma equagao do plano tangente a superficie no ponto o(pg) é:

7m: 0(py) - (x—0o(pg)) =0, (x=(z,y,2) €R?).

Definicao. Dizemos que a superficie é regular se o é continua com derivadas

parciais continuas, e as derivadas parciais o, 0, sao linearmente independentes
em cada ponto (u,v) € B.!

Neste caso, o plano 7 é o hiperplano tangente a superficie, no ponto o(py).

Nota. o regular = superficie (I'mo) admite plano tangente em todo ponto.

A reciproca é verdadeira?

' I'mo possui vetor normal em todos pontos, exceto possivelmente nos pontos da fronteira
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Exemplos: superficies regulares, planos tangentes

1. Esfera de raio R > 0: Wolfram
o : [0,7] x[0,27] = R?:
(¢,0) — R(cos(f)sin(p), sin(f)sin(p), cos(p))

o, = R(  cos(f)cos(p), sin(f)cos(y),  —sin(p) )
oy = R( —sin(f)sin(y), cos(d)sin(yp), 0 )

o, Nog= R?( cos(f)sin’(p), sin(h)sin?*(p), cos(p)sin(p) )
lo, A ol = R?sin(e)

A esfera é regular??
A esfera tem plano tangente em todos seus pontos?
O que ocorre em o(#,0) = (0,0,a) e o(0,7) = (0,0, —a)??

Nota. superficie (Imo) admite plano tangente em todo ponto # o regular

2. Grafico de f: A — R com A C R%:
o A= R (2,9) = (2,9, f(2,9))

Oy — ( 1, 0, fa?(xvy) )
o= 0, L, fy(@,y)

Ox N Oy = ( _fx(xvy)v _fy(ajvy)7 1 )

low Aaall = T+ [fale. ) + [fy (. 9)P2

Portanto, a superficie é regular se f é de classe C! em A.

2outros autores podem definir superficie regular de forma distinta o que pode incluir superficies que neste

contexto nao sao regulares
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3. Superficies de revolugao: S obtida pela rotagio da curva C' em torno do eixo-z

C:v(t) = (x(t),2(t), te€]la,b (x>0);

o P = (v,y,2) € S <= P pertence a
— uma circunferéncia de raio z(t) na altura z(t).

Uma parametrizacao para S é:

o(t,0) = (z(t)cosh, z(t)sinb, z(t)), t € la,b],0 € [0,2m].

or = ( 2/(t)cos(9), '(t)sin(h), 2'(t) )
op =( —=x(t)sin(f), xz(t)cos(@), 0 )

ot Nog = (—z(t)2'(t) cos(t), —z(t)2' (t) sin(t), z(t)z'(t))

lloe A agll = 2() /(2 (1) + (2/(t))? = z() |7/ (1)]

Portanto, a superficie de revolucao ¢ regular se v é regular de classe C! e
x > 0.

4. Toro de raios r < R: Wolfram

o : [0,27] x [0,27] — R?
(p,0) — (cos(0)[R + rcos(p)], sin(f)[R + rcos(p)], rsin(p))

o, = ( — cos(0)rsin(p), —sin(0)rsin(p),  rcos(p) )
op = ( —sin(0)[R+ rcos(p)], cos(0)[R+ rcos(p)], 0 )

o, N\ og =1r[R+rcos(p)](—cos(f)cos(p), —sin(h) cos(p), sin(yp) )

|lo, A ogl| = r[R + 7 cos(p)]

Portanto, o toro é uma superficie regular.
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fita torcida (orientével) / fita de Moebius (nao orientavel)
sao regulares? (verifique!) Wolfram: vetor normal a Moebius

”quero

andar sé pelo lado de fora”

Dizemos que uma superficie é orientavel quando é possivel escolher versor
normal unitdrio n em cada ponto da superficie de modo que n varie continua-
mente sobre a superficie (dizemos superficie orientada pelo campo normal
n unitario ou que n é uma orientagao da superficie).

Dada uma superficie parametrizada o : B C R? — R3, os vetores

7u(Po) A 94 (Po) 4 — -8,

M (Po) = o A an(po) |

sao vetores unitdrios normais a I'm(c). Portanto, a superficie é orientavel se n;
é continuo em int(B).

Figura 41: E comum dizer: em S; o campo normal aponta “para cima” (componente k de n
positiva) ou “para baixo” (componente k negativa). Em S, o campo normal aponta “para fora”
(usualmente chamada orientacao positiva e n de normal exterior) ou “para dentro”.

Nota.

S; possui fronteira (bordo) que é uma curva em R3: 951 = .

So nao possui fronteira: 957 = 0.

Sy é uma superficie fechada (¢ a fronteira de uma regiao “sélida” em R3).
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19 Area de uma superficie

Area da superficie dada por grifico de funcdo escalar de duas varidveis: o : A — R3 :

(z,y) — (z,y, f(z,y)), ver Slide 4-Aplicagoes de integral mutipla:

Temos AS;; = A(Sij) = A(Ti;) = AT;;. A drea do paralelogramo é:

lanbl = \/f;?(wiﬂy}f) +f7(hy) + 1 Ay = llow(a], yj) Aoy, ) [ Aizdjy

A drea da superficie é:

) = | R+ ey + 1wy =[] loues) o) dedy

Seja 0 : B — R3 uma superficie regular onde B C R? é mensuravel.

N e \J
[

i’)a- -~
/ % Ma
'

u u+An

Y

Figura 42: Guidorizzi, vol. 3

Analogamente ao caso de superficies que sao graficos de funcoes, aproxima-
mos a area A(S;;) do “paralelogramo curvilineo” ABC'D pela drea do paralelo-
gramo determinado pelos vetores a = o, (u;,v;)Au e b = o,(uf,v;)Aw (que

estd contido no plano tangente). Temos que A(S;;) ~ ||a A b|.
Definicao. A area da imagem de o é dada por

A, = // |low(u, v) A oy (u,v)|| dudv.
B
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Sugestao de Exercicios:

e Lista 7 do prof. Eugenio Massa: 1, 2, 3, 4, 5.
e Listas no e-disciplinas: Superficies Parametrizadas

20 Integrais de superficie

Seja 0 : B C R? — R? uma superficie parametrizada regular onde B ¢é men-
suravel.

drea da imagem de o é: Ay = / low(u, v) A oy(u,v)|| dudo.
B

20.1 Integral de superficie de funcao escalar

Seja f: A C R? — R continua com I'm(c) C A.

Figura 43: Guidorizzi, vol. 3: supondo B um retangulo

o P={(u;,v;):i=1,....,n,7=1,...,m} particdo de B

o A;;S = drea de S;; = ||on(ui,v;) A oy(ui, vj)|| Ajuld v

n m n m

. ZZ flo(ui, v5))AiS = Z Zf(O'(ui,Uj)) o (i, vj) A oo(ui, vg) || Audjo

i=1 j=1 i=1 j=1
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o /de: lim . Zf(a(ui,vj))AijS ://Bf(a(u,v)) |ow(u, v) A oy(u,v)|| dudv

A integral de superficie f sobre a superficie o é definida por:

/deo :://Bf(a(u,v)) o (1, 0) A 0y (11, 0) | e .

Outras notagoes:

Lfdazldez/Ldez//gfda

1. / 1do = area da imagem de o

Nota.

2. se f(x,y, z) representa a densidade superficial de massa no ponto (x,y, z) €

Imo, entao a massa da superficie é dada por M = / fdo.
g

3. Dizemos que uma superficie é regular por partes se pode ser decomposta
em um numero finito de superficies regulares: I'm(o) = Ul Im(o;) (uniao
disjunta).

Neste caso,

/gde:;/mde.

Im(oy)

I
Im(o2)

Figura 44: Figura da internet
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20.2 Integral de superficie de campo vetorial

Sejam B C R? ¢ mensurdvel (|0Bly = 0 e int(B) # 0) e 0 : B — R? uma
superficie regular orientada pelo campo normal n unitério.

Seja F': A C R? — R3 um c.v. continuo com Im(c) C A.

O fluxo de F' através da superficie o na dire¢gao do normal n (integral
de superficie de F' sobre o) é definido por:

/UF-da::/U[F-ﬁ]da
///

AV

Outras notacoes:

/[F.ﬁ]da:/[F.ﬁ]dS:/F.dsz/F.daz//F.dﬁ

Se a superficie parametrizada o é regular, o campo normal unitario dado por

~ Oy N\ Oy
n————
HUuAObH

induz uma orientacao na superficie. Neste caso,

(w,0) Aoy (u, o)

/[F [ do = [ ot 2D A o ) poy ol duae = // )-low(u, v) Aoy (u, v)] du dv.

Atencao: o fluxo na direcao oposta de n terd sinal oposto.
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Nota. Se ¢ é uma superficie parametrizada regular por partes, Im(c) = U Im(o;)
(unido disjunta), entao

/F-dS:zn:/F-dS,
7 i=1 77

onde o campo normal n da superficie Im(o) coincide com o campo normal n;
da superficie I'm(o;) para cada i = 1,...,n (isto é, n(o;(u,v)) = n;(o;(u,v))
para todo (u,v) )

Para calcular

e integrais de superficie de funcoes escalares / fdS:
g

1. “parametrizar a superficie”: encontrar B C R? e funcao o : B — R3
tal que Im(o) seja a superficie desejada,;

2. encontrar o vetor normal o, A g,;

3. calcular a integral dupla // flo(u,v))||ow A oy||dA.
B

e integrais de superficie de campos vetoriais / F-dS:

g

1. parametrizar a superficie;
2. encontrar o vetor normal n = o, A 0y;

3. decidir se n fornece a orientacao pedida:

=

(a) se sim, calcular a integral de superficie da fungao escalar F -

| )

)

e em ambos casos, devemos entender que se o é uma “superficie” nao para-
metrizada, entao deve-se calcular tais integrais sobre uma superficie para-
metrizada (ou unido de superficies parametrizadas) cuja imagem coincida
com a “superficie” pedida.

5

I
=

(b) se nao, calcular a integral de superficie da fungao escalar F'- (

ou / F - dS tem o valor oposto do valor encontrado no item (a
o

5

N~—
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Sugestao de Exercicios:

e Lista 7 do prof. Eugenio Massa: 6, 7, 8.
e Listas no e-disciplinas: Integrais de Superficie

21 Teorema de Stokes no espaco

21.1 Superficies com fronteira e orientagao: nogao intuitiva
Seja 0 : B C R? — R3 uma superficie parametrizada. Entao,

e a fronteira (bordo) do da superficie Im(o) é constituida por curvas
fechadas, simples, regulares por partes;

e as curvas da fronteira sao percorridas uma unica vez;

e Jo C 0(0B).
E
f
Exemplos:
T =TCcosu x = Rcosfsinp
(1)o: <y =rsinu (2)o: ¢y = Rsinfsinp
z=wv, (u,v)€[0,2n]x[0,a] z=Rcosg, (0,¢)€]0,2n] x [0,n]
" P 4 TrT | o
. 2!7 In 9
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a : faces do cubo

a @ cubo sem 2 faces adjacentes

do =10

Dizemos que a superficie Im(o) e sua fronteira do tém orientagao coerente
ou que Jo estd orientada positivamente, e denotaremos por 0o, quando:

“Im(c) esta sempre a esquerda de quem andar na do na diregao e sentido
de t com a cabeca na direcdo e sentido de 11 ”

Analogamente: o vetor v .= t A 0 aponta para fora da superficie (ou Regra
da mao direita).

N
n

S

C

Figura 46: Coert Vonk’s homepage

Lembrete: Hipéteses do Teorema de Green para o conjunto B e sua fronteira 0B (H-TG):

Dado um aberto A C R? consideremos um conjunto B C A com as sequintes propriedades:
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B é compacto (fechado e limitado),

int(B) = B # 0 (interior ndo vazio),

a fronteira de B € uma (ou mais) curva fechada, simples, reqular por partes.

Ot B a fronteira de B orientada positivamente, isto é: de forma que
“B esteja sempre a esquerda de quem olha na direcdo e sentido de t”

(analogamente, tal que tAk = Neyt)

Importante: Seja o : B C R? — R superficie parametrizada regular. Se
0B esta orientada positivamente e a superficie estd orientada com o campo
normal dado por:

~ Oy N\ Oy
n=—
low Ao
entao
0o =0(0"B).

Exemplo: o(0,¢) = (cos0sin ¢, sin 0 sin ¢, cos ), (0, ¢) € [0,27] x [0, 5].

21.2 Teorema de Stokes no espaco

Teorema de Stokes no plano:

/ F'dsT':S'// rotF-jc\://[rotF-m FZ(QQ?O)/rotF-dS,
o0tB B B o

onde Im(o) é a por¢ao do plano-xy limitado por OB e entdo do = OB.

Figura 47: Figura de Coert Vonk’s homepage
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Se o é uma superficie parametrizada em R? cuja fronteira do (que é a imagem
de uma curva em R?) estd orientada positivamente, entao

/ F-ds = 777
oto

integral de linha de c.v.
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Seja
e '=(P,Q,R): ACR?— R?um c.v. de classe C!
e B C R? satisfazendo H-TG
e f: B CR?— R uma funcao de classe C?
e 0:BCR?2=R3: (z,y) — (z,y, f(z,y)) tal que
m Im(oc) C A

m 0 estd orientada por n = 207

lounall

(portanto, do = Im(v) e o tém orientacao coerente)

a b -

/aﬂ,F.dS — /deJJ—i—Qdy-FRdZ
b
- / [P(y(£)2'(£) + QUy(1)y' () + R(v(1))=' ()]t
_ b
RegraCadeia / {P()a'(t) + Qx)y (1) + RO ([ ()2’ (8) + £, )y ()]}t
b
B / {[P(+) + R £2()]7'(8) + [Q(%) + R £, ()]y (1)}t

_ /a [P+ REJdz +1Q + Rf,Jdy
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Ozx NOoy = (*fz(xvy)v *fy(xvy)v 1)

- {J _, low A oall = /14 ol )2 + [y (2, 9)2

z= f(z,y), (z,y)€B S oz N\ oy
llow /\UUH
integral de linha de c.v.
——
/ F -ds = / [P+ Rf,]dx + [Q + Rf,]dy
0to 0tB

T.Green 0 0
= //]38_.%'[@+Rfy] —a—y[P—l—fo]da:dy

fiegraCadeia //B Q1+ Q)0 + Q:fo + (Ra + R.f2) fy + RSyl

- //B [P+ P.fy+ (Ry+ R.fy) o + Rfu]

=t / Qo+ Q-fo + Rufy — Py — P.f, — Ryf.]

- e (R — P)fy+ (@ — P))

N //B (Ry = Q:2)(=fo) + (P. = Ro)(—fy) + (Qu — B))]

= //rotF (—fos—fy, 1)
_ //th L AL P
low Aoy
= /[th -n|do = /T’OtF ~do

A -~ v | e —
integral de superficie de fungao escalar integral de superficie de c.v,

~~
fluxo do rotF
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Teorema (Teorema de Stokes em R?). Seja B C R? tal que

e B ¢ compacto (fechado e limitado),
. B £0,

e a fronteira de B € a imagem de uma curva fechada, simples, reqular por
partes de classe C1.

Seja 0 : B — R3? uma superficie parametrizada, reqular com derivadas parciais
de sequnda ordem continuas e orientada com o campo normal n.

Seja F : A C R® = R? com Im(c) CA um cv. continuo com derivadas
continuas.

Se 0o esta orientada positivamente (o e do tém orientacao coerente),

entao
yg F-ds://[rotF-ﬁ] da://th-ds.
Oto o o

Nota. Se 0B esta orientada positivamente (como em T-HG), entao a orientagao
da fronteira do de o dada por o(0* B) juntamente com a orientagao da superficie

o Oyu/\O
rn = ul%
dada po Tono

proporcionam a orientacao coerente na superficie.

Sugestao de Exercicios:

e Lista 7 do prof. Eugenio Massa: 9, 10, 11, 12, 13.
e Listas no e-disciplinas: Teorema de Stokes

22 Teorema de Gauss no espacgo

Seja F' = (P,Q,R) : A C R> — R3 um c.v. continuo com derivadas parciais
continuas.

Teorema de Gauss no plano (Teorema de Green-Slide 11):
B C A =domF C R? como em H-TG:

/ [F' - Negt]ds = // div Fdxdy
o+B B
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Sejam V = [ay, b1] X [ag,bs] X [c,d] C A CR3eo: B CR?— R superficie
parametrizada regular por partes tal que I'm(c) = 0V

/ [F - fipur] dS = / [F - Tigur] dS777
2% o

=
""""" o r=1u r=1u

Lo 01 . Yy="v 09 . =

VoL

; z=d z=c¢, (u,v) € B

onde B = [ay, b1] X [ag, by].

Guidorizzi, vol. 3: / F.do = / [F-nhege]ds =7
o o

. / F-dS:/ F ] dS://F(u,v,d)-(0,0, 1)dudv://R(u,v,d)dudv
o1 o1 B B
o/F-dS:/[F-ng]dS // u,v,c)-(0,0,— dudv—// R(u, v, c)dudv

o/F-dS—i—/F-dS // R(u,v,d) — R(u,v, c¢)|dudv
// [/ —Ruvzdz] dudv—// R(u, v, z)dzdudv
oz
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Considerando as outras 4 faces de V' e com contas similares obtemos:

=)

) / F- ;dSJr/ F-(—;)dS:[/ QQ(u,v,z)dzdudv
g3 (o) 1% ay

o / F- gdSJr/ F-(=)dS = /// 2P(u,v,z)dzdudv
05 O¢ |4 ax

Portanto,

6
/F-daz/[F-ﬁext]dS:Z/[F-ﬁi]dS:///dz’dexdydz
o o 1Yo Vv

Z’:

Quais as condicdes que um conjunto V de R3 deve satisfazer para valer o
Teorema de Gauss no espago?
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Hipéteses para o conjunto V C R? e sua fronteira 0V: :

Dado um aberto A C R? consideremos um conjunto V' C A com as seguintes
propriedades:

V' é compacto (fechado e limitado),
int(V) = V' # () (interior nao vazio),
a fronteira (bordo) 9V de V' é composta de um numero finito de superficies

regulares por partes: 0V = Ul .Im(o;) (unido disjunta). Chamamos de
superficie fechada a fronteira de V ;

existe campo normal unitdrio em cada o; tal que n; aponta para fora de
&

a fronteira 0TV de V estd orientada positivamente, isto é: orientada pelo
campo normal unitdrio exterior n,,;, composto pelos campos normais n;,
que aponta para fora de V.

Figura 48: Figuras da internet e Notas de aula de Marcos Pérez

Teorema 22.1 (Teorema de Gauss em R?). Seja V C R? uma regidgo com-
pacta satisfazendo as condicoes acima®.

Seja F: ACR3 = R3 com VC A um campo continuo com derivadas parciais
continuas.

Entao

///dedez//M F B do.

* Vale para regides bastante gerais. Suponhamos que V possa ser decomposta em um ntmero finito de regides que podem ser vistas na forma

V ={(z1,22) € B, f(z1,z2) < z3 < g(z1,22)}

onde f, g sdo continuas com derivadas continuas em B e B é como no Teorema de Green. Isso para qualquer (todas) ordem das varidveis!

Chamamos de superficie fechada a borda de uma regido assim.
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23 Campos solenoidais

Seja F': A C R* — R3 um c.v. regular derivavel com derivadas continuas.

Se F =V¢ para algum ¢ : A — R (F é conservativo), isso implica:

F - ds nao depende do caminho (s6 dos extremos: = p(p2) — ¢(p1))

. /
y

o %F -d§ =0 (em curvas fechadas)
v

e rotF =0 (campo irrotacional)
viceversa,

e serotl'=0 e A € simplesmente conexo entio F'= V.

e serotF' =0 mas A nao é simplesmente conexo entao F' poderia nao ser conservativo.

Se F' = rotG para algum G : A — R3, is50 iMPliCa (s condicoes dos . Stokes e Gauss)?

1. // F - dS nio depende da superficie (s6 da borda: = [, G - ds)

Figura 49: Figuras da internet

2. # F-dS =0 (em superficies fechadas)

3. divF = 0 (campo solenoidal)
viceversa,

e se divF =0 e A é fortemente conexo entao valem (a) e (b) e F' = rotG .

e se divF = 0 mas A nao ¢ fortemente conexo entdo (a) e (b) poderiam nao
valer e logo F' nao seria o rotacional de um campo.

Nesta situacao G é dito potencial-vetor do campo solenoidal F'.
Existem infinitos: G + Vi) também é.

Massa € Peron SMA355 - Calculo 3 Material projetado em aula



Calculo III, 16 de dezembro de 2022 92

Definicao 23.1. Um conjunto A C R3 ¢ dito fortemente conexo se é conexo
por caminhos e vale uma das seguintes condicoes equivalentes:

e toda superficie fechada contida em A pode ser deformada a um ponto sem
sair de A,

e dadas duas superficies contidas em A que tenham a mesma borda, uma
pode ser deformada até a outra sem sair de A,

e toda superficie fechada contida em A é a borda de uma regiao contida em

A.
Exemplos.
e Sao fortemente conexos:

s R°
s R? menos uma reta
s R? menos um semiplano

m Paralelepipedos,...
e Nao sao fortemente conexos:

= R? menos um ponto.

Sugestao de Exercicios:

e Lista 7 do prof. Eugenio Massa: 14 a 23.
e Listas no e-disciplinas: Teorema da Divergéncia
e Listas no e-disciplinas: Revisao para P2, partes I e 11

24 Aplicacoes dos Teoremas de Gauss e Stokes

24.1 Interpretacoes para o rotacional e o divergente

Usando os teorema de Stokes e de Gauss em R? podemos obter a seguinte
interpretacao do significado do rotacional e do divergente de um campo tridi-
mensional "
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[rotF(p)] - v = 1im

onde DY(p) é o disco de raio r, centro p e normal V.

“A circulacao de F sobre a fronteira do disco é aproximadamente o produto
da drea do disco pela componente do rot I’ na direcao v. Portanto a componente
de rot F' na direcao v pode ser interpretada como circulacao por unidade de area
no ponto p.”

/ (F - By do
: . 9B, (p)

divF'(p) = lim

) =18 1B

onde B,(p) é a bola de raio r e centro p.

“O fluxo de F' através da fronteira da bola é aproximadamente o produto do
volume da bola pelo div F'. Portanto, o div F' em p pode ser interpretado como
um fluxo por unidade de volume em p de F' através da fronteira da bola.

24.2 Eq. de Maxwell

“As equacoes de Maxwell sao um grupo de equagoes diferenciais parciais que,
juntamente com a lei da forca de Lorentz, compoem a base do eletromagnetismo
classico no qual esta embebida toda a dptica classica. O desenvolvimento das
equacoes de Maxwell, e o entendimento do eletromagnetismo, contribuiram sig-
nificativamente para toda uma revolugao tecnolégica iniciada no final do século
XIX e continuada durante as décadas seguintes.” (Fonte: Wikpédia: Eq. de
Maxwell)

24.2.1 Lei de Gauss (para o campo elétrico)

divE = p/e

(p densidade de carga (escalar)). Integrando:

//aVE-dﬁz@v/EO
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“O fluxo elétrico através de uma superficie fechada é igual® & carga total na
regiao interior”.
No vacuo, o fluxo elétrico através de uma superficie

//UE-dg

depende apenas da 0%o.

24.3 Lei de Gauss para o campo magnético

divB =0

// B-dS =0
ov

“O fluxo magnético através de uma superficie fechada é sempre igual a zero”.

Integrando

O fluxo magnético através de uma superficie

// B-dS
depende apenas da 0% o.

O campo B admite um potencial-vetor (em conjuntos fortemente conexos).

24.4 Lei de Ampere (caso estdtico - sem correcao de Maxwell)

rotB = ,uoj
(j densidade de corrente (Campo Vetorial)). Integrando

/ B-d§:u0//5-d§:,u0<]0
doto o

“A circuitacdo de B ao longo da curva fechada 0%c¢ ¢ igual' ao fluxo de
corrente por o”.

3a igualdade é sempre através de alguma constante de proporcionalidade.
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24.5 Lei de Ampere (caso geral - com correcao de Maxwell)

rotB = poj + pogo By

/ B-ds= Mo//j'd§+ﬂo€0 315//E'd§: tods + pogo 0, Po (L)
oto ol o

“A circuitacao de B ao longo da curva fechada 0To é igual' ao fluxo de
corrente por ¢ mais a derivada temporal do fluxo de E por ¢”.

24.6 Lei de Faraday (indugao eletromagnética)
rotkEl = —B;

/ E-ds= —@//B -dS = —9,9,(B)
oto o

A circuitacdo de E ao longo da curva fechada 0%¢ ¢ igual’ ao oposto da
derivada do fluxo de B por o

“A forca eletromotriz induzida em qualquer circuito fechado é igual ao oposto
da variacao do fluxo magnético com o tempo na area delimitada pelo circuito”

25 Exercicios

Este arquivo contém alguns dos exercicios que foram resolvidos ou discutidos
durante as aulas. Seus enunciados podem nao estar completos e pode ser que
durante as aulas importantes comentarios sobre as resolucoes tenham sido feitos.

25.1 Integral miltipla em retangulos

1. // fonde f(z,y) =2*+y*e R=[0,1] x [0,1]. Resp.: 2/3
R

2. // fonde f(z,y) =xe™ e R=10,1] x [0,1]. Resp.: e —2
R

3. //Rf onde f(x,y) =zyz e R=10,1] x [-1,0] x [0,1]. Resp.: —1/8
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25.2 Integral multipla em conjuntos limitados
4. A funcao abaixo é integravel no conjunto D dado:

y—x, ?JZZU 5 o 5
(a) f(z,y) = 1 . D ={(z,y) e R*:z* +y* < 1}
Zrg+1r V7

Se f é integravel em D, escreva // fdA em integrais iteradas.
D

y
=-(1/sqrt(2)) =1/502)
fley|=y—=
B

1
/ 1@y =l

Figura 50: Geogebra, gréafico, Geogebra, dominio
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5. Quais alternativas abaixo sao corretas:

2) /0 1 /0 "l y)dydi = /0 ' /0 e y)dedy
b | 1 | taiis = | 1 | stz
o [ 1 | revte = [ 1 / (s y)dady

1/2 2z 2 1/2
/ fa:ydydx—/ f(x,y)dxdy

0

1/2 2x 1/2 2y
/ f(a: y)dydzx —/ f(x,y)dxdy

y2
/2 p2x 14 i /2 p1/2
/ f(a: y)dydx = / f(z,y da;’dy—|-/ / f(z,y)dxdy
y/2 1/4 Jy/2

6. Seja D o sélido limitado por y = 2%, x = 2, y = v e z = 0. Escreva a

integral tripla /[/ x + 2y)dV em 1ntegrals iteradas. (Resp.: 2/15)
D

7. Desenhe a regiao de integracao de

3 rV9-22 py/3
:// / zdxdydz (= 27/8)
0 Jo 0

Figura 51: Geogebra (Sélidos dos Ex. 6 e 7)
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10.

11.

12.

13.

14.

25.3 Aplicagoes de integral multipla

. Usando integral dupla, calcule o volume do sélido limitado por y?+ 2% = 4,

x = 2y, no primeiro octante. (Resp.: 16/3u?)

. Usando integral dupla, calcule a 4rea da regiao limitada por z = y?, x4y =

2 ey =0. (Resp.: 5/4u?)

Usando integracao tripla, calcule o volume do sélido limitado pelas su-
perficies z = 22 + y? e 2 = 4 — 22 — 9%, (Resp.: 4mu?)

Usando integracao, expresse a area da superficie 22 + y? + 2> = 4 que esté
acima do plano z = 1. (Resp.: 6.26u?)

Determine a area da superficie 2z 4 5y + 2z = 10 que esta dentro do cilindro
2?2+ 92 =9. (Resp.: 9v/30mu?)

Faca um esboco do sélido cujo volume é dado por

(a) /Oa /Ox Va2 — z2dydz.

(b) /O ’ /0 "5~ 2)dydr.

Calcule o volume do sélido no primeiro octante limitado por = + 22 = 1,

y=uxexz =y’ (Resp. 32¢3)

Figura 52: Geogebra (Ex. 12); Geogebra (Ex. 13) Geogebra (Ex. 14)
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.4 Mudanca de variavel em integral multipla

Faca uma mudanca de variaveis para calcular

I— // a0/ (1) g 4
D

onde D é a regiao limitada pelo trapézio de vértices (1,0), (2,0), (0, —2) e

(0,—1). (Resp.: 3(e — 1))

Usando integral dupla, expresse a area da regiao limitada por r = 1 —sin 6.

(Resp.: 2Zu?)

Calcule // ydA, onde D é a regiao no primeiro quadrante limitada por
D

2+ y? =9, y=xey=0. (Resp.: 9—%513)

Calcule a 4rea da regido limitada por 22 +y?> =4, 22 +3y> =9 ey > 0.
(Resp.: Zu?)

2 pV2x—a?
Calcule / Va? + y?dydz. (Resp.: %)
0 Jo
Calcule o volume do sélido limitado por z = 10 —32%—3y? e 2 = 4. (Resp.:

6ru)

Calcule o volume do sélido limitado por z2+1y? = 4, 2?4+y?> = 9, x+y+2 = 5
e pelos planos coordenados. (Resp.: 2‘?7” — %—8143)

Esboce o sélido limitado por p = 2, p = 4 e acima de ¢ = 7/3 e expresse
seu volume usando integral tripla. (Resp.: 25Tu?)

Faga um esbogo do sélido cujo volume é dado por (Resp.: ver Geogebra)

3 pm/2 3
/ / / rdzdfdr
1 0 r

Expresse o volume do sélido (nas 3 coordenadas) que esta dentro da esfera
22 +1y? + 2% = 4, acima do plano zy e abaixo da superficie z = /322 + 3y2.
(tarefa! - Resp.: \8/—%)
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Figura 53: Geogebra (Ex. 21)

25.5 Curvas

25. Discussao sobre ser simples, fechada, regular, traco e sentido para as curvas:

(a) y(t) = (cost,sint), t € [0, 27]
(b) v(t) = (cost,sint), t € R
(c) v(t) = (cost,sint), t € [0, 7]
(d) v(t) = (cost,sint, 1), t € [0, 27]
(e) v(t) = (12, 3), t € R (calculo 2 - Aula 10)
(f) uma parametrizacio para y = x* do ponto (1,1) ao ponto (0,0)
(8) 7(t) = (£*,1° = 3t), t e R

T ey

Ay

Figura 54: Stewart, Célculo, vol.2: y(t) = (%, ¢> — 3t)
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25.6 Integral de linha de funcgao escalar

26. (a) Calcule /(2 + 2%y)ds, onde v é a metade superior de 2> + 3> = 1.
7
(Resp.: 2m + %) Atencdo: se usarmos a parametrizacao do circulo

dada por v(t) = (sint,cost), para quais valores de t percorre-se a
metade superior do circulo?

(b) Qual o comprimento da curva « do item anterior? (Resp.: 7)
27. /Qxds, onde v é dada pelo arco y = 2 de (0,0) a (1,1) seguido pelo
2}

segmento de (1,1) a (1,2). (Resp.: 11+65\/5)

28. /y2d1: + xdy, onde 7 é:
gl

(a) o segmento de reta de (—5,—3) a (0,2). (Resp.: —%)
(b) o arco de pardbola x = 4 — y* de (—5,—3) a (0,2). (Resp.: 22)

25.7 Revisao e aprofundamento: Integrais duplas e triplas

(24) Expresse o volume do sélido (nas 3 coordenadas: cartesianas, cilindricas e
esféricas) que estd dentro da esfera a2 + y% + 22 = 4, acima do plano zy e

abaixo da superficie z = /322 4+ 3y2. (Resp.: \8/—%)

29. Considere /// zdxdydz onde D é o soélido definido pelas desigualdades
D

w2 4y? < 2% 22 +y? 4+ 22 <2 ez > 0: escrevas as integrais iteradas usando
as 3 coordenadas (cartesianas, cilindricas e esféricas)

30. Calcule // (z — y)e* ¥ dudy, onde D é o retangulo de vértices (0,0),
D
(17 _1)7 (%7 %) € (37 %) (Resp.: %(66 - 7))

31. Calcule a édrea dentro de r = 4sinf e fora de r = 2 (Resp.: 4 + 2V/3).
Esboce a regiao no plano xy.

32. Calcule o volume do sélido acima do plano zy, limitado por z = z? + 4y?
e por 22 + 4y> = 4. (Resp.: 4m)
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25.8 Integral de linha de Campo Vetorial

- =
33. F(z,y) = (—~y,z) = —y i +xj éum c.v. em R?

%
34. F(z,y,2) =(0,0,2) = 2k éum c.v. em R?
35. F(z,y) = (y* 2),

(a) o segmento de reta de (—5,—3) a (0,2). (Resp.: _%)
(b) o arco de pardbola z =4 — y* de (—5,—3) a (0,2). (Resp.: %)

36. F(z,y) = (y,x) e v dos itens (a) e (b) anteriores. (Resp.: —15)

25.9 Campo Vetorial Conservativo: independéncia do caminho

37. Determine se F' é um campo vetorial conservativo em A (quais resultados
podem ser utilizados em cada item?) e, no caso afirmativo, encontre uma
funcao potencial.

) Fl) = (st ) A= R {0,0)

x2+y2’x2+y2

X

(b) Fa,y) = (- A =R\ {(0,0)}
( )

x2+y2’x2_|_y2

Z

© Fo) = (5 ) A=tiv=0)

x2+y2’x2+y2

(d) F(z,y) = (2y°, v +2y), A=TR>\ {(0,0)}
(e) F(z,y) = (y, v +2y), A=TR>\ {(0,0)}
(f) F(z,y) = (y, v +2y), A =R

(g) Flz,y,2) = (e“y2 + zy, 2ye“y2 +zx, 2y + 2), A=R3

38. Calcule / F - dr, onde:
g

Sabemos: F(x,y) = <a;2_—|—yy2’ p in), ~(t) = (acost,asint), t € [0,27], entao / F-dr = 2.
g
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(a) F(x,y) = <x2_+yy2’ . i y2) e y(t) = (2+ cost,3 +sint), t € [0, 27].

(b) F(x,y) = (y,x + 2y) e v é a semi-circunferéncia superior do ponto
(0,1) ao ponto (2,1).

(c) F(x,y) = (cos(xy) — xysin(xy), —x?sin(zy)) e v é o segmento de reta
de (3,7) a (2,7F) (tarefa!! Resp.: 3)

25.10 Teorema de Green (Gauss, Stokes no plano)

39. Calcular a area da regiao limitada por = acost, y = bsint, 0 <t < 2,
ondea >0eb>0.

40. Calcule %F -ds, onde F(z,y) = ( Y v > e:
y

$2+y27$2+y2

P . 2 2 . . s
(a) v ¢ aelipse % + % = 1, no sentido anti-horario;

(b) v é uma curva simples, fechada, regular por partes, orientada positiva-
mente que nao contém a origem em seu interior (nao enlaga a origem);

(¢) v é uma curva simples, fechada, regular por partes, orientada positi-
vamente que contém a origem em seu interior (enlaca a origem).

(d) v é uma curva simples, regular por partes de (1,0) a (2,2) sem passar
pela origem;

d d
41. Calcule 55 %, com  como nos itens (a)-(d) do exercicio anterior.
vy Y

25.11 Integrais de superficie de funcao escalar e de c.v.

42. Calcule /f(x,y,z)dS, em que

(a) f(z,y,2) =1 —122% o éaparte de 22+2? = 1 que se encontra dentro

de z = /22 + y?;

(b) f(z,y,2) =z, 0 é aparte de 22 = 2% + y* tal que 4z > 2% + y* + 3.

43. Calcule / F -dS, onde

g
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Figura 55: Geogebra

(a) F(x,y,2) = (z,y,2) e 0 é o cilindro 2> +9*> =1, 0 < 2 < 1, com
normal que aponta para o eixo z.

25.12 Teorema de Stokes

44. Calcule / F - ds onde

v

(a) F(z,y,2) = 22y + %xi)’; + a:y//% e v é a curva de interseccao da sela
2z = y?>—2? com o cilindro 2?4+ y? = 1 orientada no sentido anti-horario
quando vista de cima.

Figura 56: Geogebra

25.13 Teorema de Gauss

1

45. Calcule /F -dS onde F(x,y,z2) =

. (1_2 +yg+zg)3/2('rayaz) €

(a) o é uma superficie fechada que nao contém a origem em seu interior
(nao enlaga a origem), orientada com normal exterior.
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(b) o é a esfera 22 + y? + 22 = R?, orientada com normal que se afasta do
eixo-z (para fora), orientada com normal exterior.

(¢) o é uma superficie fechada que contém a origem em seu interior (enlaga
a origem), orientada com normal exterior.
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25.14 Revisao e aprofundamento: Integrais de linha e de superficie

Integrais de linha: revise as definicoes e propriedades

46. Sejam F': A CR" — R"” um c.v. de classe C!, f: A CR" — R continua,
v : [a,b] = A curva regular, t vetor tangente unitario a v e n vetor normal
unitério a . E verdade que: (tarefa para casal)

(a) / fds = / FO/(0)) - ()t ?
(b) / Fds= / F(y(t)) -+ ()dt ?

7y

(c) [ fds= [ f(y@®)IY (@)]dt ?

(i) [ fds= fds ?

Y -

(j) Sen =2 e B C R? um compacto, / F.ds = // rotF - kdzdy ?
OB B

(k) Se n =2 e B C R? um compacto, / [F-1n]ds = // div F dxdy 7
OB B

Integrais de superficie: revise as definigcoes e propriedades

47. Sejam F : A C R? — R3 um c.v. de classe C!, f : A CR" — R continua,
o : B C R? — A superficie regular orientada com o campo normal unitario
n, e v: [a,b] = A curva regular. E verdade que: (tarefa para casal)
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T lowAo

ngﬁ\gvll’ vale /F dS = // (oy A oy)dudv ?

g“ﬁg””, vale /de [/ flo(u,v)) - ||ow A oy||dudv ?

(a) Sen = U“AU”H, vale /de // flo(u,v)) - (ou A oy)dudv ?

S
=)
I

(b) S

5)
||

()

c
(d) /f dS depende da direcao de n ?

(e) /F -dS depende da direcao de n ?
(f) /F-dS:/[F-ﬁ]da?
® [

Se
F-ds = /[rotF n|do ?
(h) Se V.C A é um compacto, [rot F'-n|dS = /// div FdV 7
av v

Campo conservativo

48. Determine se F' é um campo vetorial conservativo em A (quais resultados
podem ser utilizados em cada item?). Se sim, encontre uma fungao poten-
cial. Se nao, encontre caminhos distintos v e 7, ligando pontos p1,ps € A

tais que/F-ds;é F - ds.
M

V2

- —Y X _ 2 Ca—
@ Fo) = (s ) A= R () sy =0 2 0)
tarefa para casal

(b) F(x,y) = y+ 2,20 — 1), A=R>\ {(2,0) : x > 0} (Resp.: F éc.v.c.
Dica: A é simplesmente conexo?)

(c) F(z,y) = (y + x,y — x), A=R2 (Resp.: F nao é c.v.c.)

49. Calcule /F -ds onde F(z,y,z) = (2z2° + 6y, 6z — 2yz, 32%2% — yz) e
v
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(a) * v é o segmento de reta de (1,—1,1) a (0,0,0) seguido pelo arco de
pardbola y = 2% de (0,0,0) a (1,1,1). (Resp.: 12). Dica: verifique
se pode, por exemplo, mudar o caminho sem que se altere o valor da
integral.

(b) v(t) = (9cos(t),4sin(t),5), t € [0,2x]. (Resp.: 0)

Teoremas de Green/Stokes e Gauss no plano

50. Considere 7 o arco de pardbola y = 22 — 1, —1 < x < 2, seguido pelo
segmento de (2,3) a (—1,0). Calcule

€ ~ ~ s s e .
(a) / (2 ;Ly)z ‘n ds, onde 1 é o vetor normal unitario exterior; (Resp.: 2m).
v Y
Dica: note que int(y) € dom F: “isole o problema’e use o Teorema
de Gauss.

(b) / (;?i xi -mds, onde 1 é o vetor normal unitario exterior; (Resp.: 0).
y Y
Dica: int(y) € dom F

2 AN N v . Vd . .
(c) / (xe¥,e" cosz) - nds, onde n é o vetor normal unitdrio exterior.
Y

(Resp.: 0).

51. Calcule /F -nds, onde n é o normal com componente y > 0 e:
gl
(a) * F(z,y) = (22 — z cosy) i + (siny — 2zy* +y)j,
v(t) = (2cost,2sint), t € [r/2,x]; (Resp.: 7). Dica: o caminho dado
nao é fechado e o c.v. nao é conservativo: feche o caminho escolhendo
caminhos convenientes e aplique o Teorema Gauss. Atencao para a
orientacao do vetor normal! E se t € [7,37/2]77

(b) F(z,y) =y%i, ~(t) = (2cost,sint), t € [0,7]. (Resp.: 0).

Area de superficie

52. Calcule a area da superficie z = xy que se encontra dentro do cilindro
2?2 + y? = 4 e fora do cilindro 22 + y?> = 1. (Resp.: %W(E)\/_ — 2V2)).
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Integrais de superficie

53. Calcule /F -dS, onde
(a) F(z,y,2) = (v,y,0) e c éapartede 22 =22 +y*—1,0< 2 < 1, com

normal que se afasta do eixo z. (Resp.: )
(b) F(z,y,2) = (y,z,2) e 0 é a fronteira do sélido limitado por z =
3)

1 — 2% —9y% ez =0, com normal que aponta para fora. (Resp.:
Cuidado para o normal em cada superficie que compoem o fornecer a

orientagao pedidal.

Teorema de Stokes

54. Calcule / F' - ds onde
gl
(a) F(z,y,2) = e %1 +¢e"j + e“k e v 6 a fronteira da parte do plano
2r + y + 2z = 2 no primeiro octante orientado com vetor normal para

cima. (Resp.: 2e —4.)

-y -~ r - . 10\ 7 ;
Z+x2+ 5J +sin(l+ 2%k ey éacurva de

: F(x,y,z) = $2+y2
= {/sin(y) + 5 orientada no sen-

interseccao de 22 4+ y? = 1 com z

tido anti-horario quando vista de cima. (Resp.: 27. Dica: Note que
int(y) € domF (veja Figura 8). Entao considere, por exemplo, v
a curva cujo traco é 22 + y? = 1 e aplique o Teorema de Stokes na

(b)

superficie que é a parte do cilindro entre v e 7;.)

Figura 57: Geogebra
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Teorema de Gauss

55. Calcule / F - dS onde

g

(a) F(x,y,2) = (23,2222 3y*2) e o é a superficie do sélido limitado por

2z = 4 — 22 — y? e pelo plano-zy orientada com normal que se afasta
do eixo-z (para fora). (Resp.: 327)
x s T

b) F(z,y,2) = | —— + 2°, ——,

) Flans) = (i +
contido em R? — {eixo-z}, orientada com normal exterior. (Resp.: 0.
Dica: domF é fortemente conexo?)

xy) e 0 é a fronteira de um solido

(¢) F(x,y,2) = (zy,y2+e* sin(xy)) e o é a superficie do sélido limitado
por z=1—2%? 2=0,y=0ey+ 2z =0 orientada com normal que se

: . 184
afasta do eixo-z (para fora). (Resp.: =)
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