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1 Integral de Riemann

1.1 Caso (I): Integrais definidas (proéprias)
f:[a,b] = R limitada (com [a,b] C R limitado)

Particao de [a,b]: é um conjunto finito de pontos da forma:
P=A{xg,...,xn: a=x0<x1 <29 <..<xp1<x,=>0};

Ajx =1 — T q; |P|| := max{A;x:i=1,...,n}
§i € (w1, i)
Defina a Soma de Riemann ( ) ( ) ( ):

n

D&)A

1=1

Considere o limite
n

lim " f(&)Aw

—0
IPl=0 4=

e quando o limite acima existe e ¢ um numero real L € R independente da
escolha dos pontos §; em [z;_1,x;], isto é:

Y flE)Aw—L

Ve > 0,36 > 0; VP, ||P|| < 9,V € [zi-1, ], temos < e,
i=1
dizemos que
s f é Riemann integravel no sentido préprio em |[a, b],
= L ¢ aintegral definida (de Riemann) de f em [a,b]: L= [’ f;

e se tal L nao existir (ou depender da escolha dos £’s), dizemos que

» f nao é Riemann integravel em [a, b].
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Area
e Scja R C R? a regido do plano definida por
R={(z,y) eR*: z€la,b], 0<y< f(zx)}
onde f : [a,b] — R ¢ limitada, integravel e f > 0. Entao,

/abfzo

e a area da regiao R é dada por

Observacao: Estamos interessados em estudar quando uma dada funcao é
“integravel em um dado intervalo I"e como encontrar sua integral em I.

Neste curso, integrabilidade é no sentido de Riemann, e entao quando disser-
mos “f é integravel" serad equivalente a dizer “f é Riemann integravel".

Primeiro estamos considerando o caso em que f é uma funcao limitada
definida em intervalo [/ fechado e limitado: dizemos que f é (ou nao)
Riemann integravel no sentido préprio em I. Neste contexto aprenderemos
a encontrar sua integral em I chamada usualmente de integral definida de f
em /.

Quando também considerarmos os casos em que a funcao f pode ser nao
limitada em I ou pode estar definida em intervalo I nao limitado, entao
diremos que f é (ou ndo) Riemann integravel no sentido improéprio em 1.
Também aprenderemos a encontrar a integral de f em I, chamada usualmente de
integral imprépria de f em /I.
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Propriedades
esc f : [a,b] — R ¢ limitada e integravel, e g : [a,0] — R ¢ tal que
{z €la,b]: f(x)+# g(z)} contém um niamero finito de pontos, entao g é
integravel e fabf = f;g
Sejam f, g : [a,b] — R fun¢oes limitadas e integraveis em [a, b]. Entao

e af + (g é integravel em [a,b] e

/ab(af+ﬂg)=a</abf>+6</abg> Vo, €R,

e |f| é integravel em [a, b] e
b b
[ 1= [,

e fg & integravel em |[a,0],

e Se f > g em [a,b], entao

Seja f : Dy — R limitada.

e Sea,b] C Dye féintegravel em [a, b] e [, B] C [a, b], entao f é integravel
em [0, f].

e Sela,b],[b,c] C Dye féintegravel em [a, b] e em [b, |, entao f é integravel

em [a,c| e vale
c b c
[e= [t
a a b

Definigao: Se f é integravel em [a, b], definimos

a b a
/f:z—/f e /f::O.
b a a

Desta maneira a formula [ f = fab f+ [, [ vale seja qual for a ordem de
a,b,c (desde que tudo faga sentido!).
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Se f é limitada em [a, b, entao [ é integravel em [a, b|?

0, e R\Q
1, €@

f:10,1] - R dada por f(x) =

Quando f (limitada) é integravel em [a,b]?

Teorema (integrabilidade das continuas).
Se f é continua em [a,b] entao f é Riemann integravel em [a,b].

Teorema (integrabilidade das continuas por partes).
Se f : [a,b] — R é limitada e continua exceto possivelmente em um nimero finito
de pontos, entao f é Riemann integravel em [a,b].

Como calcular a integral definida de f?
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Lembrete: Sejam [ um intervalo aberto em R e F' : I — R uma funcao
derivavel. Se F' = f em I dizemos que F' é primitiva de [ em [ e vale:

e se F' ¢ uma primitiva de f em [ entdo F' + ¢ (V¢ € R) também ¢

e se F, G sao primitivas de f em [ entao ' — G = constante.
Escrevemos

/f:F+c, ceR.

f = integral indefinida de f = “a primitiva na forma mais geral"de f = a

familia (conjunto) de todas as primitivas de f (num certo intervalo fixado)

/(af+ﬁg)=a/f+6/g, Vo, B € R.

1° Teorema Fundamental do Calculo

Sejam f : [a,b] — R continua e [a,b] C I. Se F': I — R é uma primitiva de
f em [a,b]. Entao,
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Teorema do Valor Médio para integral ou Teorema da Média Integral
Se f :]a,b] — R ¢ limitada (m < f < M em [a, b]) e integravel, entdo
b
o m < fa / <M
Sy

e se f 6 também continua, entdo existe ¢ € (a,b) tal que

b
f
bfa— = f(c) (chamado Valor Médio de f em [a, b])
—a

2° Teorema Fundamental do Calculo

Sejam f : [a,b] — R continua e ¢ € [a,b]. Defina a funcao integral F, :
la,b] — R por

Fo)= [ 1, zele.
Entao,
e [, é derivavel em [a, b]

o = f em [a,b], (i.e, F. € primitiva de f em |a,b]).

Atencao:
b
o / f € um ntmero,
a

o / f é uma familia de funcoes,

€T
o / f é uma funcao.
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Derivacao da funcgao integral

Sejam f : [a,b] — R continua (logo integravel em [a, b)) e ¢ € [a, b].

Seja
F:[a,b]—)R:XH/ f.

Entédo vale F/(x) = f(x) para todo z € [a,b]. (2° TFC)

Agora seja
G:[a,b]—)R:XH/ f.

Entao vale G'(x) = —f(x) para todo z € [a, b].

Agora seja g : [, f] — |a, b] derivéavel e
g(x)
G:[oz,ﬁ]—HR:Xl—)/ f.

Entdo vale G'(x) = f(g(x))g'(x) para todo = € [a, 3].

Agora sejam g, h : [, 5] — [a, b] derivaveis e
g(x)
G:[a,ﬁ]—ﬂszH/ f.
h(x)

Entdo vale G'(x) = f(g(x))g'(x) — f(h(x))h'(x) para todo z € [a, f].

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula



Calculo II, 16 de dezembro de 2022 11

Area
e Seja R C R? uma regiao do plano definida como
R={(z,y) eR*: z€[a,b], 0<y< f(2)}

onde f : [a,b] — R é limitada, integravel e f > 0.
Entao a érea da regiao R ¢ dada por (definigao)

b
AR:/f

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como
R={(z,y) eR*: w€la,b], f(z)<y<0}

onde f : [a,b] — R é limitada, integravel e f < 0.
Entao a area da regiao R ¢ dada por

b
AR:—/f

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como
R={(r,y) €eR*: we€a,b, 0<y< f(z)ou0>y> f(z)}

onde f : [a,b] — R é limitada e integravel.
Entao a area da regiao R ¢ dada por

b
AR:/\ﬂ

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como

R = {(x,y) cR*: zcab], flz)<y< g(:L')}

onde f,g : [a,b] — R sao limitadas, integraveis e f < g.
Entao a area da regiao R ¢ dada por

b
ARZ/ g—f
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e Seja R C R? uma regiao do plano definida como

R={(z,y) eR*: z€ab], flx)<y<g(x)ouglx)<y< flx)}

onde f, g : [a,b] — R sao limitadas e integraveis.
Entao a area da regiao R ¢ dada por

An=[le-t1= [0 - il ax

NdyV

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como

R={(z,y) eR*: yele,d], ¢(y) <z <u(y)out(y) <z <o(y)}

onde ¢, ¢ : [c,d] — R sdo limitadas e integraveis.
Entao a area da regiao R é dada por

AR=/Cd|¢—¢\:/Cdlw(}f)—cb(Y)\dy

Massa & Peron
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2 Técnicas de Integracao

e Linearidade:
Sejam f, g fungoes continuas. Entao,

/(af+ﬁg)dXza</f>+5</g>.

Na integral definida:

/ab(aerﬁg)dx:oz(/abf) +5</:g).

e Substituicao (mudanca de variavel):
Sejam f continua e g continua com derivada continua. Entao,

[ fe0)g (x0dx = Flg(x)).  onde Flw) = [ f(u)du

Interpretando como mudanca de variavel:
- substituimos g(x) = u e du = ¢'(x)dz,
- calculamos a primitiva de f
- colocamos de volta u = g(x)

Na integral definida:

I

R
—~
2

8
=

b
/ F(9(2))g (x)dz

e interpretando como mudanca de variavel:
- substituimos g(x) = u e du = ¢'(x)dz,
r=a=

- substituimos os extremos de integracao, mantendo a ordem: { )
rT = —

u=g(a)
u=g(b)

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula
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Sites conhecidos que calculam primitivas:

Integral Calculator; Wolfram Alpha; Symbolab

Cuidado com os resultados!

fisin[__?:l \.-":4 — yz dx= — Sl: Cos.g!:!:' ~1)

0 x 3

Passos

2sinlf) [ 92

_ﬂ] xV 4— Jc2 dx

Aplicar integracdo por substituicdo

4 dsin(¢) Fow
=], o Vu g,
2

Remover a constante: fa -ﬂx]c.-‘f-f=a-jﬂx]c.-‘ﬁ:

1 fL—4sin2r_f) —
=-5U 3/ udu

Aplicar a regra da poténcia

_ _l[gugk—ﬁ-m?(ﬂ
2L3 4

Simplificar 4 — 4sm2(£‘}|: 4{:032(:}

_ _l[ E“% }4-:032(1:1
2L 3 4

Calcular os limites: %0033“} = %

- _l(lﬁ 3(;) _ 16|
5| 5cos”! ) 3 )
Simplificar

_ 5{13033(:) — 1]
3

AR
2 p2sin(e) T3 167 (o —
jE} j;] rV4d—r dmh‘.T (Decimal: 16.73516...

Passos

= 17

2in() [ 2 o gleosdr)—1)
fO rVA—r dre —0\C08 /7 2/ (3’
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e Integracao por partes:

Sejam f, g funcoes continuas e derivaveis com derivadas continuas. Entao,

[ gpewn- - fenroa

dv u v du

Filme: Vivir dos veces (Live Twice, Love Once) personagem principal ensina
que a regra se lé:
“un dia vi una vaca - vestida de uniforme”’
Karina, Colombia diz que o lado direito da igualdade se [é:
“Una vaca no se viste de uniforme”

b
’ b
/a @M = |ft)glt)| - / g(t) f'(t) dt
‘ v u v a v du

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula
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e Substituigao Trigonométrica/Hiperbolica: usada quando aparece termo
das formas v/+a? + 22 (a > 0), se nao tiver substitui¢ao melhor

l. vVa?—2?: x=asind, 0¢c[-7n/2,7/2], dxr = acosfdf:
| <ae=-1<2<1 il :
a 2

2. Va4 2?:
ex=atanf, 0¢c(—n/2,7/2), dr= asec?0db:

reR

e r =asinh(t), t€R, dx=acosh(t)dt

f

sinh(t)

reR

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula
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3. Va2 —a?:

e r = asecf, com “ : dx = asecftan 0do:

2 >ae=L>10uL <1
a a

e v = tacosh(t), t>0, dr= +sinh(¢)

cosh(t)

|x\2a<:>§21ou£§—l [
a a

cosh(t)

Atencao: o calculo de algumas integrais que pode ser bastante longo quando
usado substituicao trigonométrica pode ser bastante simples quando utilizado

~ N
e
A

funcao hiperbolica. Fique atento!

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula
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e Fracoes Parciais:

Aplicavel quando o integrando é uma funcao racional na forma:

P(x)

Q(z)’

onde o polindmio ¢ pode ser decomposto em fatores lineares e/ou quadraticos
irredutiveis (distintos ou com repetigoes):

grau(P) < grau(Q),

Q(z) = (a12+b1)" (a2 +b2)" . (arx4b,) " (ara? +biz+cr)™ . (@@’ +bztcp)™

Neste caso, existem tnicas constantes A;, B; de modo que se pode decompor a
fracao P/() da seguinte forma:

P(x) Ay A Aj,
+ st —
Q(x) (a1x+b1)  (a1x 4+ by) (a1 + by)M

+ A + A + - _ A +
(a,x+b,)  (a,x+0b.)? (a,x + by )k
Bir + Cf Biz + C} Blx+C
+ s st T —+
(m2? + bz +c1) (2?4 bz + 1) (@122 + bz + 1)
Biz+ C} Bz + Ci Bl x+C

+ + .
(aex? 4+ box + c2)  (a9x? + box + c2)? (arx? + by + )%

Note: para o termo na decomposicao de ) que aparece k; (ou r;) vezes, tem-se
ki (our;) “fragoes parciais" relativas a esse termo.

Resumindo, relativo ao termo linear que aparecer r vezes (ax + b)* temos que
escrever a soma das r fracoes:

Ay N A, P A,
ax+b (ax+b)2 = (ax+b)"’

relativo ao termo quadrético irredutivel que aparecer r vezes (ax? + bx + ¢)*
temos que escrever a soma das r fragoes:

B1X—|—Cl B2X+C2 X 4 BrX-l-Cr
ax?+bx+c (ax?2+bx+c)2 = (ax®+bx+c)

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula
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Note que:
1. (a #0)
A U(ll’ A A
/ dy T L= mlar+b+k keR
ar +b a ) u a
2. (a#0)
A u:ax—i—bA _ A 1
i = — "du=— k, keR, (n>2).
/<aw+b>n‘” ) G Dy T FER 2
3. (a > 0)
Bx +C Bx +C Bu—I—C’
dLU: ~daj —
az? +br +c +é \/_ u2—|—c

1
\/_/u2—i—c \/_/uQ—I—édu
onde & = b/2v/a, é = (4ac — b?)/4a > 0, B = B\/a, C = C — Baa/+/a,

Bu v=u?+é 9 o~
./u2—|—6du = E/EdUZEIH\u +¢l+k

o/ ——/ ——éacta Sl + k
= = rctan :
u?+¢ u c NG
\[

Logo

B B > b/2
/ v+ C dr = —1In |a:1:2+bx+c|+~i arctan r+b/2va
ax® +bx + ¢ 2

c\/a V/ (dac — b?) /4a

4. Um roteiro para integrais na forma

Bx+C
d > 2
/(ax2—|—bx—|—c)” v (nz2)

pode ser encontrado na lista de exercicio do Prof. E. Massa

Quanto mais integrais vocé resolver mais habilidade com as técnicas vocé tera!
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Dicas de integracao do Prof. Eugenio Massa:

e produto z"h(x) onde conhega primitivas de h:
integre por partes pondo g(x) = ™, assim na integral que sobra tera ¢'(z) =
nz™!... continuando até eliminar a poténcia.

Funciona para z"e*, x" cos(z), ....

Exemplo:
fa:2exdx—xe —f2xe d:c-:cex—Qscez—l—erxd:C:
= 2%e® — 2xe* + 2"+ k, keR

e produto z"h(x) onde h tem derivada racional:
integre por partes pondo g(x) = h(x), assim na integral que sobra tera
apenas uma racional.
Funciona para z" In(z), z"atg(z), ....

Exemplo:
[2?In(z)dr = 23In(z)/3 — [(2*/3z)dx = 2*In(x)/3 —2®/9+ k, k €R

¢ quadrado de trigonométrica ou hiperbdélica:
integre por partes e depois use identidades...

Exemplo:

[ Ch*(z)dz = Sh(x)Ch(z) — [ Sh*(x) dx =

= Sh( )Ch(az) — [(Ch*(x) — 1) dx

logo 2 [ Ch*(z)dx = Sh(z)Ch(z) 4+ [ 1dz = Sh(z)Ch(z)+z+k, k€R

e trigonométrica com exponencial:
integre por partes duas vezes e leve do outro lado...
Funciona também para Sh(z) cos(z), ....

Exemplo:
[ e* cos(z) de = e” sin(x fe sin(x dx =
= e”sin(z) — [e"(— cos(z)) — [ e*(— cos(z)) dz]

logo 2 [ e” cos(x) dx = e” Sm( )+e cos(x) +k, keR
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e substituicao trigonométrica ou hiperbélica: quando aparece o termo
V*+a? £ 22, se nao tiver substituicdo melhor:

m 10 caso va? — 22, substitua x = asin(t), t € (—xw/2,7/2);
m 10 caso vVa? + 2, substitua x = a Sh(t), t € R;
m 10 caso Va2 — a?, substitua x = £a Ch(t), t > 0.

isso leva a eliminar a raiz usando relagoes trigonométricas-hiperbolicas.

Exemplo:
[VA+a?de = (z = 25h(t), do = QCh )dt) [ \/4 1+ Sh2(t)2Ch(t) dt
= [ JACR*(t)2Ch(t)dt = [AChA(t)

Alernativa:

Também pode funcionar integrar por partes:
At a2 4

[VA+22de = xv4 + 22— [ =2 s de = aVA + 27— f\ﬂ%daﬂ—fmdx

agora a primeira integral ¢ igual ao lado esquerdo, a segunda ¢ imediata

(SetSh)
e Caso [ 1" (\/ +a? + xQ)il

m Se n é par use a substituicao trigonométrica ou hiperbdlica acima.

m Se n é impar, também as substituicoes y = +a® £ 2% ou z = v/+a? + 22
podem funcionar.

Exemplo:

[23VI+a?de = (y =9+ 2°, dy=2cdz) [(y—9)/ydy/2=
_f 3/2 9\/— dy/2—

[2VI+22de = (2 = V9 +2?, 22dz = 2z dr)
[(z2=9)zz2dz = [(2* — 92%)dz = ...
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Casos que podem ser reduzidos a funcoes racionais
Seja Rla,b,..] uma fungdo racional nas variaveis a, b, ..

e [Rsin(x)] cos(x)dx = [ R(t)dt pondo t = sin(z).
O mesmo funciona para R[cos(x)] sin(z) dz e analogos hiperbdlicos.
também os casos R[sin(z),cos(x)?] cos(z) e andlogos encaixam pois pode
ver como Rlsin(z), 1 — sin(z)?] cos(z)

Exemplo:

u/smgy—ﬁaM@)m“@dx:/’ t? — 3t it

1 —sin(z) + cos?(x 1—t+1—1¢2

e [ R[sin(z),cos(x)|dx sempre pode ser tratada da maneira seguinte (mas
deixar como tltima tentativa, pois as contas sao feias!)
ponha t = tan(z/2), assim sin(z) = 2t/(1 + %), cos(z) = (1 — t?)/(1 + t?)
e dv = 2dt/(1 + t?).
Para o caso [ R[Sh(x),Ch(x)]dx ponha t = Th(x/2), assim Sh(xz) =
2t/(1 —t2), Ch(z) = (1 +t3)/(1 — t?) e dz = 2dt/(1 — t?).
Exemplo:
/ sin(x)? — 3 cos(x) J / 442 /(14+12) — 3(1 — t%) 2dt
€Tr =
1 — sin(x) + cos(x) 1=2t4+(1—12) 1+41¢

e [sin"(z)cos®(z)dx, (n,k € Z):

m sen ou k é impar, substitua a outra:

Exemplo
fsm cos x) dx = (t = sin(x), dt = cos(z) dz)
[t —t*)3dt = ...
m se ambas sdo par, use as formulas de duplicacao para baixar o grau:
Exemplo
[ sin®(x) cos?(z) dx = [(1 — cos(22))/2 - (1 + cos(2z))/2dx =
= [(1 —cos?(2z))/4dzx = ...

e [sin(nx)cos(kz)dx ou [ sin(nz)sin(kz)dz ou [ cos(nz)cos(kx) dr:
use formulas trigonométricas
Exemplo:
[ sin(nzx) cos(kx) dx = [(sin(nx — kx) + sin(nz + kx))/2dx =
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3 Caso (II): Integrais improéprias

Seja f : (a,b] — R tal que para todo § > 0, a funcao f|j44; seja limitada
e integravel em [a + 4, 0].
b

e se existir lim f =L € R entao dizemos
020 Jais

m f é (Riemann) integravel em [a, b] em sentido generalizado (s.g.)
(ou imprdprio). (A integral converge).
m L é aintegral em sentido generalizado (ou a integral impropria) de
f em [a,b]: (notacdo fabf).
e se o limite nao existir ou for infinito entao dizemos [ nao é integravel em
[a,b] em sentido generalizado (ou imprdprio). (A integral improépria
nao converge, ou ainda, diverge).

7

P —

a b a

b

Analogamente, seja f : [a,b) — R tal que para todo d > 0, a fun¢ao f|, ;-
seja limitada e integravel em [a, b — J].
b—o

e se existir lim f =L € R entao dizemos

0—=0* J,

m f ¢ (Riemann) integravel em [a,b] em sentido generalizado (ou impro-
prio). (A integral converge).
m [ é a integral em sentido generalizado (ou improprio) de f em [a,b]:
(notagao f: ).
e se o limite nao existir ou for infinito entao dizemos f nao ¢ integravel em |[a, 0]
em sentido generalizado (ou improprio). (A integral impropria ndao converge
— ou, diverge).

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula



Calculo II, 16 de dezembro de 2022 24

Seja f : [a,00) — R tal que para todo M > a, a fungao f|, ) seja
limitada e integravel em [a, M].

M

e se existir lim f =L € R entao dizemos

M—+o0 a

» f ¢ (Riemann) integravel em [a, c0) em sentido generalizado (ou
improprio). (A integral converge).

m L é a integral em sentido generalizado (ou impréprio) de f em
la,00): (notagao [ f).

e se o limite nao existir ou for infinito entao dizemos [ nao é integravel em
[a,00) em sentido generalizado (ou imprdprio). (A integral impropria
nao converge — ou, diverge).

Analogamente, seja f : (—oo,b] — R tal que para todo M < b, a fungao
[l seja limitada e integravel em [M, b].

b
e se existir lim / f =L € R entao dizemos
M

M——o0
m f é (Riemann) integravel em (—oo,b] em sentido generalizado (ou im-
proprio). (A integral converge).
m [ é aintegral em sentido generalizado (ou improprio) de f em (—oo, b]:

(notagao f_boo f).

e se o limite nao existir ou for infinito entao dizemos f nao ¢é integravel em
(—o0, b] em sentido generalizado (ou improprio). (A integral impropria nao
converge — ou, diverge).

DR J

S
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Seja f: Dy —+Re AC Dy

e se A pode ser decomposto em um niimero finito de intervalos como
os acima tais que f seja integravel em sentido generalizado em
TODOS ELES, entao dizemos que f é (Riemann) integravel em A em
sentido generalizado (ou imprdprio). (A integral impripria converge).
Dizemos entao que a integral generalizada de f em A é a soma das
integrais em cada intervalo

e caso contrario, dizemos que f nao é integravel em A em sentido
generalizado (ou imprdprio). (A integral imprdpria nao converge).

Figura 1: fj;o f é convergente quando ambas integrais f_boo fe f;roo f sao convergentes

[Co= [ [foe o[
//
a

o

) -
le]

Figura 2: fj;o f ¢é convergente quando as 4 integrais do lado direito da igualdade acima sao
convergentes
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Teorema do Confronto

Teorema (Teorema do confronto para integrais improprias). Sejam f, g :
(a,b] = R tais que para todo § > 0, as fungoes f,g|arsy sejam limitadas e
integrdveis em [a + §,0].

Se0 < f <gem (a,b] entao:

e se g é integravel em s.g. em [a,b| entao f também é integravel em

s.g. em |[a,b], e vale
b b
OS/ fS/ g

e se f nao é integravel em s.g. em [a, b] entao g também nao o é.

Um resultado andlogo vale nos outros 3 casos.

Observe que se f > 0, entao a funcao

¢ nao negativa monotona crescente e

p
L>0
b b
p— 1. p—
/a f 51{(% a+6f < ot
\ +00,

o limite nao pode nao existir.
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Teorema do Confronto com Limite

Teorema. Sejam f, g : (a,b] — R tais que para todo 6 > 0, as fungoes [, g|a+s4
sejam limitadas e integraveis em [a + §,b]. Sejam f,g > 0 em (a,b] e

)
Jm oy TR

Entao,

b b
e L c R\ {0} = / fe / g tém o mesmo carater: ambas convergem
a a

ou ambas divergem.

b b
/ g converge = / f converge
a a

b b
/ f diverge = / g diverge
a a

b b
/ f converge — / g converge
a a

e L=+ e

b b
/ g diverge = / f diverge
a a

Um resultado andlogo vale nos outros 3 casos, avaliando os limites para v —
b~, v — +o0, r — —00, respectivamente.

Teorema. Seja f : (a,b] — R tal que para todo 6 > 0, a fungao f|jaisp seja
limitada e integrdvel em [a + 9, b)].

e Se |f| € integrdvel em s.g. em [a,b] entao f também é integravel em

s.g. em |[a,b], e vale
b b
[ 1= [

Um resultado andlogo vale nos outros 3 casos.

Se |f| é integravel em s.g. dizemos que [ é absolutamente integravel em
s.g. (absolutamente convergente).
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Algumas integrais titeis para confrontar

( _ M
T il R (M7 —a'P] =+ <1
Mlinoo 1—pa _Mlinool—p ¢ - sep
/ 1 @9 ] fim @)Y = lim (M) - In(a)] = +oo sep=1
“ P M—o00 M—o0
1-p M 1 1 1-p
lim = lim gt =2 sep>1
(| M—o0 —pl, M—oo 1 —p | MP~1 p—

Figura 3: p > 0

a
1
—dx
o P

Figura 4: p > 0
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1,

—ell k<0
> kx . 1 kmM . 1ij 1 ka ke >
e dr = lim Ee = lim |—e —Ee =

M—oc0 M—o0
+o00o se k<0

1
/ In(z)dz = lim [zIn(z) — 2]5 = lim [-1 —§Ind + 6] = —1
0

0—0t+ 0—0t+

(a € R)

Resumindo:
*1 . DIVERGENTE sep <1
/ —dr é (a>0)
a TP CONVERGENTE sep>1
“1 CONVERGENTE 0,1
/—dx é sep€(0.1) (a>0)
o P DIVERGENTE sep>1
X . JCONVERGENTE sek <0
edr ¢é (a € R)
a DIVERGENTE sek >0

1
/ln(x)dx ¢ CONVERGENTE
0
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4 Aplicacoes de integral

Volume por Secao Transversal
Seja S um solido limitado pelos planos z = a e x =b (a < b).

O cilindro
Pl: : aproximador com base
ano em x;_, e o = st
em S(x; ) tem altura
v Axp = X — X
—
\
L .
LI | 4
’ ,\
§ |
|
/
(T‘""--.. o 7
\"N / Plano em x;
’ X,
i ; \.r
A base do cilindro
¢ a regido S(x;)

com a drea A(xy)

FORA DE ESCALA

Figura 5: As figuras deste slide foram retiradas do livro Calculo, vol. 1 , G. B. Thomas., exceto
quando dito o contrério

e Pia=xy<x <...<ux,=D>partigdo de [a, D]

e P, — plano perpendicular ao eixo-x passando por

S(zx) = S NP, = regiao da se¢do transversal

A(xy) = area da secado transversal S(zy)

Sk = cilindro reto com base S(zy) e altura Ayr = xp — xp_1

V(Sk) = A(xp) Az

volume Vj, da k-ésima fatia de S ~ V' (Sk)

V(S)=> 1 Viem > VI(Sk) = > 11 A(zp) Az (soma de Riemann)

e Se A é uma funcao integravel em [a, b],

n

b
lim A(:z:k)Ak:L':/ A(z)dx
IPI—=0°—= a
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Se A(r) é a area da regiao obtida pela intersec¢ao do solido S com o plano P,
perpendicular ao eixo-x em = € [a,b] e A é uma funcao integréavel em |a, b], entao
o volume do soélido S é dado por

v

P Segdo transversal §(x)
# com drea A(x)

Em particular: se f: [a,b] — R é continua, com f >0 e
R = {(:c,y) cR*: z€a,b], 0<y< f(sc)},

entao o volume do s6lido de revolugao S obtido pela rotagao da regiao R ao
redor do eixo-x é

' _drea=A (x)
/{'/ ca

Figura retirada do livro Calculo, vol. 1, Guidorizzi.

Analogamente:
e se a secao transversal é perpendicu-
lar ao eixo-y:

T ® se a regiao
di R={(z,y) €R*: yele,d, 0<z <Ry},
™ ¢ rotacionada ao redor do eixo-y:

[\

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula



Calculo II, 16 de dezembro de 2022 32

Volume por Cascas Cilindricas

Sejam S o s6lido de revolugao obtido pela rotacao da regiao R ao redor do
eixo-y, onde

R={(z,y) €eR*: z€a,b], 0<y< f(z)} (assuma a > 0).

Eixo de
revolugio vertical | Eixo de
| revolugio vertical

f(x) | b,

Altura do
retingulo = f(c;)

e Pra=xy<x <...<ux,=D>parti¢ao de [a, D]
e R = retangulo tipico de base Az e altura f(cg) (e € [wr_1,24] )
e (), = casca cilindrica obtida pela rotacao de R}

m Volume de uma casca cilindrica de altura h, raio interno r e raio externo R:

V = nR*h—mr*h = 2rh (&) (R—7)

o T+ Tp_1
k— — 5
2

o V(Cy) =2mf(cp)crAxx
o V(S) = > V(C) = > 01 2merf(cr)Agx (soma de Riemann)

(ponto médio)

e Se f ¢ uma fungao continua em [a, b],

n b
i 2 Apr = 2 d
”Pl”IgOkz:l m ¢k f(er) Agz /a mx f(x)dz

rato  gltura
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Seja f uma func¢ao continua em [a,b]. O Volume do s6lido de revolugao S
obtido pela rotacao da regiao

R={(z,y) €R*: z€a,b], 0<y< f(z)} (assuma a > 0)

ao redor do eixo-y ¢é

"

_f"’-‘“ x "

b
V(S) ::/ 2rnxf(x) dx

1 V(S):/b27r N raio’ - “alturef. e
x x o cilindro tipico / \ cilindro tipico

Figura retirada do livro Calculo, vol. 1, Guidorizzi.

Analogamente, o volume do s6lido de revolucao S obtido pela rotacao da
regiao

B={(z,y) eR*: yeled, 0<z<g(y} (assuma ¢ > 0)

ao redor do eixo-x é

" x = gly)

Figura 6: Figura retirada do livro Calculo, vol. 1, Guidorizzi.

d d :
raio altura
V(S):=] 2 dy= [ 2 d
(5) /c myg(y) dy /C " (Cilindro tipico) <cilindr0 tipico)
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Comprimento de Curva

Seja f : [a,b] — R continua, com derivada continua, e seja 7 a curva dada pelo
grafico de f.
O comprimento de v é

c::/ V1+(f(x))?da.

a=x0<...<xp=0b; P=(x; f(x;))

[BP1] = (Aw)?+ (f(i) — fzim1))?

= V(Q)? + (f(&)Ar)?

- \/1 + (f/(gz))2 Az, &€ (vim1,17)

n
FIGURA6.22 O comprimento do tragado poligonal PP, P, -+ P_aproxima o

comprimento da curva y = f(x) do ponto 4 ao ponto B. : C = \/1 + (f/ (f ) ) 2 A -
) 2 ]

i=1

Area de Superficie

A area da superficie de rotagao obtida quando v roda ao redor do eixo-z
¢ (assuma f > 0)

AS::/ 2 f(x)\/14 (f'(x))? dx.

area da superficie de um tronco de cone de geratriz
PQ := PP, e de raios f(x;) e f(z;_1) &

\Q\ raio meédio )
oy P A\  compr. geratriz
fl@) + i) F5—
uma HII'IQ 10 nio

. 2m |PiPia| ~
x < bem torno do 2

um conjunto de FIGURA 6.31 O segmento de reta que une / 2
elo arc: ) 2 ~~ . . .
a pelo arco PQ. P e O gera um tronco de um cone. ~ 27Tf (gl ) 1 + (f (gl ) ) AZ‘/’E7 é-l € (xlf 1, xl)

faixas como a gera
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Total de pessoas acometidas por uma epidemia

Uma epidemia esta se alastrando a partir de um centro (coloque-o na origem do
sistema de coordenadas). Segundo os dados recolhidos em pesquisas de campo, o
modelo matematico que representa a densidade dos acometidos y a x quilometros
a partir da origem é

y:f(x)a 0<z<a,

ou seja, y representa o niimero de pessoas que contrairam a doenga por quilémetro
quadrado. Quantas pessoas ficaram doentes dentro desta regiao?

Observe que no epicentro da epidemia, a densidade é de f(0) doentes/km? e que
para r > a supoe-se que nao existem mais doentes.

Divida o intervalo [0,a] em n sub-intervalos, zg = 0 < 23 < --- < x, = a ¢
escreva A;x = x; — Ti_1.

Entao, o numero de pessoas IN; que contrairam a doenca dentro do anel A; deli-
mitado pelos raios x;_1 e x; é aproximadamente

N; =~ Area(A) f(T;) = (na? — i ) f(T) = 7(ws + 251) (20 — 251 f(Ts),
Se

_ T+ XTi—1
Ti=—F7—),

2
entao

Portanto, o ntiimero total de pessoas infectadas é aproximadamente

1=1 1=1

Notando que a precisao desses numeros aumenta quando n tende a infinito, obte-
mos que o nimero exato de pessoas infectadas sera

lim ZQW@f(fi)Aix = /a 2rxf(x) dx.
=1
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Volume de sangue fluindo por segundo
através de uma seccao transversal de um vaso sanguineo

Considere uma artéria de raio R. Pela Lei do Fluxo Laminar, a velocidade V' do
sangue depende da distancia r em que o sangue se encontra do centro da artéria

e & expressa por
V(r)=k(R*>—=7%), 0<r<R,

onde k£ é uma constante positiva, relacionada a viscosidade do sangue e ao com-
primento da artéria. Com esse modelo, podemos imaginar o sangue fluindo como
se fosse constituido por camadas cilindricas encaixantes (chamadas laminas cilin-
dricas). A espessura de cada lamina é A;r. Seja

T+ 11
—2 .

Assim, a area da espessura da i-ésima lamina ¢é

T =

Ay =qri —mr2 | =7(r; +ric)(ry — ris1) = 277 A

Além disso, podemos aproximar a velocidade que o sangue esta fluindo na i-ésima
lamina por

V(i) = k(R —T77).
Como o volume de sangue V; que passa na i-ésima lamina por unidade de tempo
¢ dado pelo produto da area da i-ésima lamina pela velocidade que o sangue
estd fluindo nela, temos que o volume de sangue fluindo pela i-ésima lamina é
aproximadamente

Vi = A V(7)) = 207, Airk(R? — 77) = 2mk(R*T; — 70) Ay

Logo, o volume de sangue fluindo na seccao transversal é aproximadamente

NQWk:Z 7’2—7’ AV

Portanto, o volume de sangue fluindo na secgao transversal ¢ dado por (Lei do
fluxo laminar ou Lei de Poiseuille)

n

R 4
V =2rk lim Y (R*7F; —7) A = 27rk/ (R*r — r¥)dr = Lal :
0

2

n—00 4
i=1
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5 R", propriedades, topologia
Lembrete:

e Dados dois conjuntos A, B é dito produto cartesiano de A com B o

conjunto
Ax B={(a,b): a€ A, be B}.

Em particular,

e RxR=R?={(z,9): =,y € R}:
podemos representar no plano.

e Rx . xR=R"={(x1,29,...,2,) : x; E Rparai=1,.n}:
se n = 3 podemos representar no espaco,

se n > 3 nao podemos desenhar.
(veja o Hipercubo na pagina do ou )

Quando n > 2 representaremos pontos/vetor em R” com letras em negrito:
X,y,V, etc.
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Se n > 1, R"” nao é corpo, mas pode ser visto como espaco vetorial com
produto escalar (Espago Euclidiano de dimensao n):

e se x=(x1,..,%,), Y= (Y1, -, Yn) € R", A € R definamos

mX=y < x; =y; paratodoi=1,...,n,

n Xx+y=(x14+v1,.., 2, +yn) €R" (soma vetorial)

mX—y=(T1— Y1, Tn — Yn) €R",

m Ax = (Azxq, .., Az,) € R™, (multiplo do vetor)
BXy=<X,¥V>=21y + TaYo + ... + Tpyn € R, (produto escalar)

m ||x|| = /< x,x > (norma)

m d(x,y) = ||x — y| (distancia Euclideana)

X

m 0(x,y) = arccos <—
[l

) (angulo)

mx Ly < x-y=0 (perpendicularismo)
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No caso n = 3 (e n = 2) podemos definir o produto vetorial:

~

i 7k

X/\y: Tr1 T9 I3

Y1 Y2 Y3
Propriedades (veja ex 11 p 107 Guidorizzi):

21 k2 &3

°z-(XAY) =11 xy 73

i Y2 Y3
°z-(xA\y)=y-(z2AX)=x-(yAz)
e Xx Ny = —y A X (antisimetria)

e (X+y)Nz=XANzZ+yAz

e (MX)ANy=AxAY)

ex - (xANy)=0=y-(xAy), ie,(xAy) Lxy

e X,V,7 sdo linearmente dependentes se, e somente se, z - (x Ay) = 0.

OBS: reveja as definicoes e propriedades de espaco vetorial, produto escalar,
produto vetorial, norma, distancia: Guidorizzi ou livro de GA.

Queremos falar sobre continuidade, derivadas e integral de funcoes a va-
lores vetoriais e/ou de fungoes de vérias variaveis.

Eisses conceitos estao relacionados com o conceito de limite, o qual por sua
vez esta relacionado, dizendo de maneira rudimentar, com “proximidade" (vizi-
nhanga).

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula



Calculo II, 16 de dezembro de 2022 40

Definigoes
Sejam xg € R" ¢ 6 > 0 (em R):

e Esfera de centro x; e raio 9: Ss(xg) = {x € R": d(x,x0) = 9d}.
e Bola aberta de centro x( e raio §: Bs(xg) = {x € R": d(x,x¢) < d};
e Bola fechada de centro x( e raio §: Bs(xg) = {x € R": d(x,xq) < d};

(Compare quandon =1,2,3.)

Curiosidades:

1. Uma bola pode nao ser redonda! Veja por exemplo Bolas Quadradas em
R? ou Bolas em L”.

2. Quando z,y € S1(0), a func¢ao angulo

(x,y)
||| [[|y]]

¢ a distancia geodésica entre os pontos x e y, que poderiamos dizer que
é a fun¢ao que determina a “distancia real"na Terra (“variedades"), veja por

Q(X, y) — arccos ( ) = arccos(x, y)

exemplo Geodésica.

(b) Tustragao distancia geodésica: fonte internet
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Sejam A CR"ep € R”
e p é dito ponto interior de A se

39>0 :Bs(p) CA;

e p ¢ dito ponto exterior de A se

36>0 :Bs(p)NA=0;

e p ¢é dito ponto de fronteira de A se

Vo>0 HqEBg(p)\A e EIrEBg(p)ﬂA;

e p é dito ponto de acumulacao de A se
Vd>0dx e Bs(p) N A\ {p} .
n A={(z,y) eR?: 2 >0}
Seja A C R". Definimos

e A ¢é dito um conjunto aberto se todo ponto pertencente ao conjunto A é
ponto interior de A;

e A ¢ dito um conjunto fechado se seu complementar (R™ \ A) é aberto;

e A ¢ dito um conjunto limitado se existe § > 0 tal que A C Bs(0).

e Vizinhanca de x, : um conjunto qualquer aberto que contenha xq

Bolas abertas sao conjuntos abertos, portanto
Bs(xg) = {x € R" : ||x — x¢|| < I}

¢ uma vizinhanca de xj.
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Teorema. Seja A C R". Sao equivalentes:
1. A € fechado
2. A contém todos seus pontos de acumulacao

3. A contém todos seus pontos de fronteira.

Teorema (Bolzano-Weiestrass). Se A C R" € limitado e possui infinitos elemen-
tos entao ele possui pelo menos um ponto de acumulacao.

Algumas notagoes
e OA: fronteira de A (conj. dos pontos de fronteira)
e int(A) ou A: interior de A (conj. dos pontos interiores)
e A: fecho de A (i.e., AUOA)

e A% complementar de A
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6 Funcoes a valores vetoriais

Uma Funcao (de uma variavel real) a valores vetoriais ¢ uma fungao
f:D—R":t—£(t) = (fi(t), fa(t), ..., fu(t)), fi:DCR—=R
onde D C R.

f(t) = (t,1?) gt) = (¢, 1) h(t) = (3, t%,sin(t)) D ="

t

6.1 Limites
Seja p um ponto de acumulacao de D, e L € R",

e lim f(f) = L significa
t—p

Ve>03d>0talquete De0<|t—p|<dimplica ||f(t) — Ll < ¢

e se a afirmacao acima é falsa para todo L € R" dizemos que

lim f(¢) nao existe
t—p

Também podemos definir 1tlil‘in f(t) = L como em célculo 1.
—=+o0

Teorema: limf(t) =L = (Ly,...,L,) < limf;(t) =L, parai=1,..,n
t—p t—p

lim f(t) =7
t—2

. .
P () =
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6.2 Continuidade
Sejamf: DCR—->R'epe D
e dizemos que f é continua em p, se
Ve>03dd>0talquet e Delt—p|<dimplica ||f(t) —f(p)]| <e
e caso contrario, dizemos que f é descontinua em p,
(lembre que se p € D, nao se fala em continuidade ou descontinuidade em p)

e se f é continua em p para todo p € A C D dizemos f é continua em A

e se f é continua em p para todo p € D dizemos f é continua

e se p € D é ponto de acumulacao de D: f é continua em p, quando

lim f(t) = f(p)

t—p

e se p € D nao ¢ ponto de acumulacao de D: f é sempre continua em p.

Corolario: f é continua em p <= cada f;, ¢ = 1,..,n, é continua em p.

) f(t) = (t,t%) é continua em R
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6.3 Derivada

Seja p € D um ponto de acumulacao de D.

e Se existir £(f) _ f
tim T =20 e e
t—p t—p
entao dizemos que
m f é derivavel em p,

m L é a derivada de f em p; notagao: f'(p) := L.

e caso contrario, dizemos que f nao é derivavel em p.

e se f é derivavel em p para todo p € A dizemos f é derivavel em A,

e se f é derivavel em p para todo p € D dizemos f é derivavel.

Podemos entao definir uma nova funcao: a funcao derivada de f :
f': Dy — R" : p— f'(p)
onde Dg = {p € D : p ¢ de acumul. de D e f ¢ derivavel em p} C dom(f)

Teorema: f é derivavel em p <= cada f;, 2 = 1,..,n, é derivavel em p e

f/(t) - (f{(t)a fé(ﬂ? ocas fr/z,(t))

Teorema: f ¢ integravel em [a,b] <= cada f;, i = 1,..,n, ¢ integravel em [a, b]

| [r0=(f 30 [ 0. ' 120)

. f(t) = (t,*) gt)=(t,t},1) (teR)
f'=? g’ =?
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Vale:

e se f ¢ derivavel em p entao o grafico da reta
r(t)=f(p) +f'(p)(t —p), teR

é a reta tangente em (p,f(p)) ao grafico de f.

£(£) — ()

i.e., a Unica reta tal que — 0 quando t — p

Propriedades (regras de calculo de derivadas):

Sejam f,g: D CR —=>R"e A: D CR — R derivaveis, entao

f+g, f-g, A sado derivaveis e vale:
o (f+g)=1t+¢g
o (f-g)f=1f-g+f- g (*produto escalar®)

o (M) = Nf+ A’ (*produto de escalar por vetor™)

Sejamf: D CR —-R"e A:C CR — D derivaveis
o (foX)(t)=1f'(At)N(t) VteC
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...... )
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6.4 Curvas

Definicao

Chamamos de Curva em R" uma funcao continua v : I — R" onde I C R ¢
um intervalo.
Definimos:

e Traco da curva: a imagem

e equagao paramétrica/vetorial da curva: a lei

n 1(t) = (t%,t)  7(t) = (cost,sint, 1) (¢t € R)

Dizemos que a curva é simples se 7 € injetora.

Dizemos que a curva é fechada se I = [a,b] e y(a) = v(b).

Dizemos que a curva ¢ fechada simples se fechada e 7|, injetora.

Dizemos que a curva ¢é derivavel se v é derivavel

ol

Figura 8: (aberta, simples, nao der.), (aberta, nao simples, der.), (aberta, simples, der.)

7/

Figura 9: (fechada, simples, nao der.), (fechada, nao simples, der.), (fechada, simples, der.)

Figuras retiradas da internet
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Seja p € I. Se ~y é derivavel em p e 7/(p) # 0 entao

e 7/'(p) ¢ um vetor tangente ao traco no ponto y(p)
Assim,

* o trago da curva(reta) dada por:

r(t) =v(p) +t/'(p), teR

¢ uma reta tangente ao trago de v no ponto y(p).

* o trago da curva(reta) dada por:
r(t) =7(p) +t(p), t€R (onde n-7 =0)
¢ uma reta normal ao trago de vy no ponto v(p).

e Dizemos que a curva é regular (ou suave) se v é derivavel e 4/ # 0 em todo
I: logo o trago possui reta tangente em todo ponto.

6.5 Coordenadas polares no plano
Representamos o ponto (z,y) € R? em coordenadas polares como:

M/
{x = rcos(f)

y=rsin@), r>00€cR <

rcosf

puis ..

x\f

Podemos usa-las para descrever curvas em R?:

a curva dada (em coordenadas polares) por
r=f(0)>0,0¢€ |a,b]

é a curva de equacao paramétrica:

{x = f(0) cos(0)

y = f(0)sin(0), V€ lall.
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7 Funcoes de varias variaveis

Uma Funcao (real) de varias variaveis ¢ uma fungao

f:D—R:x— f(x), ondeD CR"

7.1 Algumas funcgoes tipicas

e funcgao linear: f:R”" - R:x+ a-x com a € R" fixado.
Em R?: f(z,y,2) = (2,1,-3) - (z,y,2) = 22 +y — 32

e funcao afim:f :R" - R:x—a-x+bcomaeR" beR fixados.

Em R3: f(z,y,2)=(2,1,-3) - (z,9,2) +5=20+y—32+5

e funcao polinomial: f: R" - R : x = (z1,..,2,) — p(x) com p polindémio
nas variaveis i, .., To.
Em R3: p(x,vy,2) = 3z* + 22%y° — zyz (polindémio de grau 5).

e funcoes racionais, algébricas, transcendentais: como em calculo 1.
2
T° — dyx
Em R*: f(z,y,2) = 5 —— E fwy ) =Y =y T2
x—z

e funcao homogénea de grau \: f: R"” — R tal que
f(tx) = t*f(x) para todos x € R" e t > 0.
todas as funcoes lineares, todos os polinémios homogéneos:

xsin(x/y)
_ 4 3 2 _
p(ZC,y,Z)—SZC —|—2$y —a:yz,f(x,y)— 2 90 ot
r*+xy —vy
Valem as mesmas definigoes do caso de fungoes de uma variavel ( , contradominio,
imagem, sobrejetora, injetora, bijetora, operagoes, , inversa, , ,

supremo, infimo, maximo, minimo...), veja Slides de Calculo 1, prof. E. Massa, aqui.
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f:DCR"—=R

Grafico: graf(f) := {(x,%) ER"xR:x € Dy e f(x) =&} C R""!

e | Como “se comportam" geometricamente os dominios quando n = 1,2, 37

e | Como “se comportam" geometricamente os graficos quando n = 1,2, 37

Podemos também considerar uma Funcao de varias variaveis a valores
vetoriais:

f:DCR" =R i x = £f(x) = (fi(x), ..., fu(x)).
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7.2 Conjunto de nivel
f:DCR"—=R
Definigao: O Conjunto de nivel de f é um conjunto da forma
Ny =Ni(f)={xeD: f(x)=k} CDCR",
para um k € R fixado. Se k ¢ I'm(f), entao Ny = 0.

Sen =2, f(x) =k é dita curva de nivel de f

Se (n > 3)n =3, f(x) =k ¢é dita (hiper)superficie de nivel de f.

e | Como “se comportam" geometricamente os conjuntos de nivel quando n = 2,37

v " o g
. 1420
A A ™ I
3 AN\
T Y 5 T
R ~

(b) Pico do Papagaio - Aiuruoca - MG
Figura 10: Curvas de nivel (mapa topografico)

Observacao: O grafico de uma funcao f : D C R? — R pode ser visto como
a superficie de nivel F(z,y,z) = 0 da funcdo F' : D x R C R?* — R dada por

F(:I:,y,z) :f(.’L',y)—ZZ

{(@,y,2) eR’: 2 = f(z,y),(x,y) € D} = {(z,y,2) € D x R: Fz,y,2) = f(a,y) — 2 =0}
graf(f) N(;(rF)
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7.3 Limites
Sejam f: D C R" — R e p um ponto de acumulagao de D.

e lim f(x) = L significa

X—p

Ve>0dd>0talquex e De0<|x—pl| <dimplica |[f(x) — L| <e

e se a afirmacao acima é falsa para todo L € R dizemos que

lim f(x) ndo existe
X—p

Formulacoes alternativas de limite:

Ve>0d0>0tal quexe DN Bs(p) \ {p} implica f(x) € B:(L)

VY vizinhanca de L 4 X vizinhanca de p tal que
xe DNX\{p} implica f(x)€Y

Limites infinitos:

e lim f(x) = +oo significa
X—Pp

VM eRIS>0talquex € De0 < ||x—p| <9 implica f(x) > M

e lim f(x) = —oo significa
X—p

VM eRII>0tal quex € D e0<|x—p| <0 implica f(x) < M

Limites no infinito (para D nao limitado):

e lim f(x)= L significa

[[x[| =00

Ve>0dH >0tal quex € D e [[x|| > H implica |f(x) — L| < ¢
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7.4 Continuidade
Sejam f: D CR" -RepeD.
e dizemos que [ é continua em p, se

Ve>036>0tal quex e De ||x—p| <9 implica |f(x) — f(p)| <¢

e caso contrario, dizemos que f é descontinua em p, (lembre que se p & D,
nao se fala em continuidade ou descontinuidade em p)

m se [ é continua em p para todo p € A dizemos f é continua em A

m se f é continua em p para todo p € D dizemos f é continua

e p € D é ponto de acumulacao de D: f é continua em p se, e somente se,

lim f(x) = f(p)

X—p

e p € D nao ¢ ponto de acumulacao de D: f é sempre continua em p.

Observacao: Defini¢coes de limite e continuidade para funcgoes de varias va-
riaveis a valores vetoriais f : D C R” — R” sdo analogas as anteriores, basta
substituir |-| por ||-|| onde for necessério.
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8 Propriedades

8.1 CaAlculo de limites:

Valem propriedades anédlogas ao caso em uma variavel (limite de operagoes, da
composta, unicidade, permanéncia do sinal, confronto, anulamento: veja
- suficiente substituir |-| por ||-|| onde precisar). Em particular:

8.1.1 Limite da composta: forma geral

Teorema (Limite da composta: forma geral).
Sejam
f:D;CR" = R", g:D, CR" = RF — Im(f) C D,
p ponto de acumulagao de D¢, a ponto de acumulagao de Dy,
tals que
)l{l_r%f(x) =a e }lll_rgg(y) =L.
Se vale pelo menos UMA entre:

(a) a€ Dge g continua em a,
(b) Ir>0: xeDrel<|x—p| <r=1f(x) #a.
Entao

lim(gof)(x)=L.

X—p

Em particular: se f é continua em p e g é continua em f(p) entao

lim(g o f)(x) = g(f(p))-

Corolario (Continuidade das composigoes de continuas).
Qualquer funcao obtida via soma, diferenca, produto, divisao, composicao de
funcoes continuas, € continua no seu dominio natural.

Sao continuas, no seu dominio:
- projecao: p; : R" - R :x — x;,
-norma: n: R" = R:x — [|x]],
- polinomiais, racionais, algébricas, transcendentais
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8.1.2 Teorema do Confronto

Teorema (de confronto).
Sejam f,g,h: D CR" — R e seja p ponto de acumulacao de D. Se

dr>0: xeDel<[x—pl<r = f(x) <g(x) <h(x)

3 lim f(x) = lim h(x) = L

X—p X—=p

entao 3 lim g(x) = L.

X—=p

8.1.3 Teorema do Anulamento

Teorema (do Anulamento).
Sejam f,g: D CR" — R e seja p ponto de acumulagao de D. Se

IM>0,3r>0: xcDeO<|x—p|<r = |fx)| <M

(isto é, f é limitada em uma vizinhanca de p)

3 lim g(x) =0

X—p

entao 3 lim f(x)g(x) = 0.

X—p
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8.1.4 Limites por caminhos

2
Motivagdo: Existe lim ———7
(lf,y)%((),()) TrE 4+ Yy
: 2%y 2
Considere F(z,y) = Ry Dp =R*\ {(0,0)}

Conseguimos escrever F'(x,y) = f(x,y)g(x,y), onde f é uma func¢ao limitada

e lim x,y) =07
(w,y)—>(0,0)g( v)

2
15 . 15
=
4

x
? Fz,y) = =y
X )
F(z,y) = —G——v _ zt + y?
] 5ty lim xy=0
hm - O (mvy)_)(ovo)
(z,y)—(0,0)
x
2 — | <1paral|z| >1
%Slparamzl ot +y?| para |z| 2
5t +y
7 Iyl
. 2y
F(x,y) = x
F(z,y) = %gg ‘ (z,y) 2t 2
) Tt +y lim x=0
(z,y)—(0,0)
Y 1<t zy| > 1 <0
Y 3, 2> para |(rY| = ey
Figuras geradas no
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Figura 11: Intersecgoes de f(x,y) = wfii’ﬂ comz=0,y=xey=a? Geogebra 3D Classic

Teorema. Seja f: D CR" — R e p um ponto de acumulacao de D.
Seja v : I € R — D U{p} uma curva (portanto continua, I intervalo) tal
que:
e (ty) = p para algum ty € I,
e (t) # p, para todo t # t.
Se lim f(x) = L, entao lim f(~(t)) = L
t—to

X—=Pp
Consequéncias:
e se 7y como acima e vale thr? f(~(t)) = L entao
—to
ou Jlim f(x) =L ou Alim f(x)
X—p X—p

e se para 71,V (distintas) como acima vale tlmgl f(n(t)) # thngl f(ya(t)),
—to —t

entao

2 lim f(x)

X—=p

TR

Figura 12: Intersecgoes de f(x,y) = spemr=0y=0ey=ux

2
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8.2 Teoremas SObre fungaes Continuas (ver maximos e minimos absolutos, Slide 12)

Lembrete de Calculo 1:

Teorema (Teorema do valor intermediario).
Seja f : [a,b] — R continua, e seja v € R tal que

fla) >~ > f(b)  ou  fla) <y <[f(b)
entao existe c € (a,b) : f(c) =17.
Em particular f assume todos os valores entre f(a) e f(b).

Teorema (Teorema de Weiestrass).
Seja f : [a,b] — R continua,
entao existem 1,29 € [a,b] 1 f(x1) < f(x) < f(xg) Va € [a,b].

Corolario.
Seja f : [a,b] — R continua,
entao

Im(f) - [m7 M],

onde m, M sao, respectivamente, o minimo e o maximo de f.

Definicoes
e Um conjunto D C R” ¢é dito compacto quando ¢ fechado e limitado.

e Um conjunto D C R" é dito conexo por caminhos quando
para todos x,y € D existe uma curva (continua) v : [a,b] — D tal que

(@) =z en(b) =y
Teorema (Teorema de Weiestrass em R").

Seja f : D — R continua, sendo D compacto,
entao existem x;,x, € D: f(x;1) < f(x) < f(x2) Vx € D.

Teorema.
Seja f : D — R continua, sendo D conexo por caminhos.
Se ¢,d € Im(f) com ¢ < d, entao [c,d] C Im(f).

Corolario.
Seja f : D — R continua, sendo D compacto e conexo por caminhos,
entao

Im(f) - [mv M]a

onde m, M sao, respectivamente, o minimo e o maximo de f.
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9 Derivadas Parciais

Seja f: DCR" > Rep=(p1,...,pn) € D um ponto de acumulagao de D.
Seja e; = (0,...,1,...,0) o versor (vetor unitario) cujas coordenadas sao todas
iguais a 0 exceto a i-ésima que ¢ igual a 1.

e Se existir

iy @A he) — f)
h—0 h h—0

f(plv"'7pi+h7-"7pn)_f<p1>"'7pi7"'7pn) — I

(L € R) entao dizemos que

m [ é a derivada parcial de f, em relacao & variavel z;, em p

D) = al®) = £i(p) = DS () = Do)

e Se o limite ou nao existir ou for infinito, dizemos que

notacao: L :=

m a derivada parcial de f, em relagao & z;, em p nao existe.

Note: se considerarmos x = p + he; = (p1,...,p; + h, ..., pn), entdo
X = (p1,.-,Tiy...,pp) ondex; =p;+h

e portanto h = x; — p; e

lim f(p+hey) — f(p)

h—0 h Ti—P; .’I/’i — p’L

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula



Célculo 11, 16 de dezembro de 2022 61

9.1 Interpretagcao Geomeétrica

Caso particular n = 2: p = (a,b), f(z,0) = g(x), f(a,y) =w(y)

0 h,b b g(x)b g(a)b

a—i(aab>=}llg(l)f(a+ ’})L_f(a,):glgiir(llf(x,az:i(a,):g/(a)
w(y) w(b)

of o Jlab+k)— flab) . fla,y) = fla,b)

gy \@0) = fm k = A—— w(b)

]

Vertical axis in
the plane y = y,

Pxy, you (x5, ¥o

) 2= f(x, y)
The curve z = f(x, y,)
in the plane y = y,

Tangent line

(xg + I ¥g)

Horizontal axis in the plane y = y,

Figura 13: figura encontrada na internet

Figura 14: Stewart, Célculo , vol. 2

Animacao no Geogebra
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Caso particular n = 3: p = (a, b, ¢),

f(.fL‘, b, C) = 90(:6)7 f(CL, Y, C) - w(y)a f(a7 b, Z) - p(Z)

plath) p(a)
af s ?(a—l—h,b,c}—?(a,b,cj_ . f(x,b,c)—f(a,b,c)_ /
R L e
V(b1h) v
af o 1s Tf(a,b—i—k,cj—rf(a,b,cy_ . f(a,y,c)—f(a,b,c) Y
p(2) p(c)
a—f(a,b,c) :hmf(a’bjc—i—r) —f(a,b,c) :hmf(aabaz)_f(aabac) :IO/(C)
0z r—0 r Z—c z—c

Se a derivada parcial de f em relacao a x; existe em todos os pontos de um
conjunto A C Dy C R" entao podemos definir a funcao derivada parcial:

fo, A= Rix e fo(x); j=1,..n,
e o dominio A éo conjunto

dom(f,,) = {p € Dy : pé ponto de acumulagao de Dy e L ¢ finito} C Dy

Calculo das derivadas parciais: basta usar as regras de derivagao (do Cal-

culo 1) supondo que a fungdo dependa s6 daquela variavel, enquanto as outras
variaveis SAO PENSADAS como constantes.

Lembre-se: as regras de derivagao podem ser aplicadas no conjunto dos pon-
tos onde todas as funcoes “envolvidas" sao derivaveis!!!
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9.2 Derivadas de ordem superior

Derivadas parciais de ordem superior: quando podemos derivar cada funcao
derivada parcial mais vezes teremos:

derivadas parciais de segunda ordem:

e derivada segunda de f com respeito a x, (primeiro) e a x; (depois):

) (a ) 02 f 02 f

8_303- 8_xk B Ox;0xy, \ ;01
%

ou  (fer)e; = faya, (fﬂ)

e derivada segunda de f com respeito a z; duas vezes:

2
; (af>_af o (fa;)a; = Jae,

Pela definicao, por exemplo:

o2 .
a:cgy(x’y):fw<x7y>=<fy>x<x,y> = fm L y,i folw.y)
— lim fy(w,y) — fy(x,y)
wW—T W — T

derivadas parciais de terceira ordem:

9 f

o = f
B, 0] T

Bf
0z ;0x0x; B

O f
g 8_33? - ijxjxj

etc.
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9.3 Classes de derivabilidade e derivadas mistas
Seja f: DCR" —-ReACD:

e dizemos que f é de classe C* em A (f € C*(A)) se f e todas suas derivadas
parciais até a ordem k existem e sao continuas em todo A.

e dizemos que f é de classe C™* em A (f € C*(A)) se f e todas suas
derivadas parciais de todas as ordens existem e sao continuas em todo A.

Teorema (Teorema de Schwarz).
Seja A C R™ aberto e f € C*(A), entao f,.., = fu,2, em A.

Corolario.
Seja A C R" aberto e f € C*(A), entao, em A, a ordem de derivagao nao
importa para as derivadas até a ordem k.

Corolario.
Seja A C R" aberto e f € C*(A), entao, em A, a ordem de derivagao nao
importa para as derivadas parciais de qualquer ordem.

1. Fungoes polinomiais pertencem a classe C*°(R™)
2. Fungoes racionais sao fungoes de classe C* em seus dominios naturais.

3. Soma, produto, composta de funcoes que pertencem a classe C¥(A) sdo
funcdes de classe CF(A):

f(x,y) = 2%y + e & de classe C(R?)
flz,y) =|z|> +y éde classe C*(R?) (verifique!)

Se f = f(z,y), pode [., # f,.7
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9.4 Existe relagao entre derivadas parciais e continuidade?

Em Calculo 1:

Se f: Dy CR — R éuma fungao e p € Dy um ponto de acumulagao de Dy,
entao:

e f derivavel em p = f continua em p.
e f nao continua em p = f nao derivavel em p.

e f continua em p # f derivavel em p.

10 Diferenciabilidade

e Em calculo 1 uma funcao derivavel era sempre continua, e sempre possuia
um reta tangente.

e Uma funcao de varias variaveis pode ter todas as derivadas parciais mas nao
ser continua.

Em Cdlculo 1 temos:

f:D CR — R é derivavel (diferenciavel) em p , onde p € D um ponto de
acumulacao de D, quando:
| emiste M € R | tal que:

L(h)
e = fe) | e = f) =R
h—0 h h—0 |h|

onde | L : R — R dada por L(x) = Mx é uma funcao linear|.

Neste caso, dizemos que |M = f'(p)| € a derivada de f em p.
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Sejam f: D CR" — R, p € D um ponto de acumulagao de D.

e Dizemos que [ é diferencidvel em p, se existe uma funcao linear
L:R" — R tal que

f(x) = f(p) — L(x—p) f(p+h)— f(p) — L(h)

lim = lim =0.
x—p |x — p| h—0 [h]]
Lembre-se:

e Uma funcao linear £ : R" — R tem a forma:
L(x)=a -x=Muaxi+...+ M,x,,
onde a = (My,...,M,) ex = (x1,...,2,)

Caso particular n = 2:
e x=(z,y) p=(ab), h={(hk),
e Uma funcao linear £ : R? — R tem a forma: £(z,y) = Mz + Ny.

e f é diferenciavel em (a,b) quando: existem M, N € R tais que

f(x,y) — fla,b) = M(z —a) = N(y - b)

lim =0
(2.9)—(a.b) [(z —a,y = b)|
ou
lim f(a+h,b+/€)—f(a,b)—Mh—Nk:O
(h.K)=(0,0) (R, B
ou, escrevendo
Eap(h, k) = E(h, k) := f(a+h,b+k)— f(a,b) — Mh — NE,
. E(hk)
lim =
(h)—(0.0) || (b, k)
(n=2) f é diferenciavel em p = (a,b) <= dM, N € R tais que
. E(hk)
11 =0, (%)
(hk)=00) [|(h, k)|
E(h, k) := f(a+h,b+k:) — f(a,b) — Mh — NE.
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10.1 Condigoes necessarias para diferenciabilidade

n=2:p € Dy ponto de acumulacao, interior de Dy

R
— lim E(h, k) =0
(hJ)—(0,0) || (R, k)|
. , E(h, k)
— lim FE(h,k)= lim h,k)|| =0
(hok)—(0,0) (. k) (hk)—(0,0) H(h,k)HH( i

— li h,b+ k) — b) — Mh— Nk| =0
A (ot hb k) = f(a.b |

I . -
= (h,k)lg%0,0)[f(a +h,b+k)— f(a,b)] =0

r=a+h .
— lim x,y) — f(a,b)] =0
A L (a’b)[f (z,y) — f(a,b)]

— lim  f(z,y) = f(a,b)
(2,)—(a,b)

e f é continua em p.

—

E
— lim (h, k) =0

(hJe)=(0,0) || (R, k)|

E(h, k) . E(h,0)

i [ k)~ 1220 (A, 0)]
~v: k=0
< lim flathb) = fla,b) = Mh =0
h—0 ||
— qmllethb-flab)-Mh_,
h—0 h
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< lim [f(a+ S M} !
h—0 h
h,b) — b
e M=lm [fm o )] ~he?)
. B(hEk)
v — (h,g)lg(lt),o) m =0
v:h=0

< N = f,(a,b)

e existem as derivadas parciais de f em p.

o M= [f.(p) e N=f,(p)

Teorema. Seja f : D C R" — R e p € D um ponto interior de D.
f é diferenciavel em p

e f é continua em p,
e existem as derivadas parciais de f em p,

e necessariamente M; = fxl(p), oM, = fz(P)

Em particular,

f diferenciavel = f continua

Consequéncias:

e f nao continua em p = f nao diferenciavel em p

e 7 alguma derivada parcial de f em p = f ndo diferenciavel em p
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10.2 Condigao suficiente e necessaria para diferenciabilidade

Teorema 10.1. Seja f : D C R" — R e p € D um ponto interior de D.
f ¢é diferenciavel em p

existe /., (p)

existe f,,(p)

exite f, (p)

. E(M)
° }lllg(l)w = 0, onde
E(h) = f(p+h) = f(p) = fo(P)1 — fr,(P)h2 — ... = fo,(P)n
Note:

EMh) = f(p+h)— f(p) = (fo:,(P), fe.(P),-- -, [o.(P)) - h

10.3 Vetor Gradiente, Derivada e Diferencial

Vetor Gradiente

Sejam f : D C R"™ — R uma funcao tal que as derivadas parciais de primeira
ordem existem em p, onde p € D é um ponto interior de D.
O vetor gradiente de f em p ¢é definido por

Vip) = (5—;‘1@» ). .,g—;@)) |

Para verificar diferenciabilidade de uma funcao f : D C R” — R em p é
preciso primeiro calcular V f(p) e depois verificar se

f&) - fP) Vi) (x-p) _,

lim
g Ix = pll
ou
i @)~ fp)~Vf(p)-h_
h—0 |||
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Derivada

Lembre-se: Em Cllculo 1: Quando dM € R;

i | L@+ 1) = f(p) — Mh

=0, dizemos que M = f'(p) € a derivada de f em p
h—0 ’h‘

Definimos a derivada de f : D C R” — R em p por f'(p) := Vf(p).

A funcao derivada de f é aquela dada por:
ff:Dp CR" = R"
onde
Dy = {x € Dy : x¢é ponto interior de D e fpossui todas derivadas parciais emx}
e

fl(x):=Vf(x), x€Dy.

Dizemos que f é derivavel em A quando V[ existe (i.e., todas as derivadas
parciais existem) em todos os pontos de A.

Portanto,

f diferencidvel = f derivével
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Diferencial
Em Calculo 1, a diferencial de f (y = f(x)) € definida por:
df = dy = f'(p)dx, dr = h, e vale: dy ~ Ay.

(Para uma interpretacao geométrica, ver )
A diferencial de f em p ¢ definida por df, = £ : R" — R" dada por:

dfp(x) =L(x—p)=Vf(p)- (x—p)=f(p) - (x—p)

dfp(h) = L(h) =V f(p)-h= f'(p) - h.

Ainda, sendo h = (hy, hy, ..., hy) e dx; :=h;, 1 =1,2,...,n, entdo

0 0 0
fyldo,das, o) = 5T )+ 5L+ 4 5

(p)dzy,

Fazendo h = x — p,
E(x) = f(x) = f(p) = Vf(p) - (x—p),

f é diferenciavel em p,

fx) = f(p)=V/(p)- (x—p)+E(x),

& ()
onde s
lim ) =0 (e portanto lim E(x) = 0).
x—p ||x — p| XP
Portanto,

dfp<x) ~ f(x) — f(p) =: Az, quando x~p
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10.4 Condigao suficiente para diferenciabilidade

Teorema (Condicao para diferenciabilidade).
Seja f: D CR" — Rep € D um ponto interior de D.
existem as derivadas parciais de f em uma vizinhanca de p
e elas sao continuas em p f é diferenciavel em p.

Portanto: se A é aberto e f € C1(A) f ¢ diferenciavel em A.

Atencao: pode acontecer de f ser diferenciavel mas nao ter derivadas parciais
continuas!

x2+y2 _q:2+y2 :c2+y2
h? sin i
. f(0+h,0) = f(0,0) . hr) B
li Lz, y) li (2,
ﬂ(x,y)lg%(lo)f <$ y) (w,z&)lg(ylomf (x y)

1 1 1 1
Ty, =————>0cos|— ] =0 e t,=—— = 0;cos| —= | =1
VT 4+ 2nm (2$%> V2nm (215%)
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v 1,(0,0) = <

lim x,
(2,9)—(0,0) Julz.y)

V' f. e f, NAO sio continuas em (0,0)

oo k) J(E) = f(0,0) — f(0,

0)h — f,(0,0)k

(hk)=00) [[(h K)[| (hk)=(00) [(h, k)l

1
- lim — (R + K sin(
(h,k)—(0,0) \/h2 + k2( )

= lim v h? 4+ Ek%sin (

1
(h,k)—(0,0) h? + k2>

f ¢ diferenciavel em (0, 0).

De fato, f ¢ diferenciavel em R2.

1
h? + k2
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10.5 Regras e teoremas de derivagao / diferenciagao

Sejam k € R e

f; qg: D cCR" >R derivaveis em p (p € D um ponto de acumulagao de D)

entao

e kf, f£g, fg sao derivaveis em p,
e f/g é derivavel em p, desde que ¢(p) # 0,

e vale

Sejam k € R e

f, qg: DcCR"— R, diferenciaveis em p (p € D um ponto de acumulagao de D)
entao

e kf, f£g, fg sao diferenciaveis em p,
e f/g é diferenciavel em p, desde que g(p) # 0,

e vale )

d(kf)p — kdfp )
d(f £ 9g)p = dfp £dgp,
d(fg)p = g(p)dfp + f(p)dgp )

7\

g(p)dfpy — f(p)dgp
9*(p)

d(f/9)p = (se g(p) #0).

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula



Calculo II, 16 de dezembro de 2022 75

10.6 Resumo

Seja f: D CR" — R e p € D um ponto interior de D.

e f diferenciavel em p — f é continua em p,
e f diferenciavel em p — f é derivavel em p,

e [ derivavel numa viz. de p e [’ continua em p — f diferenciavel
em p,

E(h
e f diferenciavel em p <= f derivavel e lim (—) = 0.
h—0 Hh”

E(h) = f(p+h)— f(p) —Vf(p)h
f'(p)

e vale df,(h) =V f(p)-h
e [ diferenciavel em p = df,(h) =~ Az = f(p+h) — f(p) para h~ 0

Consequentemente:
e f nao continua em p = f nao é diferenciidvel em p,

e alguma derivada parcial de 1 ordem de f nao existe em p —
f nao é diferenciavel em p.

Atencao para nao errar:

e f continua em p # f derivavel em p
e f continua em p # f diferenciavel em p
e f derivavel em p # f continua em p
e f derivavel em p # [ diferencidvel em p

e derivadas parciais de 1 ordem de f nao continuas em p #
f nao diferenciavel em p
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10.7 Diagrama: como decidir se f é diferenciavel?

f:DCR"—=R
f € continua em p? ’ - -{ existem todas deriv. parc. de f em p?
NAO S f S NA
. . , . E(h)
todas deriv. parc. 1* ordem sao continuas em p? ’ lim ——= =07
h—0 |||

fédif.emp’ ‘fédif.emp

E():= f(p+h)— f(p) - Vf(p)-h
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11 Derivada Direcional

Lembre-se: lim f(p+hei) — f(p) = of )
h—0 h 8952-

(Geogebra)

i (X, Yo: Zo) | 1 (. Yor Zo)
!

Ty .

D

Ll | i
: 7%“ T

= Plano: y =y, - Plano: x = x,

Figura 15: Figuras da internet

Sejam f: D CR" =R, p € D e V € R" um vetor unitério.

oS isti
S S +hY) ~ f(p)

h—0 h

=L eR,
entao dizemos que

m f/ é derivavel em p na direcao v ,

m L. é a derivada direcional de f em p, na direcao 7;
0
notagao: D f(p) := L ou a?f(p) = L.
e Se o limite nao fizer sentido, ou nao existir (ou for infinito), dizemos que

m f nao é derivavel em p na direcao V.

Teorema.
Sejam f: D — R, p € D um ponto interior de D e V um vetor unitario.

Se f ¢ diferencidvel em p entao
e f é derivavel em p em qualquer diregao,

o vale Dy f(p) = Vf(p)  V

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula


https://www.geogebra.org/classic/cheacj3s

Calculo II, 16 de dezembro de 2022 78

Teorema.
Seja f: D — R, p € D um ponto interior de D.

f é diferencidvel em p e V f(p) # 0
e 0 valor méximo de D+ f(p) ocorre quando V = Vf(p)/ ||[Vf(p)|, ¢

e 0 valor maximo de D+ f(p) ¢ |[[Vf(p)|

e ainda mais

e a partir de p, a diregao e o sentido que se deve tomar para que f cresga
mais rapidamente ¢é a do vetor gradiente V f(p).

Analogamente,

e a partir de p, a diregao e o sentido oposto de Vf(p) é a de minimo
crescimento para f

e a taxa de variagao minima de fem p é — ||V f(p)|.
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12 Plano Tangente

Em Calculo 1:
f € derivavel (diferencidvel) em p quando existe M = f'(p) € R tal que

i [ £@) = fp) = f'(p)(z — p)] _ lim [f(ﬂf) — [f(p) + ['(p)(x — p)]
T=p T—p |z — p

e quando [ € derivdvel em p, a reta tangente ao grifico de f no ponto (p, f(p))
¢ definida pela fun¢ao afim T : R — R dada por T'(x) = f(p) + ['(p)(x — p).
De outra forma, podemos definir, a reta tangente ao grdafico de f no ponto
(p, f(p)) como sendo a unica fun¢ao afim T : R — R tal que T'(p) = f(p)

=0,

T—p

e
w=p | o —pl
e assim, f € derivdavel em p T(z)= f(p)+ f'(p)(x —p).
Seja f: D —-Repe D CR"um ponto de acumulacao de D,
Definicao:

O (hiper)plano tangente ao grafico de f em (p, f(p)) é a tnica (se existir)
fungao afim 7 : R™ — R tal que 7(p) = f(p) e satisfaz a propriedade:

00— 7(x)

xp  |x —pl

= 0.

Observagao: O (hiper)plano tangente ¢ a fungao afim que (neste sentido)
melhor aproxima a funcao, quando x esta perto de p:

f(x) = 7n(x), x=p.

Teorema.
Seja f: D — R e p € D um ponto interior de D.
f é diferenciavel em p

m(x) = f(p) + Vf(p) - (x —p)
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Cason =2: p=(a,b) ex=(x,y)

f é diferenciavel em (a,b), o plano tangente ao grafico de f no
ponto P = (a,b, f(a,b)) é dado por:
z=m(z,y) = fla,b) + fo(a,b)(x — a) + f,(a,0)(y — b). (12.1)

Atencgao: O (hiper)plano n(x) = f(p) + Vf(p) - (x — p) pode existir, mas ele
pode nao ser o (hiper)plano tangente ao grafico de f em (p, f(p))!!!

Resumo: Se D C R" é um conjunto aberto,
e f diferenciavel em D <= graf(f) possui plano tangente em todos pontos

e f derivavel em D = graf(f) possui plano tangente em todos pontos

13 Derivada

Lembrete: A deriwvada de f: D CR"™ — R em p foi definida por

(‘22@)---592@) $<p>)

[12

f'(p):==Vf(p)

Sef: D CR"—R"” (n,m>1) étal que

f(z1,...,20) = (fi(zr, oo @), ooy f(Tn, o ),

entao dizemos que f é diferenciavel (resp., derivavel) em p quando cada funcao
fi: D CR" —= R, i=1,...,m, é diferenciavel (resp., derivavel) em p. A
derivada de f em p é definida como sendo a aplicagao linear f'(p) : R" — R™
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representada pela matriz m x n (chamada Matriz Jacobiana):

- - 0 f1 df 0 fi

v /i(p) (a—i(P) Ti(p) ain(p)\
()= [V | = | e e o e

Vi@ ]\ ) S Yy )

Outras notacgoes para a matriz Jacobiana: Vf = Jp = M ( )

14 Regra da Cadeia

Do Cilculo 1, sabemos que: sey = f(x) e x = g(t) sdo fungoes diferencidveis,
entao

dy
dt

(f 9)(t) = f'(g(t)g'(t) = dgs< (t))%(t) _ %%

14.1 Funcgao (real) de varias variaveis composta com Curva
Se
e v:D,CR — R"¢é&uma curva
o f:Dy CR" — R com I'm(v) C Dy é uma funcio de varias variaveis
e 1y ponto interior de D,
e p = () ponto interior de Dy
e ~ ¢ diferenciavel em t, i.e.,

- i 10 = 2(0)

/
= (t
e t—t ¥ (to)
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e f ¢ diferencidvel em p = ~v(ty), i.e.,

lim f(x) = f(v(to)) = Vf(y(to)) - (x —(t0))
x—y(to) [x — v (to) ||

=0,

entao:
F:=foy:D,CR—= R é diferenciavel em ¢, e vale

Filto) = (£ 27 to) = T (1(t0)) /(o).
-

Quando n = 2: z = f(z,y); v(t) = (x(t),y(t)): x = z(t) e y = y(t) temos:
20 = L ale),v0) ) + T ele).v(0) 1)

14.2 Funcao (real) de varias variaveis composta com Fungao (vetorial)
de varias variaveis

Se (m,n > 1)
e g: Dy CR™— R" ¢ uma fungao de varias variaveis a valores vetoriais

o f: Dy CR" = R, com Im(g) C Dy, é uma funcdo de varias variaveis a
valores reais

Po ¢ ponto interior de Dy

p = g(po) ¢ ponto interior de Dy

g ¢ diferenciavel em pg
e f ¢ diferenciavel em p = g(po),

entao F:=fog:Ds CR" — R é diferencidvel em p, e vale

F'(po) = (fog)(po) = f'(g(po)) - &'(Po)

Escrevendo:
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f:Df CR" = R, f=flxy,...,x,)
g: Dy CR™ = R", g=g(uy,...,uy) = (g1(ur, ..., Un), -y gn(Ut, ..., Up))
F=fog:Dy CR" - R, F=F(ui,...,um)

f'=Vf = matriz1 xn
g/ = Vg = matrizn x m

F' =VF = matriz 1 xm

oo (01 of Ji
P e(eo)) = (5 (e0) - 5o - (o)) )
dg1 g1 g1
ou P o, P
oy | 995 dg; 0g;
g(IM)-— Oul(p0> : 55;<p0) Co aum(po)
Ign Ogn Ign
(9’11,1 (p0> o a'”lr <p0> - 0“/71 (pO) nxm
oF oOF or
F/ Y o _ o I
(o) = o) - 00) = (G (00) - o) (o))
onde
oF of
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n,m=2:f:R2 =R, g:R2=R%: f= f(z,y), glu,v) = (g1(u,v), g2(u, v))
(F o 2)(,0) = F(g(w,0)) = F(g1(, v), o, )) = Flus,0)
f= f(:U,y), onde x = gl(uvv) ey = gZ(uvv) — f = F(U,U)

S0 = T gu(w0), g 0) 5 ) + 5 (00,05 0,0)

e

%(u,v) = %(91(% v),g2(u,v))%(u,v) + g—g(gl(u,v),gQ(u,v))%(u,v)

15 Interpretacao Geométrica do Vetor Gradiente

Sejam f: D C R" — R diferenciavel e p € D um ponto de acumulacao de D.

Seja v : I — R"™ uma curva regular tal que y(¢y) = p, contida num conjunto de
nivel de f: f(x) = c¢. Entao:

Vfp)-7'(t) =0,

isto é&: V f(p) é perpendicular a (qualquer curva no) conjunto de nivel.

n = 2:
e Vf(p) ¢ um vetor normal (perpendicular) & curva de nivel f(x) = ¢
em p. A f(x) = c em p é dada por:

Vip) (x—p) =0

\ _ N V f(p) indica a diregao
— - de maior crescimento de
/ X S /
Delfindpuli;-.ME
n=23:

e Vf(p) é um vetor normal (perpendicular) & qualquer curva na super-
ficie de nivel f(x) = ¢ em p. O
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f(x) = cem p ¢é dado por:

Vip) (x-p)=0

ou seja, fazendo p = (a,b,¢) e x = (z,y, 2),

fa(a,b,¢)(x —a) + fy(a,b,c)(y —b) + f.(a,b,¢c)(z —c) = 0. (15.1)

OBS.: Se F(x,y,z) = f(x,y) — z, entao o grafico de f é a superficie de nivel
F(x,y,z) = 0. Se f é diferenciavel em (a,b), entdo as Equagoes
e 15.1 acima coincidem. O vetor gradiente V F'(a,b, f(a,b)) é normal ao plano
tangente ao grafico de f no ponto (a,b, f(a,b)).

16 Derivacao implicita

A fungdo y = g(x) é definida implicitamente pela equacao f(x,y) = 0 quando

f(z,9(x)) =0, x€D,.

Em Calculo 1: y = g(x) tal que y* + 2xy® =0, 3/ =7

_2y3

m, desde que 2y + 6zy* # 0

20y + 2y + 6’y =0 =1y =

Agora também podemos usar a Regra da Cadeia para funcoes de varias varié-
veis:
Se f e g sao funcoes diferenciaveis tais que:
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Entao,
d

1, gl@)] = 0

dF ofd of d 0 0
f_ZU+ f_y—_f_|__f/

dr ~ Oxdr ' Oydr Ox 8yg<x):07

o que implica

o ['=f(r,y,2), z=2, y=vy, z=g(r,y), onde f(x,y,g9(x,y))=0.

gaﬂ%%M%wﬂzo

Of 0r Of Oy Gfaz_é?_f ﬁ%_
(9x8y+8y8y+628y_8y+(9z8y_o’

0 que implica

0z fylz,y,9(x,y))
gg_—gmwﬂ@wn,dwhmwﬁ@wy@wﬂ#O

16.1 Teorema da Funcgao Implicita, caso f(z,y) =0
Sejam
e D C R? um conjunto aberto

e f = f(z,y) uma fungao de classe C!(D)

e (a,b) € D.
fan =0 e Lapzo
a equacgao f(z,y) = 0 define y como func¢ao de z, y = g(x), numa

vizinhanga de (a, b),
isto é, exitem intervalos abertos I 3 a e J 3 b tais que
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e para cada = € I existe um tnico g(z) € J com f(z,g(x)) = 0.

Além disso, a funcao g : I — J é diferenciavel e vale

fulag(@)

fog@) "€

y =g (x) =

16.2 Teorema da Funcao Implicita, caso f(x,y,z) =0
Sejam

e D C R? um conjunto aberto

e /= f(z,y,2) uma fungao de classe C'(D)

e (a,b,c)eD.

of
f(a,b,c) =0, e —(a,b,c) # 0,
0z
a equagao f(z,y,z) = 0 define z como fungao de x,y, z = g(z,y), numa
vizinhanga de (a, b, ¢),
isto ¢, exitem uma bola aberta B 5 (a,b) e um intervalo aberto J > ¢ tais que

e para cada (z,y) € B existe um tnico g(z,y) € J com f(x,y,g(z,y)) = 0.

Além disso, a funcao g : B — J é diferenciavel e vale

fulzy,9(2,y)) (@ y.g(z,y)

9:(24) = fo(z,y,9(z,y)) 9 y) = fo(z,y,9(z,y)) @) € B
f(a,b,c) =0, e %(a, b,c) # 0,

a equagao f(x,y,z) = 0 define x como fungao diferenciavel de y, z, z =
g(y, z), numa vizinhanca B’ x J' 3 (b, ¢) x {a},

f(z,y,9(y,2))

Sy, 90y, 2)) Ao
9:0:2) = = 5y 9(,2))

fo(@,y,9(y, 2))

9y(y,2) = (y,2) € B'.

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula



Calculo II, 16 de dezembro de 2022 88

f(a,b,c) =0, e Z—Jyv(a, b,c) # 0,

a equacao f(x,y,z) = 0 define y como fungao diferenciavel de x, z, y =
g(x, z), numa vizinhanca By x J; 3 (a,c) x {b},

fln oo, 2)
fy(x,y, 9(x, z))’

9u(,2) = g=(2,2) = = (z,2) € By.

17 Polinémio de Taylor

17.1 Teorema do Valor Médio e consequéncias

Lembrete de Calculo 1: Teorema do valor médio.
Seja f continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que

f(0) = f(a) = f'(c)(b—a).
Consequéncia: Se f' =0 em (a,b), entio f é constante em (a,b).

Teorema (Teorema do valor médio para fungoes de varias variaveis).
Seja A C R" aberto, f € C1(A), p+th € A para todo t € [0, 1], entao existe
t € (0,1) tal que

fp+h)—f(p)=Vf(p+th)- h
Equivalentemente:

f(x)—f(p)=Vf(a) (x—p)

para algum q no segmento entre p e X.

Algumas consequéncias:

e Seja f € C1(A) com Vf =0em A, onde A é aberto e conexo por caminhos.
Entao, f é constante em A.
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BF

conexo por eaminhos conjunto conexo conjunto no conexo
por caminos por caminos

e Seja A aberto, f € C}(A), p+th € A para todo t € [0,1]. Entao

[f(p+h) = f(p)| < Clhl],
onde C' = maz{||Vf(p+th)|, te]0,1]}

17.2 Lembrete: Polinémio de Taylor em uma variavel

e Se f: I CR — R éuma fungao k vezes derivavel em ty € I,

EorG) ,
lecg’to(t) _ Z f stO) (t _ t())j
j=0 '

J
é chamado Polinémio de Taylor de ordem £k, de f, no ponto .

Teorema (P.d."T". com resto de Peano).
Se f: I CR — R éuma fungao k vezes derivavel em tj, entao

f(t) = TF, (%)
=ty (t—tp)k

=0.

Em outras palavras,

k k k
B () = f(t) = TF,,(t) = o((t — t0)") quando t — ty.
Além disso, Tﬁto € 0 1unico polindomio de grau no mdximo k com esta propriedade.

Teorema (P.d.T". com resto de Lagrange).
Se f: 1 CR — R ¢éuma funcdo k + 1 vezes derivavel em Vj(ty), para algum
d >0 entao dado t € Vs(ty) \ {to} existe ¢; entre t e ¢, tal que

(k+1) ¢ .
B0 = 110 = T () = TS — 1.
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Se | fEFD@)| < M, t € Vs(to), entdo

M .
B0 < Gyt~ ol ¢ € Vilto).

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula



Calculo II, 16 de dezembro de 2022 91

17.3 Polindmio de Taylor para funcoes de varias variaveis

Seja A C R™ aberto, f € C*1(A), v(t) = p + th € A para todo t € [0, 1].

Defina g(t) = (f o )(t) = f(p + th) (que é k + 1 vezes derivavel em [0, 1]):
Entao

g(kﬂ)(c) 1k+1

fe+h) = g(1) =T(1) + ]

sendo ¢ € (0,1).
o Tﬁp(p +h) é o polinémio de Taylor de ordem k de f em p

o é o resto de Lagrange

17.3.1 Encontrando as derivadas ¢ (0) e o polinémio de Taylor

Usando a Regra da Cadeia, temos:
g9(t) = f(p+th)

g(t) = Vf(p+th) h=>" f.(p+thh
=1
Jve(p+th)-h

7't) = T/ @+ )] h =3 (VEo(p+th) - Bk =33 fu ()

i=1 j=1

J"(t) = ZZ V frin, (P + th) -h)hh; = ZZZ;;M p -+ th)hih;h

=1 j=1 i=1 j=1 k=1

gB W) = YD D faw, (P th)hi by by,

i1=1ia=1 ip=1
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Interpretando a forma quadratica (Jye(p + th) - h - h) acima: caso n = 2:

Hf(p) _ f301l‘1(p) f301l‘2(p)

J222,(P) frz,(P)

Hf(*)h: fa:1x1(*) fmxz(*) hq _ f$1$1(*)h1+fx1x2(*)h2

fﬂvzﬂn (*) f$2$2 (*) ho f$2$1 (*)hl + f$2$2 (*) ho

Jaray ()1 + [z, (%) 2
2 fxle (*)hl + fxzxz (*>h2

ou

(fﬂr:1x1 (*)hl + fl‘wz (*)h27 fﬂ?29€1 (*)hl + f$29€2 (*)h2) ) (h17 hQ)

htH¢(x)h = [hl hg}

Hf(*)h ‘h = < matrizes 2% 1

\

Definimos a Matriz Hessiana de f em p:

ferie:(P) fr12,(P) fer2,(P)
fror:(P) frpen(P) o iy, (P)
Hip)=| |
frie,(P)
_fxna:l(p) faas(P) fwna:n<p>_
(OBS: ela ¢ simétrica se f € C*(Bs(p)) ). Assim
Z Z fre,(¥)hihi = Hy(x)h - h
=1 j=1
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O Polinodnio de Taylor de ordem £ de f em p pode ser escrito como:

kg0
t¢¢p+hy:§:¢xm

e T} (p+h)=f(p)+Vf(p) h

T/ (x) = f(p) + V/(p) - (x — p)

e 72 (p+h)=f(p)+Vf(p) h+1H;(p)h h
T7,(x) = f(p) + V(D) - (x — p) + $Hy(p)(x — p) - (x — D)

° ij’p(p + h) =polin de grau até k, nas variaveis hy, .., h,, com coeficientes
que dependem das derivadas de f de ordem até k, em p.

O Erro pode ser escrito como:

Bt (p+h):g(k+1)( ) _ 1 Zn: zn: Form o Vhi hiy.h
Jp (k+1)!  (k+1)! 10T i

ilzl ik+1:1

Efpl3) = gy o 2 Frurn )@ =pin) @i —Pi,)
i1=1  ips=1
Esta expressao é o resto na forma de Lagrange: é calculado usando as
derivadas (k+1)-ésimas de f, em um ao longo do segmento
entre pep+h

f(x) = Tfp(x) + B} p(x)
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Se f € CF1(A), existe § > 0 tal que todas as derivadas (k + 1)-ésimas sdo
limitadas em Bs(p).
Logo, se ||h|| < o

k
Bfp(p+h)[ < O n|*

concluimos .
E7% +h
lim —f’p(p 2 ) =0
Inj=o0 [l
equivalentemente,
E;‘f”p(x)

lim ———— =
x=p |[x — pl|*

Este é o analogo do teorema do resto na forma de Peano.

17.4 Taylor: alguns casos particulares tuteis

Teorema (Caso k = 1).
Seja A C R™ aberto, f € C%(A), v(t) = p +th € A para todo t € [0, 1].

fp+h) = f(p)+Vf(p) -h+ %Z Z fuiz; (P + enh)hjhi

i=1 j=1

= J(0)+ V(D) B+ SHy(p+ )b b,

A\

7

Tv}ﬁp(p) Evl E;)+h)

sendo ¢, € (0,1).
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Caso n = 2: ponha p = (a,b), h=(r,s), ¢ = p+th = (a+tr,b+ts)

9(75) = f(CIt)
g'(t) = Vfla) -h= fula)r+ fy(a)s
g"(t) = Hp(q)h-h= fou(q)r’ + 2fay(qe)rs + fyy(a)s’
Ju, (p+th)h-h

g"(t) = (Hp(p+th))h-h = frun(Q)r® + 3fuuy(a)r?s + 3 fuyy(a)rs® + fryy(ar)s’

"k oF f -
(k) — - J i k—1i
g7 (t) ;:o .| away (ai)r's

Teorema (Caso n = 2).
Seja A C R? aberto, f € C¥T1(A), v(t) = p + th € A para todo t € [0, 1].

k J . i
1 o/ L
flatrbrs) = S =3[ axi‘a;——i (a,b)r's’™ +

1 k+1 k+1 ok+1 f

(k+ 1! = ; driQyh+1-

(a+ cr,b+ cs)risht

sendo ¢ € (0,1) (depende de 7, s).

Teorema (Caso n =2,k =1).
Seja A aberto, f € C*(A), v(t) = p + th € A para todo t € [0,1].

flatrb+s) = f(a,b)+ fula,b)r + fy(a,b)s +
1 1
+ §fm(a +cr, b+ es)r? 4 fo (a4 cr b+ cs)rs + §fyy(a +cr, b+ cs)s?,

sendo ¢ € (0,1) (depende de 7, s).
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Equivalentemente,

f(CC,y) = f(avb) + fx(CL?b)(:C - CL) + fy(aa b)(y - b) -+
b faalT D)~ @) LT 9 — )y~ B) + 2 f (B )~ D)

sendo (7,7) um ponto no segmento entre (a,b) e (z,y).

Ou ainda,
f(il?, y) - T},(a,b) (117, y) + E},(a,b)(x7 y)? (33, y) € A7
onde
Th (@) = £(0,6) + fu(a,b)(@ — a) + fy(a, b)(y — b),
1
E} oy (®,y) = 3 [fex (T, 9) (2 = @)? + 20y (T, 9) (z — ) (y — b) + £ (T, 7)(y — b)?] .

Teorema (Caso n =2,k = 2:). Se f € C*}(A)
f(lll', y) - T]%(a,b)(l'? y) + EJ%,(a,b)(a:v y)? ('I"7 y) < Au

onde

T2 n(@y) = Flab)+ fila. )@ —a) + fyla.b)(y —b) +

¥ o [ D) — 0+ 2y 0,5)(x — @)y — B) + o, D)y — )]

1

Efan(@9) = 57 fraa(@ 9) (@ = a)° + 310 (7, 7) (v — @) (y = b) +

+ 3 fyye (T, 7) (x — a)(y — b)* + Sy (T 9) (v — b)g} :

Observacao.
f(xa y) ~ Tj]f,(@b) (SL’, y)7 (.I, y) ~ (CL, b)

(pois B () (@, ) = o(||(x — a,y = D)), quando (z,y) — (a,b))

(para k = 1, compare com diferencial, , pag. 7, e plano tangente, , pag. 4.)
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f(x,y) = e, T%,(o,o) =145y +x, T2(0 o) = 1+x+5y+ (X+5Y) ,

T3 £.(0.0) = =1+x+5y+ (1‘+51/) + ($+5y)3’

31
T €T 3 T 4
T4(00)—1+x+5y+(+5y) +(§5!y) +(+45!y) :

T3 g =1+ + 5y + LA 4 (thu) il (eddu),

3t 4l 5!
T6(0 0) = 1+x4 5y + (x+5y) + (904;)5'!)3/)3 4 (w+45!y)4 i (x+55!>y)5 i (x+65!y)6
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18 MaAaximos e minimos
Seja f: D —-Rcom D CR"epeD:
e p ¢ ponto de maximo global (absoluto) (PMA) de f se
Vx € D vale f(x) < f(p)
— f(p) é o valor maximo global (absoluto) (VMA) de f.
e p ¢ ponto de maximo local (PML) de f se
30 :Vx € DN Bs(p) vale f(x) < f(p)
— f(p) é o valor maximo local (VML) de f.
e p ¢ ponto de minimo global (absoluto) (pma) de f se
Vx € D vale f(x) > f(p)
— f(p) é o valor minimo global (absoluto) (vma) de f.
e p é ponto de minimo local (pml) de f se
14:Vx € DN Bs(p) vale f(x) > f(p)
— f(p) é o valor minimo local (viml) de f.

e p ¢ ponto de extremo (p.e.) (local ou global) de f se for ponto de
méximo ou de minimo (local ou global) de f.
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18.1 Maximos e Minimos interiores (livres)

Seja p um ponto interior do dominio da funcao f : D C R” — R.

Teorema (Analogo do T. de Fermat).

Seja p um ponto de extremo.

e Se f ¢ derivavel em p na diregdo v entao Dy f(p) = 0.
e Se f é derivavel em p entao V f(p) = 0.

Geometricamente (n = 2):
se p ¢ ponto de extremo de f e F(x,y,2) = z— f(z,y), entao VF(p) = (0,0,1)
é normal ao plano tangente ao graf. de f em (p, f(p)), o que implica que o plano
tangente ao grafico de f em (p, f(p)) é paralelo ao plano zy.

Dizemos que

e p é ponto critico (pc) de f se vale Vf(p) = 0.

Consequéncias:
e p ponto de extremo = p € ponto critico;
e Vf(p) #0 = p nao € ponto de extremo;

® D ponto critico # p € ponto de extremo.

Dizemos que
e p é¢ ponto de sela de f se for um ponto critico mas nem maximo nem
minimo:

Vflp)=0eVd>0:3x,y € DN Bs(p) tais que f(x) > f(p) > f(y)
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RESUMUO: Possiveis pontos de extremo:

e pontos interiores do dominio que sejam criticos,
e pontos onde [ nao é deriwavel,

e pontos na borda do dominio,

e pontos onde [ nao € continua.

18.1.1 Critério da derivada segunda

positiva entao p é ponto de minimo local

negativa entao p é ponto de maximo local

indefinida entao p é
ponto de inflexao

nula entao nada podemos dizer

Para n > 2, consideramos a Matriz Hessiana de [ em p:

frn®) o fen(D)
Hip)=1| ..  foz(p)

femP) o a0, (P)
(OBS: ela ¢ simétrica se f € C*(Bs(p)) ).

Teorema.

Se f € C*(Bs(p)) e Vf(p) = 0 vale:

e Se H¢(p) é definida positiva entao p é ponto de minimo local
e Se H(p) é definida negativa entdo p é ponto de maximo local
e Se H¢(p) é indefinida entdo p é ponto de sela

e Se H¢(p) é semidefinida entdao nada podemos dizer

Geometricamente: Hy(p) permite saber se, perto de p, o grafico de f esta acima do seu plano

tangente em p, abaixo dele, ou o cruza.
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Dada uma matriz A = (a;j)nxn simétrica a fungao da forma
n n
Q:R"5R:x— Ax-x = E E ;T
i=1 j=1
é chamada forma quadratica em n variaveis. Dizemos

e a matriz A é definida positiva
se Q(x) = Ax -x > 0 para todo x # 0

e a matriz A é definida negativa
se Q(x) = Ax-x < 0 para todo x # 0

e a matriz A é indefinida
se existem x,y € R™: Q(x) =Ax-x>0eQ(y)=Ay -y <0

e a matriz A é semidefinida positiva
se Q(x) = Ax-x > 0 para todo x # 0 mas existe z # 0: Q(z) = Az-z =0

e a matriz A é semidefinida negativa
se Q(x) = Ax -x < 0 para todo x # 0 mas existe z # 0: Q(z) = Az-z =0

Condicao necessaria e suficiente para a matriz A ser definida:
e det(Ag) > 0 para todo k = 1,..n <= A definida positiva.
o (—1)kdet(A}) > 0 para todo k = 1,..n <= A definida negativa.

onde Ay é a matriz £ X k com as primeiras k linhas e k& colunas de A.

a b
b ¢

Condicao paran =2: A =

e a=>0bb=c=0<= A éscmidefinida positiva e negativa.
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Cason=2: p=(a,b)

fre(P) fry(P)
fya(P) fyy(P)
Teorema. Sejam f € C*(B;((a,b))) e det Hy(a,b) = fur(a,b) fyy(a,b)—f7,(a,b).

Hy(p) =

Se Vf(a,b) = 0 entado vale:

e Se det Hy(a,b) > 0 e f,,(a,b) > 0 entdo p é ponto de minimo local
e Se det H¢(a,b) > 0 e fy,(a,b) <0 entdao p é ponto de maximo local
e Se det Hy(a,b) < 0 entao p é ponto de sela

e Se entao nada podemos dizer

Uma demonstracao do Teorema acima pode ser encontrada em: “O Hessiano em duas e varias

variaveis", do Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira - IME - USP (veja Teorema 6).

18.2 Maximos e Minimos Absolutos
Definicao
e Um conjunto D C R" é dito compacto quando é fechado e limitado.

Teorema (Teorema de Weiestrass em R").
Seja f : D — R continua, sendo D compacto, entao
existem x;,x, € D: f(x1) < f(x) < f(x9) Vx € D.

Consequéncia: Se f é continua em um compacto D e V f existe nos pontos
interiores de D, entao os pontos de maximo e minimo absolutos de f estao entre
os pontos criticos e os pontos de maximos e minimos de f restrita a fronteira de
D.

O maior valor dentre os valores de f calculada nos p.c. e nos pontos de maximos
da fronteira é o Valor Maximo Absoluto.
O menor valor dentre os valores de f calculada nos p.c. e nos pontos de minimos
da fronteira é o Valor Minimo Absoluto.
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19 Meétodo dos Multiplicadores de Lagrange

19.1 Um vinculo

Objetivo: encontrar pontos de extremo de f no conjunto N = {x € A: ¢g(x) = 0},
onde f,g € C}(A) e A C R" aberto.

y
F Y
i ) _I_‘-‘__.,--""-ﬂ.\’._\-'} =d,
" x
Figure 1: The red curve shows the constraint &

2(x, v) = ¢. The blue curves are contours of f{x, v).
The point where the red constraint tangentially
touches a blue contour is the maximum of flx, ¥)
along the constraint, since dy = ds.

Figura 16: Wikipedia

\h2) =0

flz,y,2) = ki

gradiente de g

Figura 17: Geogebra

Teorema.
Sejam f,g € C1(A), ACR" abertoe N = {x€ A: g(x)=0}.
Se p € N é ponto de extremo de f no conjunto N e Vg(p) # 0, entao
existe A € R tal que Vf(p) = AVyg(p).
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19.2 Dois ou mais vinculos

Objetivo: encontrar pontos de extremode fem N ={xe€ A: ¢i(x)=0: i=1,..,k},
onde f,g; € CY(A), i=1,..,k, e A CR" aberto.

Figura 18: Stewart, Célculo, vol. 2

Teorema.
Sejam f,g; € CY(A), ACR" abertoe N={x€ A: ¢;(x)=0: i=1,.., k}.
Se p € N é ponto extremal de f no conjunto N e os vetores Vg;(p), i =1, ..,k
sao linearmente independentes, entao
existem A1, .., \x € R tais que Vf(p) = Zle AiVgi(p).

gradf,, Y0,20

grad1><grad2)‘D yo.20

gi(w,y,2) =0 9,(xy.2)=0

gradfy 5 o

<_:;r£u:1g1xgradg;20 0.0

radg1xarada2; o o

gradfy 54
gradg1 xgradg?0 0.0

Figura 19: Geogebra: Vf(p) L (Vagi(p) A Vga(p))
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Consequéncia: Encontrando as solugdes (x, Ay, ..., ;) do sistema:

(Vi) =T, AVe(x)
g1(x) =0

determina-se os candidatos x a pontos de maximo ou minimo de f sujeita
as condigoes g;(x) =0,i=1, .., k.

Se f é continua e N é compacto, entdo o valor maximo absoluto (resp.
valor minimo absoluto) de f em N é o maior (resp. menor) valor dentre os
valores f(x).

PN

Ny ) = = : ~
Se f nao é continua ou N nao é compacto, nao existe regra geral!ll =

20 Exercicios

Este arquivo contém alguns dos exercicios que foram resolvidos ou discutidos
durante as aulas. Seus enunciados podem nao estar completos e pode ser que
durante as aulas importantes comentérios sobre as resolucoes tenham sido feitos.!

20.1 Integral Definida
1
1. Encontre a,b € R tais que / e dx € [a,b]. Resp.:a=1,b=c¢
0
1
2. Usando interpretacao geométrica de integral definida, calcule / V1 —22dx.
0

Resp.: §

3. Calcule, mas antes verifique se a funcao é integravel no intervalo:

AN 1
(a) , ?—f—; dz. Resp.: 3 —In2

LCaso vocé encontre algum erro neste arquivo, por favor, reporté-lo para
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2
(b) / ‘ZC — 5132‘ dx. Resp.:

1

4. Encontre o dominio (considerando integral no sentido proprio) da funcao h
e sua derivada h':

T cos?(t — 1) 2(p
a) h(z) = —= gt Resp.. D =R, K(z)= el
@) ) = [ Ry ()

(b) h(z) = /zx %dt. Resp.: D = (0,00), W(x) = %

(c) h(z) = /f %dt. Resp.: D =R\ {0}, W(x) = %

2

(d) h(z) = /x %dt. Resp.: D =)

-1

5. Expresse a area da regiao R, limitada pelas curvas dadas, de duas formas:
usando integracao em x e integracao em y. Calcule drea usando uma das
formas.

3 7

(a) y=2a°, v = —1, x = 2, eixo x. Resp.: 1?
_ 2 _ 2 . 1282
(b) y = 2%, y = 16 — 2°. Resp.:. =3

(c)y=x+5y=-1,y=2 y> =z Resp: %

subTécnicas de integracao

20.1.1 Substituicao

Calcule e quando tratar de funcao determine seu dominio:

1 1
6. / x cos(z?)dz. (Resp.: 511211) / ze® dx. (Resp.: %)
0 0

7. Sendo f integravel em [—a, al, calcule / f(x)dxr quando f é par e quando

0, se f é impar

2 [ f, se fépar

f é impar. Resp.:
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-1 1
ot sin(a:?’)da:—/ z* sin(2)dz? Resp.: 0

2

8. Quanto vale /

-2

1 3In(ln3z) + 382 +¢, 2 e (L, 00
9. /—3 121(:15) dx. Resp.: ( ) n 3z (3,00)
 In”(3z) 3In(—In3z) + 323 + ¢ 2 €(0,)

20.1.2 Integracao por partes

4
10. / zln(z)dr. Resp.: 8In4 —L: ([zlnzde == 1;(1;) —%24—0, x> 0)
1

11. /arctan(:z:)dx. Resp.: xarctan(x) — w +c¢, z€R

20.1.3 Integrais trigonométricas

12. /6082(a:)d:c. Resp.: w +c, z€eR

13 /sinQ(:):) cos®(z)dx. Resp.: sinfe) _ sl oo g e R
: : o = :

tan®(z) + tan?(z)

—|— C :C E I I intervalo
14. [ tan®(z)sec*(z)dz. Resp.: 6 ! ’
secS () sect(x) I
6 — 1 —|—C, T &€ ICR—{Z +kn keZ}

20.2 Substituicao trigonométrica/hiperbdlica

15. / V1 —a22dz. Resp.: 5arcsin(z) + %xvxz —1+4e¢, zel[-1,1]

16 dr. Resp.: In(2z + V42?2 +1)4+¢, z€R

2
' /\/1 + 472
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20.2.1 Fracgoes Parciais

222 — 51 — 3
17. /( ’ ’ dx. Resp.: 2In |z + 1| — barctan(x) + ¢

v+ 1) (22 + 1)

1 2
18. /i—Jerx. Resp.: &+ L+ 1Injz — 1| +¢
xt—x

zt+1 1
19 /mdl’ Resp.: 1H|CU| —+ 241 +c

T+ 2

20. /m dz. Resp.: 3In|(z+ 1) + 2| + */75 arctan(x—jﬁl) +c

20.3 Integrais Improéprias

P

<1
21. / — dx (a > 0). Resp.: ver Slide 3

xP

“1
22. / —dz (a > 0). Resp.: ver Slide 3 (fazer em casa!)
0

23. / e dx (a € R). Resp.: ver Slide 3
1
24. / In(z) dx. Resp.: ver Slide 3
0
"1
25. / —dx. Resp.: divergente
T

1

o0
26./ e dr. Resp.: convergente
0

001 —X

27. / e dx. Resp.: divergente
1

28. / e % sin’(z) dr. Resp.: convergente
0
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

*sinx
dx. Resp.: convergente
1 i
/ OO
1

> 1
———dz. Resp.: t
/OO S x. Resp.: convergente

sin

dx. Resp.: divergente

X

20.4 Aplicacgoes de integral de Riemann

Encontre o volume do solido obtido pela rotagao ao redor do eixo x da regiao
sob a curva y = /z para x = 0 até = 1. Resp.:

Encontre o volume do s6lido obtido pela rotacao ao redor do eixo y da regiao
o _ 9,2 3 . _ . 16

limitada por y = 22 — 27, y = 0. Resp.: =~

Encontre o volume do so6lido obtido pela rotacao ao redor do eixo y da regiao
limitada por y = 23, y = 8 e z = 0. Resp.: 96?77

2

Considere a regiao R limitada por y = x e y = x°. Encontre o volume do

solido obtido pela rotacao de R

(a) ao redor do eixo z; (Resp.: 2T)
(b) ao redor da reta y = 2. (Resp.: %r)

Considere S a superficie obtida pela rotacao da curva y = %, r > 1, em

torno do eixo-z (conhecida como trombeta de Gabriel) e B o sélido obtido
pela rotagao da regiao R = {(z,y) : 0 <y < %, x > 1} em torno do eixo-z.
Determine a area de superficie de .S e o volume do solido B.

Resp.: Ag=00e V(S) < o0

20.5 R": topologia

Determine o conjunto dos pontos interiores, exteriores, fronteiras e de acu-
mulacao dos conjuntos:

(a) A={(z,y) e R?:2 >0}
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Figura 20: Wikipedia: Trombeta de Gabriel (Gabriel’s horn) (leia sobre o “paraddxo do pintor")

(b) A= {(z,y) € R?:y > 0,2 >0}
38. Determine se os conjuntos abaixo sao abertos, fechados, limitados:

(a) A= {(ﬂf, y) € R?: z > O} Resp.: aberto, nao fechado, nao limitado
(b) A= {(x, y) € R? : 22 —+ y2 < 4} Resp.: nao aberto, fechado, limitado

(c) A= Bs(p), A= Bs(p), A= Ss(p) (bolas aberta e fechada, esfera) Resp.:

aberto/nao fechado, nao aberto/fechado, nao aberto/fechado; todos limitados
(d) A= {(513, y) e R?: y>0,2> O} Resp.: nao aberto, nao fechado, nao limitado
(e) A=R" Resp.: aberto, fechado, nao limitado

(f) A= @ Resp.: aberto, fechado, limitado

20.6 Funcoes a valores vetoriais - Curvas

39. Determine o dominio de

(a) £(t) = (¢,t2). Resp.: D =R

(b) g(t) = (¢, 3, 1). Resp.: D =R

(c) h(t) = (1,#%sin(¢)).  Resp.: D =R\ {0}
40. limy_,o(t, ). Resp.: (2,4)
41. limy_.q (%,tQ,sin(t)). Resp.: nao existe

(t,#2,1) e h(t) = (cost?,e?’), (t € R), entdo £ =? e

42. Se f(t) = (t,1?), g(t) =
= (1,2t), g'(t) = (1,2t,0) e h'(t) = (—2tsint, 2te’’)

g’ =7. Resp.: f'(t)

43. Encontrar a equagao vetorial ou paramétrica de uma curva cujo trago coincide
com: (GraphSketch.com - GeoGebra 2D)
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(a) 22 +9* =4
(a.1) uma volta no sentido anti-horario Resp.: ~(t) = (2cost,2sint), t €
[0, 27]

(a.2) duas voltas no sentido horéario Resp.: () = (2sint,2cost), ¢ € [0, 47]
OU ~(t) = (2cost, —2sint), t € [—4m, 0]

(b) 73 = y2 Resp.: v(t) = (t*/3,t), t € R

(c) segmento de reta de (2,5) a (1,0):  tarefa! Resp. ~(t) = (~t,—5t — 5),
te[-2,-1]
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44. Considere a curva v : [3,3] — R? : ¢ — (¢, cos(7t)), onde a € [0,2] é um
parametro.

(a) estudar o trago de ~

(b) Para quais valores de a a curva é regular? Para quais valores de a a
curva é simples? Resp.: 7 é regular e simples para « € (0, 2]

(c) Escolha um « entre os determinados no ponto (b) e determine a reta
tangente ao trago da curva num ponto da forma P = (z9,—1); em
seguida calcule v para o mesmo ponto e represente tudo num desenho.
Destaque uma, propriedade que os vetores 7/ e ~” satisfazem. tarefa!

Resp.: Por exemplo, para o = 1: xg = tg e cos(wty) = —1 para tg = 1, assim uma equagao
da reta tangente pedida é: r(t) = (1) +t7/(1) = (1, 1) +£(1,0), t € R; v"(1) = (0,7%) e
Y1) L"(1)

Vocé pode visualizar outros exemplos de fungoes a valores vetoriais e curvas em:

ou

20.7 Funcoes de varias variaveis

45. Encontre e esboce o dominio da fungao f dada por?:( )
(a) f(l’, y) =22+ y2 Resp.: D = R?

b x,y) = ‘

(C) f(x,y, Z) = /1—22— y2 Resp.: D = {(z,y,2) € R3 : 22 +4? < 1} (interior do

cilindro)

Resp.: D = {(z,y) € R? : 22 + 42 < 1} (interior do circulo)

46. Esboce o gréfico da fungao f dada por! (determine antes de tudo o dominio):

( )
(a) f(x,y) = x> + y? Resp.: parabolside circular
(b) f(z,y) = /22 + 42 Resp.: cone

) f(z,y) = y* — 22 Resp.: sela

) f(@,y)

]

(e) f(a:, y) = /4 —x%— y2 Resp.: semi-esfera

20s desenhos foram feitos em sala de aula
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47. Esboce conjuntos de nivel da funcao f dada por! (determine antes de tudo
o dominio):

(a) f(x, y) = 422 + 9y2 Resp.: k= 0: ponto (0,0), & > 0 : 422 + 9y? = k elipses
1

b ,Y) = ——= Resp.: k> 0: 2% +y? = 1/k circunferénci
( ) J ( 7y) 2+ 42 esp z*+y /k circunferéncias

1

(C) f(SU, y) = e2”+¥” Resp.: k > 1: 22 +y% = 1/Ink circunferéncias

(d) f(x,y) = /a2 —y? tarefa! Resp.: k=0:|z| = |y|, k € R\ {0} : 4% — 22 = k2
hipérboles que interceptam eixo-x

(e) f(:c, y) = ‘ZE‘ Resp.: k= 0: eixo-y, k € R\ {0} : |z| = k duas retas verticais

(f) f(x,y) = y2 — 72 Resp.: kK =0 : |z| = |y|, k > 0 : y*> — 2% = k hipérboles que
interceptam eixo-y, k < 0 : y> — 22 = k hipérboles que interceptam eixo-x

(g) f(x, Y, Z) =22+ y2 Resp.: k=0 eixo-z, k > 0 : 22 4+ y* = k cilindros

(h) f(x, y) = \/4—2%— y2 Resp.: 0 <k < 2: 2% +y? =4 — k? circunferéncias, k = 2:

ponto (0,0),

Vocé pode wvisualizar outros exemplos de funcoes de vdrias varidveis e ver como gerar vd-

rias curvas e superficies de nivel, respectivamente em, , .

)

20.8 Limites e continuidade

48. Verifique, usando a definicao, que lim z = a.
(z,y)—=(a,b)
Resp.: basta tomar § = ¢.

Calcule ou determine que o limite nao existe:

49. lim (2[132 + 5y) Resp.: 5
()= 01)
2 .9
50. lim u Resp.: 0
(z,y)—(0,0) T+ Y
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Atencao: Nao aplicaremos “Regra de L’Hopital" para funcgoes de
varias variaveis: uma regra foi recentemente provada e cobre varios casos
de indeterminacao do tipo 0/0. Apesar de nao ser tao complicada, também
nao é tao “simples" como aquela para o caso de funcoes de uma variavel:
deve-se tomar bastante cuidado para ter todas as hipo6teses satisfeitas
para entao poder usar o resultado. A regra esta provada no artigo de

sin(z? — 1?)

51. lim . Resp.: 1
(z)—(00) 2% —y?
52.  lim  cos(zy — 2). Resp.: 1

(z,y)—=(2,1)

1
53. lim ZUZQ sin (—) Resp.: 0
0,0) Y

(@)= (
2
54. lim % Resp.: 0
(z.y)—=(0,0) T2 + Y
72
55. lim ———. Resp: 0
(2,5)—=(0,0) y/ 22 + 7
2
56. lim %. Resp.: nao existe
(z.y)—=(0,0) = + Y
72
57.  lim ———. Resp.: nao existe

(2.4)-(00) 7% + Y
: 2 2 . ne :
58. lim (2" +y°) Resp.: nao existe
[I(2,y,2) || =00
Tarefa: Troque a funcao f em para visualizar: o grdfico da funcao f
envolvida no limite dos exercicios 51 a 57, alguns caminhos e a imagem desses caminhos por f.

Faca wm andlogo do exercicio 58 para funcio de duas varidveis:  lim 2 (neste caso também
[1(,y)[|—o0

é possivel visualizar no Geogebra).
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59. Determine se a fungao f é continua no ponto p dado:

r? — y27 z, 0.0
(a) f(z,y) =4 2 +¥° @) 7 (0,0) p = (0,0)
0, (J,‘,y) = (070)

Resp.: f ndo é continua em p; f é continua em R?\ {(0,0)}

ry(@® —y) 00
(b) flz,y) =4 T +y* (.9) #(0.0) p = (0,0)

0, (.%‘,y) - (070)

Resp.: f é continua em p; f é continua em R?

20.9 Derivadas parciais

60. Encontre as derivadas parciais e seus dominios:

(a) f(z,y) = 2* + cos(2”y?)
Resp.: fo(z,y) = 22 — 5xty? sin(2®y?); fy(z,y) = 325y? sin(z°y3); Dy, =Dy, = R?
(b) f(z,y) = \/zysin(zy)
x sin(zy)

ysin(zy)
Ly Jxycos(xy), zy >0 + x \Jxycos(xzy), xzy >0
Resp.: fr(z,y) = { Ve fyley) =g 2V . .
) Y =

0, zy =0
Dy, = Dy, = {(z,y) € R? : zy > 0}

61. Encontre as derivadas parciais de segunda ordem de f(x,y) = x3y + e¥".
Resp.: fou(2,y) = 62y, fuy(w,y) = 327, fyy(2,y) = 49%e¥, fya(z,y) = 32

62. Discutir sobre a continuidade de f em (0,0) e se as derivadas parciais de f

existem em (0, 0).

ry(@ —y") 0.0
(a) fz,y) = v?+yr @9) 7 (0.0) (Ex. 59-(b))

0, (x,y) = (0,0)
Resp.: f é continua em (0,0) e f;(0,0) = f,(0,0) = 0.
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Y
b) flao,y) =4 B2 +y7 (z,y) # (0,0)

0, (z,y) = (0,0)
Resp.: f,(0,0) = f;(0,0) =0 e f nao é continua em (0,0).

Y,
() flz,y) =4 2*+y* :9) # (0,0 (Ex. 59-(a)) tarefa!l!!

L (z,y)=1(0,0)
Resp.: f ndo é continua em (0,0) e 3f,(0,0) e f,(0,0) = 0.

20.10 Diferenciabilidade

22 —1
63 flay) =] 2o WL
0, |zl =ly|
Resp.: f ndo ¢ diferenciavel em p (f nio é continua em p ou Af.(p) )
1'6
64. f(z,y) = rt 4y’ (z,4) 7 (0.0) p=(0,0)
0,  (z,9)=1(0,0)
Resp.: f ¢ diferencivel em p:  Iim  200UmR)

(h,k)—=(0,0) /h?% + k2
65. f(w,y) =22 +y?,  p=(0,0).

Resp.: f ndo ¢ diferencidvel em p, ¢ diferencidvel em R?\ {p}
66. f(SC, y) = 3x — SUyZ Resp.: f ¢é diferenciavel em R?

67. Considere f(z,y) = v/x + 2y.

(a) encontre a diferencial de f em p = (a,b): dfp(h, k)

Resp.: dfp(h, k) = 2\/:+2b + \/a]i% para p € D := {(z,y) € R?: z + 2y > 0}

(b) use a diferencial de f para encontrar um valor aproximado para v/4.02
Resp.: Como f é diferenciavel em D, use por exemplo, p = (4,0) € D, (h,k) = (0,0.01)
(ou (h,k) = (0.02,0)) e o fato de f(a+ h,b+ k) = f(a,b) + dfy(h,k): v4.02 =~ 2.005
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68.

69.

70.

20.11 Derivada direcional

Considere f(z,y) = 3zy — 2¢™. Qual a derivada direcional de f no ponto
(1,0) na direcio o = (—1,3)?
Resp.: @ = ¥ /||V|| e D f(1,0) = 3//10

A temperatura nos pontos de uma placa retangular no plano xy (medida em
metros) ¢ dada por T'(z,y) = 2% — 2zy (°C).

(a) Encontre a taxa de variacdo da temperatura no ponto (1,2) na dire¢ao
e sentido do vetor ¥ = (1,1). Ese /1 = (0,1)?
Resp.: a partir do ponto (1,2): na diregao e sentido de 7, a temperatura decresce a uma
taxa de 2v/2 °C'/m; na direcao e sentido de 71, a temperatura decresce a uma taxa de
2 °C/m;

(b) Encontre a direcao, sentido e valor de maior taxa de variacao em (1,2).
Resp.: a partir do ponto (1, 2), a temperatura cresce mais rapidamente na diregao e sentido
de VT(1,2) = (—2,—2) e o valor maximo da taxa de variagio ¢ v/8°C//m. Observe que a
taxa de variagdo é minima na diregdo e sentido oposto de VT'(1,2), ou seja, a mesma do

vetor ¥ = (1,1), e o valor minimo da taxa de variacio ¢ —2v/2°C/m.

20.12 Plano tangente

flz,y) = ﬁyy?’ (z,y) # (0,0)

0, (a:,y) - (070)

(a) grafico de f possui plano tangente em P = (0,0, f(0,0))?
(b) grafico de f possui plano tangente em P = (2,0, f(2,0))? Tarefa!

Y

Resp.: (a) f2(0,0) =0, f,(0,0) =0; o plano z = w(z,y) = 0 existe, mas nao é o plano tangente
tangente ao grafico de f no ponto em P: (graf(f) N (y = x)) é a curva ¥(t) = (t,t, ) cuja reta
T=1

tangente tem equagoes paramétricas { y =t  a qual nao estd contida no plano z = 0. f nao é

_t
)

diferenciavel em (0,0)!! (veja o que ocorre com a fungao do Trabalho 6)

(b) f & diferenciavel em R?\ {(0,0)} e o plano tangente é z = m(z,y) = 3y
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20.13 Regra da Cadeia

71. f(x,y,2) = %32 ¢ diferenciavel? f'(z,y, z) =?
Resp.: f/(z,y, 2) = (2zy32*, 302y 24, 42293 23)

72. f(x,y) = (2%,9°, xy) ¢ diferenciavel? f'(x,y) =7

2¢ 0
Resp.: f/(x,y) = 0 3y?
Yy Xz

73. Seja F' = f(z,y), onde v = 3, y = e* e f : R — R é uma funcio
dF
diferenciavel dada. Calcule F' = —. Tarefa!

Resp.: F'(t) = 325 (13, €2!) 4 2e2 5L (13, )
74. Seja F(u,v) = f(ue*™,2v—u), onde f : R? — R ¢ uma funcao diferenciavel

F
dada. Calcule 8_ Tarefa!
ou

OF
Resp.: e = e?u (1 + 2uv)g—£(u62“v, 20 —u) — g—i(uem, 20 —u)

75. Seja F(r,0) = f(x,y), onde x = rcosf, y = rsinf e f : R? = R é uma
funcao diferenciavel dada. Verifique que

cos OF . OF
fy(z,y) = . %(r,ﬁ)—i—smeg(r,@).

Resp.: Calcule F”:
: cosf) —rsinf

(Fy Fp) = (F'(r,0))1x2 = (f'(rcos 0,7 sin0)) o ( 2re0brsin®)) — — (¢ )

’ e : 2( o) >2X2 ! sinf  rcosf
20.14 Derivagao implicita

76. Determine se a equacao
(% + 92 +22)? — (22 + %) =0

define implicitamente y como uma func¢ao diferenciavel de x em torno do

ponto (0,1). Calcule o ponto x = 0.

dx
(21,2 ..
Resp.: % =2 45821321;2(_2;;2), Z—Z(O) = —2 (na vizinhanga de (0,1), quando z =0, y = 1)
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\_

77. Determine algum ponto (a,b, c¢) em torno do qual a equagdo y* + 2zy2z° +
2? + 2z = 4 define implicitamente alguma funcio diferenciével z = g(x,y)

(respectivamente, x = f(y, z)). Expresse il (respectivamente, g—Z) em fun-

ox
cao de x,y e z e calcule 22 1o ponto (a, b) (respectivamente, no ponto (b, c)).

ox
Tarefa!

Resp.: Por exemplo: f(1,0,3) =0, f.(1,0,3) A0 e g—fc = —%giﬁf, %(1,0) =2

2 5
£(2,0,0) =0, £(2,0,0) # 0 e §2 = —JH2Z G2(2,0) =0

20.15 Polinémio de Taylor

78. Seja f(xz,y) = e* TV,

(a) Encontre T ]}’(0,0) e TJ%(O’O)
(b) Verifique que

3
e = Ts o) (#,9)] < 5w+ 5y)” em R = {(w,y) € R% z + 5y < 1}.

(c) Estime o erro cometido na aproximacio e*™Y = T}7(070)(:C,y) quando
2 =0,001 ey =0,001.

(d) E verdade que Tarefa!
. 1
‘6 Y T?,(O,O)(xu y)| < §|I‘ + 5y‘37 V(x, y),ZC + 5y <17

(e) Estime o erro cometido na aproximacio e*™Y = Tf’(ovo)(x,y) quando
x=0,0ley=0,01. Tarefa!

2
Resp.: (a) T},(o,o) =14+5y+uz, TJ%(O’O) =14+z+5y+ @; (c) <1074 (e) < 1076
(Veja: )
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20.16 Maximos e minimos

Encontre os pontos de maximos/minimos locais/absolutos (caso existam) de f.

79. f(z,y) =2 +y°
Resp.: (0,0) é pma, nio possui PML nem PMA em R2

80. f(z,y) =y* —a?
Resp.: (0,0) é p. sela, ndo possui PML/PMA nem pml/pma em R?

81. f(z,y) =2x—yem A={(z,y): x>0,y >0,x+y <3,y >z}

(a) use curvas de nivel

(b) justifique analiticamente

Resp.: PMA=(3,2); VMA=2; pma=(0,3); vina——3

s
s

:
s

os
//65 /5 N

82. f(z,y) = 2° +y° — 5z — bHy.
Resp.: (—=1,1),(1,—1) p. sela; (1,1) pml; (—1,—1) PML, f ndo possui méximo,/minimo absolutos

em R2

83. f(x,y) =y*—x*em D = {(z,y) : 2> + y* < 4} ceogebra
Resp.: (0,0) p. sela; (2,0),(—2,0) pma; vma=4; (0,2), (0,—2) PMA; VMA=4
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84.
85.

86.

87.

88.

20.17 Multiplicadores de Lagrange

Rever o exercicio 83 usando Lagrange.

2

Determine o ponto da pardbola y = x* mais proximo de (14, 1).

Resp.: (2,4) é o ponto da parabola mais proximo de (14, 1).

f(x,y) =y + 2 sujeita a condigao g(z,y) =y — 2° = 0.
Resp.: (0,0) é solugao do sistema do Método de Lagrange, porém nao é nem de minimo nem de

méximo: f nao possui extremos restrita a tal condigao

f(x,y, z) = z+2x—y sujeita a condicdo g(x,y, 2) = (x—2)*+(y—4)>—2 = 0
geogebra

Resp.: (1, %, ;‘ri) é solugao do sistema do Método de Lagrange, f(1, %, ;51) = —2 &0 vm de f restrita
a condigao dada.

flw.v,2) =-5/4

f(x,y,2) = 22 + x + y sujeita as condicoes g1(z,y,2) =22 +y> —2=0c¢
gz, y,2) =x+y—2z=0 geogebra

Resp.: (0,0,0) e (1,1,2) sao solugoes do sistema do Método de Lagrange, f(0,0,0) =0 é o vin
e f(1,1,2) =6 € o VM de f restrita as condigoes dadas.

g1(z,y,2) =0 9,(xy.2)=0

Joradgxgrada2, o o
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Ver os seguintes exemplos no Wikipedia:  Tarefa!
89. f(x,y) = = + y sujeita a condicdo 22 + ¢ =1
90. f(x,y) = (z + y)? sujeita & condicio 2% + 3> = 1

91. f(x,y) = zy?* sujeita a condigao 2% + 3> = 3

(Valy2lzve

(-vV2f2;-42)2,-A

Figura 21: A curva desenhada no grafico é a imagem da condi¢ao dada. Os pontos destacados
(a,b, f(a,b)), sdo aqueles onde f possui extremo em (a,b)
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20.18 Revisao

Atencao: teoria que nao aparece nos exercicios abaixo é tao importante quanto
as que aparecem!

LY

92. Considere f(z,y) = —
-y

x
a) encontre e esboce o dominio de f

(a)
(b)
)
)

f é continua?

(c | flzy) =
(d L flzy) =

Resp.: (a) D = {(z,y) : y < 22}; (b) f é continua em D; (c) 400, (d) nio existe: considere por

exemplo os caminhos: 71 : 2 =0,e v :y =22 — 2% (note 22 — 2% —y = (22 —y) —2® < 2% —y

sempre que z # 0 e x = 0 em y, implica y = 0, portanto v C D U {(0,0)})

93. Determine Dy, as derivadas parciais de primeira ordem e seus dominios e se
f ¢ diferenciavel em Dy.

(a) f(z,y,2) = 2% + cos(ay) —
(b) f(z,y) = eVt

Resp.:
(a) Df = sz = Df

, = Dy = R, fa(z,y,2) = 2z + ysin(ay), fy(z,y,2) = wsin(zy),
fa(z,y,2) = —1, f é diferenciavel em Dy.

4 2
2x3eV Tty

() Dy =B% fuley) = g V700 p g,

0, (x’ y) = (Oa 0)
JeVT
=, Dy, = R2\ {(0,0)}; f é diferenciavel em R?\ {(0,0)}.
z*+y

fy(m,y) =

Massa € Peron SMA354 - Calculo 2 Material projetado em aula



Calculo II, 16 de dezembro de 2022 124

94. Faca eshboco de conjuntos de nivel de:

(a) f(z,y) =y —V1-2a°
(b) f(x,y,z):z—é

Resp.: (a) Dy = {(z,y) € R?: |z| < 1} (b) Dy = R® — plano yz

ARNALAN
1))

Figura 22: (a) semi-circunferéncias (geogebra)

95. Seja f uma funcao de classe C%(R?). Se F(u,v) = f(z,y) onde z = 2uv? e
y = u® + v, expresse F,, em funcio das derivadas parciais de f.
Resp.: Fuy(u,v) = 40 f2(2uv?, ud +v) + 8uv? frr (2uv?, ud +v) + [20% + 12u30] fry (2uv?, ud +v) +

3u? fyy (2uv?, u? + v)

96. Determine a equacao de uma reta que seja tangente & curva 222 +y> = 3 e
paralela a reta 2z +y = 5.
Resp.: 2z 4+y=3ou2z+y=-3

97. Se f : R2 — R3 & tal que f(z,y) = (cos(x), zy?, ¥ 1), encontre f’.

—sin(x) 0
Resp.: f'(x,y) = y? 2xy
0 2yey2_1
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98. Considere f(x,y) = 2?y?> — c(x® — y). Para quais valores de ¢ a equacgao
f(z,y) = 0 define x como fungao de y em torno de (0,0)? e y como funcao
de 27 Encontre, quando for o caso, 21% e Z—ch.

Resp.: pelo teorema da funcao implicita, para todo ¢ # 0 podemos concluir que y é funcao de z

2_
numa vizinhanga de (0,0): y = g.(x), z € I 50; e % = —2§ggyiic
(Observagao: podemos concluir que existem caminhos v, : y = g.(z) que passam por (0,0) tais
2,2
LY

= ¢ para diferentes valores de ¢ )

que lim 3
(x,y),yﬂ(O’O) ==y

99. Sejam f(z,y) =y?—xe D = {(z,y) e R? : 22 + 4> < 1}

(a) Determine se f admite extremos locais/absolutos em R?
(b) Determine os extremos absolutos de f em D, analisando os 3 métodos:

i. use curvas de nivel
ii. encontre os pc e encontre os extremos na fronteira restringindo a
funcao a fronteira de D
iii. encontre os pc e encontre os extremos na fronteira usando o método
de Lagrange

Resp.: (a) Nao possui extremos locais/absolutos em R2.
(b) em D: J=(1,0) é pm, —1 éovm; L = (—%,?), M = (—%,—@) sio PM, 2 é o VM.

Figura 23:

100. Fazer os exercicios que foram deixados como tarefa: 43c, 47d, 62¢, 70, 73,
74, 77, 78d-78e, 89, 90, 91.

%z b covrde/ @m cotiectts”
DB - Forsirsr @
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21 Apéndice: Funcoes hiperbolicas

Definicao:
Sh(x) = < ;e_x | Dg, =R,  Img, =R
Ch(x) = & +2ex | Dow =R,  Imgp = [1,0)
Th(x) = (S:l;ti) , Drn =R,  Impn=(—1,1)
Relacoes:

Ch?(x) — Sh?*(x) =1,
Ch(2x) = Ch?(x) + Sh?*(x), Sh(2x) = 2Sh(x)Ch(x)

(Sh)'(x) = Ch(x)
(Ch)'(x) = Sh(x)
(Th)'(x) = Sch?*(x) em R

em R

em R

Inversas:

SettSh = Sh™*
SettCh = (Ch*)™*  onde Ch* : [0,00) = [1,00) : &+ Ch(x)

SettTh = (Th*)™! onde Th* : R — (=1,1) : x — Th(z)
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Foérmula explicita para as inversas:
SettSh(z) =In(x + Va2 + 1), reR

SettCh(x n(r+ vV x € [1,00)

1 1+
SettTh(x )—51 (1—3;)’ r e (—1,1)
1 1+
SettCoTh(x §1n (:1: ) xr € (—o0,—1) U (1, 00)
Derivadas das inversas:
1
1
(SettCh) (x) = —, (1, 00)
x 1
1
(SettTh)(r) = ——, em (—1,1)
T
1
(SettCoTh) (v) = — ot em (—oo, —1) U (1, 00)
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Figura 24: Graficos das fungoes hiperbolicas: Sh(vermelho), Ch(verde) e Th(azul)
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