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C.1 Conjuntos numéricos

e Numeros naturais

N={1,23,.}

— Soma e produto definidos naturalmente.
— Problemas nas operagoes inversas!

e Numeros inteiros
Z=A.,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}

— Podemos definir a inversa da soma (contém o “elemento oposto”), nao do produto (néao
contém o “elemento inverso”).

e Numeros racionais

a a C
Q:{E a € 7, bEN, E:a @ad:cb}

— Soma, produto e ordem definidos assim:

e, c_adtbe a c_ac

b d  bd b d bd
a a C C a
< = - < = e
O_bseaGNU{O} e b_dseO_d 5

(e a > b significa b < a)

— Em Q podemos definir a inversa da soma e do produto e uma ordem:

(Q,+,+, <) é um Corpo ordenado....

— Note: Podemos identificar Z com um subconjunto de Q de maneira compativel com as
operagoes e a ordem:

ZBQH%GQ.

.. mas (Q,+,, <) é “completo”??
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— Precisamos: de um conjunto que “estenda”de modo natural Q,7Z,N e que seja “com-
pleto”.

Figura 1: Fonte: Wikipedia
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C.2 Definicao de Corpo

(K, +, ), isto é, um conjunto K com uma operagao + dita soma e outra operagao - dita produto,
¢ um Corpo se valem as propriedades:

S1

( associativa da soma) (x +y) +w = x + (y + w), para quaisquer z,y,w € K;
(S2) (comutativa da soma) x + y = y + x, para quaisquer z,y € K;

(S3) (elemento neutro da soma) existe z € K tal que x + z = x para todo z € K;
(

S4) (oposto da soma) para todo z € K existe y € K tal que = + y = z;

P2) (comutativa do produto) x -y = y - x, para quaisquer z,y € K;

(
(
(P3) (elemento neutro do produto) existe u € K tal que z - u = x para todo = € K;
(P4

) (
) (
) (
) (
P1) (associativa do produto) (z-y)-w =z - (y - w), para quaisquer z,y,w € K;
) (
) (
) (inverso do produto) para todo x € K com x # z, existe y € K tal que z - y = u;
) (

(D) (distributiva) (z +y) - w = = - w + y - w, para quaisquer z,y, w € K.

Algumas propriedades que seguem das propriedades de corpo:

1. os neutros sao unicos (logo indicaremos com 0 e 1);

2. oposto e inverso sao tnicos (logo indicaremos com —x (ou T) e z71);
3. 2:0=0e—ax=-1-2z

4. (cancelamento da soma) z + w = y + w implica z = y;

5. (cancelamento do produto) z - w =y - w sendo w # 0 implica x = y;

6. (anulamento do produto) z - w = 0 implica x = 0 e/ou w = 0;

Exemplos: Q, C, Zs (corpo)
N, Z, Z, (nao corpo)
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C.2.1 Definigcao de Corpo ordenado

Um corpo (K, +,-) com uma relagao < dita ordem, é um corpo ordenado, (K, +, - <) se
e valem (S1) — (S4),(P1)-(P4), (D) e também
(00) (totalidade da ordem): para quaisquer z,y € K, vale

r<y efouy <

(O1) (reflexividade da ordem): para qualquer x € K, vale
r < x;
(02) (antissimetria da ordem):
sex,y €K, z<yey<zentao z = y;

(03) (transitividade da ordem):
sex,y,w e K, x <yey <wentao x < w;

(OS) (relagao soma-ordem):
sex,y,we€Kez <yentao z +w < y+ w;

(OP) (relagao produto-ordem):
sex,y,weK r<yew>0entaoxr -w<y-w.

Algumas propriedades que seguem das propriedades de corpo ordenado:

l.z<yez<wimplicax + 2 <y+w
2.0<z<yel0<z<wimplicaz-z <y -w
3. w>0seeso6se —w<0;

4. x <yew <0 implica x-w > y-w

5. 0<1
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[ Sendo que x < y significa z < y com = # y: ]

6. r<yez<wimplicar+z<y+w

7.z2>0ex<yimplicaz-z2<y-z

8. z<0ex<yimplicaz-z2>y-z

9. 0<az<yimplica0<y <z le—y<-—a<0

10. y<z <Oimplicaz ! <y t<0el<—2<—y

11. 2 <0 <y implicaz ! <0<y~ !

12. 0 <1

Exemplos: Q
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C.3 Definicao de inf, sup e completeza
Seja (K, +, -, <) um corpo ordenado e A C K

e msexeKEétal que
r>a, Va€A,
entao x é dito cota superior de A

m se x € K é tal que
r<a, Va€A,

entao z é dito cota inferior de A

e  m se existir uma cota superior de A, entao dizemos que A é limitado superiormente
m se existir uma cota inferior de A, entao dizemos que A é limitado inferiormente

m se ambas as anteriores acontecem dizemos que A é limitado

e m supremo de A é a menor das cotas superiores de A (se existir)

m infimo de A é a maior das cotas inferiores de A (se existir)

—. r Openinterval(a, b) ] o
NN,

Lower bo Infimum Supremum Upper bounds

I L] I

)

Minimum Maximum

R T—
Bigger

Figura 2: Fonte:

Exemplo: Exercicio 1 em Slides de Exercicios.

Dizemos que o corpo ordenado (K, +, -, <) é completo se todo subconjunto de K limitado
superiormente possui supremo em K e todo subconjunto de K limitado inferiormente possui
infimo em K.

Exemplo: Q é completo?
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C.4 Cortes de Dedekind e o conjunto dos Numeros Reais

Um corte de Dedekind é uma partigao (a, B) dos nimeros racionais Q em dois subconjuntos
(Q = aU B) tais que:

e a#0ea+#Q (faz com que os conjs. «, B sejam limit. sup./inf.)

esepcEaeq€eQ qg<p,entdo q € a (todos os racionais a esquerda de p estao em
a)

e se p € «, entao existe ¢ € a tal que p < ¢ (& nao contém o maior elemento).

Note: o e B se determinam mutuamente, e com isso é comum simplificar a notagao («, B)
e chamar apenas « de corte.

Exemplos: 1. vy ={p € Q:p < 2} é corte
2. f={peQ:p<2}nao é corte

3.a={peQ:p<0oup’<2}écorte

Dedekind cut

W

. |
|

1
1
1
1 :E e
Figura 3: Fonte: , internet
O conjunto de todos os cortes serd denotado por R.

Em R precisamos definir as operacoes de soma, produto e uma relagao de ordem:

Para a, € R definimos:

e relacao de ordem < :
a < [ se, e somente se, a € 3
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e soma + :
a+p:={p=q+r:q€are/p}

m o :={reQ:r <0} (elemento neutro)
e produto - :

m se a, 3 > ap, entao

a-f:={peQ:p<0oup=qrcomqea, ref eq,r>0}

msea>ape B <aentioa-fi=a-f=—(a(-4))
mscea<aqpef>aqpentaoa-f:=a-f
msea<apefS <oy entioa-B:=a-f

Teorema. (R, +,:, <) é um corpo ordenado completo.

Figura 4: Fonte:

O conjunto R é chamado de conjunto dos niimeros reais e seus elementos (os cortes) de
numeros reais.
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Nota:

1. Podemos identificar Z com um subconjunto de Q de maneira compativel com as operagoes

e a ordem:

ZBaH%EQ.

2. Podemos identificar Q com um subconjunto de R de maneira compativel com as operagoes
e a ordem:

Qor—=a.:={qeQ:qg<r}eR.

3. Como R é completo para qualquer corte de Dedekind («, B) de R, o conjunto B deve
possuir um elemento minimo b. Assim, devemos ter

a={z:z <b}, B ={x:x > b}.

Neste caso, representamos

Exemplo: Exercicio 2 em Slides de Exercicios.
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C.4.1 Definicao e notacao de intervalos

Sejam a < b nimeros reais: chamamos de intervalos em R os seguintes conjuntos:

e intervalos limitados:

B [a,b] ={z € R:a <z <b}: interv. limitado fechado

m (a,b) ={r € R:a < x <b}: interv. limitado aberto

m [a,b) ={z € R:a <z <b}: interv. limitado semifechado (ou semiaberto)
n

e intervalos nao limitados:

m [a,00) = {z € R:x > a}: semireta fechada

(a,b) = {x € R:a <z < b}: interv. limitado semifechado (ou semiaberto)

m (a,00) = {z € R:x > a}: semireta aberta
m (—o00,a] = {zr € R:z < a}: semireta fechada
m (—o00,a) ={r € R:z < a}: semireta aberta
m (—00,00) = R: reta real
Exemplo: Exercicio 3 em Slides de Exercicios.
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C.4.2 Algumas propriedades de ntimeros reais

1. Valem todas as propriedades listadas na Se¢ao C.2, em particular:

r>20ey<z=uay < xz

r<0ey<z=ay>uz2

2. O modulo de um numero real x € R é definido por

2] z, x>0
xTr| =
—z, x<0.

Valem as propriedades:

(a) || > 0 para todo x € R

(b) |z| = 0 se e somente se x = 0

(¢) |z| <a (a>0)seesomente se —a <z <a

(d) |z| > a (a > 0) se e somente se t < —a ouz > a

(e) Desigualdade triangular:

lz+yl <zl +lyl, Vz,yeR

(f) |a| — |b] < |a — b, para todo a,b € R (tarefal)

(g) (tarefal)
el =yl <z —yl, Vo,yeR

Exemplo: Exercicios 4 e 5 em Slides de Exercicios.
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3. Dado um numero real nao negativo x, uma raiz quadrada de x é um nimero real y tal
que
Y =x.

Todo numero real nao negativo tem uma tunica raiz real nao negativa chamada de raiz
quadrada principal® e denotada por VE

Portanto,

(a) Va? = |z|, para todo x € R.

(b) (v/x)* = z, para todo x > 0.

Exemplo: Exercicio 6 em Slides de Exercicios.

C.5 Algumas definicoes sobre funcgoes

e Dados dois conjuntos A, B ¢ dito produto cartesiano de A com B o conjunto

AxB={(a,b): a€ A, be B}.

e Dados dois conjuntos A, B, uma funcao f de A em B é uma lei que associa a cada
elemento de A um elemento de B.
Usaremos a notacao

fi A - B
a = f(a)

ou f: A= B:aw f(a).

e A ¢ dito dominio (Dy) da funcdo, B ¢é dito contradominio da fungao.
a: variavel independente b= f(a): varidavel dependente

f(a): valor da funcao em a f em a f: funcao

Dada uma funcao

f:A—>B

lusualmente “a raiz quadrada” refere-se & raiz quadrada principal
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e Imagem de f é o conjunto

Im(f):={be B: dJac A: f(a) =0}

e Grafico de f é o conjunto

G(f)={(a,b) e AxB: b= f(a)}

e Dado C' C A é dita restricao de f a C' a fungao

fle :C = B:xw f(z)

No curso de Calculo 1:

e A sempre serd um subconjunto de R

e B=R
Consequentemente,

Dy, Im(f) € R
e

G(f) CR xR =R2.

Exemplo: Exercicio 7 em Slides de Exercicios.
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e Composicao de funcgoes:

Dadas f : Dy = B e g: D, — C funcoes, se Im(f) C D,, definimos
“g composto f”7 como sendo a fungao:

gof:Df—=C:xwg(f(x)).

DgOf = {J} ceR:xz € Df e f(l’) c Dg} Im(QQDg Df

Exemplo: Exercicio 8 em Slides de Exercicios.

e f: A— B édita invertivel se existir g : B — A tal que

gof=rida e Jog=1idg,

isto é,
9(f(a)) =a, VaecA
flg®) =b, VbeB.
QUANDO UMA FUNCAO E INVERTIVEL?
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Dada
f:A—B

m [ ¢é dita sobrejetora se Im(f) = B. Isto é,
Vbe Bdac A: f(a)=0.
m [ é dita injetora se
aj,as € A com aj # ay implica f(ay) # f(az)

equivalentemente,
f(al) = f((lg) - a1 = Qy.

ou também
dado b € B, se existir a € A: f(a) = b, é tinico.

m [ ¢ dita bijetora se é sobrejetora e injetora. Isto é,

Vbe B3lae A: f(a)=0.

Proposigao. Se f: A — B € bijetora, entao a funcio f~': B — A definida por
f0)=a= fla)=1b

¢ a funcao inversa de f.

e G(f71) é obtido pela reflexao de G(f) em torno da reta y = x:

(b,a) € G(f) <= (a,b) € G(/)

Exemplo: Exercicio 9 em Slides de Exercicios.
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C.6 Propriedades de funcoes reais
Dada f: D — C com D,C CR.
e f é dita limitada superiormente se

existe L € R tal que f(z) < L para todo z € D.

e f é dita limitada inferiormente se

existe L € R tal que f(z) > L para todo x € D.

e f é dita limitada se

existe L € R tal que |f(z)| < L para todo z € D.

Definimos também

e supremo de f: sup(f) = sup(Im(f))

e se existir
xo € D tal que f(zg) = sup(f)

entao chamamos:
— 29 de “ponto de maximo (absoluto) de f”
— f(zo) de “(valor) méaximo (absoluto) de f”.

e infimo de f: inf(f) = inf(Im(f))
e se existir
zo € D tal que f(xg) = inf(f)

entao chamamos:
— xy de “ponto de minimo (absoluto) de f”
— f(xp) de “(valor) minimo (absoluto) de f”.

Exemplo: Exercicio 10 em Slides de Exercicios.
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e f é dita crescente se: x,y € D e x < y implica f(x) < f(y).
N

v

e f ¢é dita estritamente crescente se: z,y € D e x < y implica f(z) < f(y).

e [ ¢ dita estritamente decrescente se: z,y € D e x < y implica f(x) > f(y).

F
\\

AN

e f ¢é dita mondtona se vale uma das anteriores.

Exemplo: Exercicio 11 em Slides de Exercicios.
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C.7 Simetrias de funcgoes
Dada f: D — C com D,C CR.
e Suponha que D seja simétrico com respeito a origem, isto é,
sex € D entao —x € D.

m [ é dita par se f(x) = f(—z) para todo = € D.
m [ é dita impar se f(x) = —f(—z) para todo = € D.

e Suponha que D tenha a propriedade que

existe 7' > 0 tal que se x € D entao x + T € D.

m [ é dita T-periddica se f(z) = f(z +T) para todo z € D.

e grafico de uma fungao par é simétrico em relagao ao eixo-y:

(a7b) € G(f) — (_a’ab) S G(f)

|

— __—

e grafico de uma funcao impar é simétrico em relagao a origem:

(a’vb) S G(f) — (_a7 _b) S G(f)

Exemplo: Exercicio 12 em Slides de Exercicios.

Massa & Peron SMAS8O01 - Calculo 1
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C.8 Algumas funcgoes tipicas

e funcao constante: f: R — R:x — k com k fixado.
N

k

V%

e funcao identidade: f: R - R:z — x.

T

P

/

e funcao linear: f: R — R: 2z — ax com a fixado.
N\

%

e funcao afim: f: R — R: 2+ ax + b com a, b fixados.
/ N
b \

(a>0,b#0) (a<0,b#0)

N\
5
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e funcao polinomial: f: R — R : z +— p(z) com p polindémio:
p(2) = anz™ + ap_ 12"+ o+ ar® + a1 + ag.
N
N
>~
-~
>
plz) = 2
plx) = ax’ +br +c (a >0)
e funcgao racional: f: D — R: x> p(x)/q(x) com p, g polinémios, D = {x € R: ¢(z) # 0}.
| |
\
| |
|
| [ 1]
\.\ | ‘I| flz) = =
- M z
— .
\\ / ‘\
\ \
II". Hzx) = lr _ // \‘“' —
‘|
e funcao algébrica: f: D — R definida compondo as 4 operacgoes e radicais. Neste caso

D = {x € R : nunca divido por 0 nem pego raiz par de nimero negativo}

Exemplo:

/()

Massa & Peron

Vi 1+4x
 x—Jr

com D = (1,+00).

SMAS8O01 - Calculo 1
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C.8.1 Funcgoes trigonométricas

fungao seno: f: R — [-1,1]: x — sinx

e fungao cosseno: f:R — [-1,1] : x> cosz
- sin
e funcao tangente: f: Dy - R:z—
cos

cos?(x) +sin®(x) = 1,
cos(z) = sin(x 4 7/2)

cos(z) = — cos(z + ), sin(x) = —sin(x + )

cos(x + ¢) = cos(x) cos(¢) — sin(z) sin(¢)
sin(x 4+ ¢) = cos(x) sin(¢) + sin(z) cos(¢)

cos(z — ¢) = ...
em particular
cos(2x) = cos?(x) — sin?(x), sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)
1 2 1-—- 2
cos?(x) = 2 cosiEx) C;S( X) : sin?(x) = —C;)S( x) :

2 cos(x) cos(¢) = cos(z + @) + cos(z — @)
2 cos(x) sin(¢) = .....

cos(x) + cos(¢) = 2 cos (“" ‘5 ¢) cos (fﬂ - ¢)

cos(x) +sin(¢) = .....

Massa & Peron SMAS8O01 - Calculo 1
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C.8.2 Trigonométricas Inversas

e fungao arco-seno: f:[-1,1] = [-F,F]: x> arcsinx
o Tom
= s & -, =
arcsin(sin(z)) =z, = [ 5 2}

sin(arcsin(z)) =z, x€[-1,1].

e funcao arco-cosseno: f:[—1,1] — [0, 7] :  — arccosx

\
B

arccos(cos(z)) =z, x € (0,7

cos(arccos(z)) =z, x€[-1,1].

Exemplo: Exercicio 13 em Slides de Exercicios.
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C.8.3 Funcao exponencial

Sejaa >0ea+# 1. A funcao exponencial de base a é definida por

f:R—=(0,00): f(x)=a".

Propriedades:
o a1V = a%a¥ e V=%
a
o (a”)¥ =a™ o (ab)® = a™b”

C.8.4 Funcao logaritmica

Sejaa > 0ea # 1. A fungao logaritmica de base a é a fungao inversa da fungao exponencial
de base a:
log,(z) =y <= a’ = x.

i Dloga = (07 OO) € [m(loga) = ]Ra In = loge

a>1

O=a<1

Massa € Peron SMAS801 - Célculo 1 Calc. Dif. & Int.
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C.8.5 Funcao poténcia
Seja a € R\ {0}. A funcao poténcia é definida por

f:Df—(0,00): f(x)=2a"

e a € N: polinomio, Dy =R

° a= % € Q: fungao raiz, Dy = R se p impar e Dy = [0, 00) se p par

e a c R\Q: Dy =(0,00)

C.8.6 Funcoes hiperbdlicas
As fungbes seno hiperbdlico, cosseno hiperbdlico e tangente hiperbdlica sdo definidas,
resp., por:

eX — g X eX + e X%
Sh(x) = — Ch(x) = ——. Th(X) = Gnix)

onde
Dg;, = Dcyp, = Dy, = R, Sh é impar e C'h é par

Im(Sh) =R, Im(Ch) = [1,00),

Ch?(x) — Sh*(x) =1,
Ch(2x) = Ch?(x) + Sh?(x), Sh(2x) = 2Sh(x)Ch(x)

Massa € Peron SMAS801 - Célculo 1 Calc. Dif. & Int.
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Inversas:

SettSh = Sh™"
SettCh = (Ch*)™! onde Ch* : [0,00) — [1,00) : © — Ch(z)

SettTh = (Th*)™! onde Th* : R — (=1,1) : x — Th(x)

Foérmula explicita para as inversas:

SettSh(z) =Iln(x + Va2 +1), ze€R

SettCh(x) =In(z + Va2 —1), z € [l,00)

1 1
SettTh(x) = iln (1 +x) ., e (—1,1)
-z
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C.9 Translacao de graficos

Seja ¢ > 0. O grafico da funcao:

1. g(z) = f(z) + ¢: é o G(f) transladado ¢ unidades para cima;

2. g(z) = f(x) — ¢: é o G(f) transladado ¢ unidades para baixo;

3. g(z) = f(x +¢): é o G(f) transladado ¢ unidades para esquerda;
4. g(x) = f(x — ¢): é o G(f) transladado ¢ unidades para direita.

/ glr) = flx —2)

Seja ¢ > 1. Para obter o grafico da funcao:

g(x) = cf(x): estique o G(f) verticalmente ¢ unidades;
2. g(x) = Lf(x): comprima o G(f) verticalmente ¢ unidades;
g(x) = f(cx): comprima o G(f) horizontalmente ¢ unidades;

4. g(z)=f <E>: estique o G(f) horizontalmente ¢ unidades;
c

5. g(x) = —f(x): reflita o G(f) em torno do eixo-x;

6. g(z) = f(—x): reflita o G(f) em torno do eixo-y;

ok
/

A g(x) = f(==)

Exemplo: Exercicio 14 em Slides de Exercicios.
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C.10 Graficos de funcgoes trigonométricas

C.11 Graficos de poténcias

C.12 Graficos de funcoes exponenciais, logaritmicas e hi-
perbdlicas

C.13 Definicao de limite

e Seja A CR: p € R é dito ponto de acumulacao de A se

Vo>0dzeA: 0<|zr—p| <

Exemplo 1. Exercicio 15 em Slides de FExercicios.
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Nota. Um ponto de acumulagao de um conjunto A pode ou nao pertencer ao conjunto A.
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Definicao C.13.1.
Sejam f : Dy — R uma funcao e p um ponto de acumulacao de Dy.

YA

st :
L .

5 5 5

- Y
- F

A
Y

<Y

pl =
Fonte: Wikipedia
e lim f(z) = L significa
T—p

Ve>03d>0tal quex € Df e 0 < |x—p| < implica |f(x) —L| < ¢

e se a afirmacao acima ¢ falsa para todo L € R, isto é,

VLeR,3e >0 talqueVdo >03Ix € D¢; 0<|x—p|<delf(x)—L|>e¢,

dizemos que lim f(z) nao existe
T—p

Exemplo 2. Exercicio 16 em Slides de Exercicios.
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C.14 Definicao de continuidade

Sejam f : Dy — R uma funcao e p € Dy.

QUAIS DOS SEGUINTES DESENHOS PODEMOS DIZER QUE REPRESENTAM GRAFICO DE FUNCAO
CONTINUA ?

N
o G t T T m
Df = [a,b]
o« ) o W
Dy = [a,b] \ {p} Dy =la,b) U{p}
o YA
A

B2I0 P e e . ,
L| vy ' :
/ fp) =L y

A 2
p X W %

Definigao C.14.1.
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Seja f : Dy — R uma funcao e p € Dy
e dizemos que f é continua em p, se

Ve > 03§ >0 tal que x € D¢ e |[x — p| < 0 implica |f(x) — f(p)| < ¢ (%)

e dizemos que f é descontinua em p, se a propriedade (x) é falsa

e se [ é continua em p para todo p € A C Dy dizemos f é continua em A

e se f é continua em p para todo p € Dy dizemos f é continua

Nota.
1. Se f é continua em p € Dy, temos duas possibilidades:

e se p ¢ ponto de acumulacao de Dy, entao

f é continua em p <= lim f(x) = f(p)

T—p

e se p nao é ponto de acumulagao de Dy, entao f é continua em p

2. Se p & Dy, NAO SE FALA SOBRE CONTINUIDADE OU DESCONTINUIDADE EM p!!!

Nota. As figuras (I), (IV) e (V) da pagina C.34 representam graficos de funges continuas
e (II) e (III) nao representam graficos de fungées continuas!

Exemplo 3. Exercicio 17 em Slides de Exercicios.
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C.15 Propriedades

C.15.1 Limite por vizinhancas

Dados p € R e r > 0, definimos:
e vizinhanca de p: um qualquer intervalo aberto que contém p

e vizinhanca de p de raio r: o intervalo V,(p) :== (p —r,p+ )

Seja A C R:
e p ¢ ponto de acumulagao de A se

Vo>0doeA: 0<|x—p| <

Vo>03daxeA x#p: x€(p—0,p+9)
Vo >03dxe AnVs(p)\ {p}

V X vizinhanca de p dx € AN X\ {p}

Seja f : Dy — R e p um ponto de acumulagao de Dy

e lim f(z) = L significa

T—p

Ve>030>0tal quexz € Dy e0< |z —p| <0 implica |f(z) — L| <e

Ve >0360>0tal que x € DyNVs(p) \ {p} implica f(z) € V(L)

VY vizinhanca de L 94X vizinhanca de p tal que
re DN X\{p} implica f(z) €Y
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C.15.2 Teoremas sobre operacoes com limites

Teorema (Operagoes com limites).

Sejam
f:Dy—=R, g:D;,—R, ppontodeacumulagao de DN D,
lim f(z) = Ly, lim g(z) = L, -
Entao

(lim f(2) + g(x) = Ly + L,

T—p

lim f(x)g(x) = LsL,,

T—p

lim f(x)/g(x) = Ls/L, desde que L, # 0.

T—=p

Corolario (Operagoes com fungoes continuas).
Sejam

f:Dy—=R, g:D;—R, ppontodeacumulagao de DN D, .

Além disso, se p € Dy N Dy, f e g sao continuas em p, entao

f+ g é continua em p,

fg é continua em p,

| f/g é continua em p, desde que g(p) #0.

Exemplo 4. Exercicios 18 e 19 em Slides de Exercicios.
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Teorema (Limite da composta).
Sejam
f:Df =R, g:Dy;— R taisque Im(f)C D,,

p ponto de acumulagao de Dy, a ponto de acumulagao de D, tais que
lim f(z) =a limg(y) = L.
T—p y—a
Além disso, valha pelo menos UMA entre
(a) a€ Dye g continua em a.
(b) Ir>0: ze€Drel<|z—p|<r= f(z)#a.
Entao
lim(g o f)(z) = L
T—p

[TESE:]
o lim, (g0 f)(z) = L = g(a):
Dado ¢ > 0, E?Iéz...>0talquex€Dgof:Dfe
0<lz—pl<...=|g9(f(x)) —gla)] <

[HIPOTESES:]

e g continua em a <= L = lim,_,, ¢(y) = g(a): Dado € > 0,

361 >0y € Dy, 0< |y —a|l <= [gly) —gla)] <=

e lim, ,, f(x) =a:Dadoe=... >0,

303> 0,2 € Dy, 0 < |x—p| <dy=|f(x)—al <...

Massa € Peron SMAS801 - Célculo 1 Calc. Dif. & Int.



Calculo I, 18 de agosto de 2023 C.39

Corolério (Continuidade da composta).
Sejam

f:Df =R, g:D,—R, Im(f)C D,
pe Dy (= f(p) € D,) tais que
p ponto de acumulagao de Dy, f(p) ponto de acumulacdo de D, ,
f continua em p e ¢ continua em f(p).

Entao go f é continua em p.

Teorema (Continuidade da inversa).
Seja f : A — B uma funcao bijetora. Se f é continua e A ¢ um intervalo entao f~! é continua.

f é continua e bijetora mas f~! nio é continual

Corolario (Continuidade das composi¢oes de continuas).
Qualquer funcao obtida via soma, diferenca, produto, divisdo, composicao ou
inversao(®e © dominio é um intervalo) qe fyncoes continuas, é continua no seu dominio natural.
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Exemplo 5. Sao fungdes continuas (continuas em seus dominios naturais):

1.

2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

funcao constante;

fungao médulo |z|;

funcao poténcia 2", com n € N: produto de funcoes continuas;

funcoes polinomiais: soma e produto de fung¢oes continuas;

funcgoes racionais: quociente de fungoes continuas;

funcao raiz n-ésima: inversa de fun¢ao continua definida em intervalo;

sinx e cosx: usaremos o “primeiro limite fundamental”;

as demais funcoes trigonométricas tan, sec, csc, cot: quociente de funcoes continuas;

funcoes trigonométricas inversas: inversas de fungoes continuas definidas em inter-
valos;

funcao exponencial e¢”: usaremos o “segundo limite fundamental”;
Inz: inversa de fungao continua definida em intervalo;

funcgoes hiperbdlicas: soma e produto de fungoes continuas;
funcoes hiperbdlicas inversas: composta de fungoes continuas;

alnzx.

funcao poténcia z* com a € R, a # 1: composta de continuas z% = e*™?;

1

= Inxz, com a > 0, a # 1: produto de fungoes continuas;
a

funcao logaritmica log, x =

funcao exponencial ¢, com a > 0, a # 1: inversa de continua log, x.

Exemplo 6. Exercicios 20 e 21 em Slides de FExercicios.
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C.16 Limites laterais: definicao
Seja f: Dy — R

e se p é ponto de acumulagao de Dy, lim f(z) = L significa
T—p

Ve>035>0tal quex € Df e 0 < |x — p| < implica |[f(x) —L| <¢

e se p é ponto de acumulacao de Dy N (p, 00), lim+ f(z) = L significa
X—Pp

Ve>03d>0talquex € Dfep < x < p+0 implica |f(x) —L| < ¢

W

p ptd

e se p é ponto de acumulacao de Dy N (—oo,p), lim f(z) = L significa
X—=p

Ve>03dd>0talquex e Dfep— 06 <x<pimplica [f(x) —L| <¢

8
W

e se p é ponto de acumulagao de Dy, lim f(z) = L significa
T—p

Ve>03d>0talquex € Dfe0<|x—p|<dimplica L <f(x)<L+e¢
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L+e
fl=)

e se p é ponto de acumulagao de Dy, lim f(z) = L~ significa
T—p

Ve>035>0talquex € Dfe 0 < |x—p| < dimplica L —e < f(x) <L

L
p—a0 & T

V

p+o

Teorema.
Seja f: Dy — R e seja p ponto de acumulacao de Dy N (p,00) e de Dy N (—o0, p).
Entao vale a seguinte equivaléncia:

3 limf(x) =L = 3 lim f(x) = lim f(x)=L

X—p x—pTt X—p~
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Também valem analogos dos teoremas sobre operacoes com limites e limite da composta:

substituindo z = pporx - pTe0< |z —p|<rporp<z<p+r

substituindo z - pporxz —p e 0 < |z —p| <rporp—r<ax<p

substituindo y — a por y — a* e a por a*

substituindo y — a por y — a~ e a por a~

Exemplo:

Teorema.
Sejam
f:Df—=R, g:D,—R, Im(f)C D,
p ponto de acumulagdo de Dy N (p,00), a ponto de acumulacao de D, N (—o0,a),
lim f(z)=a", lim g(y) = L.
x—pt y—a~

Além disso, valha pelo menos UMA entre

(a) a€ Dy e g continua em a,

(b) Ir>0: ze€Djep<z<p+r= f(z)#a.
Entao

lim go f(z) = L.

z—pt

Exemplo 7. Exercicios 22 e 23 em Slides de Exercicios.
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C.17 Outros teoremas sobre limites

Considere fungoes f,g,h: D — R e seja p ponto de acumulagao de D.

C.17.1 Unicidade, conservacao de sinal e comparacao

Teorema (Unicidade do limite).
Se
3 lim f(z) = L, e 3 lim f(x) = Ly

T—p T—p

entao L = L,

Teorema (de conservagao do sinal).

Se
3 lim f(x) =L >0 (resp. L <0)
T—p
entao
dr>0: z€Del0<|z—p <r = f(x) >0 (resp. f(x) <0)
i\
L .........
B >
P
v
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Teorema (de comparagao).

Se

dr>0: z€Del0<|z—p/<r = f(z) <g(x)

(ou f(x)<g(x))
3 lim f(2) = Ly

e 3 limg(x) =L,
T—p
entao Ly < L,.

C.17.2 Confronto e Anulamento

Teorema (de confronto).

Se

dr>0: z€Del0<|z—p|<r = f(z) <g(zx) <h(x) (ou f(z)<g(z)<h(z))
3 lim f(z) = lim h(z) = L

T—p T—=p

entao 3 lim, ,, g(z) = L

h

LPc == “--f/__ g

\
\
\
|
P

0

Yy N

Fonte: Stewart, Calculo, vol. 1

Exemplo 8. Exercicio 24 em Slides de Exercicios: Verifique que

lim f(x) = 0 <= lim | /()| = 0.

T—p
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Teorema (do anulamento).
Se f é limitada numa vizinhanca de p, ou seja,

M >0,3r>0: x€Del0<|z—p|l<r =|f(z)| <M

lim g(z) =0

T—p

entao lim f(x)g(z) = 0.

T—p

Todos os teoremas desta secao valem:

e substituindo z > pporx —ptel0<|z—p|/<rporp<x<p+r

e substituindox > pporx —p el0<|zr—p|<rporp—r<z<p

Exemplo 9. Exercicio 25 em Slides de Exercicios.

C.18 Limites infinitos: definicao

Se f: Dy — R e p é ponto de acumulagao de Dy

e lim f(z) = L significa
T—p

Ve>035>0tal quex € Df e 0 < |x —p| < implica [f(x) —L| <¢

.

YA

<Y
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e lim f(z) = +oo significa

T—p
VM e R 3§>0tal quex € Df e 0 < |x —p| < implica f(x) > M
e lim f(z) = —oo significa
T—p

VM eR3§>0tal quex € Dee 0 < |x—p| <9 implica f(x) <M

M

flx)

C.19 Limites no infinito: definicao

Se f: Dy = Re D; nao é limitado superiormente
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e lim f(x)= L significa

X—+00

Ve >0 dH € R tal que x € Dy e x > H implica |f(x) — L| < e

yem

e lim f(x)= o0 significa

X—>+00
VM € R 3H € R tal que x € D¢ e x > H implica f(x) > M
e lim f(x)= —oo significa
X—>+00

VM € R 9H € R tal que x € D¢ e x > H implica f(x) < M

M ]

fla)
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Se f: Dy — R e Dy nao é limitado inferiormente

e lim f(x)= L significa

X——00

Ve>03dH € R tal que x € Df e x < H implica |f(x) —L| <¢

’(”ﬁ

e lim f(x)= +4oo significa

X——00
VM e R JH € R tal que x € D¢ e x < H implica f(x) > M
e lim f(x)= —oo significa
X——00

VM € R 3H € R tal que x € D¢ e x < H implica f(x) < M

A\

M

flz)
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C.20 Propriedades dos limites infinitos

Sejam f,g: D — R e seja p ponto de acumulagao de D.

Considere limites para x — p .2

e se f — 400, g = +ooentao [+ g — +oo, fg — 4+
e se f > —00,g— —oc0entao f+g— —o0, fg — 400
e se f— 400, g — —ocoentao f+g DUVIDA!, fg— —o0
(o0 se L >0
esef—L, g—+xentao f+g— +oo, fg— { —0 se L <0
| DUVIDA! se L =0
= se L >0
esef—>L, g— —ococentao f+g— —00, fg— < +oo se L <0
| DUVIDA! se L=0
e sccecR\{0}e f— 400 ou f— —oo entao %—>0
A saber,
se f — 400 , entao %—>O+ se ¢ > 0; ;—>O sec<0
ou

- c
se f—+—o00,entao - — 07 sec>0;

f

c
— —=>0"sec<.

f

20s mesmos resultados valem se  — +oo ou x — —oc ou x — pt oux — p~.

Massa & Peron

SMAS801 - Calculo 1

Calc. Dif. & Int.



Calculo I, 18 de agosto de 2023 C.51

- 1 . -
® se f N O+ entio — — 400 (desde que p seja de acumulagao para Dy )

c c
— — +00 sec> 0; — — —00 sec<0

f f

- 1 . s
e se f —~ 0~ entao — — —00 (desde que p seja de acumulagdo para D)

c c
— = —00 sec>0; - =400 sec<0

f f

Nota. Sao indeterminacoes:

o0
_ 0. -
(+00) + (—00) 00 -
0
e 0°
0
OOO 10
~ . . ~ 0 “ 0 1 b2
Nao é indeterminagao: —. Basta reescrever “— =0_-=0.0=10
00 00

Definicao C.20.1. Dizemos que a reta:

e 1 = p é uma assintota vertical (AV) do gréfico de f quando:

lim f(z) =400 ou lim f(z)==+oo ou lim f(z)=+o0

X—p x—pt X—p-

e y = L é uma assintota horizontal (AH) do grafico de f quando:

lim f(zr)=L ou lim f(z)=1L

X—400 X——00
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Teorema (de confronto com limites infinitos).
Sejam f,g: D — R e seja p ponto de acumulagao de D. Suponha que

dr>0: z€Del0<|z—pl<r = f(z) <g(x)

Entao:
se lim f(z) = +oo entao limg(z) = +o0
T—p T—p
se limg(z) = —oco entao lim f(z) = —o0
T—p T—p
Ainda,

e no Teorema do Limite da composta, podemos ter +0c0 no lugar de a ou no lugar de L;

e 0s teoremas de unicidade e de permanéncia do sinal valem também se os limites valem

+o00;

C.21 Propriedades dos limites no infinito

Todos 0s teoremas vistos ainda valem

e substituindo
— & — p por x — 400,
~Ir>0: ...0<|z—p|/<r.. por dHeR: .. x>H ..
— p de acumulacao de Dy por D; nao limitado superiormente

e substituindo
— T — p por r — —00,
~Ir>0: ...0<|z—p|/<r.. por dHeR: ..z <H ..
— p de acumulagao de Dy por Dy nao limitado inferiormente

PS: também valem andlogos com limites laterais.

Exemplo 10. Exercicios 27 e 28 em Slides de Fxercicios.
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C.22 Limites Fundamentais

sin x

C.22.1 Primeiro limite fundamental: lim
z—0 I

T

N

area(AOAP) < area(setor circular OAP) < area(AOAT)

[}
sinx () x tanxz sinx s
=< —cosr< —<1, O<xr<—=
2 2 2 x 2
[}
sinz (+) T
cosx < <1l —=<z<0
T 2
Portanto,
sin T
cos < <1, |x|<§,x7£0 (x * *)

A funcao seno é continua em 0:

use (*), (**) e o Teorema do Confronto;

A fungao cosseno é continua em 0:

use cosx = /1 — sin® z, para  numa vizinhanca de 0;

[ As fungoes seno e cosseno sao continuas em R: ]

use lim,_,, cosz = lim, o cos(y + p);
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sinx

lim
z—0 X

e o Teorema do Confronto.

use (F¥¥)

Exemplo 11. Exercicio 30 em Slides de Exercicios.

1 :E
C.22.2 Segundo limite fundamental: lim (1 + —)
x

T—>+00

Sequéncia: n € N: n=1,2,3,...,300,...,3.000,...,30.000,...

1 n
(1 4 —) £ 2,2.25,2.370,,...,2.713765, ..., 2.7178289, . .., 2.7182365, . ..
n

ereR=IneNtalquen<zr<n+1

! ! | !
e 1 e
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Formas equivalentes do segundo limite fundamental:

1 xr
lim (1 + —) =e
T——00 €T

lim (1+2)/" = e
z—0
Limites uteis:
|
b et D)y
x—0 €x
|
i = —1
x—0 x

Consequéncia:

A funcao exponencial e* é continua em 0.

lime* =€’ <= lim(e” — 1) = 0.
z—0 z—0
Mas,
r—1
lim(e® — 1) = lim ¢ x = 0.
z—0 z—0 T

[ A fungao exponencial e” é continua em R.

. =x—p . .
lim e* = lim e**? = lim e%eP = %P = ¢

T—p u—0 u—0 u—0
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C.23 Teoremas sobre funcoes continuas

Teorema (de conservagao do sinal para fungées continuas).
Seja f: D — R, seja p € D um ponto de acumulacao de D e seja f continua em p.
Se f(p) >0 (resp. f(p) <0), entao

dr>0: z€Del|z—p|<r = f(x)>0 (resp. f(z) <0)

Teorema (Teorema de Bolzano (ou dos zeros)).
Seja f : [a,b] — R continua, com f(a)f(b) <0,
entao existe c € (a,b) : f(c) =0.

Corolario (Teorema do valor intermedidrio).
Seja f : [a,b] — R continua, e seja v € R tal que

fla)>~>f) ou  fla) <y <f(b)

entao existe c € (a,b) : f(c) =7.
Em particular f assume todos os valores entre f(a) e f(b).

Teorema (Teorema de Weiestrass).
Seja f : [a,b] — R continua,
entao existem z, x5 € [a,b] 1 f(z1) < f(z) < f(xg) YV € [a,b].

Corolario.
Seja f : [a,b] — R continua,
entao

Im(f) = [m, M],

onde m, M sao, respectivamente, o minimo e o maximo de f.

C.24 Introducao Derivada

Problema:
Dada f: Dy =+ R e p € Dy um ponto de acumulagao de Dy, queremos determinar a reta
tangente ao grafico de f no ponto P = (p, f(p)).

Consideracoes:

e pelo ponto P = (p, f(p)) passam infinitas retas, que podem ser distinguidas pelo coefici-
ente angular: y = m(z —p) + f(p).
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e 0 que exatamente define uma reta tangente?

y=m(x-p)+f(p)

Definicao:
Sejam f,g: D — R e p um ponto de acumulagao de D.
Diremos
“f(x) = o(g(x)) quando =z — p”
(f é ozinho de g quando x tende a p),
(f é infinitésima com respeito a ¢ quando = tende a p),
se
lim @ =0.
a=p g(x)
Exemplos:
In(1+z) =0(1) quando z — 0
sin(z?) = o(z) quando z — 0
sin(x) = o(z) quando x — oo
Cuidado:

2* = o(x) quando x — 0

r = o(z*) quando x — +o0

Definicao C.24.1. Reta tangente ao grafico de f em (p, f(p)):
é a unica (se existir) reta r que passa por (p, f(p)) que satisfaz a propriedade:

f(z) —r(z) =0(x —p) quando z — p,

isto é, tal que
) ()

z—p Tr—Dp

=0.

r é a fungao afim que (neste sentido) melhor aproxima a fungao f, préximo de p.
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L@ =) L f@) = f) —m( —p)

TP TP T—p T—p
(@
- (M)

i L) _ g o (£SO

Logo, a reta tangente ao grafico de f em (p, f(p)) é a reta com inclinagao:

i {@ = f)
T—p T —0p

Nota. O limite acima pode ser visto como o limite quando ¢ — p, do coeficiente angular
m,,, da reta secante ao grafico de f em (p, f(p)) e em (z, f(z)):

uma secante outra secante ...limite

QUAL E A VELOCIDADE/ACELERAGAO MEDIA? VELOCIDADE/ACELERAGAO INSTANTANEA?
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C.25 Definicao de derivada

Seja f : Dy — R e p € Dy um ponto de acumulagao de Dy.

e Se existir

f(x)—f
tim TRy
X—p X — p
entao dizemos que
m [ é derivavel (ou diferenciavel) em p,
m L é a derivada de f em p; notagao: f'(p) := L.

e Se o limite nao existir (ou for infinito), dizemos que

f nao é derivavel (ou diferenciivel) em p.

O limite acima é equivalente ao seguinte limite:

f(p +h) —f(p)

lim

h—0

Dado um conjunto A C Dy C R
e se f é derivavel em p para todo p € A dizemos f é derivavel em A,

e se f ¢ derivavel em p para todo p € Dy dizemos f é derivavel.

Podemos entao definir uma nova funcao: a funcao derivada de f :
f/IDf/—)RIp'—)f/(p)

onde Dy ={p € Dy : p é de acumul. de Dy e f é derivavel em p}

Notacgoes: [/ = qa = dy =Df
dr dx
df dy
!
= — = — = D
filo) =)= - _ f(p)
Massa & Peron SMAS801 - Calculo 1
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C.25.1 Algumas interpretacoes de derivada

e derivada ¢é a inclinagao de reta tangente a grafico de fungao

e se f(t¢) indica a posigdo ao longo de uma reta de uma particula em func¢ao do tempo,
entdao f'(t) indica a velocidade instantanea

e se f(t) indica a velocidade ao longo de uma reta de uma particula em fungao do tempo,
entdao f'(t) indica a aceleragao instantanea

e mais em geral, se f(¢) indica uma certa quantidade fisica em funcao do tempo, entao
- [’ indica a taxa de variacao desta quantidade.
exemplo: c¢(t) é a concentracao de um reagente numa solugdo, entdo (t) taxa de va-
riagao da concentracao.

e se f(z) indica uma certa quantidade fisica A em fungao de outra quantidade B, entao
- f’ indica a taxa de variacao de A com respeito a B.
exemplo: V(P) é o volume de um gas em funcao da Pressao P, entao V'(P) ¢ a taxa de
variacao do volume em funcao da pressao

Exemplo 12. Exercicios 32 e 33 em Slides de Fxercicios.

Teorema.
Seja f : Dy — R e p € Dy um ponto de acumulacao de Dy.
Se f é derivavel em p entao f é continua em p.

Exemplo 13. Exercicios 34, 35 e 36 em Slides de Exercicios.
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C.26 Regras de derivacao

Teorema (Operagoes com derivadas).
Sejam f,g: D — R, p ponto de acumulacao de D e k € R.
Se f e g sao derivaveis em p, entao

e kf, ftg, fgsao derivaveis em p,

e /g é derivavel em p, desde que g(p) # 0,

e vale

((kf)(p) =k f'(p),
(f£9)(p)=f(p) g D),

(f9)'(p) = f'(P)glp) + f()d'(p),

o _ f
|(/9)(p) = )2

(se g(p) #0).

Exemplo 14. Exercicio 37 em Slides de Exercicios.

Teorema (Derivada da composta - Regra da cadeia).
Sejam
f:Dfy—=R, g:D,—R, Im(f)CD,,

f derivavel em p, g derivével em f(p).

(p € Dy um ponto de acumulagéo de Dy, f(p) € Dy um ponto de acumulagdo de D)

Entao go f é derivavel em p e vale

(go f)(p)=4d(fp)- f(p).
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Corolario (Derivabilidade das composigoes de derivaveis).
Qualquer funcao obtida via soma, diferenga, produto, divisao ou composicao de fungoes de-
rivaveis, é derivavel.

Exemplo 15. Exercicios 38 e 39 em Slides de Exercicios.

Teorema (Derivada da inversa).
Seja f : A — B continua e bijetora onde A é um intervalo (e portanto f~' € continua).
Se f derivavel em zg e f'(xg) # 0

entao f~! é derivavel em y, := f(z,) e vale

(=) (wo) = o) F(F ()

Exemplo 16. Exercicios 40 e 41 em Slides de Exercicios.
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C.27 Tabela de derivadas
Funcgoes Elementares: exponencial, poténcias, logaritmo
Funcao dominio Funcao derivada dominio
z" (n € N); reR (z") = na" 1, reR
1
" =— (neZ.); z e R\ {0} (") = na™ 1, z e R\ {0}
€T n
1
W (n par); z € [0,00) (x) = —a™ 1 z € (0,00)
n
Yw; (n fmpar) reR (/z) = —am 1, reR
vxP; (p € Z,q € N,) reD (xp/q)’:]—)xg_l, z € D\ {0}
q
% (a € R\ Q) z € (0,00) (z%) = az*! z € (0,00)
(2P) = BxP~1, com os devidos cuidados com os dominios
e, reR (e*) =e", reR
In(z), z € (0,00) (In|z])" = —, z € R\ {0}
In(—z), z € (—00,0)
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Funcoes elementares: trigonométricas e trigonométricas inversas

Funcao  Dominio Funcao derivada Dominio
sin z, r€eR (sinz)" = cosz, reR
cos x, reR (cosz) = —sinx, reR
sec x; (* em apropriados intervalos) | (secx)’ = secx tanx
tan x; (* em apropriados intervalos) | (tanz)’ = sec?x
R; J— R
arctanz, x € R; (arctanz)’ = Tt x €
: Y 1
arcsinz, x € [—1,1] (arcsinzx) = N re(-1,1)
-z
, —1
arccosz, « € [—1,1] (arccos )’ = Vi r e (—1,1)
-
, 1
arcsecr, x> 1 (arcsecz) = ———, z>1
2
v —1

Massa & Peron
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Funcoes elementares: hiperbodlicas e hiperbdlicas inversas

Funcao e seu dominio Funcao derivada e seu dominio
1
smh'z=In(z+vV1+22), z€R sinh™z) = ——, zeR
1
cosh'z=In(z+Va2-1), z>1 (cosh’la:)’ZQ—l, x>1
x J—
14+ v1—2a? —1
sech™' 2 = In (¥), 0<x<1|(sech'a)=——, O<a<l
z xV1 —a?
1 1
tanh™' 2 = 1In (1i—i) .zl <1 (tanh™' 2)" = T2 lz] <1
cotanh™ 'z = L1n Lt lz] > 1 (cotanh™' z)) = ——, |z[ > 1
2 r—1)" 1— %

Pela Regra da Cadeia: se u = u(z) é uma fungao derivavel, entao:

* com devidos cuidados com os dominios! *

d(u™
° (C;;) = nu™
d(a"
° iZC) = a"(lna)u’ (. (e") = e"u')
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_dlnfu) 1
dz u
dlsi
o (scllgu) = cos(u)u’
d
. <Cc(l)§: v) = —sin(u)u’
d(arctan u) 1,
) = u
dx 14 u?
d(arcsin u) 1 ,
. T = mu (Jul < 1)
inh
o W = cosh(u)u’
h
o W = sinh(u)u/

Usando a Regra da Cadeia, podemos obter a regra:

D(F)™) = e (o @) () + o) 20

Massa € Peron SMAS801 - Célculo 1 Calc. Dif. & Int.
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C.28 Derivadas de ordem superior

Seja f : Dy — R derivavel em Dy e p € Dy um ponto de acumulagao de Dy.

e Se existir

f'(t) —
tim O ZFP) g,
t—p t—p
entao dizemos que
m [ é duas vezes derivavel em p,
m L é a derivada segunda de f em p; notagao: f’(p) := L.

e Se o limite nao existir (ou for infinito), dizemos que

f nao é duas vezes derivavel em p.

Podemos entao definir uma nova funcao: a funcao derivada segunda de f :
£ Df” —R: P f”(p>

onde
Dy ={pe Dy : pédeacumul. de Dy e f é duas vezes derivavel em p}

Seja f : Dy — R derivavel k vezes em D¢y e p € Dy um ponto de acumulagao de Dy .

e Se existir
£49(t) — £ (p)

lim =L eR,
t—p t—p
entao dizemos que
m [ ék+1 vezes derivavel em p,
m L é a derivada (k + 1)-ésima de f em p; not.: f&+1(p):= L.

e Se o limite nao existir (ou for infinito), dizemos que

f nao é k + 1 vezes derivavel em p.

Podemos entao definir uma nova fungao: a fungao derivada (k + 1)-ésima de f :
£ Digerny — R p s £ET(p)

onde
Df(k+1) = {p € .Df(k) . p € de acum. de Df(k+1) e f é k+1 vezes deriv. em p}

Dado um conjunto A C Dy C R
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e se f é k vezes derivavel em p para todo p € A dizemos f é k vezes derivavel em A,

e se f é k vezes derivavel em p para todo p € Dy dizemos f é k vezes derivavel.

Exemplo 17. Exercicio 42 em Slides de Exercicios.

C.29 Derivacao implicita
Suponha y = f(z) para alguma func¢ao f : I C R — R. Dizemos que a equagao
F(z,y) =0

define y como funcao de x implicitamente. Se f é diferencidvel, podemos usar a Regra da
Cadeia para encontrar a derivada de f.

Exemplo 18. Assumindo que y = f(z), z € I, e que satisfaz a equacao
Fl,y) = %5 + cos(ay) = 2,

entdo a equagao F(z,y) = 0, onde F(z,y) = y*x + cos(zy) — 2 define y implicitamente.

Exemplo 19. Exercicio 43 em Slides de Exercicios.

C.30 A diferencial

Seja f : Dy — R derivavel em p.
A diferencial de f em p é a fungao (linear)

dfy :R—=R:h— f'(p)h
Pelo que vimos possui a propriedade que

f(z) = f(p) = dfp(x —p) + o(x —p), quando z — p.

Resumo: se existir (real) f'(p) := lim,_,, L ol

e Derwada de f em p: é o numero f’(p).
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e Diferencial de f em p: é a fungdo linear df, : R — R : h — f'(p)h

e Reta tangente ao grdfico de f em p: é dada pela funcao afim

Ty(r) : R =Rz — f(p)+ f'(p)(x —p) = f(p) +dfp(x —p)

C.31 Maximos e minimos
Seja f: Dy - Repe Dy
e p é ponto de maximo global (absoluto) de f (PMA) se
Va € Dy vale f(z) < f(p)
— f(p) é o valor méximo global (absoluto) de f (VMA).
e p é ponto de maximo local de f (PML) se
36 :Va e DyNVs(p) vale f(z) < f(p)
— f(p) é o valor maximo local de f (VML).
e p é ponto de minimo global (absoluto) de f (pma) se
Va € Dy vale f(z) > f(p)
— f(p) é o valor minimo global (absoluto) de f (vma).

e p é ponto de minimo local de f (pml) se
360 :Va e DyNVs(p) vale f(z) > f(p)
— f(p) é o valor minimo local de f (vml).

e p é ponto de extremo (local ou global) de f se for ponto de méximo ou de minimo
(local ou global) de f.
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, M\j

fla)

Fonte: Stewart, Célculo, vol.1. Se f : [a,00) — R, inferimos que a, ¢, e sdo pml, a é pma e b,d PML.

QUAL A RELACAO ENTRE OS PONTOS ONDE OCORRE OS EXTREMOS DE f E A DERIVADA
DE [ NESSES PONTOS?

Teorema (de Fermat). f: Dy - Repe Dy.

Se p € Dy é ponto de extremo, entao
e ou f nao é derivavel em p;

e ou [ é derivavel em p e f'(p) = 0.

Seja f: Dy - Repe Dy

e p é ponto critico (pc) de f se: f é derivavel em p e f'(p) =0 ou f nado é derivdavel em
.

Consequeéncias: Se p € Dy e
® p ¢é ponto de extremo, entao p € ponto critico;

e p ¢ tal que f'(p) # 0, entdo p nao é ponto de extremo.

Exemplo 20. Exercicio 44 em Slides de Exercicios.
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RESUMO: Possiveis pontos de extremo (pontos de Dy):
e pontos interiores de Dy que tenham derivada nula,

e pontos de Dy onde f nao € derivdvel,

e ponto na borda de Dy,

e pontos de Dy onde f nao é continua.

COMO DECIDIR QUANDO UM PONTO CRITICO E UM PONTO DE EXTREMO LOCAL/ABSOLUTO?

Teorema (Teorema de Weiestrass).
Seja f : [a,b] — R continua no intervalo fechado [a,b]. Entao existem

x1,x2 € [a,b] 1 f(z1) < f(x) < f(za), Yz €la,b,

ou seja, f assume o valor maximo absoluto e o valor minimo absoluto.

Se alguma hipdtese do T. Weierstrass nao estd contemplada, a funcdo pode ou nao assumir os valores extremos.

C.31.1 Maximos e minimos absolutos em intervalos fechados

Se f :[a,b] = R é uma funcdo continua no intervalo fechado [a, b]:
1. encontre os pontos p € (a,b) em que f é derivavel e f'(p) = 0;

2. encontre os pontos ¢ € (a,b) em que f nao é derivavel,
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3. calcule os valores de f em cada p e em cada ¢ (valores de f nos pc);
4. calcule os valores de f em a e em b

5. o maior valor entre os valores dos passos 3 ¢ 4 ¢ o VMA de f em [a,b] e 0 menor valor
desses valores é o vima de f em [a, b].

Exemplo 21. Exercicio 45 em Slides de Exercicios.

E QUANTO A0S EXTREMOS LOCAIS?
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C.32 Uso da derivada primeira

C.32.1 Teoremas importantes

Teorema C.32.1 (de Rolle).
Seja f continua em [a,b] e derivavel em (a,b): se f(a) = f(b) entao existe ¢ € (a,b) tal que

f'(c) =0.

Fonte: Stewart, Célculo, vol. 1. A reta tangente ao grafico de f em (¢, f(c)) é horizontal.

Teorema C.32.2 (do valor médio).
Seja f continua em [a, b] e derivavel em (a,b): entao existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) - fla)

fle) ==

T~ Ple, fle))

B(b, flb))
0 a c b X 0 {; cy c, b x

Fonte: Stewart, Célculo, vol. 1. A reta tangente ao grafico de f em (¢, f(c)) é paralela a reta
secante AB.
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Teorema C.32.3 (de Cauchy).

Sejam f, g continuas em [a, b] e derivdveis em (a,b): entao existe ¢ € (a,b) tal que

/()

f(b) — f(a)

g(c)  g(b) —g(a)’

(Geogebra. Na esquerda, as retas secantes A1B1 e A2B2 sao paralelas e as retas tangentes aos graficos
de fegem (c, f(c)) e (c,g(c)) sdo paralelas. Na direita, a reta secante A1B1 de f é mais inclinada

que a reta secante A2B2 de g, e as inclinacao da reta tangente ao grafico de f em (¢, f(c)) é mais

inclinada que a reta tangente ao grafico de g em (¢, g(c)) na mesma proporcao das inclinagdes das

secantes.

Teorema C.32.4 (do valor intermediario).
Seja f : [a,b] — R continua, e seja N € R tal que

fla) > N> f(b)

enté_O eXiSte S (a, b) . f(C) — N (Em particular f assume todos os valores entre f(a) e f(b).)

fb)

fla)

ou fla) < N < f(b)

_“

fla)
L y=fw
N h y=N
g
TN

fib) W

o] 4 b X

Fonte: Stewart, Calculo, vol. 1

_/
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C.32.2 Relacao entre f' e f

Corolario C.32.5.
Seja f continua em [a, b] e derivdvel em (a,b):

e se f'(x) >0 em (a,b), entao f é estritamente crescente em [a,b],

e se f'(x) >0 em (a,b), entao f é crescente em [a, b,

e sc f/(z) <0 em (a,b), entao f é estritamente decrescente em [a, b),
e se f/(x) <0em (a,b), entao [ é decrescente em [a,b],

e se f/(x) =0 em (a,b), entao f é constante em [a, b]

Corolario. Se f e g sao continuas em |a,b|, derivdveis em (a,b) com f'(x) = ¢'(x), para todo
€ (a,b), entao f = g+ ¢ é constante em (a,b).

Exemplo 22. Exercicio 46 em Slides de Exercicios.

Também vale: se f é continua em [a, b] e derivavel em (a, b):
e se f é crescente (ou estr. cresc.) em [a,b] entao f'(z) > 0 em (a,b),

e sc f é decrescente (ou estr. decresc.) em [a,b] entao f'(x) <0 em (a,b).
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C.32.2.1 Teste da Derivada Primeira

Corolario C.32.6 (teste da derivada primeira).
Seja ¢ € (a,b), f continua em [a,b] e derivdvel em (a,b) \ {c}*:

e se f'(x) >0em (a,c) e f'(x) <0em (c,b), entao ¢ é ponto de maximo local;

e se f'(x) <0em (a,c) e f'(x) >0 em (c,b), entao ¢ é ponto de minimo local.

Y y
Filx)=0 /F73% flxy<0 \ ;
/ \ F) {&\\_ _‘%m >0
0 c x 0 - >
(a) Méximo local (b) Minimo local
y y

/ \f‘q 9 <0
flo=0 7

—— fl)<0

//,/' f'[_\‘] -0 . \

0 / Fil X 0 ' 1 X

(c) Nem médximo, nem minimo (d) Nem minimo, nem maximo

Stewart, Calculo, vol. 1.

Exemplo 23. Exercicio 47 em Slides de Exercicios.

3podendo ser ou ndo derivével em ¢
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C.33 Uso da derivada segunda

Notacao: Denotemos por
Tp(z) = f(p) + ['(p)(x — p)
a reta tangente no ponto (p, f(p)) ao grafico de f.

Seja f derivavel em (a,b): dizemos que
e f tem concavidade para cima em (a,b) se
Va,p€(ab), x#p,  vale f(x) >Ty(x);
e f tem concavidade para baixo em (a,b) se

Vx,p€ (a,b), v #p, vale f(x) < Ty(z).

V4 | /f

(a) Concava para cima (b) Cdncava para baixo

Stewart, Calculo, vol. 1.

Teorema C.33.1.
Se f é derivavel em (a,b) e

e f’ é estrit. crescente em (a,b), entao f tem concavidade para cima em (a,b),

e f’ é estrit. decrescente em (a,b), entao f tem concavidade para baixo em (a,b).

C.33.1 Relacao entre " e f

Corolario C.33.2.
Se f é duas vezes derivavel em (a,b) e

e f/>0em (a,b), entao f tem concavidade para cima em (a,b),

e f”<0em (a,b), entao f tem concavidade para baixo em (a,b).
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C.33.1.1 Teste da Derivada Segunda

Corolario C.33.3 (teste da derivada segunda).
Seja f duas vezes derivavel em (p — d,p + ), f'(p) =0 e f” continua em p:

e se f’(p) > 0 entao p é ponto de minimo local,

e se f’(p) <0 entao p é ponto de maximo local.

Stewart, Calculo, vol. 1.
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Definigao: p é dito ponto de inflexao (pi) de [ se existir um § > 0 tal que:

e f é continua em (p — d,p + ), derivavel em (p — d,p) e em (p,p + J), e vale uma das
seguintes:

m [ tem concavidade para cima em (p — §,p) e para baixo em (p,p + ¢),

m [ tem concavidade para baixo em (p — d,p) e para cima em (p,p + 9).
Além disso, se f é derivavel em p, classificamos em
e ponto de inflexao horizontal, se f'(p) =0,

e ponto de inflexao obliqua, se f'(p) # 0.

pontos de
inflexdo

(3.-27)

Stewart, Calculo, vol. 1.

Vale o seguinte:
e se f é duas vezes derivdavel em (p — 0,p+ 9) e p é de inflexdo entao f”(p) =0,

e se f é trés vezes derivavel em (p—4,p+9), f"(p) =0e f”(p) # 0 entao p é de inflexao.

RESUMO: Possiveis pontos de inflexao (pontos de Dy):
e pontos interiores de Dy que tenham derivada de segunda ordem nula,

e pontos de D onde f nao tem derivada de sequnda ordem.
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C.34 Assintotas

Verticais

e 1 = p é uma assintota vertical (AV) do gréfico de f quando:

lim f(z) =00 ou lim f(x) =—0c0
X—p X—p
ou
lim f(z) =00 ou lim f(z)=—-00
x—pTt x—pTt
ou
lim f(z) =00 ou lim f(z)=—00
X—p~ X—p~
Horizontais

e y = L é uma assintota horizontal (AH) do gréfico de f quando:

lim f(zr)=L ou lim f(z)=1L

X—+00 X——00

Obliquas
e y = mx + b é uma assintota obliqua (AO) do gréafico de f quando:

lim [f(z) —(mz+n)]=0 ou lim [f(z)— (mzx+n) =0

X—4-00 X——00

e determine m, caso exista, por:

T
m = lim M ou m= lim —~%
X—+oo I X——00 U

e calcule

n= lim (f(x)—mz] ou n= lim [f(z)—ma

e sen<ooem##0,aretay =mz+néAO.

esen<ocoem=0,aretay =mz+né AH.

Exemplo 24. Exercicio 48 em Slides de Exercicios.
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C.35 Regra de 1 "Hopital

Teorema (Regra de 1"Hopital).
Sejam f, g derivaveis e ¢'(z) # 0 no conjunto (p — d,p+9) \ {p}.
Se
lim f(z) = lim g(z) =0 ou lim f(z) = lim g(x) = £o0

T—p T—p T—p T—p

3 1im L)
a—p ¢ (gj)
entao
3 lim @ =1L.
z—p g()
OBS:

e A regra de 'Hopital vale se L € R ou L = +00 ou L = —o0;

e A regra de I'Hopital vale também para limites do tipo  — p* ou # — +o0.

Exemplo 25. Exercicio 49 em Slides de Exercicios.
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C.36 Polinomio de Taylor

Lembrando:
Se existe f'(p) entdo a reta tangente ao grafico de f em (p, f(p)) é dada pela fungao (ver
Definigao C.24.1)

e satisfaz

E,(x) :=f(x) — Tp(x) = o(x — p) quando x — p, (C.36.1)
isto é,
T,(z) € o tnico polinomio de grau no mdzimo 1 que satisfaz (C.36.1) e tal que

T,(p) = f(p),  T,(p)=f(p),

Pergunta 1) Se f é k vezes derivavel em p, existe polinomio 7" de grau no maximo k tal
que ' '
T(J)(p) = f(J)(p) para todo j=0,....k ? (C.36.2)

CASO k= 2:

Se existem f'(p) e f”(p), entao existe polindmio T de grau no méximo 2 tal que
T (p) = f9)(p) para todo j=0,1,2 ?

isto é, exitem ag,a1,as € Re

T(x) = ag + ay(x — p) + as(z — p)?

tais que
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CASO k= 2:

o T'(x) =ag+ ai(x — p) + az(z — p)? tal que:

m T'(p) = f(p) = | a0 = f(p)

T'(z) = a1 + 2a2(x —p) = | a1 = f'(p)

m T"(p) = f"(p):
T%@=2@=$¢h:f%@
TJ%JJ = f(p) + f'(p)(x — p) + w(m —p)?

2

Resposta 1) SIM: de fato, existe um tunico polinémio de grau no méximo k satisfazendo
(C.36.2) que é dado por:

P (p)
il

T (@) = 1)+ F @)@ —p) + L@ -2+ TP g

(z —p)*,

chamado de Polinémio de Taylor de ordem £k, da funcao f, no ponto p.
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Pergunta 2) Vale uma propriedade andloga a propriedade (C.36.1):
f(z) = T,(x) := E,(x) = o(xr — p) quando  — p

, para o polinomio de Taylor de ordem k?

CASO: POLINOMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2:

o Ey(x) = f(z) - Tf2',p

o lim 22(2)
T=op L — P
/ f"(p)
im 22 gy f@) — 1)~ Fp)le —p) ~ (e —p)? =0
T—=p T —P z—p v —p
e lim Ep(x) 0 Ep(l’) 0((x _ p)2)’ T p

T}, é o tinico polinémio de grau no maximo 2 tal que

f(x) =T7,=Ey(z), com lim £y (@) =0.

T—p (x — p)2

Resposta 2) SIM:
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Teorema (P.d.T. com resto de Peano).
Se f é k vezes derivavel em p, entao

f(a) = Tf,(x)

li =0.
s (@w—p)t
Em outras palavras,
E,(x) :=f(x) — Tf,(x) = o((x — p)¥) quando x — p. (C.36.3)

Além disso, T}“p(x) é 0 Unico polindmio de grau no maximo k com esta propriedade.

Nota.

1. E,(x) (que depende da ordem k) é o erro que se comete quando usamos o valor do
polinomio de Taylor T}“,p de ordem k avaliado em z, T]’f,p(:z:), para obter uma aproximacao
do valor da fungao f em z, f(z).

2. Por (C.36.3), podemos inferir:

(a) para x € Dy, menor é o erro cometido na aproximagao de f(x) quanto maior ¢é a
ordem do polinémio de Taylor usado;

(b) quanto mais proximo x estd de p, menor é o erro cometido na aproximacao de f(x)
quando utilizado um polinémio de Taylor de dada ordem.

T
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Pergunta 3) Vale alguma propriedade sobre o erro £, ? O erro é conhecido?

o By(2) = f(x) -1,
o Bx) = f'(x) - f'(p).

El(x) = f"(x)
o ha) = (x - p)’

) — Ey(p) T.Cauchy
h(x) = h(p)

Ele € (p7w)

E;(lj) - Eglo<p) T.Ca:uchy
W (x1) — W (p)

3ze(p,x1)

f"(x)

CASO: POLINOMIO DE TAYLOR DE ORDEM 1: QUEM E E,(z) ?

»(@) = f(x) — f(p) — f'(p)(x — p)

B (1)

P

W(x1)

E!(z)

P

W'(z)

= | Blw) = ()

Resposta 3) SIM. NAO

Teorema (P.d.T. com resto de Lagrange).

Se, para um ¢ > 0, f é k + 1 vezes derivdvel em Vs(p), entao dado z € Vs(p) \ {p} existe
¢: € (p,x) (resp. ¢, € (z,p) se v < p) tal que

(k+1) (¢
B () = (o) = Thy (@) = L)

(k " 1)! (:E _p)k:—H )
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Nota.

1.

Os polindmios de Taylor podem ser usados para dar aproximacgoes dos valores da fungao
numa vizinhanc¢a de um dado ponto p:

f(2) = Tf,(2), w=p.

. Se k=0, o Teorema do P. de Taylor com resto de Lagrange ¢ o T.V.M:

flx) =17 ,(x) = f(z) — f(p) = (z —p).

Se as derivadas até ordem k41 de f sao limitadas numa vizinhanca de p, podemos usar o
Teorema do P. de Taylor com resto de Lagrange para ter uma estimativa do erro E]’jH:

Se | f*+1(x)] < M, para todo x € Vs(p) \ {p}, entdo

M
(k+1)!

B, ()] < o —pI", 2 e Vs(p) \ {p},

Exemplo 26. Exercicio 50 em Slides de Exercicios.

C.36.1 Alguns exemplos de Polinomio de Taylor

C.37 Integral de Riemann

C.37.1 DMotivacgao

QUAL A AREA DA REGIAO LIMITADA PELAS CURVAS:

Simulacao de valores aproximados da area da regiao:
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& :

Fonte: Stewart, Célculo, vol. 1 (Caso f > 0)

C.37.2 Caso (I): Integrais definidas
f:a,b] = R limitada (com [a,b] C R limitado)

Particao de [a,b]: é um conjunto finito de pontos da forma:
P={xp,...tn: a=29 <1 <T3<.. <Tp1<z,=D>0}.

A = x; — T |P|| ;== max{Ax:i=1,...,n}, & € [r;_1, ]
Defina a Soma de Riemann (irregular) (regular ) (Wikipédia):

n

> fE)Aw

i=1

Counsidere o limite
n

lim Y f(&) A

P —0 “<—
=1

e quando o limite acima existe, ¢ um nimero real L € R, e é independente da escolha
dos pontos & em [z;_1,x;], isto é:

Ve > 0,30 > 0; VP, ||P|| < 9,VE € i1, z;], temos <e,

Y fE)Ar—L
=1

dizemos que

m f é Riemann integravel no sentido préprio em |[qa, ],

m L é a integral definida (de Riemann) de f em [a,b]:
b
L= / f;
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e se tal L nao existir (ou depender da escolha dos £'s), dizemos que

m f nao é Riemann integravel em [a, b].
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Area
e Seja R C R? a regiao do plano definida por
R={(z,y) eR*: z€lab], 0<y< f(a)}

onde f : [a,b] — R é limitada, integrével e f > 0. Entao,

/abfzo

AR) = /abf

Observacao: Estamos interessados em estudar quando uma dada funcao é “integravel em
um dado intervalo /”e como encontrar sua integral em [.

e a area da regiao R é dada por

Neste curso, integrabilidade ¢é mno sentido de Riemann, e entao dizer que
“f é integravel” é equivalente a dizer que “f é Riemann integravel”.

Primeiro estamos considerando o caso em que f é uma funcao limitada definida em
intervalo / fechado e limitado: neste caso, dizemos que f é (ou ndo) Riemann integravel
no sentido proprio em I. Neste contexto aprenderemos a encontrar sua integral em [ cha-
mada usualmente de integral definida de f em I.

Quando também considerarmos os casos em que a funcao f pode ser nao limitada em
I ou pode estar definida em intervalo / nao limitado, entao diremos que f é (ou nao)
Riemann integravel no sentido impréprio em I. Também aprenderemos a encontrar a
integral de f em I, chamada usualmente de integral impropria de f em [.

Definigao C.37.1. Se f é integrdvel em [a, b], definimos

a b a
/f::—/f e / =0.
b a a
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C.37.3 Propriedades

e se f : [a,b] — R élimitada e integrével, e g : [a,b] — R é tal que o conjunto {x € [a,b] : f(x) # g(z)}

contém um numero finito de pontos, entao g é integravel e f; f= fab g.

Sejam f, g : [a,b] — R fungdes limitadas e integraveis em [a, b]. Entao

e af + (g é integravel em [a,b] e

/ab(af+ﬁg)=a(/abf) +B</abg) Ya,fER,

e |f| é integravel em |[a,b] e

/abf‘s/abw

e fg é integravel em [a, b,

e Se f > g em [a,b], entao

Seja f : Dy — R limitada.
e Se [a,b] C Dy e f ¢ integravel em [a,b] e [, 8] C [a,b], entao f é integravel em [a, 3].

e Se [a,b],[b,c] C Dy e f é integravel em [a,b] e em [b, c|, entao f é integravel em [a, |

e vale /f_/ f+/

De fato, pela Definicao C.37.1, a propriedade acima vale para quaisquer ordem de a, b, c.
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Exemplo 27. Exercicios 63 e 64 em Slides de Fxercicios.

C.37.4 Integrabilidade

Se f é limitada em [a,b], entao f é integravel em [a,b]?

0, xeR\Q
1, €@

f:[0,1] = R dada por f(z)=

Quando f (limitada) é integravel em [a,b]?

Teorema C.37.2 (integrabilidade das continuas).
Se f é continua em [a,b] entao f é Riemann integravel em [a,b].

Teorema C.37.3 (integrabilidade das continuas por partes).
Se f:[a,b] — R é limitada e continua exceto possivelmente em um nimero finito de pontos,
entao f é Riemann integravel em |a,b|.

Como calcular a integral definida de f?
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Sejam [ um intervalo aberto em R e F' : I — R uma funcao derivavel. Se F' = f em [
dizemos que F' é primitiva de f em [ e vale:

e se F' é uma primitiva de f em I entdo F' + ¢ (V¢ € R) também é

e se F, G sao primitivas de f em [ entao F' — G = constante.
Escrevemos

/f:F+c, ceR.

f = integral indefinida de f = “a primitiva na forma mais geral’de f = a familia (con-

junto) de todas as primitivas de f (num certo intervalo fixado)

/(af+ﬁg)=a/f+ﬁ/g, Va, 3 € R.

Exemplo 28. Exercicio 66 em Slides de Exercicios.

C.37.5 Tabela de primitivas e derivadas

Acesse

C.37.6 Teorema Fundamental do Calculo, partes 1 e 2

1° Teorema Fundamental do Calculo

Sejam f : [a,b] — R continua e [a,b] C I. Se F': I — R é uma primitiva de f em [a, b]. Entao,

Exemplo 29. Exercicio 67 em Slides de Exercicios.
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Teorema do Valor Médio para integral ou Teorema da Média Integral
Se f:[a,b] = R é limitada (m < f < M em [a,b]) e integravel, entao

b
omgff<M
b—a

e se f é também continua, entdo existe ¢ € (a,b) tal que

f
—bfa— o f(c) (chamado Valor Médio de f em [a, b])

2° Teorema Fundamental do Calculo

Sejam f : [a,b] — R continua e ¢ € [a, b]. Defina a fungao integral F. : [a,b] — R por

/ f(t) x € |a,b)].

Entao,
e F, é derivavel em |a, b

o F!=fem |a,bl], (i.e, F. € primitiva de f em [a,b]).

Atencgao:
b
. / f é um nimero,
a

° / f €é uma familia de fungoes,

° / f é uma funcao.
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Derivacao da funcao integral

Sejam f : [a,b] — R continua (logo integravel em [a,b]) e ¢ € [a, b].

Seja
F:[a,b]—)R:xH/ f

Entao vale F/(x) = f(x) para todo z € [a,b]. (2° TFC)

Agora seja
G:[a,b]—>R:x»—>/ f

Entéao vale G'(x) = —f(x) para todo z € [a, b].

Agora seja g : o, 8] — [a, b] derivavel e
G: o, > R:x— /

Entao vale G'(x) = f(g(x))g'(x) para todo z € [,

Agora sejam g, h : [a, 8] = [a, b] derivéveis e
g(
G:[a,ﬁ]—ﬂR:x»ﬁ/
h

Entao vale G'(x) = f(g(x))g'(x) — f(h(x))h'(x) para todo z € [«, A].

Exemplo 30. Exercicio 68 em Slides de Exercicios.
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C.37.7 Area

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como
R={(z,y) €R*: z€a,b, 0<y< f(a)}

onde f : [a,b] — R é limitada, integravel e f > 0.
Entao a drea da regiao R é dada por (defini¢ao)

b
AR:/f

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como
R={(r,y) eR*: w€la,b], f(zx)<y<0}

onde f : [a,b] — R é limitada, integravel e f < 0.
Entao a area da regiao R é dada por
b
Agr = — / f

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como
R={(z,y) eR*: z€lab], 0<y< f(z)ou0d>y> f(z)}

onde f : [a,b] — R ¢ limitada e integréavel.
Entao a area da regiao R é dada por
b
An— [ I
a

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como

R={(z,y) eR*: z€la,b], f(z)<y<g(x)}

onde f, g : [a,b] — R sdo limitadas, integraveis e f < g.
Entao a area da regiao R ¢ dada por

b
AR:/g—f
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e Seja R C R? uma regiao do plano definida como

R={(z,y) eR*: w€lab], f(z)<y<g(r)ouglx)<y< fla)}

onde f, g : [a,b] — R sdo limitadas e integraveis.
Entao a area da regiao R é dada por

ARz/ab|g—f|=/ab|g<x>—f<x>|dx

W 4 d

e Seja R C R? uma regiao do plano definida como

R={(z,y) eR?*: yele,d, é(y) <z <ty outp(y) <z <oy)}

onde ¢, ¢ : [c,d] — R sao limitadas e integraveis.
Entao a area da regiao R ¢é dada por

AR=/Cd|w—¢>|Z/cdltb(Y)—cb(Y)ldy

i I I
T T T T
-15 -10 /57\ 5 10 15

Massa € Peron SMAS801 - Célculo 1 Calc. Dif. & Int.



Calculo I, 18 de agosto de 2023 C.99

Exemplo 31. Exercicio 69 em Slides de Exercicios.

Massa € Peron SMAS801 - Célculo 1 Calc. Dif. & Int.



Calculo I, 18 de agosto de 2023 C.100

C.38 Volumes e Superficies
Seja f : [a,b] — R continua, com f > 0, e seja
R = {(m,y) cR*: z€ab], 0<y< f(x)}

O Volume do sélido de rotagao obtido quando a regiao R roda ao redor do eixo 76

b
Vyz/ 7f*(x) dx

O Volume do sélido de rotacgao obtido quando a regiao R roda ao redor do eixo 7 é
(assuma a > 0)

b
ng/a 2rxf(x) dx

Seja f : [a,b] — R continua, com derivada continua, e seja v a curva dada pelo gréfico de f
O comprimento de  é

o= [ VT TP

A area da superficie de rotagao obtida quandoy roda ao redor do eixo 76 (assuma

f=0)
b
Az :/ 21+ f'(x)?f(x)dx

A drea da superficie de rotacao obtida quando = roda ao redor do eixo 7 é (assuma
a>0)

b
Agz/ 2rx/1+ f(z)? dx
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C.39 Posicao, velocidade e aceleracao

Sabemos que se s(t) descreve a posi¢do de uma particula sobre uma reta em fungdo do tempo
entao

e v(t) := §(t) representa a velocidade,
e a(t) :=/(t) = s"(t) representa a aceleragao,
Isso significa que
e s é uma primitiva de v, logo (TFC) s(t) — s(tg) = j;to v;
e v é uma primitiva de a, logo (TFC) v(t) — v(ty) = ffi a;

Obtemos entao as formulas

e v(t) =v(to) +/ a(r)dr,

to

e s(t) =s(to) + /tv(e) df = s(to) + /t [v(to) + /9 (a(r) dr)] de.

Jto Jto Jto

Podemos também definir o espago percorrido entre t; e ¢ como

elto, t) = /t v(6)| df.

C.40 Técnicas de Integracao

C.40.1 Linearidade

Sejam f, g fungoes continuas. Entao,

/(aerﬁg)dx:a(/f)Jrﬁ(/g).

Na integral definida:

[rorssmaeea( ) o( )

Massa € Peron SMAS801 - Célculo 1 Calc. Dif. & Int.



Calculo I, 18 de agosto de 2023 C.102

C.40.2 Substituicao (mudanga de varidvel)

Sejam f continua e g continua com derivada continua. Entao,
[ Hex)g (x)dx = Flgx)).  onde F(w) = [ tuydu

C.40.2.1 Interpretando como mudanca de variavel:

Definigao C.40.1. Seja f uma fungao derivavel em um intervalo aberto I e y = f(z), z € 1.
A diferencial da variavel independente x é uma variavel independente:

dr =h, VheR,
e a diferencial* da funcao f ¢ a funcao df : R — R dada por:

df, = df.(dx) = df,(h) = dy := f'(z)dx, dx=h¢€eR.

T f'(z) = tana = B
— dx

|RS| = f(z)dx = dy

A inclinagdio da reta tangente PR € a derivada f'(x). Assim, a distncia direta de S to R é
f'(x) dx = dy. Consequentemente, ey representa a distincia que a reta tangente sobe ou desce
(a variagdo na linearizagiio), enquanto Ay representa a distincia que a curva y = f(x) sobe ou

Fonte: SteWart, CélClllO, VOl. 1: ) desce quando x varia por uma quantidade dx.

- substituimos g(z) = u e du = ¢'(x)dx,
- calculamos a primitiva de f
- substituimos de volta u = g(x)

[ e xax = [

u=g(x)

4Veja também Secio C.30
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Na integral definida:

b b
[ 16endes = F@)| . onde P = [ s

Interpretando como mudanca de variavel:

- substituimos g(z) = u e du = ¢'(x)dx,

r=a= u=g(a)
r=b= u=g(bh)
9(b)

- substituimos os extremos de integra¢ao, mantendo a ordem: {

g(b)

/ fo@)gd@de= [ fuydu=  F(u)

g(a)

u=g(a)

Exemplo 32. Exercicios 70 a 72 em Slides de Exercicios.

Sites conhecidos que calculam primitivas:
Integral Calculator; Wolfram Alpha; Symbolab

Cuidado com os resultados!
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fQSin['!]T\’;;l ¥ yg 2l _ Sl::cos?'{::l 1)
|:| . ol = 3
Passos

2sin(¢) [ 9

_ﬂ] xV 4 o d

Aplicar integracdo por substituicdo

_A-sn’(e) oy "
on 2sinle) 2 ;

fD fD e V44— dm‘?liﬁTﬂrT (Decimal:  16.75516...)

Remover a consktante: fﬂ flx)dc=a- fﬁv Jdx

[ Passos
. 4sin”(7) —
T 9 -’j Vudu foﬂ 2sial) PV 4 — " drdr
Aplicar a regra da poténcia foﬁsin(t)? 12 g _S(CQSEg;]—l}
|- 5 34 — Az
0o\ 3 t
- . et 2
Simplificar 4 — 4sin (£): 4cos™(z) 2 gleosd(e) =1) |, _ 167
b f =3
N -
= _ll-iulrkcos (2) _ 167
2L 37 Ja 3

Calcular os limites: ?cosgtt} ?ﬁ
. 1 3[ 16 -
= | =2 i
2( geos” (1) — 3 )
Simplificar

5 8(1:053(3:1 — 1,]
3
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C.40.3 Integracao por partes

Sejam f, g fungoes continuas e derivaveis com derivadas continuas. Entao,

Filme: Vivir dos veces (Live Twice, Love Once) personagem principal ensina que a regra
se lé:
“‘an dia vi una vaca - vestida de uniforme”
Karina, Colombia diz que o lado direito da igualdade se lé:
“‘una vaca no se viste de uniforme”

Na integral definida:

b ’ b
/ fOdwd = | f)at)| - / g(t) £'(t) dt
« dv Y\u// a ¢ \u// du

— f()g(b) — f(a)gla) - / o(t)f(t) dt .

Exemplo 33. Exercicios 73 a 74 em Slides de Exercicios.
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C.40.4 Substituicao Trigonométrica/Hiperbdlica

Usada quando aparece no integrando termo de uma das formas v/+a? + 22 (a > 0), se nao tiver
substituicao melhor!

1. Va2 —2%: x=asing, 60e€|-n/2,7/2|, dr = acosbdb:

2| <ae=-1<2<1

Q
(S

2. Va2 +a?:
er=atanf, 0¢€ (—7/2,7/2), dx=asec’0Odb:

z e R

e r =asinh(t), t€R, dxr=acosh(t)dt

sinh(t)

z e R
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3. Va? —a?:

e r = asecf, com o ; dx = asecftan0do:

|x|2a<:>§210u£§—1 ———
a a J

e v = tacosh(t), t>0, dr= +sinh(¢)

|x|2a<:>£210u£§—1
a a

Atencao: o célculo de algumas integrais que pode ser bastante longo quando usado subs-
tituicao trigonométrica pode ser bastante simples quando utilizado funcao hiperbdlica. Fique

-~
) )

C]®
atento! =

Exemplo 34. Exercicios 75 a 79 em Slides de Exercicios.
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C.40.5 Fracoes Parciais

Aplicavel quando o integrando é uma funcao racional na forma:
P(x)
Q(x)’

onde o polinémio () pode ser decomposto em fatores lineares e/ou quadraticos irredutiveis
(distintos ou com repetigoes):

grau(P) < grau(Q),

Q(x) = (a12 + by)* (agw + by)*2 .. (a2 + b)) (a2 + bz + 1) ... (au? + b + ¢,)™

Neste caso, existem unicas constantes A;, B; de modo que se pode decompor a fracao P/Q da
seguinte forma:

P(x) Af A AL,
== + 2 + “ .. _'_ —k
Q(x) (a1 +b1)  (arz+0y) (a1 + by)M
R W E— TR S
(a,x +b,) (a,x+b)2 (a,x + b, )kr
Bix + C} Byx + C} Bl x+C

+ + ...+
(a2 +bix+c1) (@22 + bz + ¢p)? (a12% 4+ bix + 1)

Biz+ C} Bir + Ci N N Blx+C!,
(a2 + b 4+ ¢3)  (aga® +box + )2 (ayx? + by + ¢)%t

Note: para o termo na decomposicio de () que aparece k; (ou r;) vezes, tem-se k; (ou r;)
“fracoes parciais” relativas a esse termo.

Resumindo, relativo ao termo linear que aparecer r vezes (ax + b)" temos que escrever a

soma das r fragoes:
Aq A, Ay

ax+b  (ax+b)? T axtb)

relativo ao termo quadrdtico irredutivel que aparecer r vezes (ax? + bx + c)* temos que
escrever a soma das r fragoes:
B1X + C1 4 BzX + C2 i 4 BrX + Cr
ax?+bx+c (ax2+bx+c¢)2 = (ax®+bx+c)
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Note que:

1. (a # 0) substituigao e logaritmo:

A U=ax—+o A
/ dx H—/(z’u——1n|am+b|+k ke R.
ar +b

2. (a # 0) substituic@o e poténcia:

A u=azx+b Al A 1
—d = —[u"du=— k, keR, > 2).
/ (ax + b)" v a / oAy (—n + 1)(ax + b)"1 M €R, (n22)

3. (a>0)

Bx+C Bx+C Bu—i—C
—Fdr = ~dr =
ax? +bx + ¢ +c \/_ u2+c
= / ! / du
NG u2+c \/5 w4eé o
onde & = b/2\/a, ¢ = (4ac — b*)/4a > 0, B = B\/a, C = C — Baa/+/a,

e substituicao e logaritmo:

B v=u? (73 "1 B ~
/ Lo —/(lzr:—ln|u2+c|+k
u?+¢é 2] v 2

e substituicao e arco-tangente:

/ 5 = —/ du =" T/ S dv = E/Earctan (%) + k.
U +C w c) vP+1 ¢ NG

7
Logo
Bx+C B g b/2
/de:—ln|ax2+bx+c|+~iarctan v+ b/2va +k
ax? +bx +c 2 éva (4ac — b?) /4a

4. Um roteiro para integrais na forma

/( Bx+C A (n>2)

ax? + bx + c)

pode ser encontrado na lista de exercicio do Prof. E. Massa aqui.
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Quanto mais integrais vocé resolver mais habilidade com as técnicas voceé terd!

Exemplo 35. Exercicios 80 a 84 em Slides de Exercicios.

C.41 Dicas de integracao do Prof. Eugenio Massa:

C.41.1 Alguns produtos, trigonométricas e hiperbdlicas

e produto z"h(z) onde conhega primitivas de h:
integre por partes pondo g(z) = z", assim na integral que sobra terd ¢'(z) = nz" '...
continuando até eliminar a poténcia.
Funciona para x™e*, z" cos(z), ....

Exemplo:
f x2e® dr = x%e® — f 2xe” dr = x2e® — 2xe® + f 2e* dx =
= 2% —2xe” + 2"+ k, kER

e produto z"h(z) onde h tem derivada racional:
integre por partes pondo g(z) = h(x), assim na integral que sobra terd apenas uma
racional.
Funciona para ™ In(x), =™ arctan(x), ....

Exemplo:

[2?In(z)dr = 2*In(x)/3 — [(2/3z)dx = 2*In(x)/3 —2?/9+ k, k€ R
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e quadrado de trigonométrica ou hiperbdlica:
integre por partes e depois use identidades...

Exemplo:

[ Ch*(z)dz = Sh(z)Ch(x) — [ Sh*(z) dx =

= Sh(z)Ch(x) — f(C’hZ(x) 1)dx

logo 2 [ Ch*(z)dx = Sh(z)Ch(x) + [1dx = Sh(z)Ch(z) +x+ k, k € R

e trigonométrica com exponencial:
integre por partes duas vezes e leve do outro lado...
Funciona também para Sh(z) cos(z), ...

Exemplo:

[ e*cos(z) dz = e®sin(z) — [e”sin(x) dz =

= e”sin(z) — [e"(—cos(z)) — [ €"(— cos(x)) da]

logo 2 [ e” cos(z) du = e”sin(x) + e” cos(z) + k, k € R

e substituicao trigonométrica ou hiperbdlica: quando aparece o termo +/+a? + z2,
se nao tiver substituicao melhor:
m no caso va? — 2?2, substitua x = asin(t), t € (—n/2,7/2);
m 1o caso va? + z2, substitua x = a Sh(t), t € R;
m no caso V2 — a?, substitua x = £a Ch(t), t > 0.

isso leva a eliminar a raiz usando relagoes trigonométricas-hiperbodlicas.

Exemplo:

f\/4+x2dx:(x—25h() dr = 2Ch(t J /AL + Sh?(t)2 Ch(t
= [ VACR2(t)2Ch(t)dt = [ACKA(t)dt =

Alernativa:

Também pode funcionar integrar por partes:

x $2
JVA+2de =aVita? — [o s dr=avd+a? - [ o det [ Lsde
agora a primeira integral é igual ao lado esquerdo, a segunda é imediata (SetSh)
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-
e Caso [z" (V=+a® £ 2?) '
m Se n é par use a substituicao trigonométrica ou hiperbdlica acima.
m Se n é fmpar, também as substituicoes y = +a? + 2% ou 2 = V+a? £ 22 podem

funcionar.

Exemplo:

[23VI+a2de = (y =9+ 27, dy=2¢cde) [(y—9)/ydy/2=
= [(y*? = 9/y)dy/2 = ...

[2*VI+a?de = (2 =9 +2? 2:dz= 2z dx)

[(z* = 9)z2dz = [(z* = 92%)dz = ...

C.41.2 Casos que podem ser reduzidos a funcoes racionais

Seja R[a,b,..] uma fungdo racional nas variaveis a, b, ..

e [Rsin(x)] cos(x)dx = [ R(t)dt pondo t = sin(z).
O mesmo funciona para R[cos(x)] sin(x) dr e andlogos hiperbdlicos.
também os casos R[sin(r),cos(x)?] cos(z) e andlogos encaixam pois pode ver como
R[sin(z), 1 — sin(z)?] cos(z)

Exemplo:
in(z)? — 3si t* — 3t
/ sm(.x) sin(z) cos(x) dx = / ———dt
1 —sin(x) 4 cos?(x) 1—t+1—1¢2

e [ R[sin(z),cos(z)] dz sempre pode ser tratada da maneira seguinte (mas deixar como
ultima tentativa, pois as contas sao feias!)
ponhat = tan(x/2), assim sin(z) = 2t/(1+t?), cos(x) = (1—t?)/(1+t?) e dz = 2dt/(1+t?).
Para o caso [ R[Sh(x), Ch(x)]dx ponhat = Th(xz/2), assim Sh(z) = 2t/(1—t?), Ch(z) =
(1+12)/(1 —t?) e de = 2dt/(1 — 1?).

Exemplo:

/ sin(z)? — 3 cos(z) dp — / 482 /(14 t%) — 3(1 — %) 2dt
1 —sin(x) + cos(z) v 1—2t4+(1—1t2) 1+¢
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o [sin"(z)cos*(z)dzx, (n, k€ Z):

m sen ou k € impar, substitua a outra:

Exemplo
[ sin®(z) cos” )d:c = (t = sin(z), dt = cos(z) dz)
[t —¢*)3dt =
m se ambas sao par, use as formulas de duplicacao para baizar o grau:
Exemplo

[ sin®(z) cos®(z) dz = [(1 — cos(2x))/2 - (1 + cos(2x))/2dx =
= [(1 — cos?(2x))/4dx = ...

e [sin(nx)cos(kz)dxr ou [ sin(nz)sin(kz)dxr ou [ cos(nz)cos(kx)dx:
use férmulas trigonométricas
Exemplo:

[ sin(nz) cos(kz) dv = [(sin(nz — kz) + sin(nz + kz))/2dx =

C.42 Caso (II): Integrais improprias

C.42.1 Intervalo [ nao fechado limitado e f nao limitada em [

Seja f : (a,b] — R tal que para todo § > 0, a funcao f|,4; seja limitada e integravel
em [a+ 0,b].

b

e se existir lim f =L € R entao dizemos
0—0t at+o

m f ¢ (Riemann) integravel em [a,b] em sentido generalizado (s.g.) (ou
improprio). (A integral converge).
m L é aintegral em sentido generalizado (ou a integral imprdpria) de f em [a, b]:
(notagao f: f
e se o limite nao existir ou for infinito entao dizemos [ nao é integravel em [a,b] em

sentido generalizado (ou imprdprio). (A integral imprépria nao converge, ou
ainda, diverge).
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2 ?

- = -

Analogamente, scja f : [a,b) — R tal que para todo § > 0, a funcao f|, ;s seja limitada
e integravel em [a, b — 0].

b—5
e se existir lim f =L € R entao dizemos
=0t J,

m f ¢é (Riemann) integrdvel em [a,b] em sentido generalizado (ou impréprio). (A inte-
gral converge).

m [ ¢é aintegral em sentido generalizado (ou impréprio) de f em [a, b]: (notagao fab 1)

e se o limite nao existir ou for infinito entao dizemos f nao é integravel em [a, b] em sentido
generalizado (ou impréprio). (A integral imprépria nao converge — ou, diverge).

Exemplo 36. Exercicios 85 a 86 em Slides de Exercicios.

C.42.2 Intervalo nao limitado

Seja f : [a,00) — R tal que para todo M > a, a fungao f|(, ) seja limitada e integravel
em [a, M].

M
e se existir lim f =L € R entao dizemos
M—+o0 J,

a

m [ é (Riemann) integravel em [a, c0) em sentido generalizado (ou imprdprio).
(A integral converge).

m L é aintegral em sentido generalizado (ou imprdprio) de f em [a, o0): (notagdo

[0,
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e se o limite ndo existir ou for infinito entdo dizemos f nao é integravel em [a,o0)
em sentido generalizado (ou impréprio). (A integral imprdpria nao converge — ou,
diverge).

Analogamente, seja f : (—oo,b] — R tal que para todo M < b, a funcdo flnay seja
limitada e integravel em [M, b].

b

e se existir lim f =L € R entao dizemos
M——oco Jur

m f ¢ (Riemann) integravel em (—oo,b] em sentido generalizado (ou impréprio). (A
integral converge).
m L ¢ a integral em sentido generalizado (ou impréprio) de f em (—oo,b]: (notacdo

.

e sc o limite nao existir ou for infinito entdo dizemos f nao ¢ integravel em (—oo,b] em
sentido generalizado (ou impréprio). (A integral imprépria nao converge — ou, diverge).

Exemplo 37. Exercicios 87 a 88 e 89° em Slides de Exercicios.

Caso geral
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C.42.3 Caso geral
Seja f: Dy - Re AC Dy

e se A pode ser decomposto em um numero finito de intervalos como os acima
tais que f seja integravel em sentido generalizado em TODOS ELES, entao dize-
mos que f é (Riemann) integriavel em A em sentido generalizado (ou imprdprio).
(A integral imprdpria converge). Dizemos entdo que a integral generalizada de [ em
A é a soma das integrais em cada intervalo

e caso contrario, dizemos que f nao é integravel em A em sentido generalizado
(ou impréprio). (A integral imprdpria nao converge).

Figura 5: f_Jr;o f é convergente quando ambas integrais f_boo fe fb+°° f sao convergentes

[os= L oo [
//
aC

o

) -
[e]

Figura 6: fj;o f € convergente quando TODAS as 4 integrais: ffoo fe f:f e fbcf e f:oo f sao
convergentes
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C.43 Teoremas de comparacao

C.43.1 Teorema do Confronto

Teorema (Teorema do confronto para integrais impréprias). Sejam f,g : (a,b] — R
tais que para todo 6 > 0, as fungoes f, gljatsp) sejam limitadas e integraveis em [a + 6, b].
Se 0 < f<gem (a,b] entao:

e se g é integravel em s.g. em [a,b] entdao f também é integriavel em s.g. em

la, b], e vale
b b
OS/ fS/ g

e se [ nao é integravel em s.g. em [a,b| entdao g também nao o é.

Um resultado andlogo vale nos outros 3 casos.

Observe que se [ > 0, entao a funcgao

¢ nao negativa mondtona crescente e

L>0
b b
pu— 1' p—
/a f ‘5l>r(§l+ a+6f ot
+00,

ou seja, o limite nao pode nao existir.
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C.43.2 Teorema do Confronto com Limite

Teorema. Sejam f,g : (a,b] — R tais que para todo 6 > 0, as funcées f,g|arsp se€jam
limitadas e integrdveis em [a + 6,b]. Sejam f,g > 0 em (a,b| e

lim m = L.
x—at g(x)
Entao,

b b
e L € R\ {0} = / fe / g tém o mesmo carater: ambas convergem ou ambas

divergem.

b b
/ g converge —> / f converge
a a

e L=0e

b b
/ f diverge = / g diverge
a a

b b
/ f com;erge:>/ g converge
a a
e L=+ e

b b
/ g diverge = / f diverge
a a

Um resultado andlogo vale nos outros 3 casos, avaliando os limites para v — b, r — 400,
T — —00, respectivamente.
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C.43.3 Funcao absolutamente integravel

Teorema. Seja f : (a,b] — R tal que para todo § > 0, a fungdo flaisp seja limitada e
integravel em [a + 0, b].

e Se |f| € integravel em s.g. em [a,b] entao f também é integrivel em s.g. em [a, b],

e vale , ,
[ = [

Um resultado andlogo vale nos outros 3 casos.

Se |f| é integravel em s.g. dizemos que f é absolutamente integravel em s.g. (absolu-
tamente convergente).

Exemplo 38. Exercicios 90 a 94 em Slides de FExercicios.
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C.43.4 Algumas integrais uteis para confrontar
( xl—p M ) L
. — T -p _ ,1-p] _
g [1] = dm b e ep <
/ L e @29 ] tim @)Y = lim [In(M) — In(a)] = 400 sep=1
a TP M—o0 M—o0
1-p
— sep>1
p—1
Figura 7: p > 0
( 1-p @ 1 1-p
lim |~ = lim [al’p — 51”’} _— sep<l1
5—0+ 1—p5 5—0+ 1 —p _
"L e @ ) i In(@)]f = lim (In(a) — In(8)) = +o0 sep=1
o P d—0+ J 6—0t
. 1=p " 1
[ A R

N

)

Massa & Peron

SMAS801 - Calculo 1

Figura 8: p >0

Calc. Dif. & Int.



Calculo I, 18 de agosto de 2023 C.121

1
~ ) M ] ) Eeka se k<0
/ e dr = lim {Ee’m} = lim {%ekM - —ek“} = (a € R)

M —oco M—oc0
+o0o se k<0

1
/ In(z)dr = lim [zIn(z) —z]; = lim [~1 —6Ind + 6] = —1
0

6—0t 6—0t

Resumindo:
*1 i DIVERGENTE sep<1
/ —dx é (a>0)
o P CONVERGENTE sep>1
/“ Ly, ¢ [CONVERGENTE sepe(01) o
— a
o TP DIVERGENTE sep>1
® s , CONVERGENTE sek <0
e dx (a € R)
a DIVERGENTE se k>0

1
/ In(z)dz é CONVERGENTE
0

C.44 Volume por Secao Transversal

Seja S um sélido limitado pelos planos z =a e x =b (a < b).°

6As figuras deste ee foram retiradas do livro Célculo, vol. 1, G. B. Thomas, exceto quando dito o
contrario
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O cilindro
aproximador com base
em S(x; ) tem altura
Axp = X — X5

Plano em x;_,

Plano em x;

/ X

J .N‘ -
A base do cilindro

¢ aregido S(x,)

com a drea A(x;)

FORA DE ESCALA

Figura 9: V(S) ~ > 7_, A(xy)Agz (soma de Riemann)

P:a=z9<mz <...<uz,=>particio de [a,b]

e P,, = plano perpendicular ao eixo-z passando por xj

e S(x) =S5nN P, = regiao da se¢ao transversal

o A(xy) = area da segao transversal S(zy)

e S, = cilindro reto com base S(zy) e altura Apr = x5 — Ty

o V(Sk) = A(xg)Arx

e volume Vj, da k-ésima fatia de S ~ V(Sk)

o V(S)=>0_Vir D> V(Sk) =1 , A(zg)Agz (soma de Riemann)

e Se A ¢é uma funcao integravel em [a, b],

n b
lim ZA(xk)Akx :/ A(z)dx
k=1 @

IPil—0 4

Se A(z) é a area da regido obtida pela intersec¢ao do sélido .S com o plano P, perpendicular
ao eixo-r em x € [a,b] e A é uma fungao integravel em [a, b], entdo o volume do sélido S é
dado por
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Massa € Peron

P, Segiio transversal §(x)

com drea A(x)
. /

S—
‘—\”\_\\

T
\‘ .
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Em particular: se f : [a,b] — R é continua, com f > 0e
R:{(.Z',y)GRZ: .%'E[(l,b], Ogygf(:E)}a

entao o volume do sélido de revolugao S obtido pela rotagao da regiao R ao redor do eixo-x

1
' _area=A (x)

g

Figura retirada do livro Célculo, vol. 1, Guidorizzi.

Analogamente:
e se a secao transversal é perpendicular ao eixo-y:

V- /jA(y) dy

® se a regiao
R={(z,y) eR*: yeled, 0<z<R(y)},

é rotacionada ao redor do eixo-y:

V= / r(R(y))* dy

Exemplo 39. Exercicio 95 em Slides de Exercicios.
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C.45 Volume por Cascas Cilindricas
Sejam S o sélido de revolugao obtido pela rotagao da regiao R ao redor do eixo-y, onde

R={(z,y) eR*: z€[ab], 0<y< f(x)} (assuma a > 0).

Eixo de
revolugio vertical | Bt di
| revolugio vertical

f(x) i e

Altura do
retingulo = f(c;)

s

L A.\'J‘

Figura 10: V(S) = > 7 _, 2mcr f(cg) Agz (soma de Riemann)

e Pia=x9<z<...<ux, =0 partigao de [a, D]
e R, = retangulo tipico de base Ayx e altura f(cx) (cx € [Tr—1, 7k )
e (', = casca cilindrica obtida pela rotacao de Ry

m Volume de uma casca cilindrica de altura h, raio interno r e raio externo R:
n

L

V =nR*h — 7r*h = 2rh (B2) (R —7)

2

Ty + Tp—
® (= ok Tkl (ponto médio)

2
V(Cy) =271 f (cx)crApx

V(S) = > 1 V(Cy) =1, 2mer f(cg) Agx (soma de Riemann)

Se f é uma fungao continua em |a, bl

n b
li 2 A= [ 2 d
leﬁg(); T cx [(er) Agx /a raf(x)d

raro  altura

Massa € Peron SMAS801 - Célculo 1 Calc. Dif. & Int.



Calculo I, 18 de agosto de 2023 C.126

Seja f uma fungao continua em [a,b]. O Volume do sélido de revolugao S obtido pela
rotacao da regiao

R={(z,y) eR*: z€[ab], 0<y< f(2)} (assuma a > 0)

ao redor do eixo-y é

v

_f-l'_'lr & —

V(S) ::/ 2rnxf(z) dx

r = V(S):/b27r N raio, ' ”alturf%' dx
a cilindro tipico/ \ cilindro tipico

Figura retirada do livro Calculo, vol. 1, Guidorizzi.

Analogamente, o volume do sélido de revolucao S obtido pela rotacao da regiao
B:{(az,y)eRQ: y € [c,d], Ogazgg(y)} (assuma ¢ > 0)

ao redor do eixo-z é

d
V(9) ¢=/ 2myg(y) dy =

d raio altura
2| ... , . - . d
. cilindro tipico / \ cilindro tipico

Figura retirada do livro Caélculo, vol. 1,
Guidorizzi.

Exemplo 40. Exercicios 96 a 98 em Slides de FExercicios.
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C.46 Comprimento de Curva

Sejam f : [a,b] — R continua, com derivada continua e v a curva dada pelo grafico de f.

O comprimento de  é

c:= / V1+(f'(x))?d.

FIGURA 6.22 O comprimento do tragado poligonal P P P, - P, aproxima o
comprimento da curva y = f(x) do ponto A ao ponto 5.

a=x0<...<xp=0b; P = (z f(x;))

PP = V(Aix)?+ (f (i) — flxio))?

— VP T (FE)ha)
= VI (@A, &€ @)

Portanto,

C = Z AV 1+ (f,<§2)>2 Aiﬁ, fl S (a:i_l,xi).
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C.47 Area de Superficie

Sejam f : [a,b] — R continua, com derivada continua, f > 0 e v a curva dada pelo gréfico de

£l

A area da superficie de rotagao obtida quando v roda ao redor do eixo-z é

b
Ag = / 2rf(x)\/ 1+ (f'(z))? dx.

FIGURA 6.30 Superficie gerada pela
rotagdo do grifico de uma fungio nio
negativa y = f(x), @ < x < b em torno do

eixo x. A superficie é um conjunto de FIGURA 6.31 O segmento de reta que une
faixas como a gerada pelo arco PQ.

P e Q gera um tronco de um cone.

Area da superficie de um tronco de cone de geratriz PQ) := P,P,_; e de raios f(x;) e

f(l'i—l) é:

raio médio
7\

~ — compr. geratriz

o fxi) + fzi1) E}ﬁ ~

2
~2mf(&)v 1+ (f'(&)? Avr, & € (zim1, m4)

Portanto,

n

Agm Yy 2 f(E)V 1+ (F1(6)? D, & € (i, ).
=1

Exemplo 41. Exercicio 99 em Slides de Exercicios.
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C.48 Aplicacao de Soma de Riemann em ciéncias biolégicas

C.48.1 Total de pessoas acometidas por uma epidemia

Uma epidemia estd se alastrando a partir de um centro (coloque-o na origem do sistema de
coordenadas). Segundo os dados recolhidos em pesquisas de campo, o modelo matemético que
representa a densidade dos acometidos y a x quilometros a partir da origem é

y:f(x), OSI‘S(I,

ou seja, y representa o nimero de pessoas que contrairam a doenca por quilometro quadrado.
Quantas pessoas ficaram doentes dentro desta regiao?

Observe que no epicentro da epidemia, a densidade é de f(0) doentes/km? e que para z > a
supoe-se que nao existem mais doentes.

Divida o intervalo [0,a] em n sub-intervalos, xg = 0 < 27 < --- < x, = a e escreva A;x =
Ti — Tj—1-

Entao, o nimero de pessoas N; que contrairam a doenca dentro do anel A; delimitado pelos
raios r;_1 e x; é aproximadamente

Ni ~ Avea(A;) f(T) = (ma] — mai_y) f(Ti) = (i + @im1) (w0 — 2i1) f(T0),

Se
ZT; + Ti—1
XTg = T’

entao

Portanto, o niimero total de pessoas infectadas é aproximadamente

i=1 i=1

Notando que a precisao desses numeros aumenta quando n tende a infinito, obtemos que o
nimero exato de pessoas infectadas sera

JLIIC}OZIQWEJ(EZ)AJ = / 2rnxf(x) dx.

0
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C.48.2 Volume de sangue fluindo por segundo através de uma
seccao transversal de um vaso sanguineo

Considere uma artéria de raio R. Pela Lei do Fluxo Laminar, a velocidade V' do sangue depende
da distancia r em que o sangue se encontra do centro da artéria e é expressa por

V(r)= k(R2 — 7’2), 0<r<R,

onde k£ é uma constante positiva, relacionada a viscosidade do sangue e ao comprimento da
artéria. Com esse modelo, podemos imaginar o sangue fluindo como se fosse constituido por
camadas cilindricas encaixantes (chamadas laminas cilindricas). A espessura de cada lamina é

A;r. Seja
Ty + T

2
Assim, a area da espessura da i-ésima lamina é

Fi:

Ay =12 —mr? = 7(ri+ris)(r — risy) = 20T A
Além disso, podemos aproximar a velocidade que o sangue esta fluindo na i-ésima lamina por

V(7)) = k(R* —79).

Z

Como o volume de sangue V; que passa na i-ésima lamina por unidade de tempo é dado pelo
produto da area da i-ésima lamina pela velocidade que o sangue esta fluindo nela, temos que o
volume de sangue fluindo pela i-ésima lamina é aproximadamente

Vi = AV(%) = 217, Ark(R? — 72) = 21k (R*7T; — 73) Ayr,

Logo, o volume de sangue fluindo na secgao transversal é aproximadamente

NQWkZ 7’1—7‘ A;r.

Portanto, o volume de sangue fluindo na secgao transversal é dado por (Lei do fluxo laminar
ou Lei de Poiseuille)

n

R
V =2rk lim Z(R2TZ AV = 27Tk/ (R*r — r3)dr =
n—00 P 0

kR
5
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C.49 Exercicios:

Este arquivo contém alguns dos exercicios que foram resolvidos ou discutidos durante as aulas.
Seus enunciados podem nao estar completos e pode ser que durante as aulas importantes
comentdrios sobre as resolucoes tenham sido feitos.”

C.50 Numeros reais

1. Encontre o sup e inf em Q de:
(a) A1={qeQ:¢* <2}
(b) A;={geQ:q<0eq <2};
(©) As={g€Q:q<2}
Resp.: fsup Ay, inf A; sup Ay = 0, Ainf Ay (—v/2 ¢ Q); sup Az = 2, Ainf A,
2. Encontre o sup e inf em R de:
(a) A1={q€Q:¢* <2}
(b) A2={q€Q:q<0eq¢ <2}
(©) As={g€Q:q<2}
Resp.: sup A1 = v/2,inf A; = —v/2; sup Ay = 0,inf Ay = —v/2; sup A; = 2, Ainf A,

3. Determine o sup A e o inf A em R, caso existam.

(a) A=11,9]

(b) A=(-2,1)

() A= (—00,0)
A

Resp.: (a)supA=9,infA=1; (b)supA=1,infA=—2; (c)supA =0, Ainf 4; (d)
supA=1,inf A=0.

"Caso vocé encontre algum erro neste arquivo, por favor, reporté-lo para
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4. Resolva em R:

6r —1
> 2
(a) 3—x —
(b) [5—x| <3

Resp.: (b) {z €R; L <z <3} (b){zeR;2<z<8}

5. Sejam § > 0 e a € R. Elimine o médulo de |x — a| < § e represente geometricamente.

a5 a a+td

Resp: {reR:a—d0<zx<a+d}=(a—0d,a+0)

6. Resolva em R:

(a) z2>9

2 —1
b 0
(b) —5 <

(c) |23 =22 +1] <0

Resp.: (a) {zr € R;z >3 ou x < =3} = (—00, —3) U (3, 00);
b {reRr<—-loul<zx<2}=(—00,—-1)U(L,2); (c

C.51 Funcoes

7. Encontre dominio, imagem e faga esboco do gréfico da fun¢ao f dada por:

(a) f(z) = |x]
(b) f(z) = |z] ("ch@o”: maior inteiro menor ou igual a z)

(c) (tarefal) f(z) = [z] ("teto”: menor inteiro maior ou igual a x)
Resp.: (a) Dy =R, Im(f) =[0,00); (b,c) Dy =R, Im(f) =2

N

\ I |

(a) RS ' 2

v

\ 4

U]

8. Dadas f(z) =+/z e g(xr) = 2% — 1, estude fo f, gog, fogego f.
Resp.: Dyoy = [0,00) e (f o )() VAV
Dgog =Ree (gog)(x) = (2" = 1)* = L;

Para definir a funcao f o g é necessario restringir o dominio de g de modo que a condi¢ao
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Im(g) C Dy fique satisfeita. Uma solucao possivel é:
Dyog =[1,00) e (fog)(x) = va*—1;

Outra solucao, a qual considera o ”maior”dominio restrito de g possivel é:
Dyog = (—00, —1JU[L,00) e (f o g)(z) = Va* — 1;

Dgoy =[0,00) e (9o f)(z) = va—1

9. Restrinja o dominio/contradominio, se necessério, da fungdo dada de modo que f seja
invertivel e encontre sua inversa. Faca esboco dos graficos.

(8) f(@) =
v) f@)=a?
Resp.: (a)

para z > 0: f~'(z) = /z, Dy-1 = [0, 00), Im( ):
para x < 0: f~1(z) = —/x, Dj-1 =[0,00), Im(f~1)

,00);
(=00, 0];

[0
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10. Verifique se as fungoes dadas s@o limitadas em D. Determine os pontos/valores de maximo
e minimo de f.

(@) J(@) = 7 D= Dy
(0) ()=, D=D

(©) f2)= . D=[o0,~5]U[5.oc)
(@) J(@)= 5 a=1, D=D
Resp.:

(a) sim: |f(z)] < 1,Vz e D=R\{0};

(b) ndo: VL > 0,321 € R\ {0},0 <2y < 1;f(z1) > Le
VM < 0,3z, € R\ {0}, 57 < 22 < 0; f(22) < M;

(c) sim: |f(z)] < 3,Vz € D=TR;

(d) sim: |f(z)| <1,Vx e D=R.

11. Estude crescimento/decrescimento da fungao:

(a) flx)=a?
(b) f(z) = 2? (tarefa!)

Resp.: (a) crescente em [0, 00); decrescente em (—o0,0]; (b) crescente em R

12. Estude a paridade da funcao:

(a) f(x) =22
(b) f(x) =2°
% — 2

Resp.: (a) par; (b) impar; (c¢) nem par nem impar
13. Esboce o gréfico das fungoes:

(a) f(x) = arcsin(sin(z)

)
(b) f(z) = sin(arcsin(x))

Resp.: (a) Dy =R; (b) Dy = [—1,1]

’\/\ ) D 1
(b)

= £ B T 7 ? 3
\/‘ .

14. Usando translacoes, esboce o grafico das fungoes:
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(a) f(x)=|z—2+5 (d) f(z) = (z—2)°
(b) flz)=1—+vz+3 .
() fla)=a®+2 () flo)=_—5+1

Resp.: (a, ¢, d) Dy =R; (b) Dy =[-3,00); () Dy =R\ {3}

C.52 Limites e Continuidade

15. Determine o conjunto A" dos pontos de acumulacao de A:

(a) A= (1,5] () A= (—00,0)U{1}

(b) A= (—00,2)U(2,3) (d) A=R

Resp.: (a) A" =[1,5]; (a) A" = (—00,3]; (c) A’ = (—00,0]; (d) A’ =R

16. Verifique que para qualquer p € R, vale:

(a) lim,,, k =k, onde k € R

(b) lim,,,x =p
17. Determine os pontos em que f é continua.

(a) f(x) =k, onde k € R

(b) flz) =2
(c) f(x) = ||

Resp.: (a, b) e (¢) continuas em R

18. Calcule:
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(a) lim (5x —4)

r——1

. 224+ 2—-6
(b) limy —5——

Resp.: (a) —9; (b)

WOt

19. Determine se f é continua no ponto p dado:

(a) f(x)=2*4+2x—4, p=3

®>ﬂ@:{x+z vEL

9, z=-1

Resp.: (a) continua em p (R); (b) ndo é continua em p

20. Calcule:
} . 2)2 4
(a) lim e (d) lim (z+2)
z T
3 —6 3
: 3+ 4
. 2
(c) glgr(l)ln(a: +1) £ lim \/25— 1
x—1 x4 — 1

Resp.: (20a) e™*; (20b) 2; (20c) 0; (20d) —2; (20e) §; (20f)
21. Determine os pontos onde f é continua:

_In(4—a)+ele

(&) f@@) ===

2> +5z, v#1
2, r=1

(b) f(z) = {

Resp.: (a) f é continua em (1,4]; (b) f é continua em R\ {1}

C.52.1 Limites laterais

22. Calcule:
(a) lim |z| (d) lim |Z;6_|
(b) lim [z, p # 0 (@) lim 12!
z—0 I
© Ji 0 i 5=
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5—af s
(&) i T b,
Resp.: (a) 05 (b) [pf; (¢) 1; (d) —1; (e) & (f) —Li (g) L; (h) &
x, x <0
23. Determine os pontos de continuidade de f(z) = } 22, 0<x<2

88—z, x>2.

Faca um esboco do gréfico de f.
Resp.: Dy =R\ {0}, f é continua em Dy \ {2} =R\ {0, 2}

C.52.2 Teoremas do Confronto e Anulamento

24. (Tarefa!) Verifique que
lim f(z) =0 <= li_r)n |f(z)] = 0.
z—p

T—p
25. Calcule:
1 : sin(
(a) glﬁliI[l) x Ccos (E) (b) g}i}%ﬂﬁe (%) (Tarefal)
Resp.: (a, b) 0

C.53 Limites infinitos e no infinito

26. (a) Verifique, usando a defini¢do, que (tarefa!)

ST — N 1

L. xlgéﬂ In(z) = —o0 iii. xginoo e 0, reQ,r>0

o . . 1

ii. lim e = +o0 iv. lim — =+4o00, r€Q,r>0
23+ 00 z—0+ "

Resp.: (i) § = e™M; (ii) H = In(M) (M > 0); (iii) H = %; (i) § =

(b) Use o item anterior para verificar que
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i. lim In(x) = +oo. ii. lim e"=0
T—r+00 T——00

27. Calcule, caso existam, os limites abaixo. O que podemos dizer sobre assintotas verticais
dos graficos das fungoes em cada item?

6 x—1
1 1
(a) Bm = () A T
x—1 2 —3
b) li d) 1
) A

Resp.: (a) +ooex =56 AV; (b) —coexz =06 AV; (c) Bex = —2¢ AV; (d) —c0 e
x=0¢AV

28. Calcule, caso existam, os limites abaixo. O que podemos dizer sobre assintotas horizontais
dos graficos das func¢oes em cada item?

a lim = ) 202 — 5z + 9
(a) o 4os (e) zljffloo T 2_9
° X — 400
. 2 21
(b) ) Erfw (z° + 3z) (f) lim 9z
X — —00 x — 400 637 - 3
() lim (2 52) (&) lim L
, T — —o0 4.132 — X
X — 400 X oo
6
(d) lim . (h)  lim (Va?4+1-—12)
x — +oo - r — +oo

Resp.: (a) 400 (—o0) e A AH; (b) +o0 (+00) e A AH; (c) —oo (+00) e A AH; (d) 0 (0) e

y=0¢AH; (e)2(2) ey=26AH; (f) 3 (—5)ey=1ey=—1sio AH; (g) -1 (1) e

y=—-ley=1sa0 AH; (h) 0 (0) ey =0 é AH;

29. (Tarefal) Encontre o erro no seguinte calculo:

/ 1 2
lim Va3 —a22+2—2 = lim xsl——+—3—x
T——00 T——00 €T €T

= lim 2v1-0+0—=z

T—r—00

= lim z—=z
r—r—00

= 0.
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Encontre o valor correto do limite acimal
.1
Resp.: —3

C.53.1 Primeiro limite fundamental

30. Calcule:

. sindx 1
(a) lim (d) lim zsin (—)

z—=0 X x—0 T

g 1

(b) lim ! (e) lim xsin <—>

z—0 SIN T T—00 €T
(c tan 3z 01 sin

im im

@—0 sin 4x a—=1 x —1

Resp.: (a) 5; (b) 0; (c) §; (d) 0; (e) 1; (f) —

C.53.2 Segundo limite fundamental

31. Calcule:
(a) lim (1 n z) T (b) gltlir(l] (1+sinz)"* (tarefa!)
x——+00 T

Resp.: (a) €%; (b) /e

C.54 Derivada

32. Encontre a equacio da reta tangente ao grifico da funcao f: R — R : 2 — x? no ponto
(2,4).
Resp.: y =4z —4

2, x>1

33. Considere a funcao f : R — R dada por f(z) =
1, =<1

Calcule, se existir, f'(1) .
Resp.: Af/(1)

22, r>1

34. Considere a fungao f : R — R dada por f(z) =
2, ax<l.

Calcule, se existir, f'(1) .

Resp.: Af/(1)
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20 4+1, =>1

35. Considere a funcao f: R — R dada po =
nsidere a funcao f por f(x) {x2+2, ol

Calcule, se existir, f'(1) .
Resp.: f'(1) =2

36. Encontre a funcao derivada de:

(a) f(x) =k, onde k € R (e) f(z) =sin(x)

(b) f(z) =2 (f) f(z) = cos(x)

(c) f(z) =2", onden € N (g) flz) =e

(d) f(z) =2"™ onden € N (h) f(z) = In(x)
Resp.: veja Tabelas no Slide 05: Derivada.

C.54.1 Regras de derivagao

37. Encontre a funcao derivada de:

(a) f(z)=2",onden €Z (¢) f(x)=sec(x)
(b) f(z) = tan(z) () f(z) = Yzsin()

Resp.: veja Tabelas no Slide 05: Derivada.
(37d) Dy =Re f'(z) = {xl/i’» cos(z) + %x—z/s sin(z), z#0

0, T =

38. Encontre a funcao derivada de:
(a) f(xr)=2?7 ondep € Z,q € N (¢) f(z) = sinh(z)
(b) f(z) = 2% onde a € R (d) f(x) = cosh(z) (tarefal)
Resp.: veja Tabelas no Slide 05: Derivada.

39. Encontre a funcao derivada de:

() F(z) = (7 + 22)'® (©) F(z) = cos(2z +In(z)
(b) f(z) =422 +8

Resp.: Todas as fungoes sao derivaveis em todos os pontos de seus dominio e vale:
(a) f(x) = 1002z +2) (2% + 22)*; (b) f'(x) = ——;
(¢) f'(z) = —sin(2z + In(z))(2+ 2)

40. Encontre a funcao derivada de:
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(a) f(x) = arcsin(x) (¢) f(x) =sinh™(z)
(b) f(z) = arccos(z) (tarefal)

—~
o
~—
~
—~
5]
N~—
I
Q
]
n
=
L
o)
]
SN~—
—
—+
Q
=
&,
S
N

Resp.: veja Tabelas no Slide 05: Derivada.

41. Encontre a derivada de:

(a) f(z) =1In(-z) (d) f(z) = sin(z?)
(b) flz) =2 (e) f(x) = sin’(x)
(c) f(z) = tan(e**) (f) f(z) = arcsin(z? — 5x)

Resp.: (a)f/(x) = L (b) f'(x) = 27 In2; (¢) f'(2) = 26¥ secX(e2); (d) f'(x) = a2 cos(a?);
(e) f'(x) = 3sin®(x )cos() ) f(x ):L

1—(z2—5z)2
42. Encontre a derivada de ordem pedida
(a) f2) = '+ 222 43, fO =2 (©) f(x)=¢", f® =2 keN
(b) f(z) =a*cos(x), [f"=" (d) flz) =In(a?+1), f"=?

Resp: (a) f(z) = 0; (b) /() = 2 ((& + sin (2) + (2 — 1) cos (2)); () /&) = e
(@) J"(x) = 2525

43. Sabendo que y = f(x), encontre y/'.

(a) y*z + cos(xy) = 2
(b) a?y® + e — /a2 + y?

. r_ ysin(zy)—y® . r_ w(a®4y?) Y2 2myS —2ye?y
Resp.. (a) Yy = 2wy—:psin(xy)7 (b) Yy = 312y2+2162xy,y($2+y2)—1/2

C.55 Maximos e minimos

44. Estude maximos e minimos de f em seu dominio natural
(a) f(x)=2a? (b) f(z)=2*

Resp.: (a) f(0) =0 ¢é vma de f e R e f ndo tem maximos locais/absolutos; (b) f nao
tem méximos e minimos locais/absolutos

45. Encontre valores absolutos de

(a) f(z) =2 =3z +1em |0,3]. (b) f(z) = m [1,2].

z+1

Resp.: (a) f(1) = —2 ¢ vmae f(3) =19 ¢ VMA; (a) f(1) = 5 é vima e f(2) = 2 6 VMA
(note que f nao tem extremos locais/absolutos em R)
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1
46. Considere f(r) = — e g uma fungao tal que ¢'(r) = ——;. Dé um exemplo da funcio g.
x T

141, >0
%—4, <0

Resp.: g(z) = {

47. Determine os pontos de extremos locais de

(a) f(z) =5—22% 42’ (b) f(x) = a%"

Resp.: (a) x =0é PML e x = % ¢ pml. Note que f nao possui extremos absolutos. (b)

r=0épmlexr=-2¢éPML

48. Faca um estudo da funcao e esboce seu grafico.

(a) fx) = (2* = 1)° ©) )= _—1
3+
(0) Fa)= (@ fl)=""2

PML = (0,0)

13 = (0.45, -0.51)
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49.

50.

pma = (3, 6)
y=a+1
/’ - P_ML;(—L_—Z)

(c) (d)
C.56 L’Hopital
Calcule os limites

T+ 2 .er In®z
e 1 . .
(&) Jim, 312 (c) Jm 2 (e) lim —;
. sinz—x ) 9 o
(b) I —3 (d) Jim z%e

Resp.: (a) -1; (b) —; (c) +o0; (d) 0; (e) 0;

C.57 Polindomio de Taylor

Calcule o valor aproximado para cos(0.01) e dé uma estimativa do erro cometido quando
usado:

(a) polinémio de Taylor de ordem 1 no ponto 0: T}

cos,0

(b) polinémio de Taylor de ordem 2 no ponto 0: 72

cos,0

Resp.: (a) Tk o(x) =1, cos(0.01) = 1 e |EZ(0.01)] < 107%;
(b) T o(x) = Tago(x) =1— 22 ¢0s(0.01) ~ 0.99995 e |E2(0.01)| < 1075 e | E3(0.01)| < 108,
Segundo a calculadora cos(0.01) = 0.99995000041: no item (a) o erro cometido foi por excesso

e no item (b) por falta.
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C.58 Aplicacoes

51. Um galpao deve ser construido tendo uma 4rea retangular de 12.100m?. A prefeitura exige
que exista um espago livre de 25m na frente, 20m atras e 12m de cada lado do terreno.
Encontre as dimensoes do terreno que tenha area minima na qual possa se construir este
galpao.

Resp.: O terreno deve ter aproximadamente 20.409m?: 104.33m de comprimento por
195,62m de largura.

52. Um bote é puxado em direcao ao ancoradouro por uma corda que esta atada na proa do
bote e que passa por uma polia sobre o ancoradouro (que estd 1m mais alto do que a proa
do bote). Se a corda for puxada a uma taxa de 1m/s, quao rapido esta se aproximando
o bote do ancoradouro quando ele estiver a 8m dele?

Resp.: se aproxima a uma taxa de 1,0077 m/s

Fonte: Stewart, Célculo 1.

C.59 Revisao para P2

53. Calcule os limites (sem usar a Regra de L’Hopital):

(a) Ex. 31b: lim (1 + sinz)"/** "1
z—0 (C) glglir(l) .
In(1 1 P_1
(b) %M (d) lim A+z)P-1
z X z—0 T

Resp.: (a) v/e; (b) 1; () 1; (d) p
54. Determine: o dominio de f, a derivada de f e o dominio de f’.
(a) f(x) = cos(zIn(2z* + 22?))
ST — tan 2
(b) flz) = T 214
(¢) f(x) =~z — 1sin(z —1)
Resp.: (a) Dy = Dy = R—{0}; (b) Dy = Dp = R—A{n/d+kn/2,k € Z}; (c)
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99.

56.

57.

28.
99.

60.

61.

62.

%+ 2x 20
, T
Encontre f’ e seu dominio, onde f(z) = x?
1, x=0

Resp.: f'(z) = —=2/2%, Dy =R-{0}
Determine, caso existam, as assintotas verticais, horizontais e obliquas do gréfico de
3
(a) flz)=(z—4)"° =3 B = &1L
(©) h(z) = 5
(b) g(z) = Va3 — x; (d) f(z) =2+ 1Inz.
Esboce o grafico das fungoes acima.

Resp.: (a) nao tem AV, AO, AH (b) nao tem AV, AH, AO: y = x (c) ndo tem AO, AV:
x=—-1,AH: y =1 (d) AV: x = 0 ndo tem AO, AH

Considere f(z) =z + Inz.
(a) Mostre que f : (0, 4+00) — R admite fungao inversa g.

(b) Mostre que g é derivavel.
)
1+g(z)

Resp.: (a) verifique se f é estritamente crescente ou decrescente em (0, 00); (b) e (¢): use
o teorema da derivada da funcao inversa

(c) Verifique que ¢'(z)

Se y = e cos x, verifique que 3"’ — 2y’ + 2y = 0.

Se g é diferencidvel em R, g(1) =4, ¢'(1) =2 e f(x) = zg(x?), calcule f'(1).

Resp.: f/(1) =38

Se y = f(x) é uma fungio derivdvel tal que 2y?e*® — sin(23y*) = 2In(xy), encontre /.
2 — dyPe® + 3x?y* cos(xdy?)

2% _ Ap3q3 34) — 2
4ye 4x3y3 cos(x3y?) 2

Resp.: ¢/ =

Determine a equacao da reta que é perpendicular a reta 2y + x = 3 e tangente ao gréfico
de f(z) = z* — 3.
Resp.: y =2z — 25/4

Use o polinémio de Taylor de f(x) = In(z) de ordem 1 em p = 1 para encontrar um valor
aproximado de In(1.2). Encontre uma estimativa do erro cometido nessa aproximagao

usando o Teorema do P.d.T. com resto de Lagrange.
Resp.: T;,(z) =« — 1; |EF(1.2)| < 107!
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C.60 Integral Definida

1
63. Encontre a,b € R tais que / e dy € la, b].
0
Resp.: a=1,b=¢e

1
64. Usando interpretacao geométrica de integral definida, calcule / V1 — x2dx.
0
Resp.: §

65. Verifique que:

(a) funcao constante é integravel em qualquer intervalo fechado [a, b]
(b) f(z) = e ¢ integravel em qualquer intervalo fechado [a, b]
(¢) f(z) =1 — a2 ¢ integravel em [—1,1]
Resp.: aplique o Teorema C.37.2 (de integrabilidade das continuas).
66. Calcule

2

Resp.: (a) 5% — %3 +¢; (b) =L +¢; (¢) Infz] +¢

67. Calcule, mas antes verifique se a funcao é integravel no intervalo:

(a) /_: (% + é) da.

Resp.: f(z) = % + 1 ¢ contfnua em [-2,—1] C R\ {0}, portanto integravel em [—2, —1]

T

e [ f=1-m2

(b) /21 |z — 2*| da.

Resp.: f(x) = ‘:L‘—;UQ} é continua em [—1,2] C R, portanto integrdvel em [—1,2] e
ffl f=%
68. Encontre o dominio (considerando integral no sentido préprio) da fungao h e sua derivada
n':
T 2
cos“(t — 1 _
(a) h(x) = ( )dt. Resp.: D =R, h'(z) = cosi(z—1)

z2+1

2 \/t2+1
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(b) h(x) = /; 7%th. Resp.: D = (0,00), h/(z) = :%2
(c) h(z) = /j %dt. Resp.: D =R\ {0}, W (z) = %

2

(d) hz) = / ’ %dt. Resp.: D — 0

-1

69. Expresse a area da regido R, limitada pelas curvas dadas, de duas formas: usando inte-
) )
gragao em x e integracao em y. Calcule area usando uma das formas.

3 7

,x=—1, =2, eixo x. Resp.: =

1
4
(b) y =22, y =16 — 2. Resp.: 1282

(a) y==x

(c) y=x+5,y=-1,y=2, y* = z. Resp.: %

C.61 Técnicas de integracao

C.61.1 Substituicao

70. Calcule e quando tratar de funcao determine seu dominio:

(a) /lecos(:v2 + 5)dx. (c) /%dz

(®) /lee”de. () / Y.

o B In(ln3z) + 23 +¢,  z€(3,00) arctan (22
Resp.:(a) 2265525 (1) 5L (o) iz 0o () 2eten )
In(—In3z) + 5> +¢, z€(0,3)

71. Sendo f integrével em [—a,a|, calcule f(x)dx quando f é par e quando f é impar.

0, se f é impar

Resp.:
2 [, f, se fépar

-1 1
ot sin(2?)dz — / ot sin(2?)dx?

—2

72. Quanto vale /
-2
Resp.: 0
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73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

Massa & Peron

C.61.2 Integracao por partes

4
/ xIn(x)dzx.

1
Resp.: 8In4 — %; (Jezlnzdr = w — 3”4—2 + ¢,
/arctan(x)dx.

Resp.: zarctan(z) — w +c¢, zeR

C.61.3 Integrais trigonométricas

/ cos?(z)da.

. sin(2z)+2z
Resp.. —F—+¢, z€R
/sinQ(x) cos® (x)dx.
Resp.: —Sin;(m) — _Sinz(x) +c¢, z€R
/tan?’(x) sec*(z)dz.

tanﬁ(m) + tan4($) +c xTr € I I intervalo
4 )

Resp. : secg(a:)

6

x >0)

4
—w—i—c, r €l rcr-(zirmreny

C.61.4 Substituicao trigonométrica/hiperbdlica

/ﬂdx.

Resp.: ;arcsin(z) + szva? —1+¢, z€[-1,1]

2
—dx.
/ V1422
Resp.: In(2z + V422 +1)+¢, z€R

SMAS801 - Calculo 1
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80.

81.

82.

83.

84.

85.

36.

87.

C.61.5 Fracoes Parciais
/ 22% — 5x — 3
dz.
CERCESY
Resp.: 2In |z + 1| — barctan(z) + ¢
5+ 1
/—x4 — 3 dz.
Resp.: %2+%+1n|x— 1| +c

/ 41 d
x(x? +1)2 v

Resp.: In|z| + zz—lﬂ +c

/ r+1
Q—dx.
x?+2x+3

In (22 + 27 + 3)
2

T+ 2
! —d
") /:1:2+2x+3 .

Resp.: g In((z +1)% +2) + \/75 arctan(%) +e

Resp.:

C.62 Integrais Improéprias

/0 n(e) de.

Resp.: -1 (convergente)

“1
/0 Edw (a>0).

al-P

Resp.: = (convergente) se p < 1; divergente se p > 1

<1
/a Ed:p (a > 0).

Resp.: m (convergente) se p > 1; divergente se p < 1
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88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

/ e dx (a € R).

ek

Resp.: —Ta (convergente) se k < 0; divergente se k > 0

1
1
/ —dx.
,137

Resp.: divergente

& 2
/ e " dx.
0

Resp.: convergente

oo 1 —x
/ te dzx.
i T

Resp.: divergente

/ e “sin®(z) dx.
0

Resp.: convergente

* sinx
dx. Resp.: convergente
1 x
/OO
1

C.63 Aplicacoes de integral de Riemann

sin x

dx. Resp.: divergente

T

Encontre o volume do sélido obtido pela rotagao ao redor do eixo x da regiao sob a curva
y = /7 e acima do eixo-r de x = 0 até z = 1.
Resp.: §

Encontre o volume do sélido obtido pela rotagao ao redor do eixo y da regiao limitada
pory=212—23 y=0,r=0ex =2,

Resp.: IGT”

Encontre o volume do sélido obtido pela rotacao ao redor do eixo y da regiao limitada
pory=a3y=8ex=0.

Resp.: %Tﬁ
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98.

99.

Considere a regiao R limitada por y = z e y = 22. Encontre o volume do sélido obtido
pela rotacao de R (tarefa)

(a) ao redor do eixo z;

(b) ao redor da reta y = 2.
Resp: (a) %; (b) %T

Considere S a superficie obtida pela rotacao da curva y = %, x > 1, em torno do eixo-

x (conhecida como trombeta de Gabriel) e B o sélido obtido pela rotacao da regiao
R={(z,y):0<y < %, x > 1} em torno do eixo-z. Determine a drea de superficie de S
e o volume do sdlido B.

Resp.: Ag =0 e V(5) <0

Figura 11: Wikipedia: Trombeta de Gabriel (Gabriel’s horn) (leia sobre o “paradéxo do pintor”)
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C.64 Revisao para P3

100. Classifique as integrais abaixo como: familia de fungoes, fungao ou ntimero. Encontre o
dominio quando se tratar de func¢ao (considere integral no sentido préprio).

) /\/_d o) [ Ve © [ vid

101. Encontre o dominio das fungoes integrais a seguir considerando a integral

(a) no sentido préprio;

(b) no sentido impréprio.

102. Calcule e quando tratar de funcao indique o dominio (considere a integral no sentido
préprio):

1n2 A 1n3(x)
—— tcr>0

(a)

(b) /1 lIl( )dl‘ Resp 3—In4 1n4

x3

(c) /ﬂd:p Resp.: —2arctan (z) — 2 + ¢,z € R\ {0}
T2 (ZEQ + 1) ’ p.: T ’

arctan( % )

1 T
(d) /m dlL‘ Resp.: 18(:22—{-9) + + C, T - R

103. Calcule ou discuta a convergéncia:

0 3
(a) / 4x+ 3 dx. Resp.: divergente
Lz

o 1
(b) / de. Resp.: convergente
e

—T

104. Faca um esboco da regiao limitada pelas curvas y = e™, y=—ax—1, x =0ex =4e

escreva a sua area:

(a) usando integrais em z;
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(b) usando integrais em y.

Resp.: (a) A = f04(e_f” + 2+ 1)dz;
() A= [A+y+Ddy+ [ ddy+ [".(~Iny)dy

105. Exercicio 98.
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