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Al Lembretes/preliminares

Al1.1 Inducgao

Principio de Indugao (fraca)
Seja U C N (1) com as propriedades:

el cU,
eVkeNvale’sekeUentaok+1e€U”.
Entao U = N.

Principio de Indugao (fraca) (para afirmagoes)
Seja p(n) uma afirmagao sobre n € N tal que

e p(1) é verdade,
e Vk € N vale "se p(k) é verdade entao p(k + 1) é verdade”.

Entao p(n) é verdade Vn € N

Etapas de uma prova por indugao (fraca):
e Provar o caso base p(1).
e Provar o passo de inducao:

m assumir a Hipdtese de inducao p(k) [ou p(1)..p(k)];

m provar p(k + 1) usando apenas p(k) [ou p(1)...p(k)];

e Concluir pelo principio de inducao.

Exemplos.

INeste curso o conjunto dos naturais N é entendeido como {1,2,3,4,...}: para incluir o 0 escreveremos NU{0}
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Principio de Inducgao (forte) (para afirmacoes)
Seja p(n) uma afirmacao sobre n € N tal que

e p(1) é verdade,
e Vi € N vale "se p(1)...p(k) sao verdade entao p(k + 1) é verdade”.

Entao p(n) é verdade Vn € N

Variantes (outro ponto inicial)
Seja p(n) uma afirmacao sobre n € N tal que

e p(ng) é verdade,

e Vk > ng vale "se p(k) é verdade entao p(k + 1) é verdade”.
(ou "se p(ng)...p(k) sdo verdade entao p(k + 1) é verdade”.).

Entao p(n) é verdade Vn > ny.

Exemplo A1.1. Afirmacao:

3

p(n) =7 . i=n(n+1)/27

e caso base: vale pois Y1 i=1=1(1+1)/2.
e passo de indugao:
a assumimos que para certo k vale S0 i = k(k +1)/2

m calculemos

k+1 k

di=k+1+4) i=N=k+1+k(k+1)/2= (A1.1)

(1112 (A12)
*
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A1.2 Definicao de inf, sup

Dado um conjunto A C R, definimos

e supremo de A: | S :=sup A|é o menor S € R tal que S > a para todo
a€ A
quando A nao for limitado superiormente diremos sup(A) = +oo

e infimo de A: | I :=inf A|é o maior I € R tal que I < a para todoa € A
quando A nao for limitado inferiormente diremos inf(A) = —oo

Para indicar inf e sup de imagens, se usa escrever | inf,cp f(x) | (para indicar
inf{f(z): x € D})
Exemplo A1.2.

inf(0, 1) = inf[0, 1] = 0; infN=1, supN = o0;
inf{1/n: n e N} = 0;
i2£x2—x:—1/4; 91622:1:2—9::0.
* *

A1.3 Definicao de ponto de acumulagao

Dado um conjunto A C R" e um ponto zy € R", dizemos que
xo € ponto de acumulacgao de A se

V>0 3Ix €A com x # xg tal que |x —x¢| <9

Exemplo A1.3.

e 1 é p.d. acum de (0,1) e também de [0, 1]

e 0ép.d. acum de {1/n: n €N}

e N nao possui pontos de acumulacao

e (0,1/2) é ponto de acumulagao do gréfico de sin (1/x) |0

* *
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A2 Sequéncias numéricas

Sequéncias sao fungoes de dominio N (ou subconjuntos de N, ou de N U {0}).

Usamos diferentes notagoes:

a: N —= A:n—aln)=ap; {an}o2,
onde N C NU{0}.
Exemplo A2.1. ®a, =n; ®a, = %;
°a,=(—1)" e a, = log(n — 2); ®a, =2
e a, =1In(1l+n); e a, = (cos(n), sin(n) );

Graficos em Geogebra

A2.1 Definigoes (analogas a fungoes)
e Imagem é o conjunto {a € A: Ine€ N : a, =a}.
e Grafico ¢ o conjunto {(n,a) e N x A: a=ay}.

e ¢ limitada se

existe L € R tal que ||a,|| < L para todo n € N.

Se o contradominio é R dizemos que a seq. é

e limitada superiormente se

existe L € R tal que a,, < L para todon € N.

limitada inferiormente se

existe L € R tal que a,, > L para todon € N.

limitada se valem ambas.

crescente se n,k € N e n < k implica a, < ai.

e decrescente se n,k € N e n < k implica a,, > a;.

monotona se vale uma das anteriores.

A7
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estritamente decrescente se n,k € N e n < k implica a,, > ay.
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A2.2 Limites de sequéncias

Para sequéncias, apenas faz sentido a nocao de limite para n — oo, definido
como para funcoes:

Sea: N —R (com N CNU{0} nao limitado)

e lim a, = L significa
n—-+0o

Ve >0dH € R tal que n € N e n > H implica |a,, — L| < ¢

e lim a, = +o0 significa

n—-+00
VM eRJH € R tal que n € N e n > H implica a, > M
e lim a, = —oo significa
n—-+00

VM e R dH € R tal que n € N e n > H implica a, < M

Definicoes especificas para sequeéncias:

e seq. convergente: se lim, ., a, existe e é finito
e seq. divergente: se lim,_,, a, € infinito (= co ou —o0)
e seq. oscilante: se lim, ., a, nao existe nem ¢é infinito

e seq. nao convergente: se lim, ., a, nao existe ou ¢ infinito

e dizemos que uma propriedade vale definitivamente em uma sequéncia se

JdH € R tal que se n € N e n > H entao a propriedade vale

e dada uma sequéncia a de dominio N, seja n : N — N : k — n; uma seq.
estritamente crescente, entao a seq. composta

aon:kw— ay édita subsequencia de a

2Se a seq. é a valores em R” entdo a definicdo fica andloga com L € R¥ e a norma no lugar do médulo.
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A2.2.1 Ca&lculo de limites

Propriedades: valem todas as propriedades dos limites a infinito de funcoes
de variavel real (limite da soma, do produto, da razao, da composta, teoremas
de unicidade do limite, de conservacao do sinal, de comparacao e confronto).

CUIDADO: a regra de I'Hopital nao faz sentido para sequéncias!!

Um exemplo:

Teorema A2.2 [de confronto].
Considere sequéncias f,g,h : N — R. Se f, < g, < h,, definiti-

vamente e
4 lim f, = lim h, = L,
n—oo n—oo
entao 4 lim, ., g, = L <

Exemplo A2.3 (Sequéncia geométrica).

— 0 se q =20, — 00 seq>1,
" (=1 seq=1, —0 seqe(—1,1), *
oscila se q = —1, oscila se g < —1,
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Relacao com funcoes: 3

Teorema A2.4. Seja f: Dy —R¥ comNC Dy ea,:= f(n): neN.
Se lim, o f(x) = L entao 3 lim, ,a, = L <

NOTA: nao vale a volta: considere f(x) = cos(2mx) e a, = f(n):
assim 3 lim, .. a, = 1 enquanto A lim,_, f(z)

Porém vale

Teorema A2.5. Seja f: Dy — R¥, entdo:

lim f(x) =1L

T—X0

se e SO se

para toda seq. {x,}roqy € Dy \ {xo} tal que x,, — xy vale lim f(x,) =L

n—oo

<
Em particular
Teorema A2.6. | A sequéncia a, converge a L| se e so se
toda sua subsequéncia converge a L
<

3Todas as afirmacdes aqui valem também se o limite é 0o no lugar de L.

A10
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A2.3 Propriedades novas
e Sequéncias convergentes sao limitadas;

e 0 limite independe dos ”primeiros termos”: se mudarmos um ntmero finito
de termos o limite nao muda.

e Se a, é uma sequéncia crescente entao ela converge ou diverge a +0o (nao
pode oscilar);
além disso, lim,,_, a, = sup{a, : n € N}.

*

e Se a, ¢ uma sequéncia decrescente entao ela converge ou diverge a —oo
(ndo pode oscilar); *
além disso, lim,_,, a, = inf{a, : n € N}.

( * Vale também se for apenas definitivamente crescente / decrescente).

e Em particular, sequéncias mondotonas e limitadas sao convergentes.

O numero ¢

)n—l—l .

Considere | a,, = (1 + %)n elb, = (1 + %
Vale:

e a, < b, para todo n € N;

e a, ¢ crescente, b, é decrescente (parte dificill);
e logo ambas sao limitadas e convergem;

e b, —a, = a,/n — 0, logo o limite é o mesmo.

O limite obtido é o | nimero de Nepero e |.

e Critérios da razao e da raiz para sequéncias:

an+1
m Sea, #0e |2

< ¢ < 1 (definitivamente) entao lim,, . a, = 0

mSea,#0e

ot > @Q > 1 (definitivamente) entao lim,, o |a,| = 00

m Se {/|a,| < g <1 (definitivamente) entao lim,,_, a, = 0
m Se {/|a,| > @ > 1 (definitivamente) entao lim,, , |a,| = co.

All
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e Critérios da razao e da raiz para sequéncias com limite:

a
m Se a, # 0 (def.) e lim ") = ¢ < 1 entdo lim a, =
n—+00 | ap n—00

m Se a, # 0 (def.) e lim ntll Q) > 1 entao lim |a,| = o0

n—+o0o an, n—o00
m Se lim +/|a,| =q¢ < 1entao lim a, =0
n—-+o0o n—o0
m Se lim +/|a,| =@ > 1 entdo lim |a,| = co.
n—-+o0o n—00
m Se o limite da razao ou da raiz n-ésima for igual a 1, o critério é
inconclusivo.
, . ~ . ~ . n n
Exercicio A2.7. Discuta a convergéncia das sequéncias % e . *

A2.4 Sequéncias definidas por recorréncia

Dizemos que um sequéncia é definida por recorréncia quando sao dados
alguns termos iniciais e uma regra para gerar os seguintes.

Exemplo A2.8.

a; =1, an, = 2a,-1+ 1 paran > 2
a; =1, a, = 2na,_; + n?® paran > 2
ap =1, ay =1, Gp = Gp_1 + Gy_o paran > 3 ) ¢

Possiveis métodos de resolucao

e Método de iteragao: calcular alguns ternos —— > chutar uma formula
fechada —— > verificar a férmula por indugao.

e Para as “lineares a coef. constantes”:
a, = Ciap—1+ Coap_o+ ... + Crap—r + g(n)

existe uma teoria, (veja aqui, pp5-7; compare com a teoria das EDOs
lineares a coef. constantes!).

e Recorréncia do tipo a, = f(a,_1) podem ser estudadas através do grafico
de f(z): veja Recorréncias em Geogebra.
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A2.5 Limite superior e inferior

Dada uma sequéncia limitada a : N — R, definimos:

® |Gy = SUPp>y, Ak ; e |a, =infy>,ay.

Entao a, <w@,, a, é decrescente, a, é crescente, em particular

ap < as < az... < .03 < az < ar.

Definimos
e [limsupa, := lim a,: limite superior (Ls) de a, .
n—00 =ee
e |liminfa, := lim a,: limite inferior (Li) de a, .
n—oo n—,oo -~

e Se a sequéncia é limitada por cima podemos definir igualmente o
lim sup (resp, o liminf se é limitada por baixo);
Se a sequéncia nao é limitada por cima dizemos lim sup a,, = +00

n—o0
(resp, se a sequéncia nao é limitada por baixo dizemos liminf a,, =
n—o0
—00).
e a, é crescente = 3 lim a,, (se a1 € R) ou lim a,, = +00, logo,
- n—oo — - n—oo —
+o00,  se {a,} nao é lim. sup. (diverge para +o00)
ou
m liminfa, = lim a, = { —c0,  se {a,} ndo é lim. inf.
n—oQ n—oo —
ou
(L € R, nos demais casos
e G, é decrescente=— 3 lim @, (se a1 € R) ou lim @, = —o0, logo,
n—o0 n— o0
—00,  se {a,} nao é lim. inf. (diverge a —o0)
ou
m limsupa, = lim @, = { +oo, se {an} nao é lim. sup.
n—00 =9
ou
(L € R, nos demais casos.

Valem as seguintes afirmagoes (se Li, Ls finitos):
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e Ve >0existe HeRtalquen >H = a, < Ls—+¢;
e Ve >0existe He Rtalquen>H — Li—¢<¢<a,.

Teorema A2.9. Dada uma sequéncia a : N — R, temos que

o Se a,, € uma subsequéncia de a, entao

Li = liminf a, <liminfa,, <limsupa,, <limsupa, = Ls.

Logo se uma subsequéncia € convergente, seu limite L satisfaz L € [Li, Ls].

e Fxiste uma subsequéncia que converge a Ls e uma que converge a Li.

o | existe lim a,, = L | se e so se
n—odo

liminf a, = limsupa, = L
n—r00 n—00

<

APLICACAO

sequéncia convergente.

mulacao.

Teorema A2.10 [Teorema de Bolzano-Weiestrass|.

vl Dada uma sequéncia limitada a : N — R¥, sempre existe uma sub-

v2 Todo conjunto infinito e limitado em RF possui um ponto de acu-

A2.6 Sequéncias de Cauchy

Dada uma sequéncia a : N — R¥, dizemos que é uma sequéncia de Cauchy

se

Ve > 0 existe H > 0: ppm>H = |a, —an| <c¢

Teorema A2.11. e Toda seq. de Cauchy € limitada;

e uma sequéncia € convergente se e so se € de Cauchy.

Al4



C4-A 30 de janeiro de 2024

n
. , 1
Exercicio A2.12. Considere a sequéncia a, = E —.
1
1=1

2k+1
1 1
Most k € N, val >
ostre que, para k € N, vale Z -2 5
1=2k+1
Conclua que a,, diverge. ) ¢

A15
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A3 Séries numéricas

Dada uma sequéncia a,, chamamos série associada a a, a soma dos termos da
sequéncia:
k
o S5 = Z a, € dita sequéncias das somas parciais da série
n=nyo
(0.}

° E a, = lim S}, é dita Série associada a a,,
k—o00
n=ngp

Classificamos o carater da série em:

e convergente: se lim;_, ., Si existe e € finito
e divergente: se limy_,,, Sk é infinito (= 0o ou —o0)
e oscilante: se limy_,,, S nao existe nem ¢ infinito

e nao convergente: se limy_.,, S nao existe ou ¢ infinito

Exemplo A3.1. e ; - . ;ﬁ . ; W D
S o SyEi N

n=0 n=0 n=1

Exemplo A3.2 (Série geométrica).

~ — 14 se q =0, div a+o00 seq>1,

Zq": diva+oo seq=1, —>ﬁ seqe (—1,1), %

n=0 oscila se q=—1, oscila se q < —1.

Exercicio A3.3 (Teorema da contragao). Mostre que se f : R — R é
continua e satisfaz |f(x) — f(y)| < A|lx — y| paraum A € (0,1) e todo x,y € R,
entdo existe um ponto fixo z € R tal que f(z) = z.

Em particular, uma sequéncia definida por a,.; = f(a,) com qualquer ag € R
converge a z. *

4Por comodidade, faremos sempre a definicio 0° := 1. A motivacao é que desta forma a funcao z° torna-se
bem definida e continua em R.
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A3.1 Algumas propriedades simples

Usando propriedade dos limites, quando nao for uma indeterminacao, vale

Sra($e)

L4 (Z an) + (Z bn) = Z(an+b7l)
e CUIDADO: nao vale <§: an) <§: bn> = i(anbn)

O carater da série nao muda
e multiplicando por A # 0

e modificando um numero FINITO de termos

Teorema A3.4 [Cond necessiria para convergéncia.

° E an converge| se € S0 se

p

> a

n=q+1

Ve >0 eriste H>0:p>q>H — <€

oo

e cm particular, se E a, converge entao a, — 0

n=no

(se an /» 0 entdo Y~ a, ndo converge)

A17
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A4 Séries a termos positivos

~ . , o, . o0
Nesta se¢ao consideraremos sempre séries a termos positivos, ou seja Zn:no ,
coma, € Rea,>0.
Observacao A4.1. Se a, > 0 entao S = Zszno a, ¢ crescente, logo
> a, converge ou diverge a +oo (nao pode oscilar) *
n=nqg =N g g |9 .
Teorema A4.2 [Confronto]. Se 0 < a, <b, para n > ny, vale:
o sey . b, converge entdo ) " a, converge e
oo o ¢
D <) b
n=no n=no
e se > > a, diverge entio Y .- b, diverge <
n=ng 1 9 n=ng 1 ge.
Corolario A4.3 [Confronto assintético]. Sejam ay, b, > 0.
Se lim,, 00 3* = L > 0 entdo D g @n € D ey by tém o mesmo cardter.
Além disso:
- se L =0 entao a, < b, definitivamente, podendo usar o Teorema A4.2;
- se L = 00 entdo a, > by, definitivamente, podendo usar o Teorema AJ.2. <
= 1
Exercicio A4.4. Prove que Z — converge, usando a convergencia da série
n=1 n
=~ 1
(telescopica) Z —_ *
n(n —1)
n=2
Exemplo A4.5.
1 1
e Sabendo que Z — diverge deduzimos que Z — diverge se a < 1.
n=1 n n=1 n
— 1 = 1
e Sabendo que Z — converge deduzimos que Z — converge se o > 2.
n=1 n n=1 n
e ...por enquanto nao podemos dizer nada para a € (1,2)... *

A18
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A4.1 Critérios da razao e da raiz

Observacao A4.6.

e Sea, #0e < ¢ < 1 (definitivamente) entao lim,,_, a, = 0

Ap41
Qp,

An41

e Sea, #0e¢ > () > 1 (definitivamente) entao lim, . |a,| = 0o

e Se {/|a,| < q < 1 (definitivamente) entao lim,_, a, = 0

e Se {/|a,| > @ > 1 (definitivamente) entao lim,,_,, |a,| = co.
Exercicio A4.7. Discuta a convergéncia das sequéncias % e .

Teorema A4.8 [Critério da razao].

o0
an . .
e Sea,>0e L <g<1 (definitivamente) entao Z a, converge.
an/ n=nyo
a (0.¢]
e Sea,>0e L >0Q>1 (definitivamente) entdo Z a, diverge.
an n=no
Teorema A4.9 [Critério da raiz].
o
e Sea, >0 e {/a, <q<1 (definitivamente) entdo Z a, converge
n=ny

o
o Sea,>0 e {/a, > Q >1 (definitivamente) entdo Z a, diverge

n=no
CUIDADO: no caso ¢ = 1 nao temos conclusao

Corolario A4.10. Sejam a, > 0.
Se lim,,_ agzl =q <1 oulim, o /a, = q < 1 entao Z;’lo:no a, converge

Se lim,,_,o agzl =Q > 1 oulim, o /@, = Q > 1 entdo )~ a, diverge

Exercicio A4.11. Discuta a convergéncia das séries
(0.9) 0.0} n

Tn r 0
S DI LR
n! np
n=1 n=1 n=1
onder >0ep>0.

A19
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Exercicio A4.12. Discuta a convergéncia das séries

S S LR

~\n+1 = (2
=, /10 + 3cos(n)\" =, (10 + 3 cos(n)\"
* n; ( 15 ) * n; ( 12 x
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A4.2 Critério do confronto integral

Observacao A4.13 (confronto integral). Dada uma sequéncia a,,

seja f 1 [ng,00) = R: x> apy; ° |entdo Z a, = / f(x) dx

n=no

Isso permite discutir o cardter de > -

n=n
improéprias. *

, an usando os critérios para integrais

Corolario A4.14. Seja f : [ng,00] — R tal que f > 0, f € continua e
decrescente.
Se an:= f(n) , entao | ", a, tem o mesmo cardter de fnos f(x) dx

n=n

. 00 P ~
Ainda, se )", a, € convergente, entdo

/oof(x)dxé ianﬁano+/oof(x)daz, ng > 1

n=no

ou

(0.¢]

/oof(w)dxﬁians/ flx—1)dz, ng>2

0

> 1
Exercicio A4.15. Sabendo que / — dz converge quando « € (1,2), de-
1 T

o

1
duzimos que Z — converge para « € (1,2).
n

n=1

1

O que podemos dizer da série Z W
n®(In(n

9
n=1

®Denotamos por [[z]] a parte inteira de z.
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A5 Séries a termos gerais

Nesta secao consideraremos séries mais gerais, sendo os elementos a,, em R, ou

até em C, R*, ...

Definicao A5.1. Dado um real x definimos

r sex >0 0 sex >0
0 sex<0 —x sex <0

Assim ™, = > 0 e vale

r=z" -1 2] = 2" + a2,

Teorema A5.2 [Conv. absoluta].
Se Y o, lan] converge entao Y77 a, também converge, além  disso
vale

(0.9} (0.9}
Do < ) lanl <
n=no n=no

4

Dizemos que a série Y7 a, ¢

converge (neste caso » " ai e 7 a, convergem)

n=no

verge (neste caso »_° ar e  a, divergem)

Exemplo A5.3. Analise, com o critério acima, as séries

n n
> > D s
n=1 n=1 n=1
10S CINCO €asos
e s, = (—1)" e s, = cos(2mn/30), e 5, = cos(n),
e s, = (cos(n),sin(n)) € R? e s, sequéncia limitada qualquer.

A22
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Teorema A5.4 [Critério de Leibnitz]. Seja a, = (—1)"b, onde

o), >0, e b, decrescente, e b, — 0.
(0 e)
Entao Z a, converge.
n=no

Além disso, a sequencia das somas parciais Sy e a série S satisfazem

S_Sk{ZO se k € impar

S— Sk £b <
| bl < B <0 sek €par
Exemplo A5.5. Reveja as séries do exemplo Ab5.3.
o0
—1)"
Mostre que Z (=1) converge para todo a > 0 *
n=1

Teorema A5.6 [Critério de Dirichlet]. Seja a, = s,b, onde

b, >0, e b, decrescente, o b, — 0,
k
e Friste M > 0: Z Sn| < M para todo k > ny.
n=ng
0
Entao Z a, converge.
n=ng

Além disso, a sequencia das somas parciais T}, e a série T satisfa-
zem |T — Ty| < 2M byyq <

Exemplo A5.7. Reveja as séries do exemplo A5.3.
Note que como cos(27mn/30) = — cos(2m(n + 15)/30), temos que

k
220:1 cos(2mn/30) = 0 e logo ZCOS(27TTL/30) < 30
n=1
k .
) _ 1 — i(k+1) 2
Note que cos(n) = Re(e™) e ;em = ‘ 1 iei < 1= ¢
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A5.1 Comutacao dos termos de uma série

Teorema A5.8. Toda série| a termos positivos | ou | absolutamente convergente

mantém o carater e a soma mesmo reordenando seus termos.

Reordenando os termos de uma série | condicionalmente convergente

podemos obter qualquer soma, e qualquer cardter.

Exemplo A5.9. Podemos definir a soma dos conjuntos de reais a seguir
(sem que seja definida uma ordem para somar)?

o{%:nEN} o{#:nEN} o{#:nEN}O{%:nEN}
o{:l:%:nEN} O{i#:nEN} *
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A6 Algo sobre complexos

Um nimero complexo pode ser associado a uma dupla de reais, usaremos a
seguinte notagcao:
2€C: z=xz+1wy, z,yeR

Definimos:
soma : (x+iy) +c (X +iY) =+ X)+i(y+Y)
produto : (x4 1dy) ¢ (X +1iY) = (X —yY) +i(Xy + zY)

Desta forma o conjunto dos niimeros complexos C é um corpo.

Podemos identificar os complexos x + 20 com os reais.
Os complexos +i sao raizes do real —1.

Frequentemente é ttil representar um complexo na forma polar:

z=ux+ 1y = p(cos(f) +isin(h))

onde p = |z| = /22 + 2,

(arctg(y/x) para x > 0
arctg(y/x) +m para x <0
0 =arg(z) = 2kr+) { m/2 para z =0,y >0 (keZ).
3 /2 paraxr =0,y <0
L q.q. para x =0,y =0

Produto na forma polar:

[p(cos(0) + isin(f))]-[o(cos(¢) + isin(@))] = [po(cos(d + ¢) + isin(0 + ¢))]
Potencia na forma polar

2" = p"(cos(nf) + isin(nd))

Também podemos definir e = e*(cos(y) + isin(y)): esta fungao
exponencial possui as mesmas propriedades da sua versao real!

desta forma z = pe’ e 2" = pre™?
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A7 Sequéncias de funcoes

Chamamos Sequéncia de funcoes uma sequéncia cujos elementos
sao funcoes de um dominio D fixado:

{f,: D— R}lpen
onde N C NU {0}.
Exemplo A7.1. Com D = R:
* fn(il?) - $n; ¢ fn(x) = nx L fn<$> n
¢ fn(x> - sinnz). ° fn(gj) — @

o f.(r) =sin(nx); s -
e fu(x) =arctan(z + n);

I
8

i

' 2| 2] <1/ n’x 0<zx<1/n
—nlz| |z n
-fn<as>—{0 i@ = {2 =) 1/n <z <2
0 r>2/noux<(
Com D = (0,00) e a > 0: 1 v>1/n
o fulr) =gz 7 T
n x<l1l/n
(Veja em Graficos em Geogebra ) *
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A7.1 Convergéncia pontual e uniforme

Dada uma sequéncia de funcoes

{fn: D= Ripen
efixados ACDe f:A— R,
e dizemos que f,, converge pontualmente a f em A se
para todo x € A vale 7}1_{130 fu(x) = f(x)
e entao dizemos que f € o limite pontual de f, em A:

fn— f pont. em A|ou fo> fem Al

e 0 conjunto de convergéncia pontual de f, é o maior
A C D tal que a seq. numérica f,(x) converge para todo
reA

Exemplo A7.2. Discuta a convergencia pontual das sequéncias
do exemplo A7.1 *

Dada uma sequéncia de funcoes

{fn: D%R}neN
efixados ACDe f:A— R,

e dizemos que f, converge uniformemente a f em A se
Ve>0existe HEe Rtalquen > H = |f.(x) — f(z)| <
eVre A

e entao dizemos que f € o limite uniforme de f, em A:
fn— f unif. em A ou fo— fem A|
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e note que pode nao existir um maior A C D tal que a seq. f,
convirja uniformemente em A.
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Observacao A7.3 (Comparagao das definigdes).
o f, — f pontualmente em A: |para todo z € A vale lim f,(z) = f(x)|

n—oo

Vx e A, Ve>0existe HE Rtalquen > H = |fu.(z) — f(x)| <€
H depende de € e de x também

e f, — f uniformemente em A:
Ve >0existe HeE Rtalquen > H = | |fu(z) — f(z)|<e Vx e A
H depende de € apenas e deve servir para todo x.

Uma formulacao equivalente é

Ve > Oexiste H € Rtalquen > H = sup,c4 | fu(x)—f(z)] <
£

ou seja, [limy, o0 [SUpLeq | fu(x) — f(2)]] =0

Proposicao A7.4.
eseBCAef,—femA = f,— femDB (unif/pont)

o f, > funif. em A = f,— f pont. em A

Procedimento para estudar convergencia uniforme:

1. calcular limite pontual f e encontrar o conj. de converg. pon-
tual A

2. procurar B C A tal que f, — f unif. em B.

0 <1
Exemplo A7.5. z" — f(x) = {1 ! ' pontualmente em
rT =

0, 1], mas nao uniformemente.
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" — 0 pontualmente em [0, 1), mas nao uniformemente.
2™ — 0 uniformemente em [0, p| para todo p € (0,1).
(Veja em Grafico em Geogebra ) *
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A7.2 Teoremas de passagem ao limite

Uuma sequencia de funcgoes f,, é dita uniformemente de Cauchy
em A se

Ve > 0existe H > 0: p,m > H = |f,(x) — fi(z)| < € para todo x € A
Teorema AT7.6.

o se f, € uniformemente de Cauchy em A e f, — f pont. em
A,
entao f, — f unmif. em A

o | f, ¢ unif. de Cauchy em A < f, converge unif. a alguma f em A

<

Teorema AT.7. Suponha que a sequéncia de funcoes f,
convirja uniformemente a f em A;

0) se cada f, € limitada em A entao f € limitada em A

1) se xy € p.d.a de A e, para todo n, Ilim, ., fn(xr) = L,
entao

dlim, ., f(z) = limye0 L, € R

2) se cada f,, € cont. em A entdo f € cont. em A

3) se cada f, € integravel em [a,b] C A entdo
f integravel em |a,b] e

/a b f(z)dz = lim ( / b ful) dx) <

CUIDADQO: nao wvale que se as f, sao deriv. entao f é de-
rivavel!!!
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Teorema A7.8. Seja {f,} uma sequéncia de funcoes de-
rivdveis. Se

o {f.(xo)} convergir para algum xy € [a, b]
o {f'} convirja uniformemente em [a,b] a uma funcdo d,

entdo f,conv. unif. em |a,b] a uma funcao f, onde f € derivdy

el e [ =

(Jim £.@) = lim fi@

n—o0

<

Observacao A7.9. As afirmacoes dos teoremas acima poderiam
ser falsas assumindo apenas convergencia pontual!l Y

Observacao A7.10. e x" nao converge uniformemente em [0, 1]:

o limite nao é continuo.

e arctan(x + n) nao converge uniformemente em R:
limg oo limy, oo fr(x) = 7/2 # —7/2 = limy, o0 limy o fr()

o fule) = Y=

converge uniformemente em R mas f/ nao con-
verge uniformemente em R: o limite nao ¢ derivavel.

/

n’x 0<z<1/n

o fulx) = ¢n(2—nx) 1/n<x<2/n ;nao converge unifor-
0 x>2/noux <0
\

memente em R: a integral do limite nao ¢ o limite da integral

1
— x>1/n _ ,

e fu(x)=1< a“ nao converge uniformemente em (0, 0o):
n® x<l1/n

o limite nao é limitado.
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*
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A8 Séries de funcoes

Chamamos Série de funcoes a soma dos termos de uma sequeéncia,
de funcoes:
dada uma sequéncia de funcoes f,,, chamamos

o Si(z) = Zﬁ_no fn(x) sequéncia (de fungoes) das somas
parciais

e definimos a Série associada a f,, sendo

Z fn = klim S, (limite pontual)
e d0.¢)

n=ny

Exemplo AS8.1.

o
o Z x" converge pontualmente a S(x) =

n=1

sin(nx
. E ——— converge pontualmente em R.
n

*

Dizemos que a série converge uniformemente em A se S} converge
uniformemente em A, em particular

(0.}
Z fn(z) converge uniformemente em A a fungao S(x), se
n=1

k

lim [sup|S(z) — 2wx) |l =0
Jim, [snp ) = 3 ful)
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Teorema A8.2 [Teste M de Weiestrass|.
Se sup,eq | fo(2)] < an e >°  a, € uma série convergente,
entdo a série Y~ fu(x) converge uniformemente em A. <

Observacao A8.3. A condicao é apenas suficiente: mesmo nao
valendo a série poderia convergir uniformemente. ) ¢

A35



C4-A 30 de janeiro de 2024

Teorema A8.4. Suponha que a série S(x) = > 7 fu(z)
convirja uniformemente em A.
0) se cada f, é limitada em A entdo S € limitada em A

1) se xy € p.d.a de A e Flim,_,,, fn(x) = L, entao

3 lim ( Ool fn(fc)) = i (g}ggo fn(fv)) c€R

n= ’]’L:l

2) se cada f, € cont. em A entdao S _é cont. em A

3) se cada f, € integrdvel em |a,b] C A entdo
S integrdvel em |a,b] e

/abS(x) dz = f:l (/abfn(@ dx)

CUIDADO: nao vale que se as f,, sao deriv. entao S derivdvel!!!

Teorema A8.5. Considere a série S(x) =", fu(z) com

fn deriwaveis. Se

<

e > | fulzo) convergir para algum x € [a, b]
e D(x)=>_", fr(x) convergir uniformemente em [a, b,
entdo S converge unif. em |a,b], € derivdvel e S" = D, isto €,

<Z fn(x)> = ful@)

n=1
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Exercicio A8.6. Discuta a convergencia pontual e uniforme das
series a seguir, e a continuidade e derivabilidade de suas somas.

¢ E:n 1 n ¢ z:n 127 ¢ 22211%§
. Z Slﬂé?;l‘) . Z Sm7(1 x) %

n=ng n=ng

A9 Séries de poténcias

Chamamos Série de poténcias (SDP) de centro z; uma série

da forma
xO

S(z) = Z an(x — x0)" (A9.1)
n=0
onde a,, ¢ uma sequencia de reais ou complexos.

OBS Por convengdo (deiza as formulas mais simples) consideramos z° = 1 para todo x € R;

também. definimos 0! = 1

Observacao A9.1. A série (A9.1)
e sempre converge em g, ao valor a

e se converge em T # xg entao converge (absolutamente) para todo
xt.q. |v— x| < |T — 20

e se nao converge em T # x( entao nao converge para todo x t.q.
|z — x| > |T — x| *
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Teorema A9.2. Para a série de poténcias (A9.1) vale uma
das trés possibilidades:

(1) a série converge apenas em x

(2) a série converge (absolutamente) em todo R (ou em todo

C)
(3) AR > 0 tal que a série

e converge (absolutamente) se |x — x| < R
e ndo converge se |x — xo| > R

e pode ou nao convergir se |xr — xo| = R <

e R ¢ dito raio de convergéncia da série de poténcias, (pondo
R =0mno caso (1) e R = 00 no caso (2))

e Para séries a valores em R, o conjunto de convergéncia ¢ sempre
um intervalo (intervalo de convergéncia, IC), que pode ser
— (1) um ponto,

—(2) todo R,
— (3) um intervalo centrado em xy de raio R, que pode incluir ou
nao os extremos

e Para séries a valores em C, o conjunto de convergéncia é sempre
um circulo (circulo de convergéncia, CC), que pode ser
— (1) um ponto,
—(2) todo C,
— (3) um circulo centrado em xy de raio R, que pode incluir ou
nao os pontos na fronteira

Exemplo A9.3.
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0

1
ozm:c”, R =00, IC =R (ou C),
n=0

. Zn!x”, R=0,1C = {0}.
n=0

-Z;ﬁg; JR=1,IC=[-1,1). -Z%ﬁx L R=1,IC=[-1,1].
e na" R=1,IC=(-1,1). « Y 2" R =1, 1C = (-1,1).
n=>0 n=0

Céalculo do raio de convergencia

Teorema A9.4 [Critério da raiz|.

1
R —
lim sup v/ |ay,|

n—oo

ou

1
i = (se existir) <

lim +/|ay|

n—o0

Teorema A9.5 [Critério da razao].

e

n—oo ‘an+1’

(se existir) <

A9.1 Convergéncia uniforme - continuidade

Teorema A9.6. A série de poténcias (A9.1) converge uniformememdte
em todo conjunto fechado e limitado contido em {x . |v — xo| <
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R}. <

Teorema A9.7 [de Abel]. Se a série de poténcias (A9.1) con-
verge em Z com |Z — xg| = R entdo converge uniformemente em

todo o segmento {xyg+7(Z —xo): T € [0,1]}. <

Corolario A9.8. Uma Série de poténcias € sempre continua onde cont
<
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A9.2 Integracao e derivacao de SDP

Teorema A9.9. A série de poténcias (A9.1) é integravel em
todo [a,b] C IC e valem

/ S(x)dx = Z n (z — )" para todo x € |a,b],

esta ultima € uma SDP com o mesmo raio de convergéncia (mas
pode ter IC maior!)
<

Teorema A9.10. A série de poténcias (A9.1) € derivdvel em
todo {x : |x — x| < R} e vale

S'(x) = Z nay, (x — xg)" "

a qual resulta ser uma SDP com o mesmo raio de convergéncia
(mas pode ter IC menor!)
<

Corolario A9.11. A série de poténcias (A9.1) € infinitas vezes derivdt
em todo {x : |v — xo| < R} e vale

SB(@) =3 #@v (& — o)

n==k

a qual resulta ser uma SDP com o mesmo raio de convergéncia
(mas pode ter IC menor!) <

Observacao A9.12. Valem resultados analogos em C, mas pre-
cisaria definir derivada e integral em C.... Y
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A9.3 Unicidade de SDP

Teorema A9.13. Se a série de poténcias (A9.1) tem R > 0
e vale S = 0 em uma vizinhanca de xy, entao a, = 0 para todo
n € NU{0}.

Se duas séries de poténcias tém R > 0 e vale
Z an(x —x9)" = Z bo(x — x0)" (A9.2)
n=0 n=0

em uma vizinhanga de xq, entdo a, = b, para todon € NU{0}. <
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Exemplo A9.14. Manipulando a partir de séries conhecidas, po-
demos escrever varias funcoes conhecidas como SDP:

=3 o emR (A9.3)

sin(z) = i(—m% em R (A9.4)
Shizx) = f; % em R (A9.5)
cos(x) = nf%(—m éz; em R (A9.6)
Ch(z) = nf; (”23;! em R (A9.7)
1;3 _ ?‘6(—1)%71 em (—1,1) (A9.8)
In(1 + z) f:(—n”—l%n em (—1,1] (A9.9)
. ij — nf%( )"*"  em (—1,1) (A9.10)
arctan(z) — i(—m;j n: em [~1,1] (AD.11)

Graficos em Geogebra

outros:
sin(z) com T, T3, T°, T7, TV
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In(x) com T, T4, T7, T
zoom In(x) com T, T*, T7, T1O T
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http://graphsketch.com/?eqn1_color=1&eqn1_eqn=ln(1%2Bx)&eqn2_color=2&eqn2_eqn=x&eqn3_color=3&eqn3_eqn=x-x%5E2%2F3%2Bx%5E3%2F3-x%5E4%2F4&eqn4_color=4&eqn4_eqn=x-x%5E2%2F3%2Bx%5E3%2F3-x%5E4%2F4%2Bx%5E5%2F5-x%5E6%2F6%2Bx%5E7%2F7&eqn5_color=5&eqn5_eqn=x-x%5E2%2F3%2Bx%5E3%2F3-x%5E4%2F4%2Bx%5E5%2F5-x%5E6%2F6%2Bx%5E7%2F7-x%5E8%2F8%2Bx%5E9%2F9-x%5E10%2F10&eqn6_color=2&eqn6_eqn=x-x%5E2%2F3%2Bx%5E3%2F3-x%5E4%2F4%2Bx%5E5%2F5-x%5E6%2F6%2Bx%5E7%2F7-x%5E8%2F8%2Bx%5E9%2F9-x%5E10%2F10%2Bx%5E11%2F11-x%5E12%2F12%2Bx%5E13%2F13&x_min=-1.5&x_max=1.5&y_min=-5&y_max=5&x_tick=1&y_tick=1&x_label_freq=1&y_label_freq=3&do_grid=0&do_grid=1&bold_labeled_lines=0&bold_labeled_lines=1&line_width=2&image_w=850&image_h=525

C4-A 30 de janeiro de 2024

Exemplo A9.15. As séries acima podem ser usadas para aproxi-
mar valores transcendentes:

=1

=2

1 =1

0 = S =D

S

()" N 1

— 4
" ;2n+1 \[Z 2n+ Z:QnJrl 22n+1+32n+1
*
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A10 Séries de Taylor e Fungoes analiticas

Notagao: para um ¢ > 0, denotamos por Vs(z() a vizinhanca de raio
0 do ponto x.

Note: em R isto seria o intervalo (xg — 6, 29+ ¢); em C seria o circulo
aberto centrado em xy de raio 9.

Teorema A10.1 [P.d.T. com resto de Lagrange)].
Se, paraum § > 0, f € C*1(Vy(zy)), entao dado = € Vj(z)\ {xo}
existe ¢, € (xg,x) se x > zy (resp. ¢, € (x,xy) se x < x() tal
que
f(k+1)(cx)

ET 1) (x — ao)!

9

onde

k) (g,
Tﬁxo(:c):zf ( )(:1:—:1:0)”

¢ o Polinomio de Taylor de ordem k£, da funcao f, no ponto
X(.

Veja a teoria sobre polinémios de Taylor Aqui: p7... <]

Se f € C>®(Vs(xg)) posso escrever a Série de Taylor de f em
volta de zg

) (1
Tyao(@) = 3 0 o gy

n=0

Se g = 0, a série acima é chamada de Série de Maclaurin.

(0. ¢]

Teorema A10.2. Se a série de poténcias S(z) =) _ an(x —

. (n)
xo)" converge em (xg — R,xq+ R), entao a, = & n(!xO)

Ou seja, se uma [ pode ser escrita como SDP centrada
em z; com raio de convergéncia positivo, entao esta SDP
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é a Tf,fEO' <
Observacao A10.3. Nem sempre f coincide com sua série de
Taylor:
e vimos que e’ =y 7 La" em R.
1 o0
e == o(=1)"z" em (=1,1),
mas 1~ faz sentido em toda a semirreta (—1, 00).

o arctan(x) = > 7 (—1)"z*" em (—1,1),
mas arctan(x) tem dominio R.

- e x #0
U(a:).—{o 0

mas U = Tyo = 0 apenas em 0!

*

Definicao A10.4. f € C*®(Vy(xg)) ¢é dita

e |analitica em g |se 3r tal que f = T} ,, em V. (x).

e | analitica |, se for analitica em todo ponto do seu dominio.
*

Exemplo A10.5. ¢*, sin(x), In(z) ecc.. sdo analiticas

U(z) nao é analitica em 0.

*

Teorema A10.6 [Cond.suf. para analiticidade|. Seja f €
C>®(Vs(xg)): se existem M,r > 0 tais que

sup | fN2)] < M—

r€(xg—r,20+7)

entao f € analitica em xg
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Corolario A10.7. Se3 M,a > 0 tais que a estimativa | f™ (x)| <
Moa"

e vale em vizinhanca de xq, entao [ € analitica em x

o vale em R entao f € analitica em R e suas T} ,, convergem em
todo R

<

A48



C4-A 30 de janeiro de 2024

A10.1 Extensao analitica

Dada uma funcao analitica f de dominio D C R, suas séries de Tay-
lor Ty, (0 € D) definem fungoes de variavel complexa no circulos
complexos de raio I,

Juntando estas defini¢oes podemos estender f a uma vizinhancga em
Cde D.

Exemplo A10.8. Exponencial complexa:

e’ = Z % em C
n=0
logaritmo complexo:
In(1 + z) = Z(—m—l% em Vi(0)
n=1

note
‘ 0 (,Ly)n 0 an ' 0 y2n+1 o
Yy . _ _ n _ n _

e = nz_% = nz_%( 1) (2n)!+Z nz_%( 1) i cos(y)—+isin(y)
logo
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A10.2 Série binomial

A solucao do P. de Cauchy

éy(x) = (14 x)~.

a(a—l)..(a—n—i—l).

Resolvendo por séries obtemos y(z) = > a,z" onde a,, =

Se o € N entao
{(f:) n<a,
a, =

0 n > a,

n!

logo a série converge em todo R pois é apenas um polinomio de ordem
a: o conhecido Binomio de Newton:

(14 z)F = Zk: (i)x”

n=0

No caso geral definimos os coeficientes binomiais generaliza-
dos como

(((D . (Z) _ a(a—l)..é!oz—n—l—l), .

logo podemos escrever

de fato
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Exemplo A10.9.

1/2
o V1t x= Z ( / ) em (—1,1), onde podemos calcular os

primeiros coeﬁ01entes: (1742) =1,1/2,—1/8,1/16, —5/64, ...

1 . [—1/2
o — 2" em (—1,1), onde podemos calcular
L () om0, e

0s primeiros coeficientes : (_711/2) =1,—-1/2,-3/8,-5/16, ...
o note que (') = (—=1)".

e Obtemos também

oS (e m

e logo

arcsin(z :i( 1 2>( D 2t e (21.1).

n=0
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A11 Séries de Fourier

Valem as seguintes identidades:

/ 1 =2m, / sin(nxz) = / cos(nr) =0 VnéeN

/ sin(nx) cos(kz) = 0 Vn,k e N

/ " sin(na) sin(kz) = / " cos(na) cos(kz) =0 Vn £k € N

—T —T

/ sin?(nx) = / cos’(nx) =7 Vn e N
o B (A11.1)

Observacao A11.1. Possivel interpretacao:

As funcoes
1 1 1
— — cos(nx), — sin(nx), n €N

Vo VT VT

formam uma familia ortonormal com respeito ao produto
escalar

)= [ @)
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Chamamos Polinémio trigonométrico de ordem £

k
— 50 + z; a, cos(nx) + by, sin(nx)
n=

Chamamos Série trigonométrica (ou de Fourier)

S(z) = % + Z ap, cos(nx) + by, sin(nx)

n=1

Suponhamos que S convirja uniformemente em R, entao posso in-
tegrar por séries obtendo (Férmulas de Euler - Fourier)

/ S = aoT

/W S(z)cos(nx) = a,m (A11.2)

—T

N\

| / " S(z) sin(ng) = byr

—T

Definicao:

Dada f : [—m, 7] — R absolutamente integréavel,

chamamos Série de Fourier de [ a Série trigonométrica S
cujos coeficientes sao calculados pelas (A11.2) com f no lugar de

S.

Pergunta? qual ¢ a relacao entre f e S¢7
o f par = b, = 0 Vn (S; é uma série de cossenos, logo é par)
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o f impar => a,, = 0 Vn (Sf é uma série de senos, logo é impar)

e se f tem descontinuita e Sy conv. uniformemente, certamente nao
coincidem!

Porém, se f € reqular, as coisas ficam melhores!
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Exemplo A11.2. o |f=sgn(x) em [—m, x|

2 . 7 4 / /
a, =0, b, = — [1 — cos(n)], isto é, -~ s6 para n fmpar.

A sin((2n+ 1)z)
Sf_wz 2 + 1

2
[cos(mr) 1], isto é, —% SO para m

4 SN cos((2n + 1))

T 2n—|—1

o|f=zem|[—7, 7|

2
a, =0, b, = —=cos(nm), isto é, —(—1)"2.
n

_ Z " sin(nx)

*

Observacao A11.3 (Série de cossenos/senos). Seja f abs. int.
em [0, 7.

e Podemos prolongar f para [—m,0] de forma par, obtendo uma
funcao par g abs. int. em [—m, 7w|. A série de (Fourier) de cossenos
(Sye) de f é asérie de Fourier de g, i.e., Sy, =9,
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e Podemos prolongar f para [—m, 0] de forma impar, obtendo uma
funcao impar g abs. int. em |—m, 7|. A série de (Fourier) de senos
(Sys) de fé asérie de Fourier de g, i.e., Sps =5,

*

Em geral, se f é absolutamente integravel num intervalo [—L, L], as
Formulas de Euler - Fourier tornam-se

( L
o=

%/LL f(x) cos <%nx) = G (A11.3)

%/z f(z)sin (%nx) = b,

e a série de Fourier de f se escreve

7\

0

Si(x) = % + Z Ay, COS (%?%C) + by, sin (%nm)
n=1
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A11.1 Teoria L?

Teorema A11.4 [Convergéncia em L°, Bessel, Parseval].
Sejam f? € integrdvel em |—m, |, Sy sua série de Fourier, Sy a
truncada k-éstma de Sy e T}, um qualquer polin.trig. de ordem k.
Entao

™ 2 k
a
1. /WS;C2:7T <—2O‘|‘ E_l aieri)

o [ese= ([ )= ([ s2)< [ u-ny
Em particular, /z 2> /77: S,2.

oo
3. Z ai + bi converge, e logo a,,b, — 0,
n=1

J. / (f — Sp)? =3 0 dificil!

T m 2 O
9 9 k—o0 a 9 9 )
5. /Wf Z/wSk —>7T<—2—|—n§1an—i—bn>,0useja,

vale a Desigualdade de Bessel:
T a_% + zoo: al + b2 | < ' f*
9 £ n n | — - )
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De fato, vale a Identidade de Parseval:

T 2 00
/ f2:7r<%+2ai+bi>
- n=1
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Dito de outra forma: consideramos o espaco vetorial

X—{f:[—w,w]—ﬂR: /:f2<oo}

dotado do produto escalar (f, g) = / fg e danorma HfH2 = / 12,

Entao,

1H&\_w< +§:a+§>

2. 11F = Skl = 1P = I1Skl* < 1f = Tell® ou seja, Sy 6 0 po-

linomio trigonométrico de ordem k mais perto de f

Em particular, ||f||° > ||Skl|*.

3. Z a? + b% converge, e logo a,, b, — 0,

41 = Sell? ey’ ou seja, Sy — f (convergéncia “integral”)
5 1P 2 ISel 2 (4 Za2 +b2>, o sefa

vale a Desigualdade de BC%SCI

2 xO
ag Z 2 9 2
T (E -+ i an+ bn) S HfH
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De fato, vale a Identidade de Parseval:

CL2 e
= n (3]
n=1

A60



C4-A 30 de janeiro de 2024

Mais uma interpretacao:

O sistema

1 1 1
= —sin(nx), neN

o = —, ¢, = —= cos(nx), Sy =
Y Vo Nz (nz) JT

forma uma “base Hilbertiana” no espaco X (é ortonormal e

permite aproximar qualquer elemento do espago).

Reescrevendo as férmulas com a normalizacao acima temos
oo
S(x) = apco + E AnCn () + by Sy ()
n=1

( / ’ S(x)co(z) = (S, ¢0) = ag

{ /W S(x)en(z) = (S, ) = ap (A11.4)

/7T §(x)sn(x) = <§, Sp) = by,

\ —T

Analogas as férmulas conhecidas de GA-AL:
dado o sistema {e; } ortonormal em X,

e se f=> ae; entao (f,e;) = q
k , L
o Sp =) _,ae; éaprojecao de f nosubespaco gerado por ey, .., ey

No nosso caso, também temos que S; converge a f quando k£ — o0.
Poderiamos fazer a mesma construcao usando uma qual-

quer outra base ortonormal!
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Conclusao: temos um resultado de convergencia Sy —
f quando f? é integrdvel, mas é uma convergéncia ”inte-
gral”, diferente da pontual e da uniforme.
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A11.2 Convegéncia pontual e uniforme

Seja f : R — R 2m-periddica e absolutamente integravel em [—, 7],
continua

(exceto em um nimero finito de pontos em |—m, 7).

Teorema A11.5 [Convergéncia pontual|. S converge em x
a:

o f(xg) se f € continua e existem (sao finitas) as derivadas la-
terais em x

LT+ L~
. + se existem (finitos)
— LT
lim f(r)=L* € R, lim /() =D*cR. <
x—>x0i x—moi r — X

Poderia nao convergir ou convergir a outros valores se alguns dos
limites acima nao existem.

Exemplo A11.6.

o0 . (0. ¢] .

sin(n) w—1 sin(2n) 7w

E = E B |
) n=1 n 2m ) n=1

Teorema A11.7 [Convergéncia uniforme|. Se f é continua
e derivdvel exceto em um niumero finito de pontos (em |[—m, 7| ), nos
quais existem (sdo finitos) L* e D*, entdo

o Sy converge a f uniformemente em todo [a,b] no qual f € continua,

o em particular, Sy converge a [ uniformemente em R se f for
continua.
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<
Teorema A11.8. Seja f € C*(R), 2r periddica. Entao os cocfici-

entes satisfazem C
@, 1ba < =5

e logo Sy — f uniformemente em R.

Isso vale também se tiver um nimero finito de pontos (em |—m, x])
onde f € apenas continua com derivadas laterais finitas.
<
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o

Exemplo A11.9. e f(x) = 1’[_7r A
nao tem como calcular Sy por nao ser abs. integravel.

)

@)=l

podemos calcular Sy, mas em 0 nao sabemos se nem onde converge.
J

o fl@) = Viel|

podemos calcular Sy, mas em 0 nao sabemos se nem onde converge.

¢ f($> - ’xH[—ﬂ'ﬂT]
podemos calcular Sy, que converge uniformemente a f em R
¢ f(ﬂ?) - x’[—ﬂ',ﬂ']

podemos calcular S, que converge uniformemente a f
em [—m +¢e,m— €] (€ > 0), e converge para 0 em 7 + 2k.

o f(z) = sgn(x)|_;
podemos calcular Sy, que converge uniformemente a f
em [e,m —¢] e em [—m+¢, —¢] (¢ > 0), e converge para 0 em k7.

*
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A12 Escritura complexa

Pondo
)
il n=>0
2
a, — ib, 1 [T »
n — e — > O - S T
Cp = < 5 n | (x)e
_ b
G—n 1 0-n n <0
\ 2
obtemos
S(x) = + Z a, cos(nx) + by, sin(nx) Z cpe'
n=1 n=—o0o

A13 Aplicacoes em EDP

Veja na apostila de EDP - Prof. Massa explicacao de como as
“equacoes da onda e do calor” aparecem em modelos fisicos:

p. 51 a 54:

e Vibracao de varinha: modelando um corpo elastico em di-
mensao um

e Corda vibrante: modelando uma corda que vibra transversal-

\ﬂ\
W

(Figura da internet) (Um video sobre corda vibrante)

mente

e Membrana vibrante:  modelando uma membrana (bi-
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dimensional) que vibra transversalmente

e Campos eletro-magnético no vacuo

e Calor/difusao: modelando a difusao de um poluente num meio

p. 82 - 83:

e Intendendo a vibracao de uma corda de guitarra usando a
solucao da equacao da onda

(b)
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Al14 Equacoes do calor e da onda

Problema de valores iniciais e de fronteira para a equacao do calor

/

U — QUyy = 0, t>0,z¢€(0,m),
uw,0) = o), ze(0m, (ALL1)
\u(O,t):u(W,t):O, t>0;

N\

Possivel interpretacao:

e 1 indica temperatura de uma varinha na posicao x no instante ¢,

e cxtremos da varinha em 0 e 7 com temperatura fixada a 0 (Al14.1-
3),

e temperatura inicial nos demais pontos da varinha é ¢ (A14.1-2),

e « indica condutividade/calor.especifico da varinha.

Trocando a condi¢ao de Dirichlet (A14.1-3) por u,(0,t) = u,(m,t) = 0
(condicao de Neumann ), o extremo ¢ isolado (nao tem passagem de

calor?).

Problema de valores iniciais e de fronteira para a equagao da onda

(

Uy — C Uyy = 0, t>0,ze€(0,m),

u(z,0) = é(x), z € (0,m), (A142)
w(z,0) = ¥(z), z € (0,m), |
| w(0,t) =u(m,t) =0, t>0;

Possivel interpretacao:
e 1, indica o deslocamento de uma corda de guitarra,

60 fluxo de calor é proporcional 4 derivada da temperatura
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e cxtremos da corda fixados em 0 e em 7 (A14.2-4),

e posigao inicial nos demais pontos da corda é ¢ (A14.2-2),

e velocidade inicial nos demais pontos da corda é ¢ (A14.2-3),
e ¢? indica tensao/peso da corda.

Trocando a condigao (A14.2-4) por u,(0,t) = u,(m,t) = 0 0 extremo é solto
(movimento transversal livre)

A14.1 O método de separagao das variaveis
1) chute: solugao u(x,t) = X(x)T(t) (a variaveis separadas);
2) substituimos na equagao;
3) manipulamos a equacao até chegar numa igualdade do tipo
F(D'X (x)]i<k) = G(D'T(t)]i<s) :

isso implica que os dois lados da igualdade devem ser constantes,
obtemos entao duas EDOs.

e Sc a equacao for linear e homogenea, poderemos sobrepor diferen-
tes solucoes a variaveis separadas, isto é:

equacao linear: o grau da variavel é 1, ou seja, as derivadas nao possuem poténcia > 1
equagao homogénea: as EDO’s (em X ou T') sdo iguais a zero e nao a alguma funcao
no caso do chute u(x,t) = X (z)T(t)

- conhecendo-se as solugoes das EDO’s (digamos X, e T},), entao:

- os produtos X,, T}, serao solugdes da equagao calor/onda

e pela linearidade:

a sobreposigao das solugoes (D X,,T,,) serd solucdo da equagao calor/onda

equacao do calor é a EDP: uy — aug, =0
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7

equacdo da onda é a EDP: uy — cPugs = 0

"o e ¢? sdo constantes positivas e o quadrado na constante ¢ é por conveniéncia para quando escrever a

solugao da equagao.
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A14.1.1 Resolvendo as EDP’s

Substituindo o chute u(z,t) = X (z) T'(t):

e na equacao do calor:
X(2)T'(t) — aX"(x)T(t) = 0.

obtemos

1T()  X'(z)
T~ X~ (A14.3)

e na equacao da onda:
X(2)T"(t) — X" (2)T(t) = 0.
Supondo X # 0 e T # 0 obtemos

iT//(t) _ X”(az) o
T - X~ (A14.4)

A14.2 Condicao de extremo nao isolado/preso (condigao de Dirich-
let)

Em ambos casos (calor ou onda) e considerando as condigoes iniciais
u(0,t) = u(w, t) = 0, precisamos estudar o PVI:

—X" = AX 0
em (0,m), (A14.5)
X(0)=0=X(n),
onde A ¢ um parametro real.
As ftinicas solugoes sdo do tipo C'sin(vAz), com A = n?, n €

N, C' e R.
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2

e Resolvendo 77 = —an?T obtemos solucoes da forma Ae= ", para
o calor,
e resolvendo 7" = —c?n?T obtendo solucoes da forma A cos(cn t)+

Bsin(e¢nt) parta a onda.

A14.2.1 Solugao dos PVIF’s

Obtivemos entao
e solucoes da equacao do calor da forma
—an’?t -
Ae sin(nx) ,

que correspondem a ¢(x) = Asin(nz)

e
e solucoes da equacao da onda da forma

[Acos(cnt) 4+ Bsin(ent)|sin(nz),
que correspondem a ¢(x) = Asin(nz) e ¥(x) = ecnBsin(nx).

Como os problemas sao lineares, também combinacoes lineares de
solugoes sao solugoes. Chegamos entao nos seguintes resultados.

Se, no caso do calor, a condicao inicial for
u(z,0) = ¢(x) = Z a, sin(nx) (A14.6)
neN
entao a (unica) solugao sera (7)

u(z,t) = Z ape ! sin(nx) . (A14.7)

neN
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Observagao A14.1 (Soma finita ou infinita). Se N tem cardi-
nalidade finita, entdao a igualdade em (A14.7) é sempre valida. Se
N =N, aigualdade em (A14.7) é garantida nas condigoes do teorema

abaixo. *

C

Teorema A14.2 [Solucao PVIF para equagao do ca-
lor|. Se em (A14.6) > _ylan| converge, entao a série em
(A14.7) converge uniformemente a uma func¢ao continua em
0, 7] x [0,00) e infinitas vezes derivdvel em [0, 7] x (0,00), e
¢ solugao de (A14.1). <

No caso da onda, com condigoes

u(z,0) = ¢(x) = Z a, sin(nx), ur(x,0) = ¢Y(x) = Z by, sin(nx)
- "(AL49)

teremos a (tinica) solucao (?)

u(z,t) = Z [an cos(ent) + bn Sin(cnt)] sin(nx). (A14.9)

cn
neN

Teorema A14.3 [Solugao PVIF para equagao da
onda]. Se em (Al4.8) > _yn?lay| e Y, cnnlby| conver-
gem entdo a série em (A14.9) converge uniformemente a uma
funcao continua e com derivadas de primeira e sequnda ordens
continuas em [0, 7] X [0,00) e € solugao de (A14.2). <

Observacao Al14.4. As hipdteses do Teorema Al4.3 implicam
que ¢ € C3R) e vb € CHR), de fato estas sdo condicoes conhecidas
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para obter solucoes do problema da onda.
As hipoteses do Teorema Al4.2 sao bem mais fracas, de fato para

o calor ¢ suficiente uma condicao inicial continua para ter solucoes, as
quais sao sempre infinitas vezes derivaveis. *
C ey
Observagao A14.5. Se for dada ¢ (ou ¢) em [0, 7| podemos
sempre escrevé-la como em (A14.6) (ou (A14.8)), prolongando-
a até [—m, 0] de forma fmpar e calculando a série de Fourier da

funcao resultante, que sera uma série s6 de senos. *

Observacao A14.6 (Solucao Generalizada). Mesmo quando as
hipdteses dos Teoremas Al4.2 e Al4.3 nao valem, podemos escrever
as séries em (A14.7) e (A14.9) e usé-las como definicao de “solugao
generalizada” dos PVIF (A14.1) e (A14.2).

De fato, a solucao generalizada pode representar uma aproximacao
da solucao do problema fisico considerado, mesmo nao satisfazendo
exatamente os problemas nas formas (A14.1) ou (A14.2).

*
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A14.3 Condigao de extremo isolado/solto (condigao de Neumann)

Se trocamos a condigao nos extremos de u(0,t) = u(m, t) = 0 para
uz(0,t) = uy(m,t) =0,

precisamos estudar o PVI:

{_ X" = \X em (0,7), (A14.10)
X'(0)=0= X'(m),

onde A\ é um parametro real.

Analogo ao caso anterior, as tnicas solucoes sao do tipo
Ccos(VAr), comA=n% neNN{0}, CeR
(note que para n = 0 a solugao é constante!)

Obtemos entao
e solucoes da equacao do calor da forma

o2
B, n=0, e Ae *'cos(nz), neEN

que correspondem a ¢(x) = A cos(nz)

e solucoes da equacao da onda da forma
D+Ct, n=0, e [Acos(cnt)+ Bsin(cnt)|cos(nz), n €N,
que correspondem a ¢(x) = Acos(nz) e ¥(x) = enB cos(nx)

Podemos obter resultados analogos aos vistos na Secao Al14.2, em
particular:

AT5



C4-A 30 de janeiro de 2024

se for dada ¢ (ou ) em [0, 7], podemos prolongar até [—m, 0] de

forma par e obter agora uma série s6 de cossenos.

A saber:

Se, no caso do calor, a condi(;éo inicial for

u(z,0) = = — + Z a, cos(nw) (A14.11)
neN
entao a (unica) solugao sera (7)

u(z,t) = % + Z i cos(nx) . (A14.12)
neN

A mesma hipétese do Teorema A14.2 garante a convergéncia uni-
forme da série acima para a solucao do PVIF para a equacao do
calor com condicao de Neumann.

No caso da onda, com condigoes

b
u(z,0) = +Z a, cos(nz), ux,0)=1(x)= §O+Z b, cos(na
neN neN
(A14.13)

teremos a (inica) solugao (7)

b by
u(z,t) = % 4+ 5075 + Z [an cos(cnt) + = sin(cnt)] cos(nx) .
neN

(A14.14)
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-
As mesmas hipoteses do Teorema Al4.3 garante a convergencia
uniforme da série acima para a solucao do PVIF para a equacao
da onda com condicao de Neumann.

A14.4 Solucoes dos PVIF para as equacoes do calor e da onda
em (0,L) com as condigoes de Dirichlet e de Neumann ho-
mogéneas

A mesma hipétese do Teorema Al14.2 garante a convergéncia uni-

forme das séries abaixo para a solucao dos seguintes PVIF:

A solucao do PVIF para a equacao do calor com condicao de
Dirichlet

(ut—ozum:() parax € (0,L), t >0
qu(0,t) =u(L,t) =0 parat >0
\u(az, 0) = ¢(x) para x € (0, L)
¢ (7)
u(x,t) = Z ane_% sin (@)
| neN L/

onde a série de Fourier de senos de ¢ tem coeficientes a,,.
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A solucao do PVIF para a equacao do calor com condicao de

Neumann
)
Uy — QUypy = 0 para x € (0, L), t >0
§ uz(0,8) =uy(L,t) =0 parat >0
\u(az, 0) = ¢(x) para x € (0, L)

ag _Lg% nmwx
u(z,t) = 5t g ap,e  L? cos <T) :
neN
onde a série de Fourier de cossenos de ¢ tem coeficientes a,, (n €

N U {0}).

As mesmas hipoteses do Teorema Al4.2 garante a convergencia

uniforme das séries abaixo para a solucao u:

A solucao do PVIF para a equacao da onda com condigao de
Dirichlet

/

Upt — Uy paraxz € (0,L), t >0
u(0,t) =u(L,t) =0 parat >0

u(z,0) = ¢(x) para x € (0, L)

L ui(z,0) = () para x € (0, L).

t L t
u(x,t) = Z [an COS (anﬂ ) + %bn sin (CTZT >] sin (?) :
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onde a série de Fourier de senos de ¢ tem coeficientes a,, e a série
de Fourier de senos de 1) tem coeficientes b,,.

A solucao do PVIF para a equacao da onda com condicao de

Neumann
(Utt—CQ’L%x:O parax € (0, L), t >0
uz(0,t) =uy(L,t) =0 parat >0
u(z,0) = ¢(x) para x € (0, L)
L ui(z,0) = () para z € (0, L).

¢ (?)

b t L s
u(x,t) = %—FEOH-Z [an oS (CWZT ) + cn—ﬂbn sin (CWZT )] COS (?) :

neN

onde a série de Fourier de cossenos de ¢ tem coeficientes a,, € a série
de Fourier de cossenos de 1 tem coeficientes b, (n € N U {0}).

A14.5 Solucao do PVIF para a equacgao do calor com condicao de
Dirichlet nao homogénea

r
Up — QUyy = 0 t>0,ze(0,L),

u(z,0) = d(z), re(0,L1), (A14.15)
U(()j t) - Tl, U(L, t) — TQ, t > O,

7\

e A solucao estacionaria do PVI:

Uy — QUyy = 0, t>0,xe(0,L),
U(O,t) :Tl,U(L,t> :TQ t > 0;
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isto €, a solucao que nao varia com o tempo ¢ da forma
u(z,t) = v(z),
onde v ¢ entao a solugao do PVI
V" (x) =0, t>0,2€(0,L),
{U(O) =Ty,v(l)=T, t>0;
que é dada por

Ty — T
v(x) = 2L e+ T

e A solugao de (A14.15) serd entao da forma
u(z,t) =v(z) + w(x,t),

onde w ¢é solucao do PVIF para eq. do calor com condicao de
Dirichlet homogenea:

(

Wy — QWayy = 0, t>0,xe(0,L),
w(x,0) = o(x) —v(x), xe€(0,L),
\w(O,t):O:w(L,t), t>0;

\

e Portanto

A solucao do PVIF para a equagao do calor com condigao de
Dirichlet nao homogenea

/

Up — Uy = 0 parax € (0,L), t >0
qu(0,t) =Ty, wu(L,t)=T, parat >0
\u(az, 0) = ¢(x) para x € (0, L)
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u(z,t) =v(z) + w(x, t),
onde
T

v(x) = TZE—I—Tl

é a correspondente solugao estacionaria e w ¢ a solucao
do PVIF para a equacao do calor com condicao de Dirichlet
homogeénea (solugao transiente):

p

Wy — OWyy = 0 para x € (0, L), t >0
u(0,t) =0=w(L,t) parat>0
w(z,0) = 6(a) ~ ola) paraz € (0,1),

ou seja,

7\

22
(?) _anfrnft nmwx
w(z,t) = E ap,e L sin(—),
L
neN
onde a série de Fourier de senos de ¢ — v tem coeficientes a,,.

A mesma hip6tese do Teorema A14.2 garante a convergéncia uniforme da série acima para a solugao w.
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Observacao A14.7 (Interpretacao fisica da solu¢ao do PVIF para
a equagao do calor).
Considerando a solucao generalizada:

1. No caso da equagao do calor com condigao de Dirichlet homogéenea
(varinha com extremos fixados a 0°, nao isolados): quando ¢t — oo
a temperatura da varinha (solugdo) tende a zero,

lim u(z,t) =0

t—00

“passando pelo seno” (veja solucao do problema quando ¢(z) = 3
em [0, 7], & = 1, no Geogebra).

2. No caso da equagao do calor com condicao de Neumann homogenea
(varinha com extremos isolados): quando t — oo a temperatura
da varinha (solugao) tende a média,

Qg

lim u(x,t) = —,
t—00 2

“passando pelo cosseno” (veja solugao do problema quando ¢(x) =
x em |0, 7], o = 1, no Geogebra).

3. No caso da equacao do calor com condicao de Dirichlet nao ho-
mogenea (varinha com extremos fixados a temperaturas diferentes,
nao isolados): quando ¢t — oo a temperatura da varinha (solugao)
tende a temperatura estacionaria (ou de equilibrio),

Jim u(a,t) = v(a),

ou seja, a temperatura da varinha tende a minimizar as oscilacoes
ja que na prética w(z,t) “desaparece” com o passar do tempo (e
dai o nome “solucao transiente”). Também vale:

- .
tlg(x)lo uz(x,t) = v' ()
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(veja solugao do problema quando ¢(x) = 3 em [0, 7], u(0,t) = 0,
u(m,t) =7 (v(z) = x), a = 1, no Geogebra).

*
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A15 Exercicios:

Este arquivo contém alguns dos exercicios que foram resolvidos ou dis-
cutidos durante as aulas. Seus enunciados podem nao estar completos
e pode ser que durante as aulas importantes comentarios sobre as re-
solucoes tenham sido feitos.®

A16 Inducao

1. Prove que para todo n € N, vale:

(a) ZZ _ @ (b) ZZQ _ n(n + 1)6(2n +1) .

refal)

2. Sejam a; = 1 e a, = 2a,_1+ 1. Prove que a,, = 2" — 1, para todo
n € N.

3.5¢a; =1,ay=3¢ea, = a,—s — 2a,_1, entao a, é impar, para
tOdO n c N (tarefa: completar resolugao!)

4. Sejam a; = 3, ao = 1l ea, = 2a,_1—a,_o. Prove que a,, = 5—2n,
para todon € N.  (tarefa))

5. Todon € N, n > 2, pode ser fatorado como produto de nimeros
primos.

6. Sen € N, n > 8, entao existem ¢, j € NU{0} tais que n = 3i+57.
7. Exemplos errados! Encontre o erro na prova:

(a) Paratodon e Nyn+1 < n.
dado k € N,

8Caso vocé encontre algum erro neste arquivo, por favor, reporta-lo para apperon@icmec.usp.br
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HIL: p(k) - k+1<k
Tese: p(k+1):k+2<k+1

HI
Claroque k+2=(k+1)+1 < k+ 1.

Assim, para todo k € N vale “p(k) = p(k + 1)”e portanto p(n) vale para todo n € N.

(b) Dado C' C N finito, se existe p € C par, entao todo p € C' é
par.
p(n): para todo C C N com #C = n vale x: (se existe p € C' par, entao todo p € C' é par)
Caso base: p(1) é verdadeiro porque para qualquer conjunto C de 1 elemento, se existe
um par em C, todo elemento de C' é par dado k € N,
HI: p(k): para todo C' C N com #C = k vale x
Tese: p(k + 1): para todo W C N com #W =k + 1 vale x
Seja W C N com #W = k + 1 tal que existe p € W par.
Tome V; C W com k elementos e tal que p € V;. Pela HI, todos elementos de V; sao pares.
Tome Vo C W com k elementos de forma que p e o elemento de W \ V] estejam em Va.
Pela HI, todos elementos de V5 sao pares.
Logo, todos elementos de W sao pares.

Portanto, o passo de indugao é verdadeiro e p(n) vale para todo n € N.

A17 Sup, inf, ponto de acumulacao

8. Determine o sup e o inf dos conjuntos:

(a) inf(0,1) = inf[0,1] =0 (d) infyeprz* — 2= —1/4
(b) infN =1, supN = oo (e) infyez 2 — 2 =0
(¢c) inf{l/n: neN}=0

9. Ponto de acumulacao: denote por A’ o conj. dos p.a. de A

(a) A"=10,1] se A= (0,1) e também se A = [0, 1]
(b) A"={0}se A={1/n: neN}
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(¢) N nao possui pontos de acumulagao
(d) A" ={(0,y);y € [-1,1]}UA se A é o gréafico de sin (1/x) |,~0

A18 Sequéncias numéricas

10. Indique o dominio, ilustre o grafico e/ou imagem da sequéncia

{a,}, onde:

(a) a, = n; (¢) ap, = (—=1)™; (f) ap, = In(1 + n);
| (@) a, = log(n —2);
(b) a, = n’ (e) ap =2"; ey (g) a, = (cos(n), sin(n) );

Graficos em Geogebra

11. Determine se a sequéncia {a,} ¢ mondtona, limitada, onde:

( ) Ay = N, (tarefa!) est. crescente, limitada inferiormente
1
(b) ay, = —, est. decrescente, limitada
n
n — ( )n) nao mondtona, limitada

(c) a
(d) a, — log(n — 2) (tarefal) est. crescente, limitada inferiormente

1

(e) Ay — —', n > O decrescente, limitada
n:
n
(f) , n Z 1, est. crescente, limitada inferiormente
12. (deﬁmtlvamente)
(a) Ay — —8 + TV, def. positiva
( ) Ay = n — 87’L def. est. crescente

(C) {1, 8, 10, —15, 2, 1, 2, 2, 2, 2, .. } def. constante
13. Determine se {b;} ¢ uma subsequéncia da sequencia {a,, }:
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14.

15.

16.

17.

18.

(a) an = +; (b) an = (=1)";
{bx} = {%7 %7 %7 %7 .o} sim {or}t = {a2r} = {1,1,1,.. .}
{bk} = {%, %, %, %, .. } nao {bk;} = {&2k+1} =
{-1,—1,...}
Calcule:
(a) lim W tn+3 = 400 () nh—>H<}o ¢
1 |
(b) lim — =0 (d) lim — =400 (a>1)
n—oo M n—oo q'
Calcule:
(a) lim 6_ = +0OQ (tarefa) (b) ' nh_>n;.10 W =1
n—oo N

Determine se a sequéncia {a,} é convergente, onde:

(a) a, — (_1)71 nao conv., oscila (b) Ay = (—1)” —|—% nao convergente (ta-
refa)

. . (1
Determme se existe: hm SIn | — nao existe
z—0 X

Resolva a recorréncia usando: método de iteracao ou lineares a
coeficientes constantes e quando a,, = f(a,_1) estude a recorréncia
através do grafico de f:

(a) ag = h, ay, = aa,_1 + 0 (veja EX.2)  Resp.: a, = a™h+ B0 o

(b) ay = 2, a, = a%_l Resp.: ap = 22"

(C) ap — ]_, a9 — 1, Ay = Ap_1 + ap—92, N Z 37 (seq. Fibonacci)

Resp.: a, = % (1_2\/5)71 _ % (1+2\/5)n
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a1:\/§

a1::z4

(d) a, = v2a,_1,

Resp.: a, =21727"

(G) a, — Sin(an_l) + Ap—1 veja o Geogebra, “caos”dependendo de aj...

Wolfram - recorrencia  Recorréncias em Geogebra

19. (limsup, liminf)

(
(2)
(

S

n lim sup,, o an = liminf, o a, =0

b

)

n 1)” limsup,,_ o an =1, liminf, ,ca, =—1

S

n—1"Nn limsup,, o an = liminf, s an = 400

)

(c)

(d) a, =sin(n)  limsup, oan =1, lLiminf, oa, = —1
)

(e) ap =sin(nmw/4)  (larefor) limsup, yooan =1, liminfy e a, = -1
20. Verifique que a sequéncia {%} é de Cauchy. (rarefa)

21. Verifique que a sequéncia {a,} cujo termo geral é dado por
|
n'—‘:E::ﬁ
1=1
nao ¢ de Cauchy. Conclua que {a,} diverge.

A19 Séries numéricas

22. Encontre a soma (se convergente) de

0,9) (0. 9]

1
a) * E —  harmonica diverge para —|—o<€b) E 1 diverge para +o00
n

T
=1 n=0
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converge para ()

S

*

()
- (f)

diverge para +o0

00 converge para 1
* n o diverge para +0o0
‘(](3()771,(3757”1,(3(1, .
<g) Z q oscila
n=0 1

converge para ﬁ

— (=1)"
(h) Z 2—n converge para —3x

n=1

2_(=1)

=1

(—
nz:: n(n+1)

n . -
oscila, nao convergente
telescopica conv.

1

se ¢ = 0 (considerando 0° = 1)
seq>1

seq < —1

se |q| <1

23. Usando séries, represente em fracao a dizima periddica 0.23456.

23456 — 234

Resp.:
P 799,000

Qual fracao representaria 0.zxz? e 0.yyxzx?

yyrrx —yy
99.900
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24. Discuta a convergéncia da série (use o Teorema A3.4 [Cond ne-
cessaria para convergencia)):

- 1 - 1
(a) g n sin (—> diverge para +bb) g n tan <—) (tarefal)  aiwerse pars
n n
n=1 n=1

“+oo

25. Estude a convergéncia da série (use o Teorema A4.2 [Confrontol):

(a) * nf:l% (d) :01 sin (%) (£) nzoo:l (10 +1c508(n)>
(b) * i %, a > 2 ) EOO: IHTE?) . (o) i (10 + ;os(n))
(c) * nf; % al - (h) nf; (10 +1COOS(”))

série a-harmonica

Resp.: (a) converge para s € (1,2); (b) converge para s € (1,2); (c) diverge para +o0; (d)
diverge para +oo; (e) converge (Dica: use o limite limy 1“7”” para verificar que In(n) < n

definit.); (f) converge; (g) diverge; (h) diverge: limsup,,_,, (10+‘1:785(")>n = +4o00.

26. Discuta a convergéncia da série (use os Teoremas A4.8-A4.9 [Razao/raiz)):

— |z[” 2] <1 — (n)%e”
converge  se |T d : converge
(a) ; n {diverge se |z| >1 ( ) ; (2n)'n3 i
0o 00
b — converge iverge
(b) Z ol & (¢) Z (2n)In3 e
n=1 n=1
O An o "
10 4 cos(n)
(€ D comene (0> ( , ) converge
n=1 n=1
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Quando r > 0ep > 0, (arefa))

%) o 00 e 00
(g) E — converge (h) — (l) E Tnnp
n! np
n=1 n=1 n=1
converge, se 0 <r < 1,Vp >0 converge, se 0 <r <1, Vp >0
Resp. (h): < diverge, se 0 <r <1,Vp >0 (i): 4 diverge, ser > 1, Vp >0
série p-harmonica, se r = 1 diverge, se r =1, Vp >0

27. Discuta a convergencia da série

(a) Z diverge (b) Z (tarefa!) con-
—~\n+1 —~\n+1
verge

28. Encontre quantos termos da sequéncia {a,} é preciso somar para
obter uma aproximagao da série >~ | @, com erro < 1073,
1 b 1
(&) A, = ﬁ (1001 termos) ( ) Ay = ﬁ (10 termos)
29. Discuta a convergencia da série (use Teorema A4.14 [Confronto
Integral]”):

1
(a) * Z — quando A~ (1, 2) converge para s € [-1-, ~%-] C (1, +00)

n a—17 a—1
n=1

(b) * — 0, COIN 6 > 0 converge se 3 > 1 e diverge se 8 < 1

n=
%9
1
(C) Z 1 ZL) converge
n

9Relembrar integrais impréprias!! (Integrais Imprépias - Célculo 2)
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30.

31.

32.

33.

00
1
(d) * E " 3 (O{, 6 > O) converge se a > 1 e diverge se a < 1 (a =1
n

Discuta a convergencia das séries (Teorema Ab.2 [Conv. absolutal):

= S = S
n n
Z ﬁ (converge) Z o (inconclusivo) Z Sn ((a,b,c) nao converge)
n=1 n=1
oS quatro Casos:
(a) s, = (—1)" (¢) s, = cos(n),
(b) s, = cos(2mn/30), (d) s, sequeéncia limitada qualquer

Discuta a convergeéncia da série (Teorema A5.4 [Critério de Leibnitz

J):

(0.8} _1 n
(a) Z (=) ,a >0 converge

nOé
n=1
(b) Z(—l)"e_” CONVETZe (turefa!)
n=1
SO R
d
(c) nz:; " iverge

Encontre quantos termos da série Y~ (—1)"1 é preciso somar

para obter uma aproximacao da sua soma com erro < 1073, (1001

termos)

Discuta a convergéncia da série (Teorema A5.6 [Critério de Diri-

chlet)):

A92



C4-A 30 de janeiro de 2024

5 2 n = 3k
n ) -
a —, onde: s, = CONVETrge (tarefal)
(@) ; n {—1, n # 3k °
o0
cos(2mn /30)
b ver eogebra
(b) Z 0 (ver Geogebra) — cONVerge
n=1
= cos(n)
(c) nz::l . converge

34. Encontre quantos termos da série > - | —COS@T/ 30)

para obter uma aproximacao da sua soma com erro < 1073, o)

é preciso somar

(60mil termos)

35. Podemos somar os elementos dos conjuntos de reais a seguir sem
que seja definida uma ordem para somar?

(a) {7+ neN}  sim (d) {(—7112)” . nE N} sim
(b) {# - n€N} sim (e) {£1: neN} nio
( n

(c) { _i)n - ne N} nao - (f) {£5: neN} sim
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36.

37.

38.

A20 Sequéncias de funcoes

Esboce os graficos (veja em Geogebra)

(a) fulz) = 2™

(b) fulz) = na: (h) fu(z) = {
(C) fn(x) — ZU/n; (
d) f.(x) =sin(nz);

( ) ( ) sm((nx)) (1) fn(x) =
(e) fn(x) - 0 :

fn xr) =
(g) fn(x) = arctan(x + n); (J) ( ) {

1 —nlz| |z|<1/n

0 x| > 1/n’

n’x 0<z<1/n
n2—nx) 1/n<x <2/
0 r>2/noux
~ z>1/n

n® 0§:1:§1/n.

Discuta a convergencia pontual das sequencias do Exercicio 30.

(&) £, % fem ( 1,1],f(a:):{(1): ifi (f) fu Bzl em R

) vz 1y 8 R

(¢) fuBoemR (h) 7.2 fem R onde f(x) {(1) iio
(d) wctasearoer Bomominien (i) f. BoemR

(e) fo 2 0emR (J) fo B L em (0,00)

Discuta a convergéncia uniforme das sequéncias (a,c,e,f) do Exercicio

36.

(&) fu 2% 0em [~M,M],¥M € (0,1) (€) fu B 0emR

(C) fu % 0em [~M, M],YM >0

39. Usando o Teorema A7.7, estude a convergencia uniforme das sequencias

(g, 1, j) do Exercicio 36.
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40.

41,

42.

43.

Considere a sequéncia do Exercicio 36f. Verifique que f/ % fem
(

1, x>0
R mas fT/Z _1};) f el R7 Onde f(:l:) = < 07 €Tr = O (tarefa!)
-1, <0

\
A21 Séries de funcoes

Discuta a convergencia pontual das séries

(a) Zzozl x" conv. pont. a T2 em (—1,1) s x"
d) Z —' conv. pont. em R
00 e n=1 n
(b) Z g conv. pont. em [—1,1) ( ) i Sin(naj)
n—1 e n2 conv. pont. em R
n=ng
" = sin(nz)
Z — conv. pont. em [—1,1] (f) Z — 3 conv. pont. em R
n? n
n—1 n=ny

Discuta a convergéencia uniforme das séries do Exercicio 41.

(a) conv. unif. em [—r, 7|, Vr € (0,1) (d) conv. unif. em [—r, 7], Vr >0
(b) conv. unif. em [—r, 7], Vr € (0,1) (e) conv. unif. em R
(C) conv. unif. em [—1,1] (f) conv. unif. em R

Discuta a continuidade e a derivabilidade das séries do Exercicio
41.

(a) continua e derivavel em (—1,1), derivdvel em (—1,1)
(b) continua e derivavel em (—1,1), (d) continua e derivavel em R
<C) continua em [—1,1] e (e) continua em R e nao é deriviavel em R
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(a série das derivadas ndo converge em x = 0) (f) Contl'nua (§] deriVéVel em R
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A22 Séries de Poténcias

44. Encontre os raio e intervalo de convergencias

(0@ (0@ 1
a) gz 2" R=1,10=(-1,1). (d) ng_omx",}z:oo, IC =R (ou C).
=1
b —a" =4 = [—4Li). ' =
()ngzonx,R 1,10 =[-1,1) g n!z", r=o0, 10 = {0}.
=1
5 - 5 L] f n) =1, =4 .
(c)ngonQ:zs R=1,1C = [-1,1] ()ngzona; R=1,1C = (-1,1)

45. Encontre o raio de convergencia ou o IC:

() Y (2 +sin(n)"a", r=1. (¢ 2(1“@_1)_2)”,

2
o i n- + 1
e?)

00 00

<.f17 . 1>2n+1 ( 3/1, i 1)n

(b) , R= V3, d —————  (tarefal), IC =

2y @02,
C:[l—f71+\/§] [—2,0]

46. Encontre o raio de convergencia e o intervalo de convergencia uni-
fOI'me: (tarefa!)

00 n
n\2+x
n=1
Resp.: IC' = (—o0, —2] e uniformemente em [M,—5],VM < —3

47. Encontre os IC da série S e de sua integral fo S

00
Sy
n=0
Resp.: (—=1,1) e [-1,1) resp.
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48. Encontre os IC da série S e de sua derivada S’

1 n
S(z) = 2 T

Resp.: [-1,1) e (—1,1) resp.

49. Escrever as funcoes abaixo como SDP:

e’, sin(zr), sinh(x), cos(z), cosh(x),

1

I+
Resp. Ver Slide 4

50. Calcular

1
(a)/ g — 2Zn'2n—|—1

W [ e g

|
On (2n+1)

, In(z+1), arctan(x).

1+ 22’

sin(x d:r: P

0 (2n + 1)!I(4n + 3)

d.fU (tarefa!)

(x 4+ 1)

—1)" 22n+l 1 22n 1

/ xsin(x + 1
Sa

+1—1n2
(2n 4+ 1)! 2n + 1 2n

Encontre quantos termos da série devemos somar para que o
valor da integral 50c tenha erro e < 1072, Resp.: 2 termos: T — 1B

51. Use SDP para calcular os limites

1 —coszx 0

(a) lim —:O, (tarefa!) d (l—cosz) _ 0

o 1 —iosx d) lim o < = ) L=y =4
(b) lim —— = % z—0 T =0

z—0 x .

1
l—cosz 1 (6) lim x(e x) 2 —

1. ZE2 _ 5 d (1l—cosz w0 1n(1 + x) -7 + %
() lim —F——= = g (=) = g6

) t (5)
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A23 Aplicacao: usando SDP para resolver PVI de
EDO

52. Use SDP para resolver as EDO’s

v =y S
(a) (tarefa!) y(x) = Z x—l = e” converge em R

y(O) — 1 n=0 n
[y =y
(b) < Yy O) =Q y(z) = ngo ((_2173;ax2" —1—1;) (é;2n1%!$2"+1 =acosz + bsinz em R
(y'(0) =0
p
y'—xy —y =
S x2n o0 72n
(C) < y(O) = y(z) = 7;)246(271) = T;) (2n)! converge em R
|'(0) =0
—
@ <7 ST @ e R\{0})
y(0) =
y(x) = (Z)x” = (1 + 2)* converge em (—1,1) quando o ¢ N (Série Binomial) e

(e}
y(z) = Z <a> 2" = (14 z)® converge em R quando o € N (Binémio de Newton)

53. Prove que (7') = (—1)".

54. Usando o Exercicio 52d, encontre a SDP para
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Dd.

50.

57.

8.

9.

A24 Séries de Taylor e funcoes analiticas
Verifique que as fungoes e”, sin(z), cos(z) e In(z) sdo fungoes
analiticas.
Encontre a SAT em torno de 0 de
f(z) = (14 2*) cos(x)
e caleule f3)(0) e £19(0).

Resp.: f(z) =Tyo(z) =1+ > 02 (=1)" [ﬁ - ﬁ} 22 f3)(0) =0 e f10(0) = 89
C&lCUle 0 hmlte (tarefa!)

cos(z) — 1+ %2

L = lim
xz—07F xre
0, a<4
Resp: L=¢ 14, a=4
400, a>4

Encontre T3, o IC e calcule f19(3), onde

f(z) = In (2x+1).

dor + 3

Resp.i f(z) = Tra(e) = In(5) + X2y 55 [(3)" = (5)"] @75 1€ = (=5, 5 e
£09) =9 [()" - ()"

Encontre T}, o IC e calcule f13)(0) e f14(0), onde s

2

f(z) = (2° +2)e™™,

Resp.: f(2) = Tpo(@) = @+ 02, (<) [ = gy | 22774 1€ = Ry f09)(3) = 131 [ — 4];
79 (E) =0

Compare uma fungao f com o polinémio de Taylor T/]?" », 10 Desmos ou Geogebra
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A25 Séries de Fourier

60. Escreva as séries de Fourier das funcoes:

—1, <0
() f@) = sgn(@) = {0, 2=0, =€ |[-ma] s -
\1, x>0
sin((2n + 1)z)
nzo 2n + 1
_ . oo cos((2n + 1)x)
(b) f(x) - ‘aj|7 S [ 7T77T] () T 9 7;] (2n 4 1)2
(¢) flx)=2, x€|—m, ] fzz " sin(na)
0, 0<z<1
(d) flz) =1, — =, sendo uma fungao par em [—7, 7|
BE 1< S s
Sy(x) = 7r2;1 — i sizgrn) cos(nz)
r, 0<x<L
(& xTr) = (tarefa!)
(©) /() {L, —L<:1;<0

%_i cos (2n — 1)z +£sin (@)
(2n—1 27r2 L nmw L

61. Analise a convergéncia das séries de Fourier (caso existam) das
seguintes fungdes 2m-periddicas: (ver Geogebra)
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;€ (=m,m\ {0}

x =10

\
nao tem como calcular Sy pois f nao é abs. integrdvel.

(1

, T E|—m,m 0
fw) = | Tl € [=m, 7]\ {0}
0, x =0

podemos calcular Sy, que converge uniformemente a f em [2k7 + €, 2km + 2 — €] (¢ > 0)

S8

mas em 0 nao sabemos se nem onde converge.

flz) = /Iz] .

podemos calcular Sy, que converge uniformemente a f em [2k7 + €, 2w + 2km — €] (¢ > 0)

mas em 0 nao sabemos se nem onde converge.

(60D) flx) = [#]|_rx

podemos calcular Sy, que converge uniformemente a f em R

(600) f(x) = ol _r.q
podemos calcular S, que converge uniformemente a f em [—7+2k7+e, 7+2kn—¢] (¢ > 0),
e converge para 0 em 7 + 2km.
(608) f(z) = sgn(e)]_r.
podemos calcular S¢, que converge uniformemente a f em [2km + e, 7 + 2km — €| e em
[—7 4+ 2km + €,2km — €] (¢ > 0), e converge para 0 em k.
3
flz) = \/5’ [—7,7)
podemos calcular Sy, que converge uniformemente a f em [2k7m —7+¢,2km+714¢€| (¢ > 0),
e converge para 0 em 7 + 2k7 (teo. conv. pontual) e também para 0 em 2kw (por ser
fmpar).
1

—, z€(0,m)\{0}
flx) =< Vo e impar em [—7, 7|

0, xr=km

podemos calcular S¢, que converge uniformemente a f em [2km + &,7 + 2k7 — €| e em

[T + 2km + ¢,2km — €] (¢ > 0), e converge para 0 em 7 + 2km (teo. conv. pontual) e
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também para 0 em 2k7 (por ser impar).

(i) Exercicio 60d

podemos calcular S¢, que converge uniformemente a f em [2km —1+¢,2kmr+1—¢€| e em
[2km+14¢,2km — 1427 +¢€] (¢ > 0), e converge para 0 em 0+ 2k7 e também em 7+ 2k

e para i em +1 + 2km.

62. Usando os Exercicios 60d, 60b e 61, calcule o valor das séries

= sin(n) = sin(2 -
a _ w1 _ _ =2
(a) 3 — === (0) ) G
n=1 n=1 nzO
63. Usando o Exercicio 60c e a identidade de Parseval calcule o valor
da série
o
>
n2 °
n=0
64. COHSidere (tarefa!)
0, x€l0,1)

fle) = 1, zell,n].

(a) Calcule a série de senos Sy s de f (estenda de forma conveniente
f a [_77 ﬂ-])

(b) Para onde convergem Sy (1), Sys(—2), Sfs(2m)? Justifique.
Resp.: Sfs(1) =1, Sps(=2) = -1, Sy(2m) =1

(¢) Descreva o limite pontual e determine onde o limite é uniforme

da série calculada.

(d) Desenhe os graficos da fungdo usada em (a) estendida 27-
periodicamente e da fun¢ao Sy ¢ (limite pontual da série calcu-

lada).

65. Escreva a série de Fourier da funcao 2m-periddica e impar, que em
0, ) é dada pelas fungoes a seguir: (tarefa!)
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66.

(a) f(z) =25, (d) f(z) = cos(x),
(b) f(z) = sin(z), (e) f(z) = 22
(c) f(z) ==,

Resp.: (b) S¢(x) = sin(x), (d) S¢(z) =

Escreva a série de Fourier da funcao 2m-periddica e par, que em
0, 7] é dada pelas fungdes do Exercicio 65. Compare os resultados.
(tarefal)

Resp.: (b) Sy(z) =0, (d) Sf(z) = cos(a),

A26 Aplicacao: usando séries de Fourier para resol-
ver PVIF de EDP

67. Determine a solucao por séries de Fourier do PVIF abaixo

(2)

)
Up — 2Uyy = 0 para xz € (0,7), ¢t >0
Q uz(0,8) =0 =wuy(m,t) parat >0
u(z,0) =x para x € (0, )

lim w(x,t) =77, lim u.(z,t) =77
t—o0 t—o0

E um PVIF para equagao do calor/extremos isolados/Neumann e a solugao é:

4 2(2n+1)%t
- z:: 2n+ 2 cos((2n + 1))

wm

. ™ .
IHEO u(z,t) = BL tllglo ug(x,t) =0
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p

Uy — 4uyy = 0 para x € (0,7),t > 0
qu(0,t) = =2, u(m,t) =2 parat >0
u(x,0) = =2 para x € (0, )

\

lim w(z,t) =77, lim wy(x,t) =77
t—00 t—o0

E um PVIF para equagao do calor/extermos nao isolados/Dirichlet nao homogénea e a

solucdo generalizada (note que > 7, #

nao é convergente) é:
oo

4 8 -1
u(z,t) = % -2+ - Z <n)e_4"2t sin(nx)
n=1

4
lim u(x,t) =v(z) = S 2, tlim Ug(z,t) =
—00

t—o00 iy s

68. Resolva a equacao do calor (iarefa!)

(

Up = Uy em (0,7) x (0, 00)
S u(0,t) =0=wu(m,t) parat € |[0,00)
\u(:z:, 0) = f(x) para x € (0, )

sendo f(z) cada uma das fungoes do Exercicio 65 (use os resultados
do Exercicio 65).

69. Resolva a equacao do calor nos casos do exercicio anterior, subs-
tituindo a condi¢ao de extremos a temperatura costante u(0,¢) =
0 = u(m,t), pela condicao de extremos isolados u,(0,t) = 0 =
u,(m,t) (use os resultados do Exercicio 66) (tarefar)

70. Para os problemas nos Exercicios 68 e 69, para onde converge a
solucao quando ¢ — oo? Compare os resultados.
discuta a convergencia uniforme de u(x,0), u(z, 1) e uy(z,1). (o
refa!)
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Resp.: Nos casos do Ex. 68 a solucao generalizada tende a zero e nos casos do Ex. 69 a solugao

generalizada tende a media

%Z b corde, @m cstiectts”
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