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Aula 1 de Consolidacao

b
Questao 1: Prove, usando as somas de Riemann, que / xdx =
a

1 1
§(b2 —a*). (Consequentemente, /a:da: = §x2 +C.)

Solugao: A funcao f(x) = x é continua no intervalo [a, b], portanto é inte-
gravel em [a, b]. Por defini¢ao, isto significa que

lim Z flep)(xp — 1)
k=1

1P]|=50 4=

existe e é tnico, para qualquer particdio P = {a = o < 21 < ... < x,, = b}
do intervalo [a,b] e para qualquer ¢ = (cy,...,¢,), uma lista de n nimeros
escolhidos de modo que ¢ € [xg_1, x|, 1 < k < n. Escrevemos

n b
lim Zf(ck)Axk = / flx)dzx, Azy =z, — z)_1.
k=1 a

|| P[[—0 4—
A integral é o limite de um somatoério!

Como f(z) = x é integréavel em [a, b], o limite do somatério ndo depende
da partigao pontilhada P* = (P,c¢): escolhamos P obtida subdividindo o

intervalo [a, b] em sub-intervalos de largura constante Axy = b’Ta, ou seja,
b— 2(b— b—
Pefomamcat =t ear 200 o o,y nza_yy
n n n
e escolhamos
b— 2(b — b—
0 2 nb—a),



Entao

3

Portanto,

f(Ck)Al'k =

lim i f(ex)Axy,
k=1

n—oo

Segue que

Soma, =-1.3 To=a+2 :
1

a )(1 X2 X

ZIn=2"0

kni(aJrk(bn—a))(b;a)
knla(b;aHz”:(k(bn—a))(b;a)
Z?;—a)wL(b_:;)len:k
o4 :2a)2 ffﬁ; 3
a(b—a)+(b_2a)2(1+%)

- a(b—a)+(b_2a)2

— (b—a)(a—i—(b;a))



Questao 2: Encontre o dominio das fungoes:

_ [Tcos*(t—1) 71
(@) ale) = [ <=t ) gla) - / .

Dica: use o seguinte resultado.

Teorema 0.1 1. Toda fun¢ao continua f : [a,b] — R € integrdvel.
2. Toda fungao limitada f : [a,b] — R com um nimero finito de descon-
tinuidades em [a,b] € integrdvel.

Solugao: (a) A funcio (cos?(t — 1))/v/t? + 1 é continua em R, portanto ¢
integravel em qualquer intervalo finito. Entao o dominio de g é R.

(b) A fungéo 1/t nao ¢é definida em ¢ = 0 e ndo ¢é limitada em R, mas é
continua em qualquer intervalo [5,z| para x > 5, ou [z, 5] para 0 < x < 5.
Ela nao ¢ limitada em qualquer intervalo [z, 5] que contem 0. Logo o dominio
de g & (0, 4+00).

Questao 3: Calcule a area da regiao limitada pelas curvas: y =
ljz; =0, y=1;, y=2.

Solucgao:

N AR) = [ Sdy =l

1
Questao 4: Calcule a integral / Va2 + 1dx.
0

Solugao: Observe que
1 1 )
/ V2 + lde = / r(z? +1)2dx
0 0, ) -
= / (z(2”+1)2) do
0 '3

Portanto, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

1

/lx\/xz—i—ldx = (x2+1)%
i = f(2\/§—1)?

Wl W=



Questao 5: Determine o valor médio da fungao f(z) = v4 — 22 em
[—2,2].

Solucao: Observe que y = V4 — 122 = ¢y?> =4 — 2?2 = 22+ 9% = 4.
Portanto, o grafico de f ¢ o semi-circulo de centro O = (0,0) e raio 2, com
y > 0. Segue que

M(f) = f(x)dx
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Aula 2 de Consolidacao

Questao 1: Escreva a area da regiao limitada pelas fungoes (y =
f(z) ou z = g(y)) dadas abaixo de duas formas diferentes: usando
integracao em z e integracao em y.
x
@y=r—4 y=7; y=0
(b)y=z+5 y=2 y=-1; z=y°

—z?, —1<zx2<0

Solucao (a)
Integrando em relacao a x:

41

1
’ / (-x —x +4)dx
, , 4

ls

T —— ’ =

+ (=322 4 42)

4

16/3 X e

Integrando em relacao a y:

4

A(R) = /03 (y +4 — 4y)dy.

Wl

_ 3 _ 8
= (=39 +4y) 3

0




Integrando em relagao a x:

A(R) = /__3(ZE +6)dx+

6

0
/ (3)dz+
| -3
B=(32) y2 A=(42)

) y=7/ = /0(2—\/E)dx+

1
/GM y=-1 b ) / (_\/5 + 1)d{[‘
D=(1,-1 0
Integrando em relagao a y:

AR) = / (v —y + 5)dy

-1

Integrando em relacao a x:

| AR) = [ (0 (et

-1
2

+ / (x + 1)dz
0

Integrando em relagao a y:

(©) w 0
AR) = / (V== ()i
ST L /1(2—O)dy
4 s [e-w-y

(Note que f é Riemann integravel em [—1,2])



Questao 2: Seja f(z) = sin(z), = € [0, 27].
(a) Calcule /27r f(z)dz.
0
(b) Calcule a area entre o grafico de f(z) e o eixo-x para z € [0, 27].
Solugao: (a) Seja F(x) = —cos(z). Como F'(x) = sin(x) = f(z), temos,

pelo Teorema Fundamental do Célculo, ff f(z)dz = F(b) — F(a) = F(x)‘l;
Portanto

[FTsin(z)de = (—cos(x)) zﬂ ]

0 0 ——
0. = N

(b) O eixo-x ¢ o grafico da fungdo g(x) = 0. Entdo, a area entre os
graficos de f e g em [0, 27] é dada por

A(R) = / 17 (@) - glo)lde.

Segue que,

2

A(R) = /Oﬂ(sin(:c) — 0)dx + / (0 — sin(z))dx
= (—cos(nv))‘;r + (cos(av))ﬁ:r
(- (1) 4 (1 (-1) =4

Questao 3: Qual é a diferenga entre integral definida, integral in-
definida e fungao integral?

Solucao
A integral definida é um escalar (um ntamero).
A uma integral indefinida é uma familia de fungoes.



A funcao integral é uma funcao.
Por exemplo, para n # —1, temos a integral definida

1
1
/m”da::
0 n+1

e a integral indefinida

Questao 4: Verdadeiro ou Falso?

(a) /1 22 cos(x?)dr = / cos(u)du = sin(1) — sin(—1) = 2sin(1)

1

(b) /11 2 cos(x?)dr = /1 cos(u)du =0

1

Solugao: (a) Falso: pois fazendo u = z? (e portanto du = 2xdz), quando
r=—1louz =1 temos u = 1.

(b) Verdadeiro: a primeira igualdade esta justificada no item anterior e a
segunda igualdade é valida por defini¢ao.

Questao 5: Calcule as seguintes integrais usando integracao por
partes:

(a) /xcos(x)d:c
(b) /ln(t)dt
(c) /e”cos@)dm

Solugao: A formula da integracao é a seguinte
/udv:uv—/vdu

u = . du dz
dv = cos(z)dz v = sin(z)

(a) Fazendo



Obtemos
/xcos(x)dx = zsin(z) — /sin(:p)d:p = xsin(x) + cos(z) + C.

(b) Fazendo

u = In(t) N du =

~ |

Obtemos

/ln(t)dt = tln(t) — / %tdt —tln(t) —t + C.

(c) Fazendo u = e, dv = cos(x)dzx, temos du = e"dx,v = sin(x)
Portanto
/ex cos(x)dx = e” sin(z) — /ez sin(x)dx

Aplicamos de novo a formula da integral por partes para calcular / e’ sin(x)dx

fazendo u = €*, dv = sin(x)dz. Obtemos du = e*dx,v = —cos(x).
Logo

/e“"‘ sin(z)dr = —e® cos(x) + /ex cos(x)dx

Dai /e”” cos(z)dr = e sin(x) + e cos(z) — /ew cos(x)dx
Portanto 1
e cos(x)dx = §ex(sin(x) + cos(x)) + C
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Aula 3 de Consolidacao

Questao 1(a). O que é uma fungdo racional?
Solucdo: E um func¢do da forma f(z) = ggg
r € R.

Vamos supor que grau(P) =n e grau(Q) = m.

Questao 1(b). Qual € o dominio da fun¢ao racional f?
Solucao: D(f) =R\ {z:Q(z) = 0},

Questao 1(c). Quantas raizes Q) pode ter?
Solugao: no méximo m reais.

Questao 1(d). Fatore 05 sequintes polinémios:
(i) )= 2 _ 3z R: Q(z) = xz(x + 1)(z — 3)

Q(z
(i) Q(
(iii) Q(z) =2+ 22 +x+1 R: Q(z) = (z+1)(2*+1)
(iv) Q(z) =a* +1 R: Q(z) = (22 +V2z+1) (22 —V22+1)

Teorema 0.1 Todo polinémio real pode ser escrito da forma

r) =325 +r+1 R: Q(x) = Bz +1)(x — 1)?

P(x) =a(z —a)P ... (z — ag)P*(2® + iz + 1) ... (22 + Bz +7)T
onde x* + Bix + v; sao irredutiveis, ou seja 37 — 4~; < 0.

Método de Fracoes Parciais: integrar fungoes racionais

e Passo 1 (a) Se f(x) = gg; com grau(P) < grau(Q), va para Passo 2.
(b) Se grau(P) > grau(Q)
- dividir P por Q: P(z)

- reescrever f na forma:

Pl)
Q) T

Va para Passo 2.

, entao:

= S(2)Q(z) + R(x), grau(R) < grau(Q).

()
Q(z)

(grau(R) < grau(Q)).

e Passo 2 Fatore o denominador Q(z) como produto de fatores lineares
e fatores quadraticos irredutiveis.

e Passo 3 Expresse a fungao 5 x) do Passo 1(a) ou

(b)
Az+B

como uma soma de fragoes paraals da forma ( e

conforme cada caso descrito em aula, e integre.

ot B)p ou

1



3+ 1

r—1

dx.

Questao 2. Calcule/

Solugao: Temos grau (P(z) = 3+ 1) > grau(Q(z) = v — 1) (Passo 1(b)).
Dividindo P por @, obtemos (Passo 1(b))

Plx)=(2*+x+1)(z—1)+2.

Logo
341 2
/x Pl = /(x2+a:+1)dx—|—/ dx
z—1 r—1
Lg 1,
= -+ -z*+z+2njz—-1+c
3 2
xr—6
ta . ———dx.
Questao 3 C’alcule/xg_sz_Bxdx

Solugao: Ver as notas da Aula 4 (caso 1). (Aqui temos grau(P) <grau(Q))
(Passo 1(a)).)

20 +1
x
323 —br2+x+1

Questao 4. C’alcule/

Solucao: Temos

2z +1 B 2z +1
3v3 — b2 +ax+1  (Bw+1)(v—1)2
A LB C
S 3+l -1 (v—1)2
3 1 3

6Bz+1)  16(—1)  z—1)7

(Seguindo as contas usuais obtemos A = 2 B = —-- C' = 2.) Portanto,
20 +1 1 1 3
der=—1In|3 1| ——1 -1 -—+C.
/3x3—5x2—|—x—|—1 r=qgnBr - qghnle—1f - o +
oxr — 1
Questao 5. Calcule/x3+xx2+x+1dx.



Solucao: Temos

S5 — 1 5 — 1

B+ +ar+1 (x+1)(22+1)
A Bz +C

+
z+1 241
3 3r+ 2

—~ -

1 241
m%L +x3x . 2
r+1 2241 2241

(Obtemos A = —3, B = 3,C = 2.) Logo,

or —1 3
/ ° de = —-3In|x + 1| + §ln|x2 + 1| + 2 arctan(z) + C.

+a+r+1
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Aula 4 de Consolidacao

x+1
tao 1. Calcul ——d
Questao acue/$2+2x_3x
Solugao: Observe que

/ r+1 dx_}/ 20 + 2 "
22+ 2x — 3 —% :1:2+2x—3

= = / —du (Fazendo u = 22 + 2x — 3)
2/ u

1
=5 In(|z* + 22 — 3|) + C.
Ou pode-se resolver usando o método de fracoes parciais: exercicio!

_3
Questio 2. Calcule / m(ix

Solugao: Se trata da integral de uma funcao racional com P(z) = x — 3 e

Q(z) = 2% + 2z + 4. Temos grau(P) < grau(Q). Para Q, A =4 — 4.4 <0,

portanto @ ¢é irredutivel. Completando quadrados, Q(z) = (x + 1)* + 3.
Fazendo u =z + 1, ou seja x = u — 1, temos dx = du, e

/fv_—3dx _ /x_*dx_/u_—‘ldu
22420 +4 (z+1)2+3" ) u2+3
4

u

du du
u?+3 u?+ 3

Para a primeira parcela, (u = x + 1)

1 [ 2 1
/uzlj_?)du = §/u2j_3du—§ln(u2+3)+Cl

= sIn(2a®+2z+4)+C,.

Para a segunda parcela,

1 1 1
/ du = / du = = ﬁdv (Fazendov:i)
u? + 3 3<(u>2 1) 3) v2+1 V3

1
= ‘/?3 arctan(v) + Cy = \/Tg arctan (%) + Cs.

Portanto

x—3 1, ., 44/3 r+1
/md$:§ln(x +2x+4)—Tarctan<\/§)+C




Questao 3: Calcule /tang(x) sect(z)dx.

Solucgao:
1

cos(@)’ sec’(z) = 1 + tan?(z), tan'(z) = sec?(z),

Lembrando: sec(z) =
sec’(x) = sec(x) tan(x).
Fazendo u = tan(x) temos du = sec?(z)dz e
/tan3(m) sec*(r)dr = /tan?’(m) sec? () sec?(z)dx
= /tan3(x)(1 + tan?(x)) sec®(x)dx
= [ v*(1+u?)du

ut + quS + C
tan(z) + & tan’(z) + C.

NN

Questao 4. Calcule

Y dr

N

Solugao: Fazendo x = tan(f), 0 € (—m/2,7/2), temos dz = sec?(6)d6.
Portanto,

= / _ tan®) sec?(0)d0

Vtan?(0) + 1
/tan(@) sec?() 20
sec(0)
/tan(&) sec(0)dO = sec(9) + C
= 1 + tan?(9) + C
— VIF2+C

T4
X
Vit +1

Questao 5. Calcule T =

/x\/m

Solugao: Fazendo x = 2 sen(#), 6 € (—n/2,0) U (0,7/2), temos dx =
2 cos(0)db.



Portanto,

1 1
t= 1/ 35\/41— x? e 1/ 2 ser(léﬁ)\/él —14 sen?(0) ?;)08(9)6%)
- §/sen(0)d9 T2 / sen2(9)d0 - 5/ 1-— COS2(9)d0

__1/du__1/1+1d
N 1—u2 4 1—u 14w Y

Tl —ul+Infl4ul)+C
= L=l = cos(8)| + In |1 + cos(d)]) + C,

[\]

onde u = cos(f) e du = —sen(#)df. Usando o triangulo de referéncia

x = 2sen(f) = sen(f) =

cos(f) = ¥A==

z
2

1= /?/ﬁdm‘

= —i(-In1-vV4—-22/2[+In|1+V4—2%/2))+C
2+ 4 — a2
— —}lln frve- @ +C.
2 — V4 — 2
Outra maneira de resolver:
1 1 1 T
————dr = - | ———=du (Fazendo u = —
/x\/4—x2 Q/U\/l—u2 ( 2)

—%sechl(u) +C

VI — 2
= —iln(—l+ ! u>—i—C’
u
T
= —lln(—2+ ! m)—l—C’

2 T

Compare as duas respostas! (tente usar o Integral Calculator)



Observe que:

|1+ cos(0)]
_i(_ In ’1 _ COS(8)| + In |1 + COS(G)D = _le In |1 — 005(9)|
1 (1 + cos(f))?
4 sen?(6)
Y 11+ cos(9)|
2 |sen(6)|
_ 1y 1 N cos
27 [sen(d)  send
) Sen@:%; COSGZ 4;I )
- 1 2. cosf _ V4—a?
senf x? senf T
4—x?
2 VA—a?
—4(=In|1 = cos(8)[ +In|1 + cos(f)]) = —3In |~ g '

Alguma diferenga fundamental? Para quais valores de x valem

as primitivas encontradas?
Usando fungao trigonométrica:

1
————dx =
/ V4 — x? 2
para x € (—2,0) U (0,2).
Usando fungao hiperbélica:

| ——
————dr=—=In
V4 — 12 2
para x € (0,2).

Vale a pena usar a fungao hiperbdlica?

Mas note: se z € (—2,0), entdo u = —z € (0,2) e portanto

i T

1 (2 @)Jrc,

1
———dz = —(—1)dzx
/x\/4—1’2 —x\/4—x2( )
1
= du

1 2 V4 —u?
= —Ihn|-+—— C
2 U U
V)
— _lln(i+u)+c
2 —x -z




Portanto, também usando a funcao hiperbolica podemos concluir

24— 2
n|= 4 -
x x

1
—-1

1
——dx =
/x\/él—x? 2

para x € (—2,0) U (0, 2).

+C,
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Aula 5 de Consolidacao. As questdes e as figuras desta aula sio do
livro de G. B. Thomas, Calculo 1, 12¢ edicao.

Questao 1: A base de um solido € o disco x*+1y* < 1. As secoes transversais
por planos perpendiculares ao eixo y entre y = —1 ey = 1 sao tridngulos
retdngulos isdsceles com um cateto no disco. Calcule o volume do solido.

A}

N

2 4 y? 1

Solugao: Temos, pelo método das secoes transversais,

v | Ay

onde A(y) é a area da segao transversal, e [a,b] é o intervalo da variagao de
y. Temos

A(y)zé(\/l—zﬂ—(— 1—y2))2=%( 1—y2)2=2(1—y2)
e [a,b] = [—1,1]. Portanto,
VZ/_112(1—y2)dy=2(y—%zf)\llzg-

Questao 2. Calcule o volume do solido obtido com a rotagao da regiao
sombreada em torno do eixo x.

\}

) SN X COos X




Solugao: A segao transversal ¢ um disco de raio r(z) = sin(x) cos(z), com
z € [0, 5]. Entao,

o\m:‘o\.>

7(sin(x) cos(z))dx

/2 sin?(2x)dx
07\'

2] — 4

2 c;s( x)d

sin(4x) ) ‘ 5
8 0

ENE

T

| Il
NE
c\

ENSE
IQ/—\
SIE)

—_
=]

Questao 3. (Método do anel) Determine o volume do sdlido obtido com a
rotagdo em torno do eixo-x da regiao limitada pelas curvas: y = 2/x, y = 2,
x=0.

Solugao:

A secao transversal é um anel com
raio menor r(x) = 24/z, e raio maior
R(x) =2, ez € [0,1]. Entao,

1
> R V = / 7T<R2<ﬂj> — T2($))d$
0
1
o = 7r/ (4 —4x)dx
0

= 7r(4x—2x2)‘(1)
= 2m.

Questao 4. Use o método da casca cilindrica para determinar o volume do
solido obtido com a rotacao da regiao sombreada em torno do eixo x.



Solugao: Formula do volume pelo método da casca cilindrica:
b .
V—/ 27T(raloda) ( altura )d
“ casca da casca

V3
Vo= 2 / ()3~ (3 — y*))dy
V3
yidy

Temos

= 27

S—

Il
© N

AW
W(yf)‘o
7”.

Questao 5. A regiao sombreada € girada em torno do eixo x para gerar um
sdlido. Qual método (do disco, do anel, da casca) vocé usaria para determinar
o volume do solido? Quantas integrais seriam necessdrias em cada caso.
Ezxplique.

A}

(I, n

v=3y? =2 ], a®
/

Solugao: Método do disco e anel: 2 integrais:

Vz/iw(@)zdx—i—/olw ( ”“";2)2—(\/5)2 dx

Método da casca: 1 integral:

Vo= 2 / ) — (397 — 2))dy
= 21 [ (y)(2 — 2%)dy = 2n(y* — Ly")|, = 7.
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Aula 6 de Consolidacao

Questao 1. Defina o que € uma integral imprdpria.

Solugao: Uma integral imprépria de uma funcao f é uma integral

1. em intervalos nao limitados e f limitada.

+oc0 1 +o0 1
Exemplos: /1 T2 dx, ou /_Oo 52 dx.

2. em intervalos limitados onde f nao é definida em todos os pontos do

1
1

intervalo e nao é limitada. Exemplo: / —dx.
0 T

+00 1
3. uma combinagao de 1 e 2. Exemplo: / —dx.
1 X

sen?(x)
2?2 +1

+o00
Questao 2. (a) A integral / dx converge ou diverge?
1

<5 @R\ (o)),
sen?(x)

1
< 5 bara todo x € R\ {0} (Vz > 1). Como 2l

Solugao: Temos 0 < sen?(z) <1 (Vz € R) e
sen?(x)
2?2 +1

Portanto, 0 <

1 Feo
e — sao continuas em [1, +00) e a integral / —dx converge (p =2 > 1),
x .z

sen?(z)
x?+1

+oo
segue, pelo teste de comparagéo, que / dx converge.
1

% sen(z) + 2
Questao 2: (b) A integral / —_—
. SN

Solugao: Temos —1 < sen(z) < 1, portanto 1 < sen(z) + 2 < 3, Vz € R.

1 2 oo
Dai 0 < —= < sen(z) +2 para todo z > 0 (Vx > 1). Como —dx
Ve VT L Ve
o 2
diverge (p = 1< 1), segue, pelo teste de comparagao, que / %dw
1 x

dx converge ou diverge?

2

diverge.
0

~ . 1 .
Questao 2: (¢) A mtegml/ — dx converge ou diverge?
€T3

1
2



Solucgao: Fazendo a mudanca de variavel x = —u, temos

0 1 0o
/ —Zd{E:/ 12du:/ izdu.
_1lx3 1 (—u)s 0 us

0

A dltima integral converge pois p = % < 1, portanto / —dx converge.
_1 x3
2

[SIES

sen(x)

+oo
Questao 3. A mtegml/ dx converge ou diverge?
1

T

Solugao: Na Aula 9 (pagina 71) provamos, usando o Teste da Comparagao,
0 sen(x)

que dx converge. Podemos usar este resultado para concluir

x
que a integral dada converge? Nao.

Temos que —1 < sen(z) < 1, Vx €
R. Portanto, |sen(z)| > sen?(z) > 0,
Vx € R. (Ver a grafico a direita que
ilustra o fato que a [t| > t? para —1 <
t < 1. A afirmacao segue pondo t =
sen(z).)

Como |z| = x para todo x > 0, segue que

sen(x) - sen?(z)

, VYo >1.

T T

0 sen?(x . 3 ,
Se / dx divergir, entao podemos concluir pelo Teste da Com-
1 x

+oo
paracao que /
1

o0
Para analizar I = /
1

sen(z)

dzx diverge.
x

sen?(z)

dx, seja b > 1. Fazendo

1 1
U= — —  du=——dx
y N 2x)
dv =sen*(z)dr — v = fSGIlQ(:L‘)diL‘ =y = % — sen(

4

temos, integrando por partes,



/b sen?(z) dr - (1 [z sen2x ’ B /b 1 [z sen2y s
1 x 2z \ 2 4 L . x2\ 2 4

(/1 sen2z\1| N / /1 sen2r p
= . — - x

1\ 2 dx LS 22 4a?

[ sen2b  sen?2 1 /b1 1 [Ysen2z
S et Tl T R dz.
1b 1| T2, .

Agora temos que analisar 3 limites:

2b 2 2 1
Ia = bkinoo l_sefb + Sef } = %, pois bEIJZlooE = 0 e |sen2b| < 1.
2b
Portando, Vb € R, lim e 0.
N b—+o00 4b
° sen2 2 1
Ib = / il dx é convergente. De fato, 0 < SenAr < —,Vz >
1 x? x? x?
+o00 1 +o00 2
1, e / — dx € convergente. Pelo Teste da Comparagao, / sen2 * dx
Tz 1 z

sen2x

+oo
converge também, c pelo mesmo teste, / dx converge.
1

22
+o0 1
Ic= / — dz é divergente (p=1).
J1 T
Logo,

+0o0 2 1 1
/ Senxdx:]a—k—]b——lc
1 x 2 4

¢é divergente.
Portanto, pelo Teste da Comparacao, podemos concluir que a integral

400
dada / M
1

dx é divergente.

T
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Aula 7 de Consolidacao: Curvas, Funcoes de varias va-
ridveis e Curvas de Nivel

Questao 1: Considere a curvay : [0,00) — R? dada pory(t) = (¢! cos(t), €' sin(t)).

(a) ~ é diferenciavel?

(b) ~ é regular?

(¢) Faga um esbogo do trago (imagem) de +.
)

(d) Qual é o sentido de percurso de v ?

Solucao:

(a) Temos que x(t) = e cos(t) e y(t) = e’ sin(t) sao fungoes diferenciaveis
em R. Portanto, v ¢ diferenciavel em [0, 00).

(b) Temos que 7/(t) = (e'(cost — sint), e'(sint + cost)), para todo t €
cost —sint =0
cost +sint =0
nao possui solugao, podemos concluir que +/(t) # (0,0) para todo t € [0, 00)
e que v é regular.

(c) Temos que ||y(t)|| = 1/(e’ cos(t))? + (e'sin(t))? = €'. Portanto

[0, 00). Como para qualquer ¢ € R temos e’ # 0 e o sistema

[|7(t)|] = +o0 quando t — oo
l|v(#)|]] =1 quando ¢t — 0.

Ainda:
7(0) = (1,0),
x(t) = 0 quando t = t, = § + kn, k € N, o que implica y(t;) =
(0, ( 1)Fez+hm),
e y(t) = 0 quandot = {}, = km, k € N, o que implica y(;) = ((—1)*e™, 0).
Assim, o traco de vy intercepta os eixos x e y infinitas vezes. A curva é
uma espiral:

(d) Temos ~/(t) = (e'(cost — sint), e'(sint + cost)). Note y(Z) = (0,e?)
e
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Geogebra: visualizar a,v e u

Questao 2. Considere as curvas v : [0,00) — R? dada por y(t) = (t+1,t*+
1) e 8 dada pela elipse (1 volta) x* + 4y* = 4.

(a) Encontre a equagao da reta tangente a vy no ponto ~(0).

(b) Determine a equagdo em coordenadas retangulares cuja curva contém
o trago de 7.

(c¢) Encontre uma parametriza¢ao da curva  no sentido horério.

Solugao: (a) Temos que v'(t) = (1,2t) e y(0) = (1,1). Portanto, a
equacao da reta tangente é dada por

r:r(s) =(0)+sy(0) =(1,1) + s(1,0) = (1 +s,1), seR.

(b) Fazendo z =t + 1 ey = t* + 1, temos t = x — 1 e substituindo em
y = t*+1, obtemos y = (z —1)2+1 (equagio de pardbola). Portanto o trago
de 7y estd contido na parabola:



-

-2 0 2 4 6

Desafio: qual parte da parabola representa o trago de ?
(c) Fazendo z(t) = 2sint e y(t) = cost, com t € [0, 27| temos que

(z(1))?
4

+(y(1)? =1 (x(t)? +4y(1)* = 4.

Ainda, 2/(t) = 2cost e y'(t) = —sint e portanto os vetores (z'(t),y'(t)) =
(2cost, —sint) percorrem a elipse no sentido horario quando ¢ varia de 0 a
2.

Assim, uma parametrizacao para [ é

B(t) = (2sint,cost), t € [0,2n].

NG

Geogebra: visualizar m,w e b

Questao 3. Considere a funcao f(z,y) = /4 — 22 — y>.
a) Determine o dominio de f.

(
(b) Determine a imagem de f.

)
)
(¢) Faga um esbogo do grafico de f.
(d) Esboce curvas de nivel de f.
Solugao:

(a) A funcao f esta definida quando 4 — 2% — y? > 0, ou seja, quando
2 +y? <A4.



Entao o dominio Dy da fungao f é:

Dy ={(z,y) €R?:a? + ¢ < 4},

o disco fechado em R? de centro (0,0) e raio 2.

b) A imagem de f(z,y) = /4 — 22 —y? &
(b) g Y y

Im(f)={keR:3(x,y) € Dy tal que f(z,y) = k}.

Temos: se k € Im(f), entdo exite (x,y) € Dy tal que /4 —22—y2 =k
o que implica:

4—a? =y =k = 22+ =4-F.
Portanto

x24+y%2>0 (z,y)€Dy
kelm(f) = 0 < 4-k < 4= 0<k <4

— 0<k<2 (= Im(f)C]0,2)

Ainda mais, se k € [0, 2] entao (0,v4 — k?) € Dy e

FONI=R) = \J1-0— (VI— B2 = k. (= [0,2] C Im(f)
Portanto, concluimos que Im(f) = [0, 2].
(c) O grafico de f(x,y) = /4 — 22 — y? é o conjunto
graf(f) ={(z,y,2) €ER*: (z,y) € Dy e z = f(z,y)}.

Temos \/4—a2 —y2 =2 = 4—a? —y? =22 = 224+ > + 22 =4.
A 1ultima equagao é a de uma esfera de centro na origem e raio 2.

Como z > 0, o grafico de f é a parte da esfera

de centro (0,0,0) e raio 2 contida no semi-espago
z>0.




(d) O conjunto de nivel k de f(z,y) = \/4 — 22 — y? é o conjunto

N, ={(z,y) € Dy : f(z,y) = k}.

Entao se k ¢ [0,2] = Im(f), Ny

= 0.

Para k € [0,2], vimos que f(z,y) =k < 2?+y*> =4 — k>

Portanto, N, ¢&
a circunferéncia
de centro (0,0) e
raio V4 —k2 se
0<k<2,

e Ny, = {(0,0)}.

Geogebra
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Aula 8 de Consolidacao: Limites e Continuidade

e Limite: Sejam f: D C R? » R, D aberto, e py = (a,b) € D UID.

lim f(z,y) = L € R significa Ve > 0 36 > 0 tal que:
(z,y)—(a,b)

(z,y) € DN B(po, 5)\{po} = [f(z,y) — L] <e

(z,y)ED e 0<ﬂ?m,y) —(a,b)||<d

Se a afirmacao acima é falsa para todo L € R dizemos que ( 1)1rr% ) f(z,y)
x,y)—(a,
nao existe
e Continuidade: Sejam f: D CR* - R e py = (a,b) € D.

f continua em py significa Ve > 0 39 > 0 tal que:

(z,y) € DN B(po,0) = |f(x,y) — f(po)| <€

. J
-~

(zy)€D e ||(zy)—(ab)||<d

Relagao entre Continuidade e Limite:
f: Dy C R* = R; D; pode ser “complicado”.

1. sepy = (a,b) € Dy é ponto de acumulagao de Dy entdo: f é continua
em pg, quando lim f(z,y) = f(po).
(:E?y)%po

e p € R? ¢ um ponto de acumulagao (p.a.) de A C R? se
Vo >03(z,y) € AN B(p,d) \ {p}-

Exemplo: Se A é aberto, o conjunto dos p.a. de A é AU JA.

e p € R? nao ¢ um ponto de acumulagao de A se

35 >0 AN B(p,0) ={p}.

2. se pp € Dy nao é ponto de acumulagao (ponto isolado) de Dy,
entao: f é sempre continua em py.

De fato, como 30 > 0; Dy N B(po,d) = {po} entdo Ve > 0 é valido:
(Jf,y) € Dme(p075) = |f(x,y) - f(p0)| =0<e.

Tty se x>0
x
Exemplo: f(z,y) = 1 se =0
2 s€ (‘xay> = (_173)



Temos que Dy = {(z,y) € R? : x > 0} U{(—1,3)}

@
(-1,3) Certamente f é continua em (—1,3). Nos
f demais pontos de Dy é preciso analisar a
continuidade: exercicio!

Lembrete: No “Teste dos dois ca- ’ D
minhos”: lembrar que os caminhos
devem passar pelo ponto py e es-
tarem contidos, exceto pelo ponto
Do, no dominio da fungao.

Po

lim(w,y)apof(x’ Y)

Questao 1: Determine se os limites existem, se sim, calcule.

[L’y3

a lim ———

(@) (z.9)—(0,0) 2% 435

(b)  lim xe ¥/
(z,y)—(0,1)

c lim — 1)ecosl/)
( ) (Ly)ﬁ(ovl)(y )

(@ lim(y= e cosh(o 4 In(l+ 2 4 47)
:1:7y % b

Solugao:
xy?

a) Escrevemos f(z,y) = ———.
(@) fay) = 52

Temos Dy = R* — {(0,0)}. Considere _
os caminhos C; :x =0e Cy : 2 = 3.



Ao longo do caminho C, temos f(0,y) = 0. Portanto,

lim f(z,y) =0.
(@,4)~>(0,0)
1

Ao longo do caminho Cs, temos f(y?,y) = 1/2. Portanto,

1

lim f(za y) =5

(2,y)—(0,0) 2
2

Concluimos que  lim  f(z,y) nado existe.
(2,4)—(0,0)

(b) Escrevemos f(x,y) = ve /%

Temos que Dy = {(z,y) : = # 0} I S
Considere os caminhos C : y = 1,2 <
DeCy:y=1,2>0

Temos
lim ze V% = lim xe V/* =0
(Iﬁy)g((),l) z—0t
2
1 _1
y 1 T e 1< 12)

. _y . _1 ) ) p

lim ze = = lim ze = = lim = lim i = —00.
(@,y)—(0,1) z—0~ z—0" = z—=0- —=

Cl x xT

Portanto, lim ze ¥%® nao existe.
(z,y)—(0,1)

(c) Escrevemos f(z,y) = (y — 1)e®W/®) e
glz,y) = (y—1), h(z,y) = W)

Temos f = gh com Dy = Dy, = {(z,y) € R? : x # 0}, e D, = R%
Observe que

lim r,y)= lim —-1) =0,
(w7y)—>(071)g( v) (afvy)—>(0,1)(y )



Portanto, pelo Teorema do Anulamento, temos que

lim — 1)ecsW/@) — g,
(z,y)—>(0,1)(y )

(d) A fungao
Flz,y) = (y — 1)@+ cosh(z 4 In(1 + 22 + 32))

é definida e continua em R?. Portanto, lim  f(z,y) = f(1,1) = 0.
(z,y)—=(1,1)

Questao 2. Em quais pontos (x,y) no plano a fun¢ao g dada por g(x,y) =
1

sen (—) € continua?
Ty
Solugao: Temos que
Dy={(z,y) eR*:x #0ey#0}.

A funcao g pode ser decomposta como: g = g3 0 g © g1, com

1
91(z,y) = 2y, g2(u) = " g3(t) = sen(t) :
As fungoes g1, g2, g3 sao continuas no seus dominios: D, = R? D, =

R — {0} e D,, = R. Portanto, g é continua em todos os pontos de seu
dominio.

Questao 3. Seja

ZE?’

f(xa y) = x? + y2
Determine os pontos em que f € continua.

Solugao: Temos que D; = R?.
Seja (a,b) # (0,0). Em R*—{(0,0)} a fungao f coincide com uma fun¢ao
racional cujo dominio ¢ R? — {(0,0)}. Portanto, f ¢ continua em (a, b).
Seja (a,b) = (0,0). Para determinar se f é continua em (0, 0), precisamos
verificar se  lim O)f(:c,y) = f(0,0) = 0.

(z,y)—(0,

Para (z,y) # (0,0), temos




Como lim z=0e
(2,9)—(0,0)

5172 $2+y2
0< =1 A 0,0
ST <hh=l V) £0.0)

podemos concluir que ( l)ur% )f(x,y) = 0. Logo, f é continua no ponto
z,y)—(0,0

(a,b) = (0,0) e portanto em R?.
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Aula 9 de Consolidacao: Derivadas Parciais de ordem
superior

Questao 1: Considere a funcio f : R> — R dada por f(x,y,z) = vyz* +
sin(2%2). Encontre a fungao fy.,.

Solugao:

Temos que f possui derivadas parciais de todas as ordens continuas, pois
sua expressao envolve fungoes polinomiais, trigonométricas e composigao de-
las que ja sabemos de Calculo 1 que elas sao derivaveis de todas as ordens
continuas em seus dominios. Entao,

fo(z,y,2) = y2%+ 2z2cos(x?2),
foe(m,y,2) = 2yz — 2xzsin(z?2)2? + 22 cos(x?2),
Jom(@,y,2) = 2z
Podemos também usar o Teorema de Schwarz. Sabemos sabemos que
fxzy = fyxz € que

fy(z,y,2) = x2°,
foo(@,y,2) = 2%
fyoz(z,y,2) = 2z

Questao 2: Mostre que a funcio T(t,x) = e *sen(2x) satisfaz a equagdo
do calor Ty = T,,.

Solucgao: Temos

Ti(x,y) = —de *sen(21),
T.(z,y) = 2e *cos(2x),
Tyo(z,y) = —4e *sen(2x).

Portanto, T} = T,.

Questao 3: Sejaw = e+ In(14+y>+x4) +cos(y+eV' ). Everdade
qUE Way = Wyy ?

Solugao: Temos que D, = R% A funcdo w possui derivadas parciais de
todas ordens continuas em R?. Segue, pelo Teorema das derivadas mistas
(Teorema de Schwarz), que wyy = Wy, .

Questao 4: Seja
23

flay) =4 migp ¢ @y 700
0 se (z,y)=(0,0)



(a) Encontre as fungoes derivadas parciais f, e f,.

(b) As fungoes f, e f, estio definidas em (0,0)? Se sim, elas sao continuas
em (0,0)?

Solucgao:
(a)Temos que Dy = R2.
Para (a,b) # (0,0) podemos encontrar as derivadas parciais f, e f, atra-
vés das regras de derivagao (f ¢ uma fungao racional em R? — {(0,0)}).
Para (a,b) = (0,0), devemos encontrar as derivadas parciais através da

defini¢cao. Temos,
h3
— ] =0

h—0 h h—0 h
h #0 h #0

Portanto f,(0,0) existe e é igual a 1.
De maneira anéloga,

0
_ 7z — 0
lim f0.k) = /(0.0) lim £ = 0.
k#0 k#0
Portanto f,(0,0) existe e é igual a 0. Segue que
2?(z% + 3y?)
folr,y) =8 @2+ 422 (z,y) # (0,0
1 Se (l’,y) = (0,0)
e -
yx
Sy =1 @Eagee ¢ @97 0.0
0 se (z,y) =(0,0)

Note que Dy, = Dy, = R

(b) As fungoes f, e f, sao continuas em R? — {(0,0)}. Para mostrar que
fz € continua em (0, 0) precisamos verificar se

lim (2, y) = f.(0,0) = 1.
e o, o (@) = £2(0,0)

Temos

(%)

22 (2? + 3y?)
lim r,y)= lim ——————=.
umﬁmmf( v) (2y)—00) (22 4 y?)?



Considerando os caminhos C4 : x =0 e Cs : = y obtemos:

2( .2 2
3 0
e am SUEM) 0o (o
@900 (2% 4 y2)? y—0 y
1
2/(..2 2 2 4 2
o lm @43y vy
@200 (22 +y2)?2  y—0 4yt
2

Portanto o limite em (%) nao existe e f, nao é continua em (0,0). Tam-
bém, apenas por (¢) podemos concluir que f, nao é continua em (0,0), pois
caso o limite existisse seria diferente de 1 = £,(0,0).

Para mostrar que f, é continua em (0, 0) precisamos verificar se

lim  f,(xz,y) = f,(0,0) =0.

(z,y)—(0,0)

Temos

bm fey) = 1 2T ()
im r,y)= lim ——"——. ok
o007V Y T w00 (% + y?)?

Considerando os caminhos C : x =0 e Cs : = y obtemos:

. 2yx® .0
° lim ————==Ilim— =0
() (0.0 (22 +y2)2 g0yt
1
2ya3 29t 1
. lim ——2  —lim Y = (00)
@200 (22 4+y2)2  y=0 Ayt 2
2

Portanto o limite em (%) nao existe e f, nao é continua em (0,0). Tam-
bém, apenas por (¢¢) podemos concluir que f, ndo é continua em (0, 0), pois
caso o limite existisse seria diferente de 0 = £, (0, 0).
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Aula 10 de Consolidacao: Diferenciabilidade, Regra da
Cadeia, Derivacao Implicita e Derivada Direcional

f:DCR"—=R, D aberto, p e D.

Como decidir se [ é diferencidvel em p?

[ f é continua em p? .——-—*Iexistvem todas deriv. parc. de f em p?

NAO \\su

- N ; . FE(h) .
todas deriv. parc. sao cont. em p7 lllm}] HT = ()7

siM NAO /1 XR

fédif emp

[fédif. em p] Ifnioédif.p

| E(h):= f(p+h)— f(p) — Vf(p)-h |

Massa & Peron SMA354 - Cilculo 2 Fungées: diferenciabilidade

Questao 1: Determine o conjunto D dos pontos em que a fungao f
dada é diferenciavel e encontre sua derivada em D.

() f(a.9) = cos(e) + y
() f(2.9.2) = (a+In(1 a7 7 4 27), 72019

Solugao: (a) Temos que Dy = R* e f : R* — R. Nos pontos onde existem



as derivadas parciais de ordem 1 de f, temos Df = V f. Agora, as derivadas
parciais de 1* ordem de f: f,(z,y) = —sin(z)+y, f,(z,y) = =, sdo continuas
em R2. Logo, f & diferenciavel em R? e

Df(z,y) = Vf(z,y) = (—sin(z) +y,2), V(z,y) € R
(b) Definindo ¢i(z,y,2) = =z +In(1 + 22 + y* + 2?) e @g(v,y,2) =

e" T2 +32 temos que Dy, = D, = R?® e entdo D; = R?, f : R® — R?
g1, g2 : R* — R. Nos pontos onde existem as derivadas parciais de ordem 1

de f, temos
b= ()
Vg2 2x3

Temos que
g1 2z g1 2y g1 2z
7(1,972):1+ﬁ7 7(1,%2):ﬁ, 7(zvyaz)=ﬁ
oz 1+z?24y?+ 2 oy 1+az?24+y?+2 Oz 1+z?24+y?+ 2
992 (4, y, 2) = evt2u 3z, 292 aH2utsz, 992 (4,4, 2) = 3e+2u+32

—(z,y, z) = 2e
8y( Y, 2)

ox oz

sao continuas em R3. Logo, ¢ e g sao diferencidveis em R? e portanto f
também o é. Assim, para todo (z,y, 2) € R3,

N 14 2z 2y 2z
“v T, Y,z
Df(x,y,z):( 91(wv,2) ): T+a2+y2+22  1+a224+y2 422 1422 4y2 422
“Voa(z, vy, 2)” cr+2y+3z 26T+2y+32 362 +2y+32

Questao 2. Seja

$3

flay) =4 22+ °° (z,) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)

(a) f é continua em (0,0)? Sim - Aula de Consolidagao 8.

(b) Encontre as fungoes derivadas parciais f, e f,. Aula 9:

2% (2% + 3y°) 2ya®
fa(z,y) = (22 + y2)2 se (zy) #(0,0) @y =9 T @2 1422 (z,9) # (0,0)
1 se (z,y) =(0,0) 0 se (xz,y) = (0,0).

(c) As fungoes f, e f, estao definidas em (0,0)? Sim. Elas sao
continuas em (0,0)? Nao - Aula 9

(d) A funcgao f é diferenciavel em (0,0)?



Solugao: (d) Aqui precisamos usar a definigao de diferenciabilidade pois as
derivadas parciais existem mas nao sao continuas em p = (a,b) = (0,0). Para
h = (h1,h2) # (0,0), temos

E(h,k) = f(a+ hi,b+ hy) — f(a,b) — L(hy, ho)
(a + hl,b -+ hg) f(CL, b) Vf(a b) (hl, h2)
fla+hy,b+hs) = f(a,b) — (fa(a, b)hy + fy(a, b)hs)
= (hlahQ) ( ) ) fm(070)h1 fy(o 0)h2

hih?2
hlz 122

h2+h2 hZ+h3”

Portanto,
E(hy, ho) , —hyh3
im = im
(h1,h2)—(0,0) || (R1, ha)||  (h1,h2)—(0,0) b + 3
Como o limite acima nao existe (para verificar basta tomar os caminhos
71 (t) = (0,t),t € Rey(t) = (t,t),t € [0,00)), segue que f nao é diferenciavel
m (0,0).

Questao 3. Seja f(r,y,2) = 2> + ¢y + 2%, onde z = z(u,v) = wv, y =
y(u,v) = v, z = z(u,v) = u—2, e F(u,v) = f(z(u,v),y(u,v), z(u,v)).
Usando a Regra da Cadeia, calcule F, e F,.

Solugao: Temos que F(u,v) = f(g(u,v)), onde g(u,v) = (wv,v,u — 2), e
f:R® = Reg:R*— R3sao diferencidveis. Portanto, F' : R*> — R ¢
diferenciavel e vale

VF vf
(DF iz = [ DT() ] - (Dg())ss
Temos
of of of

vf(xayw%') = (%(l'?yax)?a_xyCU?yaw)?%(xayax))
= (2z,6y°,42%).

Logo
Vf(g(u,v)) = (2uv, 60°, 4(u — 2)%).

Temos também

9z 9z vou
Dg(u,v)= | 3£ 2 | =] 01
oz 9z 10



Portanto,
vou
(5 (w.0), 55 (ww)) = (2uv, 60, 4(u—2))- | 0 1
10
= (2uv? +4(u — 2)3, 2uv + 60v°).
Questao 4.

(a) Suponha que a equagao (z? + y* + 2z)?> — (2? + y*) = 0 defina
implicitamente y como uma fungao diferenciavel de x em torno

d
do ponto (0,1). Calcule d_y no ponto = = 0.
x

(b) Suponha que a equagao zyz + z° + y* + 2z* = 4 defina implicita-
mente y como uma fungao diferenciavel de = e z em torno do

0
ponto (0,2,0). Calcule 8_y no ponto (z,z) = (0,0).
z

Solucdo: (a) Considere F'(z,y) = (2* + y* + 22)? — (2 + y?). Sabemos que
F(z,y) = 0 defina implicitamente y = y(x) como uma fun¢do diferenciavel
de 2 em torno do ponto (0,1), ou seja F(x,y(z)) = 0 para todo x perto de
0. Usando a regra da cadeia, obtemos

oF de  OF dy

G @)+ G y@) 3 ) =0
ou seja

dy oy (@)

dz 3y (@, y(@))

para todo x perto de 0. Para x = 0, temos

d 98(0,1
Wiy 20Dy
'~ o)

(Observe que conseguimos calcular %(O) sem conhecer a fungdo y = y(z)
explicitamente!)

(b) Seguindo o mesmo raciocino do item (a) (ver as notas da Aula 18), e
escrevendo F(x,y,z) = zyz + 2° + 3> + 2°, temos

% 0 0y = o020
8y ) Y



Questao 5. Suponha que T(z,y) = 40 — 2? — 2y? represente a dis-
tribuicao de temperatura no plano zy: T'(x,y) é a temperatura no
ponto (z,y), onde x e y sao dados em cm e T em °C.

(a) Descreva a trajetoria descrita por um ponto P que se desloca
de maneira que a temperatura é sempre a mesma do ponto

A=(3,2).

(b) Determine a direcao e sentido que se deve tomar de modo que
um ponto P se desloque, a partir de (3,2), na diregao de maior
crescimento da temperatura.

(c) Calcule a derivada direcional de 7" em (3,2) na diregao de (3,2)
ao ponto (0,1).

Solugao: (a) A temperatura no ponto A = (3,2) ¢ igual a 7'(3,2) = 40 —

32 — 2(2?) = 23. Os pontos no plano onde a temperatura é igual a 23 sao os
pontos que pertencem a curva de nivel T'(z,y) = 23, ou seja, a curva

40 — 2% — 27 =23 «—= 2?4+ 22 = 17.

Portanto, a trajetoria descrita por P ¢é a elipse dada pela equagao acima.

/
!
-2

(b) A partir de A = (3,2), a fungao T" cresce mais rapidamente na diregao

e sentido do versor do vetor gradiente, i.e., ao longo do vetor VT'(3,2)/||VT(3,2)]|.

Como VT (z,y) = (—2x,—4y), o vetor &
VT(3,2)  (~-6,-8) . 3 4

VTG - Vieied 5 5

(¢) Temos « = (0,1) — (3,2) = (=3, —1). Logo,

DyT(3,2) = VT(3,2) - i| = (—6,-8) - (—% —j_) 261—‘(/)@

(ou seja, a taxa de variacdo da temperatura a partir do ponto (3, 2) na diregao
do vetor u é de %r ~ 8,22°C/em. )

=



Questao 6. Determine equagoes do plano tangente e da reta normal
ao grafico de f(z,y) = #? + y* no ponto (0,1,1).

Solugao: Considere F(z,y,z) = f(x,y) — z. O grafico de f é a superficie
de nivel F(z,y,z) = 0. Portanto um vetor normal ao gréafico de f no ponto
(0,1,1) é o vetor VF(0,1,1). Temos que

VF(l', Y, Z) = (f:r:(xa Y, Z)a fy(xa Y, Z)? _1) = (23:7 2y> _1)
Portanto uma equagao do plano tangente é:

((mayvz)_(ovlal))VF(07171):O — (xay_lvz_l)'(()va_l):O
— 2y—z—-1=0.

Uma equagao vetorial e as equagoes paramétricas da reta normal sao:

(x,y,2) =(0,1,1) +tVF(0,1,1),t e R <— (x,y,2) =(0,1,1) +¢(0,2,—-1),t €R
=0
= y=1+4+2¢t
z=1—-t, tekR.

Questao 7. Considere a curva 222 +y? = 3. Encontre os pontos desta
curva onde a reta tangente é paralela a r: y + 2x = 5.

4
y \\
| XX |
\
=2

Solugao: A reta r : y + 2z = 5 tem vetor normal ¢ = (2,1). Portanto, um
vetor diretor de r é 4 = (1, —2).




Considere f(x,y) = 22%+y?. Um vetor normal & curva de nivel f(x,y) =
3 no ponto (a, b) pertencente a elipse é V f(a,b). Portanto, precisamos achar
os pontos P = (a,b) da elipse onde V f(a,b) é ortogonal ao vetor diretor
@ = (1,—2) da reta r. Mas,

{ Vf(a,b)-i=0 (:}{ (4a,2b) - (1,—2) =4a — 4b =0

fla,b) =3 20 +b* =3
a=1b 2 2
<~ 22 + 12 — 3 — 20°+a" =3 &< a=-1loua=1

Concluimos que os pontos da elipse dada onde a reta tangente é paralela a
reta r dada sao (1,1) e (—1,—1).

()
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Aula 11 de Consolidagao: Polinémios de Taylor, Extre-
mos Locais

Lembrando: B ' . o
Se f é uma func@o de classe C™ (i.e., todas as derivadas parciais < n

existem e sdo continuas de ordem) em um aberto D contendo o ponto py =
(20, %0), entdao o polindmio de Taylor P, de ordem n de f em torno
do ponto py é o polindémio (de grau no maximo n) dado por

Pp(z,y) = f(z0,v0) + fo(®0,y0)(z — o) + fy(z0,y0) (¥ — vo)
+3 fez (20, ¥0) (= — 20)? + fay (@0, ¥0) (= — 20) (¥ — ¥0) + 5 fyy (0, ¥0) (¥ — v0)* + )
+ 37 [faeze (20, ¥0) (2 — 20)% + 3 fyaa (x0, v0)(z — 20)2 (¥ — y0) + 3fyya (x0, ¥0)(z — 20) (v — ¥0)? + Fyyy (20, ¥0) (¥ — ¥0)*]
+ 4

+ {(:') Gk (20, v0) (@ = w0)" + (,1) gra=tz7 (v0. v0) (@ — 20)" ' (v — wo)+

n n
(a7 ) goimdggz (T0. v0) (@ = 20)" > (y = v0)® + ... + (§) Gk (20, v0) (v — v0)"]

para todo (z,y) € D tal que o segmento da reta que liga (x,y) e (xo,yo)
é contido em D. (Os coeficientes dos mondmios de grau k em P, sdo os
coeficientes binomias de Newton de grau k.)

Se f ¢ uma fungao de classe C"™!(D), o erro (de ordem n + 1) F na
aproximacao f(z,y) ~ P(z,y) é dado pelo resto de Lagrange (f = P+ E):

1 n+41\ 0"ty 11 n4 1\ ontly
E, ,y) = B(z,y) = ———— —— (@, 9)(x — x0)" — (7, 9)(z — "y — 1
nerEw) = By = o [(nH) e @ DE =) (") @ m) e - a0 - o)+
n+4+1\ oty ntl
ot (M) S G - v €D,

onde (Z,7) é um ponto no segmento ligando o ponto py ao ponto (x,y).

Em uma regiao compacta R C D , sempre podemos encontrar um li-
mitante superior para o erro cometido: existe M > 0 tal que para todo
(z,y) € R, temos

[E@,y)| < gomM (e — 2o/ + (n+ D]z — 20|y — yol + .. + |y — y0|"*)
< M (Jz = ol + Iy — wo)"

Questao 1: Considere a fungao f(z,y) = \/7y.

(a) Encontre o polindmio de Taylor P; de ordem 1 de f em torno
de (1,1).

(b) Avalie o erro cometido na aproximacgao /7y ~ P;(z,y) na regiao
R:-01<2z-1<0.1,-01<y—-1<0.1.

(c) Encontre o polinémio de Taylor P, de ordem 2 de f em torno
de (1,1).



(d) Avalie o erro cometido na aproximacgao /7y ~ P»(z,y) na regiao
R.

Solugao: Observe que a fungio f é definida em D = {(z,y) € R? : zy > 0}
e possui derivadas parciais continuas de toda ordem no aberto D' = {(z,y) €
R?: zy > 0}. O ponto pg = (1,1) € D', entdo o Teorema de Taylor se aplica
para f em torno de pyg.

(a) Para calcular o polinémio de Taylor de ordem 1 de f em torno de

po = (1,1), precisamos calcular f(1,1), f.(1,1) e f,(1,1).
Temos f(1,1) =1e

1 x 1
fy(xay) = 2 (zy)1/2 fy(lal) = 3

Portanto, o polinémio de Taylor de ordem 1 de f em torno de py = (1,1) é
dado por

Pi(z,y) = f(LD)+ LD =1+ f,(L 1)y —1)

(b) Para encontrar o erro cometido ao aproximar f por P na regido
compacta R, precisamos encontrar um limitante superior para os valores
absolutos das derivadas parciais de ordem 2 de f na regiao R. Temos

y2

1 1
fa::v(x7y) = _ZW7 fw(x’y) = Z(my)l/ga fyy<x’y) = _Z(xy)g/z'

EmR:-01<2z-1<0.1,-0.1<y—1<0.1 temos:

9 11 9 11
— << —, — .
10— — 10 10 1

Portanto

9\? _ , _[/11\* [/9\* _, (11 /9’ 11)°
— | <= \7) Svs{5) 7)) S2ws|5)
10 1 10 10 10 10




Logo, para todo (z,y) € R

2
foalw )l = | = il < 5 (30) - (§)° = B
2 2
|fyy( )l = | - i(m;)ii/Zl < lgisl)% )
‘fwy( y)l = ‘%(mﬁm’ < zl,L ) (1790> &

2, .. .
Logo M = % é um limitante superior para aos valores absolutos de todas

as derivadas parciais de ordem 2 de f em R. Assim, para todo (z,y) € R, o
resto de Lagrange E satisfaz:

[E(z,y)]

sM(jz =1+ |y —1])?
$M(0.140.1)

2. M -1072 = 2101 . 102 ~ 0.00829.

ININ A

Entao o erro cometido ao aproximar ,/ry ~ Pj(x,y) em qualquer ponto
da regiao R é menor ou igual a % ~ 0.00829.

(c) Para calcular o polinémio de Taylor de ordem 2 de f em torno de

po = (1,1), precisamos calcular f(1,1), f.(1,1), f,(1,1), faz(1,1), foy(1,1) €
fyy(1,1). Temos

1 1
fea(1,1) = vk fﬂvy(L 1) = 1 fyy(17 1)=—-

Portanto, o polinomio de Taylor de ordem 2 de f em torno de py = (1,1) é
dado por

Pofz,y) = L1+ Lol Dz = 1) + fy (L )y — D+
%.(fm(l ).~ 1)? +2fxy(1 1.z =1).(y = 1) + fyy(1,1).(y = 1)?)
= sz+gy+ (=g 1) +2( -y -1) -3y —1)?%
= 2$+2?/_lx + 32y — 5y

(d) Para encontrar o erro cometido ao aproximar f por P, na regiao
compacta R, precisamos encontrar um limitante superior M para os valores
absolutos das derivadas parciais de ordem 3 de f na regiao R. Dai

By < gM(je—1]+y—1])°
< M(0.1+40.1)*
< #1078

|31 (faa (@, 9)-(2 = 1)% + 2y (Z,5)-(x = 1).(y = 1) + Sy (7, 9)-(y — 1)*)) |



3x10%x 113

8 x 95
absolutos de todas as derivadas parciais de ordem 3 de f em R. Portanto,

Verifique que M = é um limitante superior para aos valores

113

|E(z,y)

Questao 2. Considere f(z,y) = sin(z) + y. Escolha um ponto p, € R?
e um inteiro n > 0 tais que o valor P,(1,0), onde P, é o polinémio
de Taylor de ordem n de f em torno de py, forneca um valor apro-
ximado de f(1,0) com erro < 10~ (pense em escolhas de maneira
que nao seja necessario saber os valores de sin(1) ou cos(1)).

Solugao: f possui todas derivadas parciais de todas as ordens continuas em
R?, que é um aberto que claramente contém (1,0). Além disso, f,(z,y) =

COS({)? fy(xay> = ]-a
5yt (@,y) =0 (n>1), todas as derivadas mistas sao nulas e
of

Qan

<x,y>\, L@l @y <1 (5y) € R

Portanto, M = 1 é um limitante superior para todas as derivadas parciais em
R2. Assim, considerando o polinémio de Taylor de ordem n de f em torno
de po = (0,0) e M =1, sabemos que

M

1~ n
L (lz =0+ ly—on™™,  (x,y) € R

(n+1)!

|E(z,y)| <

Em particular, queremos:
n+1

—5
(n+1)! <107

[E(L,0)] < (1+0)"" =

(n+1)!

Agora, basta observar que n = 8 satisfaz a desigualdade

5

Portanto, usando polinémio de Taylor de f em torno de (0,0) de ordem
pelo menos 8, o erro cometido na aproximagao

sin(1) = f(1,0) = Py(1,0), (n>8)

serd < 107°.



Verifique que Ps(z,y) = +y — g—? + ”g—? — "”;—T Calcule f(1,0), Ps(1,0) e

Escolhe um outro ponto pg. Qual é o valor de n nesse caso.

Questao 3. Determine se a fungao f(z,y) = ! +y* — 222 — 2y* possui
maximos e minimos locais em R2.

Solugao: Os pontos criticos da funcao f sao dados por

fo(z,y) =0 4o —4x =0
{ flwy)=0 { Ay’ —dy =0
As solugoes do sistema sao, © = —1,0,1 e y = —1,0,1, ou seja, temos
nove pontos criticos: (0,0), (0,%1), (£1,0), (£1,+£1).
Para determinar a natureza dos pontos criticos aplicamos o teste da de-
rivada de segunda ordem ()Teste da Hessiana). Temos

Hi@,y) = ( Mig ffyyﬁﬁii ) - < T )

e No ponto (0,0), temos det(H(0,0)) 0

0 —4

Entao (0,0) ¢ um ponto de maximo local.

’ >0e f,,(0,0) <0.

e Nos pontos (0,£1) e (£1,0) temos

-4 0

0 8

det(H(0,£1)) = ‘ 0 —4

‘ <0 e det(H(£1,0)) = ‘ ‘ <0.

Entao (0,£1) e (£1,0) sdo pontos sela.

e Nos pontos (£1, £1) temos det(H (+1, +1)) = ’ g g
0.

Entao (£1, £1) sdo pontos de minimos locais.

Observe que para todo (z,y) € R?, temos
flryy) = a'+y' =207 =22 = (2 - 1)’ + (y* —1)° -2

-

>0
> —2= f(£1,41), V(z,y) € R%
Portanto, os pontos (+1, £1) sdo pontos de minimos absolutos de f e o valor
minimo absoluto de f é —2.

A funcao f nao tem valor méximo absoluto pois um ponto de maximo
absoluto seria um ponto de maximo local e, por exemplo, f(2,1) =7 >0 =
£(0,0). Ver Figura 1.

>0e fo.(£1,+1) >



Figura 1: Grafico da fungao f.
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Multiplicadores de Lagrange:
I. otimizacao sujeita a um vinculo

Exemplo: Tanque de armazenamento mais barato [Thomas, Cal-
culo V2| Sua empresa foi solicitada a projetar um tanque de armazenamento
para gds liquefeito de petréleo. As especificagoes do cliente exigem um tan-
que cilindrico com extremidades hemisféricas, e o tanque deve ter capacidade
para 8.000 m? de gds. O cliente deseja também utilizar a menor quantidade
possivel de material na fabricacao do tanque. Qual raio e qual altura vocé
recomenda para a parte cilindrica do tanque?

leh N

minimize A(h,r)
sujeta a  V(h,r) = 8000

O problema:

onde A(h,r) é a area do tanque e V(h,r) é o volume do tanque.

Objetivo: Achar os extremos absolutos de uma funcao f de n va-
ridveis sujeita a uma ou vérias restrigoes g; =0, 2 = 1..p, p < n.

Para n = 3:
maximize/minimize f(z,y, 2)
sujeta a g(x,y,z) =0
ou
maximize/minimize f(x,y, 2)

{ gl(xvyv Z) =0

92(‘7:7 Y, Z) =0

O problema é chamado otimizagao sujeito a um vinculo (i.e., con-

di¢ao), ou varios vinculos.

sujeta a

Exemplo 1: n =2

Seja f(x,y) =x+v, (z,y) € R% A funcao f nao possui extremos em R?
pois fo(z,y) =1 e fy(z,y) = 1.

Considere o problema

maximize f(x,y)=x+y
sujetaa  g(x,y) =22 +3y>—1=0

O problema é equivalente a procurar o maximo absoluto de f restrita ao
circulo unitario C' de centre a origem.



7 Consideramos as curvas de nivel
de f. O grafico indica que o
méaximo absoluto é atingido no
\\ e ponto onde a curva de nivel de

" f é tangente a g = 0, ou seja,

ondo Vf é paralelo a Vg .

Exemplo 2: n =3
Vamos encontrar o ponto do plano 2x — y — z — 5 = 0 que esteja mais
préoximo a origem.

Seja P = (z,y, z) um ponto do espago. Temos
d(0, P) = ||OP|| = (e + y* + %)

Com ||OP|| tem valor minimo quando f(z,y, z) = 22+ y? 4 22 tem valor
minimo, o problema é equivalente a:

minimize f(z,y,z) = 2? + y* + 2*
sujeta a  g(z,y,2) =20 —y—2—-5=0

Usando nossos conhecimentos de GA, sabemos que a solugao é a projecao
ortogonal de O ao plano 7 : g(x,y,2) = 2x —y — 2 — 5 = 0. Entao, a solugao
é exatamente o ponto onde a superficie de nivel de f, que é uma esfera de
centro O, é tangente a .

Ou seja, a solugao é um ponto ondo V f é paralelo a Vg .

Entao, temos uma ideia geométrica de como resolver o nosso problema
de otimizacao sujeito a um vinculo (a uma condigao).

@



Teorema 0.1 (Teorema do gradiente ortogonal) Suponha que f(z,y, 2)
seja diferencidvel em uma regiao cujo interior contenha uma curva lisa

—
.

C:r(t) = g(t)i+ h(t)j + k(K.

Se Py € um ponto em C onde f possua um mdzimo ou minimo local relativo
a seus valores em C, entao V[ € ortogonal a C' em P,.

Demonstracao: Os extremos locais de f, relativos a seus valores em C, sao
os extremos da funcao a(t) = f(g(t), h(t), k(t)). Como f ¢é diferenciavel e C
é lisa, a funcao « é também diferenciavel.

Se Py = r(tp) ¢ um extremo local de f relativo a seus valores em C', entao
top ¢ um extremo local de «(t). Portanto o/(ty) = 0.

Pela regra da cadeia,

0 0 0
,_0f , Of, Of

o7 dy 8zk =V

(07

Logo V f(r(tg)) - ' (to) = 0, ou seja V f & ortogonal a C' em F.

Consequéncias do teorema do gradiente ortogonal

e Desconsiderando os termos em z no teorema, obtemos um resultado
semelhante para fungoes de duas variaveis.

e Suponha que f(x,y,z2) e g(z,y,2) sejam diferenciaveis e que P, seja
um ponto na superficie g(x,y, z) = 0 onde a restri¢ao de f a superficie
tenha um extremo local. Assumimos que a superficie é lisa, ou seja
Vg # 0 onde g(x,y,z) = 0. Entdao f assume um valor maximo ou
minimo local em P, relativo aos seus valores em toda curva diferenciével
passando por Fy na superficie g(z,y, z) = 0.

,{/

Entao, pelo teorema anterior, em \ve

Py, V[ éparalelo Vg, ou seja 7‘@

Vf = AVg por algum escalar \.



Método dos multiplicadores de Lagrange a um vin-
culo
Suponha que f(z,y,2) e g(x,y,z) sejam diferenciaveis e que Vg #
0 quando g(z,y,z) = 0. Entdo os candidatos para as solugoes dos
problemas
maximize/minimize  f(z,y, 2)
sujeta a g(x,y,2) =0

satisfazem simultaneamente as equacoes

Vf=AVg
g=20

em x,y, 2, \.

Para funcoes de duas variaveis, a condi¢ao é semelhante, mas sem a
variavel z.

O escalar A é chamado multiplicador de Lagrange.

Cuidado!
O método dos multiplicadores de Lagrange fornece candidatos para ex-
tremos de fungoes sujeitas a vinculos. De fato, considere o seguinte problema

maximize f(x,y) =y
sujeta a  g(z,y) =y —2*> =0

Temos Vf(z,y) = (0,1) e Vg(z,y) = (—32%,1). Portanto Vf(O 0) =
Vg(0,0). Mas f restrita a g ¢ dada por a(z) = f(zr,23) = 23, e x = 0
nao ¢ um extremo local de a. Portanto (0,0) ndo é um extremo de f (z,y)
sujeita a g(z,y) = 0.

Identificacao dos extremos

Uma vez que encontramos os candidatos para os extremos, precisamos
verificar se sao de fato extremos. Podemos usar os seguintes argumentos na
nossa tarefa:

e Se o vinculo g = 0 define uma regiao compacta, podemos usar o Teo-
rema de Weiestrass que garante a existéncia de maximos e minimos ab-
solutos. Tais extremos absolutos estao entre os candidatos encontrados
pelo método dos multiplicadores de Lagrange. Basta entao comparar
os valores de f entre candidatos para encontréa-los.

e Assumimos que Vg # 0 nos pontos onde g = 0. Entao podemos usar o
Teorema da fungao implicita para escrever uma das variaveis em funcao



das demais. Por exemplo, no caso n = 3, se g, # 0 no ponto critico
po = (a,b,c) de frestritaa g =0, entdo g(z,y,2) =0 <= 2z = z(z,y)
em torno de (a,b). Portanto

maximize f(x,y,2)

sujeta a  g(z,y,2) =0 — maximize f(z,y,z(z,y))

Usamos o teste da Hessiana para f(z,y, z(z,y)) em (a,b).

Exemplo 3:

Encontre o maior produto possivel dos niimeros positivos x,y, z se x+y+2% =
16.

Solugao: Precisamos resolver o seguinte problema

maximize f(x,y,z) = zyz
sujetaa  g(r,y,2)=c+y+22—-16=0,2>0,y>0,2>0

Observe que na fronteira da regiao
{g(ZL‘,y,Z) = O,I > 07y > O7Z > 0}7
f(z,y,2) = 0, e no interior da regido
f > 0. Entao podemos supor que
xyz # 0 (pois estamos procurando o
valor méaximo de f).

Temos Vf = (yz,zz,zy) e Vg = (1,1,22). Logo, as equagoes Vf = A\Vyg
com g(z,y,z) =0 sao

yz = A (1)
xz = A (2
Ty = 2\z (3)
r+y+22-16 = 0 (4

Equagoes (1) e (3) dao xy = 2y2*> = = = 22° (pois y # 0). Similarmente,
equagoes (2) e (3) dao y = 22% (pois = # 0). Substituindo em (4) obtemos

45
2% 4222+ 22 — 16 = 0522 = 162 = Tf (pois z > 0)

Entao o candidato para o maximo absoluto de f na regiao escolhida é

32 32 45 212,/5
°f 22 ZV© P)) =
5° 5 5 )a COHlf( 0) 53

P =



A regiao D é compacta e f é continua em D, entao pelo Teorema de
Weiestrass f atinge seus valores maximo e minimo em D. Temos f(z,y, z) >
0, f(z,y,z) = 0 nos pontos da fronteira de D e f(F,) > 0. Entao, f atinge
seu valor méximo em D no ponto F,. Logo, o maior produto possivel dos

. o , 912
ntmeros positivos x,y, z com g(z,y,z) =0 & 2 5§/5.

Exemplo 4: O problema do tanque de armazenamento
O problema:
minimize A(h, )

sujeta a  V(h,r) = 8000

onde A(h,r) é a area do tanque e V(h,r) é o volume do tanque.

(=

A area do tanque é dada por

A(h,r) = 27rh + 4702,

e seu volume é dado por
2 4 4
V(h,r) =7mr‘h+ 3

Entao o problema é

minimize A(h,7) = 27rh + 4mwr?
sujeta a V(h,r) = 7r?h + 37r3 = 8000

Para A(h,r) = 2wrh + 47r?, temos

94 04
or’ Oh

Para V(h,r) = nr?h + 3mr®, temos

VA= ) = (2h + 8xr, 27r).

ov oV

VV = (57%)

= (27rh + 4nr? wr?).

Portanto

2rh + 8mr = A(27wrh + 47r?)

VA=\NVV «— { omr = A(mr?)

Observe que se 7 = 0 entao h = 0.



Mas V(0,0) # 8000, entdo podemos supor que r # 0, e dai a segunda
equagcao é equivalente a Ar = 2.
Substituindo na primeira equagao obtemos

21h + 87r = A(2wrh + 4mr?) <= h+4r = A\rh + 2\

— h+4r=2h+4r = h=0.
Substituindo 2 = 0 em V'(h,r) = 7r?h + 57 = 8000 obtemos

4
§7rr3 = 8000 = 7 =1y = 10(

ﬁ);
T

Entao o candidato para o tanque desejado tem o formato de uma esfera
de raio rg.

Vamos mostrar que, de fato, a esfera de raio rg é o tanque com a menor
area entre os tanques com volume igual a 8000 m3.

Para V(h,r) = nr?h + %7?7’3 = 8000, podemos obter h como funcao de r.

De fato

4 8000

4
7r’h + §7rr3 = 8000 <= h=h(r) = R U ——

(Observe que h(rg) = 0.) Entao a area dos tanques com volume igual a
8000 m? é

A(r) = A(n(r),r)
= 27rr(—§r+%)—l—4m“2

_ 4.2 | 16000
= 37T +_7~ .

Temos A'(r) = Smr — 50 = & (§7r® — 16000), e 7 ¢ a Gnica solugao de

A'(r) = 0. Como A”(rg) = g7+ 2250 > 0, concluimos que r¢ ¢ um minimo
0
absoluto de A para r > 0.
Portanto, a esfera de raio ry e o tanque com menor area entre os tanques
com volume igual a 8000 m3.

(@)



Pule Z5

Multiplicadores de Lagrange:
II. otimizacao sujeita a dois vinculos

Método dos multiplicadores de Lagrange a dois vinculos

maximize/minimize flz,y,z)
Sujeta a gl(xaya Z) =0
92<x, Y, Z) =0

Suponha que as superficies g; = 0 e go = 0 sao lisas. Entao Vg; # 0 sobre
g1 = 0 e Vgy # 0 sobre go = 0. Suponha ainda que as duas superficies
se intersectam transversalmente ao longo de uma curva lisa C'. Para isso
acontecer, Vg, e Vg, precisam ser L.I.

Neste caso, o plano normal a curva C i.e., o plano ortogonal ao vetor
tangente a C, é gerado por Vg; e Vgo. Entao uma superficie de nivel de f é
tangente a curva C' se, e somente se, V f pertence ao plano normal da curve.
Equivalentemente,

Vf=AVg +uVg,.

’\

Vf
V&

Vg,
g:=0

N\ x

Para localizar os candidatos para os extremos de f sujeita a dois vinculos,
procuramos os valores de x,y, 2, A e u que simultaneamente satisfazem as
equacoes

VI = AVg+uVg
(731 (J’J Y, % ) = 0
g2 (*T Y, % ) = 0



Exemplo [Thomas] O plano z +y + z = 1 corta o cilindro x> + y* = 1
em uma elipse. Encontre os pontos sobre a elipse que estao mais proximos e
mais afastados da origem.

’ Cilindro x~ + y~ =1

/

1(0.1,0)

Plano

x+y+z=1

Solucgao: O problema é equivalente a

maximize /minimize flx,y,2) =22 +y* + 22
gi(v,y,2)=r+y+2-1=0

sweta a gz, y,z) =2 +y*—1=0

Os candidatos para os extremos sao solucao do sistema

Vi = AVg+uVg
gl(xayvz) - 0
gg(x,y,z) = 0

Temos Vf = (2z,2y,22), Vg1 = (1,1,1), Vg; = (2x,2y,0). Logo, A\Vg; +
1V ga = (A + 2uz, A+ 20y, A).
Entao os candidatos para os extremos sao solu¢ao do sistema

2x = A+ 2ux

2y = A+ 2uy

2z = A
r+y+z—1 = 0
P+ —-1=0 = 0

Resolvendo, obtemos quatro solugdes P, = (1,0,0), P, = (0,1,0), P3 =

27 20 27 2



Temos f(P1) = f(P2) =1, f(Ps) =4 —=2V2, f(Py) =4+ 2V2.

A intersecao de g3 = 0 e go = 0 é uma elipse, que é compacta. Como f é
continua, pelo Teorema de Weiestrass, f atinge seu valore maximo e minimo
absoluto sobre a elipse.

Portanto, os pontos sobre a elipse mais proximos da origem sao Py e Ps.
O ponto sobre a elipse mais afastado da origem ¢é P;.



Aula 12 de Consolidagao: Extremos absolutos e multiplicadores de
Lagrange

Questao 1: Seja f a fungao dada por
flz,y) = 2® +y* + 2y + 4.

(a) Encontre os extremos (maximos e minimos) absolutos da fun-
¢ao f na regiao

D = {(x,y) € R*: 2* + y* < 4}.

(b) Classifique os pontos criticos de f no interior e na fronteira
de D.

Solugao: (a) A regiao D = {(z,y) € R?* : z* + y* < 4} é compacta. Seu
bordo ¢ a circunferéncia C' = {(z,y) € R?: 22 +y* = 4} de centro O = (0,0)
e raio 2 e seu interior é o disco aberto

{(z,y) € R* : 2 +¢* < 4}.

Como a fungao f(z,y) = r? +y* + 2%y +4 ¢ continua na regiao compacta
D, ela admite, pelo Teorema de Weierstrass, minimos e maximos absolutos
em D. Portanto, basta encontrarmos os pontos criticos de f no interior e na
fronteira de D e comparar os valores de f nestes pontos. (Nao precisamos
classificar os pontos criticos de f.)

Observagao: Analisando as curvas de nivel de f podemos visualizar (pelo
menos neste exemplo!) os pontos criticos e os pontos de extremos da fungao f
em D. Estes importantes pontos sao destacados na figura abaixo: no interior
de D sao os pontos onde a curva de nivel de f nao é regular ou seja, onde o
gradiente de f é nulo. Na Figura abaixo, sao os pontos onde a curva de nivel
¢ localmente um cruzamento de duas curvas (pontos de sela) ou é em ponto
isolado (méximo ou minimo local). Na fronteira (bordo) de D os pontos
criticos s@o os pontos de tangencia (tome cuidado! Ver Q2 ) das curvas de
nivel de f com o bordo de D.



Comparando os valores de k nos pontos
criticos no interior e na fronteira de D
podemos concluir que :

e Valor méximo absoluto de f em D &
~ 11 que ocorre nos pontos F' e G.

e Valor minimo absoluto de f em D é
4 que ocorre no ponto J.

Curvas de nivel f = k (a fronteira
D : 2% +y? = 4 em verde).

Encontrando os pontos criticos de f em D

Passo 1: Encontrando os pontos criticos de f no interior de D:
A fungao f(z,y) = 2* + y* + 2y + 4 possui derivadas parciais continuas de
toda ordem. Entao os pontos criticos de f no interior de D sao solugoes do

sistema fey) ( )
+(r,y) =0 2¢(1+y) =0
<
{fy(x,y):O {2y+:c220
Da primeira equagao obtemos x = 0 ou y = —1. Substituindo na segunda

equacao, obtemos trés pontos criticos da funcao f
b1 = (Oa())a b2 = (\/57 _1)7 b3 = <_\/§7 _1)
todos no interior de D. Temos f(0,0) =4 e f(£v/2,—1) = 5.

Passo 2: Encontrando os pontos criticos de f no bordo/fronteira
de D:

Vamos usar o método dos Multiplicadores de Lagrange. O problema é

maximize/minimize f(z,y) = 2% +y* + 2%y + 4
sujeta a gz, y)=a*+y*—4=0

Os possiveis pontos de extremos de f restrita a fronteira de D estao entre
as solugoes do sistema

B 20 +2xy = A2x)
{ v/ B /\gg = 2y + 2 = A2)
g = ?+yi—4 = 0.

Resolvendo o sistema, obtemos seis possiveis extremos de f restrita a
fronteira de D: py5 = (0,£2) e p?:? = (i%g, :I:%g)



Temos

£(0,+2) =8,
F(ERE 28y = g 4 16V5 (11, 079),

f(p)~11.079 f(p)~11.079

f(p)~4.92 f(p)~d.92

Concluimos que em D: f tem um minimo absoluto em (0,0) com valor

4 2/6 2v3 +2/6 M)_

¥, =%%) com valor f(+=%>, %) =

f£(0,0) = 4 e maximos absolutos em (
8 + 183 ~ 11.079.

(b) Vamos aplicar agora o Teste da Hessiana para determinar a natureza dos
pontos criticos pi, ps € p3 no interior de D.

A funcao f possui derivadas parciais de ordem 1 e 2 que sao continuas.
Entao a Hessiana de f é dada por

H(z,y) = < faa(T,y)  fay(2,9) ) _ ( 2l +y) 2 ) |

fxy(m,y) fyy(xyy) 2x 2

e No ponto p; = (0,0), temos H(0,0) = < g g >

Como det(H(0,0)) > 0 e f,.(0,0) > 0, 0 ponto p; = (0,0) ¢ um minimo
local de f com f(0,0) = 4.
e Nos pontos ps = (v/2,—1) e ps = (—v/2, —1) temos:

H(+V?2,-1) = ( j:20\/§ ﬂQﬂ ) .

Como det(H(+v/2,—1)) < 0, py e p3 sdo pontos de sela de f, entdo nio
sao extremos locais de f.

Para determinar a natureza dos pontos criticos pss e p?:? de f restrita
ao bordo de D, observamos que a fronteira C' de D, dada por g(x,y) =



2 +y? —4 =0, é uma curva lisa pois Vg(z,y) = (2z,2y) # (0,0) nos pontos
onde g(x,y) = 0.
Temos duas possibilidades:

e Parametrizar a curva C' por, por exemplo,

~(t) = (2cos(t),2sin(t)), t € [0,2m].

e Expressar C' ao redor dos pontos criticos como o gréafico de uma funcao,
por exemplo:

— Em (0,£2) : x=+£/4—9y% —1<y<1
— Em (:I:%é,j:%g): y=tvVd—2a? —-1<z<1

Vamos usar a primeira usar a parametrizacao de C. A restricao de
f(x,y) =2* +y* + 2%y +4 a C ¢ dada por

h(t) = f(v(t)) = f(2cos(t),2sin(t)) = 8 + 8cos*(t)sin(t), t € [0,2n].
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Observe que o gréafico de h na figura acima confirma que temos seis pontos
criticos da funcao f restrita a fronteira de D e indica a natureza de tais
pontos.

Derivando h(t) = 8 + 8 cos?(t) sin(t) obtemos

R'(t) = —16 cos(t) sin*(t) + 8 cos?(t)
h"(t) = 16 sin®(t) — 56 cos(t) sin(t).

Temos que i/ = 0 em &y = 5, {, = 2T, t3 = arctan\/?i e ty = arctan %ﬁ,
sendo que t3 e t4 fornecem de fato, cada um deles, dois valores em [0, 27]:
ts,t4, t5,t6. De qualquer forma basta notar que quando consideramos t tal
que (cost,sint) = p onde p ¢ um dos 6 (ps5 ou pgjg) pontos criticos de f,
temos que A'(t) = 0.

e Nos pontos (0, £2), temos:



Para (2 cos(1),2sin(t1)) = (0, 2)

n'(t) = 16(2%) >0,
e para (2cos(t3), 2sin(t2)) = (0, —2)

B (ty) = —16(2°) < 0.

Assim temos:

- um minimo local de h em ¢; e portanto um minimo local de f restrita
a C' no ponto (0, 2);

- um méaximo local de h em t5 e portanto um maximo local de f restrita
a C' no ponto (0, —2).

Os valores de f nestes pontos sao: f(0,+2) = 8.

(j:%é7 %3) e (j:%é, —2Y3) temos:

e Nos pontos 5

Para (2cos(t),2sin(t)) = (:I:%é, %5)
W'(t) = 8sin(f)(2sin®(f) — 7cos?(f)) = —22/3 <0,

() (L6 2V
e para (cos(f),sin(f)) = (£24°, —2¥2)

2
h"(t) = %3 3>0.

Portanto, os pontos (:I:%é, %g) sao maximos locais de f restrita a C' e

0s pontos (j:%é, —2Y3) 30 minimos locais de f restrita a C.

3
Temos
F(E28,245) =8 + 183 (~11,079)
JERE 2P =8 — 155 (= 4,02).
Resumindo:

W Maximo local

f(p)~11.079, f(p)~11.079
@ Minimo local

¥ Ponto de sela

f(p)~4.92 f(p)~4.92




Questao 2. A temperatura em um ponto (z,y) do plano é dada por
T(z,y) = 42*—4zy+y?, onde z,y sdo medidos em metros e T em graus
Celsius. Um ponto P desloca-se sobre a circunferéncia centrada na
origem de raio v/5. Quais sdo as temperaturas maximas e minimas
que o ponto P atinge?

Solucgao: O problema é:

maximize/minimize T(x,y) = 4x? — 4y + y*
sujeta a g(z,y) =2 +y*—5=0

Usando o método de Multiplicadores de Lagrange com um vinculo, os
possiveis pontos de extremos de T restrita a condicao dada estao entre as
solucoes do sistema

B 8r—4y = A22)
{ v B /\gg = 2y —4x = A2y)
gy = 224+92-5 = 0.

Analisando as primeiras duas equagoes, temos v = 0 = y = 0, e
y=0 = x=0. Mas (z,y) = (0,0) nao ¢é solu¢ao da terceira equagao.
Entao podemos supor que x # 0. Logo, das primeiras duas equagodes obtemos
y 4-X 2

x 2 1—X\

Portando
A=N1-)N)=4 &= -5\ +X=0.
Logo A =0o0u A =5.
Para A = 0 as primeiras duas equacoes tornam-se 2z = y. Substituindo
na terceira equacao obtemos % + 42?2 —5 = 0, ouseja x = 1 e y = 2, ou
r=—-ley=-2

Para \ = 5 as primeiras duas equagoes tornam-se x = —2y. Substituindo
na terceira equagao obtemos 4y? + y> — 5 =0, ousejay =1 ez = —2, ou
y=—-lex=2.

Entao temos quatro possiveis pontos de extremos de f restrita a circun-
feréncia dados: (1,2),(—1,—-2),(—2,1) e (2,—1).

Como T ¢é continua em R? e a restrigio D : g(x,y) = 0 ¢ um conjunto
compacto, o Teorema de Weierstrass nos garante que f assume os valores
extremos absolutos em D.

Comparando os valores:

T(1,2) =T(-1,-2) =0, T(-2,1)=T(2,—1) =25



concluimos que a temperatura minima atingida por P é de 0° (nos pontos
(—1,-2) e (1,2)) e a temperatura maxima é de 25° (nos pontos (—2,1) e
(2,—1)). Ver Figura 1.

/

Figura 1: Curvas de nivel da funcao 7" e a curva ¢ = 0. Os pontos de
tangencia J e K s@o os minimos de T restrita a ¢ = 0. Observe que T'(z,y) =
(2z —y)?, portanto as curvas de nivel ¢ > 0 sao duas retas distintas 2x —y =
+c. Quando ¢ = 0, temos duas retas idénticas 2x — y = 0. Observe que
VT(1,2) = VT(-1,-2) = (0,0). Portanto, os pontos A = (—1,—2) e
B = (2,1) sdo “pontos de tangencia” da curva de nivel T'(z,y) = (2z—y)? =0
com a curva g = 0 (o vetor nulo é considerado paralelo a qualquer vetor).

Observacao: Uma outra maneira de resolver a questao é parametrizar

a curva g(z,y) = 2* +y> —5 = 0 por (x(t),y(t)) = (V5 cos(t), v/Bsin(t)),
t € [0,27] e procurar os valores extremos da fungao

h(t) = f((v/5cos(t), V5sin(t))) = 5(2cos(t) — sin(t))?, t € [0, 2n].

Questao 3. Determine dois ntimeros reais cuja soma seja 9 e a soma
de seus quadrados seja a menor possivel.

Solucgao: O problema é:

minimize flx,y) = 2 +9?
sujeta a  g(z,y)=x+y—9=0



Usando o método de Multiplicadores de Lagrange com um vinculo, os
possiveis pontos de extremos de f restrita a condicao dada estao entre as
solugoes do sistema

VI = A\Vyg 2o = A
_ 9 = 2y = A
gy = r+y = 9.

Resolvendo o sistema, obtemos um possivel ponto de extremo de f res-
trita & reta dada: (2,2).

Como f é continua mas a restrigdo g(z,y) = 0 ndo é um conjunto com-
pacto nao podemos usar o teorema de Weierstrass.

Para garantir que f restrita a x + y = 9 assume um valor extremo em
(%, %) usamos o seguinte argumento. Da restri¢ao g(x,y) = x+y—9 =10
obtemos y = 9 — x. Substituindo em f, o problema torna-se

minimize h(x) = f(2,9 —z) = 2>+ (9 — 2)* = 22% + 187 + 81, x € R.
A funcao h tem claramente um minimo absoluto em x = %. Portanto,
concluimos que ( %, g) ¢é ponto de minimo de f restrita a condicao dada, e os

nimeros procurados sao r =y = g. Ver Figura 2.

Figura 2: Curvas de nivel de f e da restrigao x +y = 9.



