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Funcoes positivas definidas em produtos cartesianos

Uma fun¢do continua f : [—1,1] x [-1,1] — R é positiva definida
em S9 x S™ (d, m > 1) quando o niicleo

((x,2), (y,w)) € (5% x S™) x (89 x §™) > f(x-y,z- w),

é positivo definido em S9 x S™.

Teorema

([GMP16a]) f € P(S9 x S™) (d,m=1,...,00), se, e somente se,

f(X7y) = Z ak,lck(dvx)cl(m7y)a
k,I>0

onde ax; >0, k,1 >0 e, j~pak <00

o (00, x) = xk



interessados em aplicagdes estatisticas cujo contexto reside no produto “espago x tempo”, Berg e Porcu

Seja G um grupo localmente compacto. Uma fung¢do continua
f:[-1,1] x G — C é positiva definida em S9 x G (d > 1)
quando o niicleo

((x,u),(y,v)) € (Sd X G) x (Sd X G)— f(x-y, u_lv),

é positivo definido em S x G. (f € P(S9 x G)).



Teorema

([BP16, Theorem 3.3]) f € P(S? x G), se e somente se,
Z%d u)ep(d,x), xe[-1,1], ue G.

onde pnq € P(G), Vn, ey ¢ndleg) < oc.
A série acima converge uniformemente em [—1,1] X G e

1
@nd(u) = Nn(d)adl/ f(x,u)en(d, x)(1 — X2)(d—2)/2 dx.
-1

0d

* ¢n 4 fungdes d-Schoenberg
BP D GMP: G = O(m+1) e BP D Teorema de Schoenberg: G = {e}

técnica similar a de Schoenberg:



Teorema

([BP16, Theorem 3.10]) f € P(5° x G), se e somente se,
f(x,u) = Z(pn(u)x", xe[-1,1], ueG.
n=0

onde ¢, € P(G), Vn, e > ¢nd(ec) < .

Ainda mais,

on(u) = lim ppg(u), neZy, ueg.
d—o0



pd em produto de esferas complexas com grupo l.c.

[BPP1]: pd em produto de um par de Gelfand com um grupo
localmente compacto: generalizando os casos S x S™e S9 x G

Teorema

([BPP1]) f € (Q2q x G), g > 2, se e somente se,
Zcp u)RY 2( ), z€D, ueaG.
m,n=0

-2 -2
onde oy € P(G), Ym,n, e pmn(eg) < oo.
A série acima € uniformemente convergente em D x G.



pd em Qs X G

técnica Schoenberg, Berg e Porcu:

lim c,(d, x) = x" uniforme em n, para cada x fixado
d—o0

Conjectura: lim Ry . (z) = z™Zz" uniforme em m, n para cada z fixado
a—00 ’
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Teorema de Schoenberg revisitado

feP(s? x 6): flx,u) = an a()en(d, X)i ¢n,a € P(G)
feP(S® xG): f(x,u) = ngn(u)x . on €P(G), ¢n(u)= dimw ©n,d(u)
n=0

Teorema

([BPP:]) Seja f € P(5> x G) e considere vp 4,n > 0, as fungbes

d-Schoenberg associada a f. Para cada n € Ny,

n!

lim ©pq(u) = 19770, u)
d—oo

oxn

=: ¢n(u)

uniformemente para u em subconjuntos compactos de G.

vn € P(G) e {¢n} € a sequéncia de coeficientes em *.




Prova.

) Form:.Rod (_ ) (1 _ )1—d/2i(1 o X2)n+d/2—1
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Seja F C C([—1, 1]) um conjunto de fun¢des continuas em [—1, 1] tal que

(i) F élimitado, i.e., supze 7 |[g]lco < 00,
(ii) F é equicontinuo em x = 0, i.e., para todo € > 0 existe 0 < & < 1 tal que |g(x) — g(0)| < € para toda

g € F etodo x real com |x| < 6.

Entdo lim /ng(d—Z)/Z = g(0), uniformemente para g € F.
d— oo

-1 —g(0)
Na(d) ~ [* 9"f(x, u)
. . _ . n _ 2 n X, u
. dll—>moo SOn,d(U) - dll—)moo 2n(d/2)n /_1(1 X ) axn de/Z—l(X)
_ 10"f(0,u)

ol oxn
uniform. em subconjutos compactos de G

g(x)

Fi={xm—(1- X2)nag(xnvu); veKS . K comgacto G.
X

é limitado e equicontinuo.



pd em Qs X G

Teorema B
([BPP>]) Uma fungdo continua f : D x G — C € positiva definida

em Qo X G, se e somente se, existe uma sequencia (Pm.n)m,n>0
em P(G) com > pmn(er) < oo tal que

f(z,u) = Z omn(u)z"Z", z€D, ueG.

m,n=0
A série acima é uniformemente convergente em D x G. Além disso,

1 9m™£(0, u)

. q—2 _ _
qlmm inn () = Pmn(u) = minl  0zmpz"

uniformemente em subconjuntos compactos de G.



Funcoes estritamente positivas definidas - um pequeno
historico

Na teoria de aproximagao, fungdes positivas definidas sdo usadas
na interpolacdo de dados arbitrarios sobre a esfera: dados n pontos
distintos x1,x2,...,Xx, em S™ (ou Qy4) e uma fungdo h: S™ — R,
o problema de interpolagdo requer encontrar uma func¢do continua
s: 5™ — R da forma (para alguma fungdo f)

s(x) =D Nf(x-x), x€S™ A, M ER,
j=1

de modo que s(x;) = h(x;), i =1,2,...,n. Se escolhemos f
sendo positiva definida, entdo a matriz de interpolagao pode ser
singular e o problema de interpolacdo pode n3o ter solucdo
Gnica.... Mas se f é estritamente positiva definida ent3o o
problema de interpolagdo tem uma (nica solucdo para qualquer n e
anaicatier N1 nontoc dadoc



f(cosx) = > 72 g akck(m, x)
e Estrita Positividade Definida (SPD)
90's: E. Cheney, V. Menegatto, A. Ron, X. Sun, M. Schreiner

e [CMSO03] f é SPD em S™ se, e somente se, {k € N: a, >0}
contém infinitos inteiros pares e impares.

e [MOPO06] f é SPD em S! se, e somente se,
{k € Z : a) > 0} intercepta toda progressdo aritmética em Z.

* [GM16]; [GMP, GMP16b]

v" SPD n3o depende dos valores dos coeficientes nas expansdes,
SPD depende apenas dos indices nos quais os coeficientes sdo
positivos.



F(2) = Y08 v amn R

(2)

e [MPO1] Se f é SPD em Qyg, entdo {m—n: am, > 0}

intercepta toda progressao aritmética em Z.

e [GM17] Se {m —n: ay, , > 0} intercepta toda progressdo

aritmética em Z, entdo f é SPD em (pq.

e [MOPO06] f é SPD em ; se, e somente se, the set

{k € Z : ax > 0} intercepta toda progressdo aritmética em Z.

e Castro, Massa, Peron




Funcoes positivas definidas em esferas e suas
caminhadas através das dimensoes

[Mat65]: propds operadores chamados Montee e Descente que
preservam a propriedade de positividade definida alterando a
dimens3o do espaco inicialmente considerado. Tal propriedade
tem sido chamada caminhada através das dimensoes.

[Wen95]: foi usado o operador Montée com certa classe de
funcoes radiais.

[PZB16]: foi usado uma versdo fracional do operador de
Montée para obter versdes generalizadas das funcdes de
Wendland.

[BzC15]: d > 2



3.

. Se f € P(S9) tem derivada ' € C([~1,1]), entdo

f' € P(59%2) (Descente).

)
)
Se f € P(S9) é SPD e tem derivada f’ € C([—1,1]), entdo
f' € P(S9%2) ¢ SPD.

+

Se f € P(5912), entdo existe uma constante c tal que
c+Zf € P(S?) (Montee).

c+IfeP(S9) ¢éSPD.

Se f € P(592) e todos os coeficientes de Schoenberg s3o
positivos, entdo Zf € P(SY) e todos seus coeficientes de
Schoenberg sio positivos.

),
)
. Se f € P(59%2) ¢ SPD, entdo existe uma constante c tal que
)
)

(Zf)(x) = /X f(u)du xe[-1,1].

-1



[MPP]: Se f admite D,f e Dzf continuas em D:
1. Se f € P(Qyq), entdo D,f, Dzf, Dyf € P(Q2g+42).
2. Se f € P(q) €
{m—n:al2>0,mn>1}N(NZ+j)#0, VN,j
entdo D,f,Dzf e Dyf sdo SPD em Q4.
Se f admite z-primitiva e Z-primitiva em D:

3. Se f € P(Qoq+2), entdo existem constantes reais ¢ e C tais
que ¢ +Zf, C+Zf € P(Qaq).

4. Se f é SPD em €542, entdo existem constantes reais ¢ e C
tais que ¢ +Zf, C 4+ Zf sdo SPD em (2,.

Z(f)(z) ::/f(w) dw e Z(f)(2) ::/f(w) dw,
g gl

onde v é um caminho em D ligando a origem a z.
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