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Polinômios no disco - Zernike generalizado

• D := {z ∈ C; |z | < 1} o disco unitário aberto em C
• D := {z ∈ C : |z | ≤ 1} o disco unitário fechado.

Dados m e n inteiros não negativos, o polinômio no disco de grau
m + n em x e y associado a um número real α > −1 é a função
Rαm,n dada por

Rαm,n(re iθ) := r |m−n|e i(m−n)θR
(α,|m−n|)
m∧n (2r2 − 1),

z := re iθ = x + iy ∈ D, m ∧ n := min{m, n} e

R
(α,β)
k (x) =

P
(α,β)
k (x)

P
(α,β)
k (1)

, x ∈ [−1, 1].

Rαm,n(z) =

{
R

(α,m−n)
n (2zz − 1)zm−n, m ≥ n

R
(α,n−m)
m (2zz − 1)zn−m, m ≤ n

XRαm,n é um polinômio de grau m em z e de grau n em z .



Propriedades

α > −1:

• Rαm,n(e iϕz) = e i(m−n)ϕRαm,n(z), ϕ ∈ [0, 2π), z ∈ D;

• Rαm,n(1) = 1;

• Rαm,n(z) = Rαm,n(z) = Rαn,m(z), z ∈ D.

Rαm,n(re iθ) = r |m−n|e i(m−n)θR
(α,|m−n|)
m∧n (2r2 − 1), z = re iθ



α > 0: {Rαm,n : 0 ≤ m, n <∞} é um sistema ortogonal completo

em L2(D, dmα)

dmα(z) =
α + 1

π

(
1− x2 − y2

)α
dxdy , z = x + iy

dmα(z) =
α + 1

π
r
(
1− r2

)α
drdψ, z = re iψ, r ∈ [0, 1], ψ ∈ [0, 2π)

∫
D
dmα = 1

•
∫
D
Rαm,n(z)Rαk,l(z)dmα(z) =

1

hαm,n
δm,kδn,l

onde

hαm,n =
m + n + α + 1

α + 1

(
α + m
α

)(
α + n
α

)



Harmônicos complexos

Harmônio sólido (harm. homogêneo) do tipo (m, n) é um
polinômio H(z , z) = H(z1, . . . , zq, z1, . . . , zq) que é homogêneo de
grau m em suas q variáveis complexas z1, . . . , zq e homogêneo de
grau n em suas q variáveis complexas z1, . . . , zq e que satisfaz(

∂2

∂z1∂z1
+ . . .+

∂2

∂zq∂zq

)
H(z , z) = 0.

Ω2q := {z ∈ Cq : |z | = 1} esfera unitária complexa
A classe Hq(m, n) (dos harmônicos esféricos) consiste de todas
funções definidas em Ω2q as quais são restrições a Ω2q de
harmônios sólidos do tipo (m, n).



Se α = q − 2, onde q ≥ 2 é um inteiro, então as funções Rαm,n
coincidem com as funções zonais definidas em Ω2q do espaço dos
harmônicos Hq(m, n) de grau m em z e grau n em z .
• φ : Ω2q → C cont́ınua é uma função zonal quando:

φ(ξ) = f (ξ · ε1), ξ ∈ Ω2q,

onde f é uma função cont́ınua definida em D.
• representação integral tipo fórmula de Laplace: para α > 0,
θ ∈ (0, π/2] e ϕ ∈ [0, 2π)

Rαm,n(cos θe iϕ) =
α

π

∫ 1

0

∫ 2π

0
(cos θe iϕ + i sin θre iψ)m

× (cos θe−iϕ + i sin θre−iψ)nr(1− r2)α−1dψdr .

cn(λ, cos θ) =
Γ(λ+ 1/2)√

πΓ(λ)

∫ π

0
(cos θ + i sin θ cosϕ)n(sinϕ)2λ−1dϕ.



Também um análogo dessa fórmula para o produto vale:

Rαm,n(z)Rαm,n(w) =

α

π

∫ 1

0

∫ 2π

0
Rαm,n(cos θ1e

iϕ1 cos θ2e
iϕ2 + sin θ1 sin θ2re

iψ)r(1− r2)α−1dψdr ,

onde z = cos θ1e
iϕ1 , w = cos θ2e

iϕ2 , θj ∈ (0, π/2] e ϕj ∈ [0, 2π).



limitação
Teorema
Se α ≥ 0, então |Rαm,n(z)| ≤ 1, para todo z ∈ D e m, n ≥ 0.

Prova.

M := max
z∈D
|Rαm,n(z)|

|Rαm,n(1)|=1
=⇒ M ≥ 1

• z0 ∈ D

M2 = |Rαm,n(z0)|2 = |Rαm,n(z0)Rαm,n(z0)| z=w=z0=cos θe iϕ
=∣∣∣∣απ

∫ 1

0

∫ 2π

0
Rαm,n(cos θe iϕ cos θe iϕ + sin θ sin θre iψ)r(1− r2)α−1dψdr

∣∣∣∣
≤ α

π

∫ 1

0

∫ 2π

0
|Rαm,n(cos2 θe2iϕ + sin2 θre iψ)|r(1− r2)α−1dψdr

≤ M
α

π

∫ 1

0

∫ 2π

0
r(1− r2)α−1dψdr = M

? −1 < α < 0: Rα1,1(0) = −1
1+α < −1



convergências...

Teorema
Se α ≥ 0, então lim

m+n→∞
Rα+1
m,n (z) = 0, para cada z ∈ D fixado.

Prova.

(m+n+1+α)(1−|z |2)
∂

∂z
Rαm,n(z) = m(n+1+α)(Rαm−1,n(z)−Rαm,n+1(z))

∂

∂z
Rαm,n(z) =

m(n + 1 + α)

1 + α
Rα+1
m−1,n(z)

∴ (1− |z |2)Rα+1
m−1,n(z) =

1 + α

m + n + 1 + α
(Rαm−1,n(z)− Rαm,n+1(z))



ou

(1− |z |2)Rα+1
m,n (z) =

1 + α

m + n + 2 + α
(Rαm,n(z)− Rαm+1,n+1(z)).

|Rα+1
m,n (z)| ≤ 2

1− |z |2
1 + α

m + n + 2 + α
, z ∈ D.

Fazendo m + n→∞ o resultado segue.



P
(α,β)
n (t) =

∑n
k=0

(−1)k (n+α)!(n+β)!
2nk!(n−k)!(n+β−k)!(k+α)! (1− t)k(1 + t)n−k

Rαm,n(z) = zm−nR
(α,m−n)
n (2zz − 1)

Teorema
lim
α→∞

Rαm,n(z) = zmzn, para cada z ∈ D e m, n ≥ 0 fixados.

Prova.

Rαm,n(z) = zmzn+
m∧n∑
k=1

(−1)km!n!α!

k!(m − k)!(n − k)!(k + α)!
(1−|z |2)kzm−kzn−k

∣∣∣∣ (−1)jm!n!α!

k!(m − k)!(n − k)!(k + α)!

∣∣∣∣ =

=

k termos︷ ︸︸ ︷
m. . . . .(m − (k − 1))

k termos︷ ︸︸ ︷
n. . . . .(n − (k − 1))

k!(α + k). . . . .(α + 1)

≤ (mn)k

k!(α + 1)k
≤ (mn)k

(α + 1)



|Rαm,n(z)− zmzn|

≤
m∧n∑
k=1

∣∣∣∣ (−1)jm!n!α!

k!(m − k)!(n − k)!(k + α)!
(1− |z |2)kzm−kzn−k

∣∣∣∣
≤

m∧n∑
k=1

(mn)k

(α + 1)
≤

m∧n∑
k=1

(mn)m∧n

(α + 1)

= (m ∧ n)
(mn)m∧n

(α + 1)
α→∞−→ 0

lim
α→∞

Rαm,n(z) = zmzn uniformemente em z , para cada m, n fixados



• Conjecturamos que: lim
α→∞

Rαm,n(z) = zmzn é uniforme em

m, n ≥ 0 para cada z ∈ D fixado.

• Schoenberg utilizou:

cn(d , cos θ) =
Γ(d/2)
√
πΓ
(
d−1

2

) ∫ π

0
(cos θ+i sin θ cosϕ)n(sinϕ)d−2dϕ.

• temos o análogo:

Rαm,n(cos θe iϕ) =
α

π

∫ 1

0

∫ 2π

0
(cos θe iϕ + i sin θre iψ)m

× (cos θe−iϕ + i sin θre−iψ)nr(1− r2)α−1dψdr .
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Funções positivas definidas

Dado um conjunto não vazio X , um núcleo em X é uma função
K : X × X → C, e ele é dito ser positivo definido em X (pd) se, e
somente se,

n∑
µ=1

n∑
ν=1

cµcνK (xµ, xν) ≥ 0,

para todo n ∈ N, {x1, x2, . . . , xn} ⊂ X e {c1, c2, . . . , cn} ⊂ C, ou
seja, a matriz (K (xµ, xν)) é hermitiana e não negativa definida.
Se a desigualdade acima é estrita quando pelo menos um dos cµ é
não nulo, então o núcleo é chamado estritamente positivo definido
em X (spd).



Propriedades

∑n
µ=1

∑n
ν=1 cµcνK (xµ, xν) ≥ 0

1. K pd em X =⇒ K (x , x) ≥ 0, ∀x ∈ X

2. K pd em X =⇒ |K (x , y)|2 ≤ K (x , x)K (y , y), ∀x , y ∈ X

3. K1,K2 pd em X , a, b ≥ 0 =⇒ K1, aK1 + bK2, K1K2 pd em X
O limite pontual de uma sequência de núcleos pd é pd

4. K1 : X × X → C e K2 : Y × Y → C pd =⇒ K1 ⊗ K2 pd

K1 ⊗ K2 : (X × Y )× (X × Y )→ C
K1 ⊗ K2(x1, y1, x2, y2) := K1(x1, x2)K2(y1, y2)



Exemplos ∑n
µ=1

∑n
ν=1 cµcνK(xµ, xν ) ≥ 0

1. Se f : X → C, então K (x , y) = f (x)f (y) é pd em X

n∑
µ=1

n∑
ν=1

cµcν f (xµ)f (xν) =

∣∣∣∣∣
n∑
µ=1

cµf (xµ)

∣∣∣∣∣
2

≥ 0

2. K (x , y) = cos(x − y) é pd em R
n∑

µ,ν=1

cµcν cos(xµ − xν) =
n∑

µ,ν=1

cµcν [cos(xµ) cos(xν) + sin(xµ) sin(xν)]

=

∣∣∣∣∣
n∑
µ=1

cµ cos(xµ)

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣
n∑
µ=1

cµ sin(xµ)

∣∣∣∣∣
2

≥ 0

3. K (x , y) = (x + y)−1 é pd em (0,∞)



Pd em esferas reais

Uma função cont́ınua f : [−1, 1]→ R é positiva definida em Sd

(d ≥ 1) quando o núcleo K : Sd × Sd → R

(x , y) 7→ f (cos d(x , y)) = f (x · y), x , y ∈ Sd ,

é positivo definido em Sd : f ∈ P(Sd).

P(Sd) ⊂ P(Sd−1), d ≥ 2



Exemplos pd em esferas reais

1. P
(d−1)/2
n ∈ P(Sd) (d ≥ 1, n ≥ 0)

n∑
µ=1

n∑
ν=1

cµcνK (xµ, xν) =
n∑
µ=1

n∑
ν=1

cµcνP
(d−1)/2
n (xµ · xν)

T .Ad.
=

n∑
µ=1

n∑
ν=1

cµcν
σd

N(d + 1, n)

N(d+1,n)∑
j=1

Yj(xµ)Yj(xν)

=
σd

N(d + 1, n)

N(d+1,n)∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
µ=1

cµYj(xµ)

∣∣∣∣∣
2

≥ 0



2. Se g é uma função completamente monotônica em (0,∞): C∞

em (0,∞) e (−1)ng (n)(u) ≥ 0, u > 0, n ∈ Z+ então

f (t) := g(arccos t)

é pd em Sd .
Se g não é constante, então f é spd em Sd .

g(u) = e−u

g(u) = (1 + u)−β, β ≥ 0



Pd em esferas complexas

Uma função f : Aq → C é positiva definida em Ω2q (q ≥ 1)
quando o núcleo K : Ω2q × Ω2q → C

(x , y) 7→ f (〈x , y〉), x , y ∈ Ω2q,

é positivo definido em Ω2q

Aq =

{
D q ≥ 2

∂D = Ω2 q = 1

f ∈ P(Ω2q)
P(Ω2q+2) ⊂ P(Ω2q), q ≥ 2



Exemplos pd em esferas complexas

1. Seja k ≥ 0. A função f (z) = zk , z ∈ D, é pd em Ω2q.

k = 0: ok! k = 1:

n∑
µ=1

n∑
ν=1

cµcν f (〈ξµ, ξν〉) =
n∑
µ=1

n∑
ν=1

cµcν〈ξµ, ξν〉 =

〈
n∑
µ=1

cµξµ,
n∑
ν=1

cνξν

〉
=

∣∣∣∣∣∣
n∑
µ=1

cµξµ

∣∣∣∣∣∣
2

≥ 0.

Se k > 1, a matriz (〈ξµ, ξν〉k ) é não negativa definida pelo Teorema de Schur.

2. Para cada m, n ≥ 0, o polinômio no disco Rq−2
m,n é pd em Ω2q.

{Y q
1 , Y

q
2 , . . . , Y

q
N(q;m,n)

} uma base ortonormal de Hq(m, n)

Rq−2
m,n (〈ξ, ζ〉) =

ω2q

N(q; m, n)

N(q;m,n)∑
k=1

Y
q
k

(ξ)Y
q
k

(ζ), ξ, ζ ∈ Ω2q .



Caracterizações de pd em esferas reais

Teorema
([Sch42, Theorem 1]) Uma função cont́ınua f : [−1, 1]→ R é
positiva definida em Sd (d ≥ 1) se, e somente se,

f (cos θ) =
∑
k≥0

adk ck(d , cos θ), θ ∈ [0, π],

onde adk ≥ 0, k ≥ 0 e
∑

k≥0 a
d
k <∞.

d =∞: esfera unitária S∞ do espaço de Hilbert `2

Uma função cont́ınua f : [−1, 1]→ R pertence a P(S∞) quando

[f (ξi · ξj)]i ,j=1,...n

é não negativa definida para todo n ∈ Z+ e ξ1, . . . , ξn ∈ S∞.

S1 ⊂ S2 ⊂ · · · ⊂ Sd ⊂ · · · ⊂ S∞ =⇒ P(S∞) =
⋂
d≥1

P(Sd)



f ∈ P(S∞) =⇒ f ∈ P(Sd), ∀d ≥ 1.

f (cos θ) =
∑
k≥0

adk ck(d , cos θ), θ ∈ [0, π]

{
adk ≥ 0,∀k
f (1) <∞

Como
lim

d→∞
ck(d , cos θ) = cosk θ,

uniformemente em θ, é natural esperar o resultado:

Teorema
([Sch42, Theorem 2]) Uma função cont́ınua f : [−1, 1]→ R é
positiva definida em S∞ se, e somente se,

f (cos θ) =
∑
k≥0

ak cosk θ, θ ∈ [0, π],

onde ak ≥ 0, k ≥ 0 e
∑

k≥0 ak <∞.

• convergência uniforme em θ não é suficiente!



Caracterizações de pd em esferas complexas

Teorema
([MP01]) f : ∂D→ C cont́ınua é pd em Ω2 ⇐⇒

f (z) =
∑
k∈Z

akz
k ,

∑
k∈Z

ak <∞, ak ≥ 0, k ∈ Z

Teorema
([MP01]) f : D→ C cont́ınua é pd em Ω2q, (q ≥ 2)⇐⇒

f (z) =
∑

m,n≥0

aqm,nR
q−2
m,n (z),

∑
m,n≥0

am,n <∞, am,n ≥ 0, m, n ≥ 0



Ω∞ = esfera unitaria esp. Hilbert complexo`2(C)

P(Ω∞) =
⋂
q≥2

P(Ω2q)

f ∈ P(Ω∞) =⇒ f (z) =
∑

m,n≥0

aqm,nR
q−2
m,n (z), ∀q ≥ 2

lim
α→∞

Rαm,n(z) = zmzn uniforme em z e m, n fixados:

caracterização de Christensen and Ressel

(teoria de Choquet, análise convexa)

Teorema
([CR82]) Uma função cont́ınua f : D→ C é positiva definida em
Ω∞ se, e somente se,

f (z) =
∑

m,n≥0

am,nz
mzn,

∑
m,n≥0

am,n <∞, am,n ≥ 0, m, n ≥ 0.
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