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Polinomios no disco - Zernike generalizado
e D:={zeC;|z| <1} o disco unitario aberto em C
e D:={z€C:|z| <1} o disco unitdrio fechado.

Dados m e n inteiros ndo negativos, o polinbmio no disco de grau

m 4+ n em x e y associado a um nlmero real a > —1 é a funcao
o

R, dada por

R,?,;7n(rei0) = r‘m_"|ef(m—n)QR,(T;x/{Lm—nD(zrz . 1)’

z:=re’ =x+iyeD, mAn:=min{m,n}e

PO (x)

R (x) = , xe[-1,1].

P()

o R,(,a’m_n)(2zf —1)z™" m>n
Rmm(z) = (,n—m) 1y _— —n—m
Rm (2zz—-1)z""™, m<n

v R¢ € um polinbmio de grau m em z e de grau n em Z.
m,n



Propriedades

a>—1:
o RS (e%z) = ellm=nvRe (7) ¢ [0,27), z€ D
« Ri(1)= 1 |
* Ry ,(2) = m =Roim(2), z€ D.

Rr%.n(rei()) — plm n\ei(m n)()Rr(?;X‘,;n*”‘)(2r2 . 1) 7 — rel?




a>0: {R},:0<m,n<oo} éum sistema ortogonal completo
em L2(D, dm,)

dma(z) = atl (1- x? — y2)a dxdy, z=x+1Iy
1 a ;
dma(z) = ot r(1—r?)%drdy, z=re",re(0,1],9 € [0,27)
T

/dmazl
D

Sa TN 1
o [ Ry (ERE @ dma(z) = 1 —Gmidns
D

m,n
onde

po _mAntatl ( a+m><a+n>
mn — 1

a+1 Q «



Harmonicos complexos

Harménio sélido (harm. homogéneo) do tipo (m, n) é um
polinémio H(z,Z) = H(z1,...,24,21,...,Z4) que é homogéneo de
grau m em suas q varidveis complexas z1,...,Z; € homogéneo de
grau n em suas q varidveis complexas Z1,...,Z4 e que satisfaz

H? 02 _
<821821++521782q> H(Z,Z):O.

Qg :={z € C9: |z| = 1} esfera unitdria complexa

A classe H9(m, n) (dos harmdnicos esféricos) consiste de todas
fungdes definidas em 25, as quais sdo restricoes a {r4 de
harmdnios sélidos do tipo (m, n).



Se o = q—2, onde g > 2 € um inteiro, entdo as fungdes Ry, ,
coincidem com as fungdes zonais definidas em 2, do espago dos
harmdnicos H9(m, n) de grau mem z e grau nem Z .

® ¢ : (g — C continua é uma funcio zonal quando:

#(&) =f(&-e1), &€ Qg

onde f é uma funcdo continua definida em D.
e representacdo integral tipo férmula de Laplace: para a > 0,
0 € (0,7/2] e p €[0,27)

27r
R n(cos fe'?) / / cos fe'? + isinfre’)™

(cosBe™ "% + isinBre=¥)"r(1 — r?)* Ldedr.



Também um andlogo dessa férmula para o produto vale:

JRmn(w) =
27
/ / cosele""1 cos 0,2 + sin 0 sin Oy re’ ¢)r(1 - r2)"‘_1dwdr,

onde z = cosf1€/!, w = cosbe'?2, 0; € (0,7/2] e ¢; € [0, 27).



limatacao
Teorema
Sea >0, entdo |Ry, ,(2)| <1, para todo z€ D e m,n> 0.

Prova.

N RS ,(1)]=1
M :=max|R; ,(2)] = M2>1
zeD
® 7y € D
a z=w=2zp=cos fe'¥
M? = [R5, o(20)|* = | RS, n(20) Ri, n(20)] =

27r
/ / (cosfe’? cos e’ + sinfsin fre’)r(1 — r?)* Ldipdr

| /\

2w
/ / |Rm,n(cos 20e2% +sin20re™)|r(1 — r2)* Tdipdr

27
M// r(1 = r?)* tdypdr = M |
m™Jo Jo

*x —1<a<0: R4(0)=

IN

1+oz < -1



convergencias. ..

Teorema
Sea >0, entio lim R2Y1(z) =0, para cada z € D fixado.
m-+n—00 ’

Prova.

0
(m+n+1+a)(1—|z|2)[;72Rl(;tn(z) = m(n+1+a)(R%_1 n(2)— RS ni1(2))

0 m(n+1+ «)
— R — - T patl
82 mvn(z) 1 + o IT771.n(Z)

1+«

mrnr1talim1a(2) = Rnpa(2))

(L= [2P)REE A(2) =

m—1,n



ou

1+«
(1- \Zfz)Rroé,JZl(Z) = m(Rﬁq,n(z) - r?w+1,n+1(z))~
2 14+«
RH1(2)| < e D.
| "”"(Z)’—l—\zP mint2ta

Fazendo m 4 n — oo o resultado segue.



PED(t) = Thco sl (1 — £)(1 + £)*

RS ,(2) = 2™ "R ™ (22 — 1)

Teorema

lim Ry ,(z) = z™z", para cadaz € D e m,n > 0 fixados.
a—r00

Prova.
w (1) m!nla!

Rinnl2 )_Zmzn+z K{m = K)i(n = ki(k £ a1

)kmknk

(—1Ym!nla!
Ki(m — K)I(n— K)I(k + )! ‘ -

k termos k termos




(1 — 2
‘Z| )kzm k=n
7 k

kl(m —
K)(n— k)!'(k + )
a)!




e Conjecturamos que: lim Ry, ,(z) = z"Z" é uniforme em
a—00 ’
m,n > 0 para cada z € D fixado.

e Schoenberg utilizou:

rd/2) [~

cn(d, cosf) = N (d 3 / (cos +isin A cos )" (sin p)? 2 d .

e temos o analogo:

27
R, ,(coshe®) = // (cosfe'® + isinfre™ )™

x (cosfe "% + isinfre=)"r(1 — r?)* Ldydr.
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Funcoes positivas definidas

Dado um conjunto n3o vazio X, um ntcleo em X é uma funcdo
K : X x X — C, e ele é dito ser positivo definido em X (pd) se, e
somente se,

z”: Zn: G K (Xxu, x,) > 0,

p=1v=1

para todo n € N, {x1,x2,...,x,} C X e {c1,¢,...,¢cp} CC, ou
seja, a matriz (K(xy, x,)) é hermitiana e ndo negativa definida.

Se a desigualdade acima é estrita quando pelo menos um dos ¢, é
n3o nulo, entdo o niicleo é chamado estritamente positivo definido
em X (spd).



Propriedades

S K (%, %) > 0

1. Kpdem X = K(x,x) >0, Vxe X
2. K pdem X = |K(x,y)|? < K(x,x)K(y,y), Vx,y € X

3. Ki,K> pdem X, a,b >0 = Ki, aK1 + bK>, KiK> pd em X
O limite pontual de uma sequéncia de niicleos pd é pd
4. Kt : XxX—=>CekKy:YXY—=>Cpd = Ki ® Ky pd

K1®K2:(X>< Y)X(XX Y)—)(C
K1 ® Kao(x1,y1, %2, y2) := Ki(x1, x2) Ka(y1, y2)



Ezxemplos

] S Y cuE K x) > 0

1. Se f : X — C, entdo K(x,y) = f(x)f(y) é pd em X

E E G f(x,)f x,, E cuf(xy)

p=1v=1

2

2. K(x,y) =cos(x —y) é pd em R

Z €, Gy cos(x, — x,) = Z €, G [cos(x,,) cos(x,) + sin(xy) sin(x, )]
w,v=1 p,r=1
2

cos(x,,) sin(xy)

3. K(x,y) = (x+y)~ é pd em (0, 00)



Pd em esferas reais

Uma fungdo continua f : [~1,1] — R é positiva definida em S?
(d > 1) quando o niicleo K : S9 x S — R

(x,y) = f(cosd(x,y)) = f(x-y), xy€S,
é positivo definido em S9: f € P(S9).

P(SY) cP(s?h), d>2



Ezxemplos pd em esferas reais

1. P2 epsd)y (d>1,n>0)

ZZCHCV (Xu, %) = ZZCMCV D2(x, - x,)

p=1v=1 p=1v=1
N(d+1,n)
TAd
>3 oty X T
p=1v=1
N(d+1,n)

>0

W Z Zcu JXM)




2. Se g é uma funcdo em (0, c0):
entdo

f(t) := g(arccos t)

é pd em S9.
Se g n3o é constante, entdo f é spd em S9.

u

glu)=e”
gu)=1+uv)7, >0



Pd em esferas complezas

Uma fungdo f : Ay — C é positiva definida em Q4 (q > 1)
quando o nicleo K : {224 X {205 — C

(X7y) = f(<X?y>)7 X,y € qu,

é positivo definido em €2y,

A — D qg>2
771 D=0 g=1

fe P(ng)
P(Q2q+2) C P(S2q), q =2



Ezxemplos pd em esferas complezxas

1. Seja k > 0. A fungdo f(z) = zK, z € D, é pd em Qo
k =0: okl k=1:

2
>o0.

n

Z cubp

p=1

Z Z Cu@“(@uﬁu” = Z Z C/_La@/ugu) = <Z C;L{;u Z Cu5u> =

p=1lv=1 p=lv=1 p=1 v=1

Se k > 1, a matriz ((&,,, 5,,)k) é n3o negativa definida pelo Teorema de Schur.

2. Para cada m,n > 0, o polinémio no disco R,‘,’{,? é pd em Qpq.

{qu, Y2q ..... Y/Z(q;m,n)} uma base ortonormal de H9(m, n)
) wag N(q;m,n)
RI™ s = Y2(€)YI (<), s Qog.-
mn (60) = = kZ:l FEYIQ), & ¢edy



Caracterizacoes de pd em esferas reais

Teorema
([Sch42, Theorem 1]) Uma fungdo continua f : [-1,1] - R €
positiva definida em S (d > 1) se, e somente se,

f(cosf) = Zafck(d,cos g), 6¢€]0,n],
k>0

d d
onde aj, > 0, kZOeZkZOak < 00.

d = co: esfera unitaria S°° do espaco de Hilbert ¢2
Uma funcdo continua f : [—1,1] — R pertence a P(5°) quando

[F (& - 5])];J:1,...n
é n3o negativa definida para todo n€ Zy e &,...,&, € .

Stcs?c--cs?c.-cS®=P(Ss*) =P
d>1



f e P(S®) = f € P(S%), Vd > 1.
ad >0,k

f(cosf) = alck(d,cosh), 6el0,7] {
g) Kk f(1) < oo

Como
lim c(d, cosf) = cosk ),
d—o0

uniformemente em 6, é natural esperar o resultado:

Teorema
([Sch42, Theorem 2]) Uma fungdo continua f : [-1,1] — R é

positiva definida em 5% se, e somente se,

f(cosf) = ZakCOSH 6 € [0, 7],

k>0
onde ay >0, k>0e) ,~qak < o0.



Caracterizacoes de pd em esferas complezxas

Teorema

([MPO1]) f : 0D — C continua é pd em Qp <=

Zakz Zak<oo ax>0,keZ

keZ kEZ

Teorema
([MPO1]) f : D — C continua é pd em Qaq, (g > 2) <>

f(z) = Z am n mnz(z), Z amn <00, amp>0,mn>0

m,n>0 m,n>0



Q. = esfera unitaria esp. Hilbert complexol,(C)

QOO) = ﬂ P(ng)

q>2

fEP( OO) f Zamn rcr,7n2z)7 quz
m,n>0

||m Ry, ,(z) = 22" uniforme em z e m, n fixados:

caractenzagao de Christensen and Ressel

(teoria de Choquet, analise convexa)
Teorema
([CR82]) Uma funcgéo continua f : D — C € positiva definida em
Q. se, e somente se,

f(z) = Z am7nsz’77 Z amnp <00, amnp=>0, mn=>0.

m,n>0 m,n>0
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