Uma relacao entre polinomios ortogonais e funcgoes
positivas definidas

e Polinbmios de Legendre
v Defini¢des e propriedades

e Polindmios de Gegenbauer
v' Propriedades e suas ‘“convergéncias”

o Polindmios no disco e fun¢des positivas definidas
v" Definicdes, propriedades, exemplos

eFuncdes positivas definidas
V" Alguns resultados e o Teorema de Schoenberg revisitado



Polinomios de Gegenbauer

Sejam A > 0 um nidmero real e n € N. Definimos o polinémio de
Gegenbauer de grau n associado ao indice \ por
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Pela definicdo do polindmio de Legendre,
[n/2] / 2\/ n—2I
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PO(t) := P,(2,t) = cos(narccos t)



Algumas propriedades
A relacdo entre os polinémios de Gegenbauer e de Legendre:

/ d—2
Pld=1/2(¢) = (n i B >P,,(d +1,t), Po(t) = P,(2,t) = cos(narccos t)

nos permite obter as seguintes propriedades para os polinGmios
de Gegenbauer: para d > 1

v |P(d 1/2( 1) < P(d 1)/2( 1), te[-1,1], n>0,
v P,(,d_l)/2(t) _ (—1)”P,(,d_1)/2(—t).

v’ Teorema da Adicdo. Se {Yj;j=1,...,N(d+1,n), é uma
base ortonormal de YV,(d + 1), entdo

N(d+1,n)
Yi(x d.
d—|—1 ) Z ), x,y€S

P2 (x-y) -



Forma alternativa - definicao
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Gegenbauer normalizado

P,(7d_1)/2(x)

Cn(d,X) = W

, xe€[-1,1].

, -2
PU=1/2(x) — <n +d >Pn(d +1,x), PY(x) = P,(2,x) = cos(narccos x)

n
cn(d,x) = Pp(d +1,x), d>1.

n(n+d—1)

*x cp(d,x) = y

Cnfl(d + ]-a X)

* (1 = x?)cl(d,x) = n[cn_1(d, x) — xca(d, x)]



Convergéncias...

Teorema

lim cp(d,x) =0, para cada x € (—1,1)

n—oo

Prova. x € (—1,1):

(1-x%) =(1-x%)

1 d—-1

ldX) = 5t d = 1)

[en(d — 1,x) — xcpy1(d — 1, x)]

2 d—1

x € (-1,1)




Teorema

lim cp(d,x) = x", para cadax € [-1,1] e cadan >0
d—o0

Prova.
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lim c,(d,x) = x", uniformemente em x para cada n fixado
d—o0



Teorema
([Sch42]) Seja x € (—1,1). See > 0, entdo existe L = L(x,e) >0

tal que sed > L,

len(d,x) = x"| <e, n=0,1,...,
dIi_)moo cn(d, x) = x" uniformemente em n, para cada x fixado.
Prova.
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dado § € (0,7/2):
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4f7r/2 0 (sin p)92d¢

h = —0, d—
* Jo (sing)d=2dy ’ >
1 w/2+5 doo
o = —— / Fn(8,p)|(sinp) “dy
Jo (sin@)d=2dp Jrjas 1Fal8, @)l (sin)

T (5 _
f/22+5 sin )9 2dyp
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|Fn(0,¢)| < (cos? 0 + sin® cos? ©)"? + | cos 6"

cos dec.

7/2-0< <72+ =

. T
—sind = cos (—
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| Fa(8, )| < (cos? 0 + sin? @sin? §)"/2 + | cos 0|"
o < (cos” 0+ sin” Bsin® )2 4 | cos O]
b — 077
f(x) = cos” 0 + sin” 0/sin” x é estritamente crescente em [0, 7/2] e
f(m/2) = 1, podemos escolher § € (0,7/2), 6 = 4(0), tal que

cos? 0 +sin?fsin?§ < 1.

Assim, para tal 9,
bh—0, n—oo.

A% <h+h—0, d—oo VYn??

L — 0, d— oo.



Dado ¢ > 0, existem dy = do(0,€) e nop = no(0, ) tais que
*|Ad <e, d>dy, n>no
Por outro lado, para cada n=0,1,..., ng, temos que:

lim cy(d,cosf) = cos"§ <= |AY] = 0, d = oo
d—o0

isto implica que existem dy = Jo(z-:), . c7,,0 = Jno(e) tais que
*|A% <&, d>dpi=max{dp,...,dp}, 0<n<ng
tomando L = L(0,¢) = max{dp, d1}, temos

A9 <e, d>L, n>0

uniform. em x para cada n fixado

lim cy(d, x) = x" : :
d—co n(d,x) uniform. em n para cada x fixado



Polinomios Ortogonais - Legendre e Gegenbauer

revisitados
Seja 1 uma fungdo ndo decrescente de modo que as integrais

b
ch = / t"dp(t) < oo, n>0,
a

Li
{1,¢,¢2,...,t",...} ¢ L((a, b),du) = existem polindmios

PosP1s---5Pny---

unicamente determinados pelas condigdes:
(a) pn é um polindmio de grau n cujo coeficiente de t” é positivo;
(b) o sistema {pp} é ortonormal, isto é,

b
/ pm(t)pn(t)du(t) =6mpn, m,n=0,1,...

Os polinémios p, sdo chamados de polindmios ortogonais em |[a, b]
associados com a distribuicdo dp.



Caso especial:
du = w(t)dt,
onde w é ndo negativa, mensurdvel no sentido de Lebesgue e

fab w(t)dt > 0:

e p, polinémios ortogonais em [a, b] associados com a fungdo peso
w.

intervalo simétrico em relagcdo a origem: [—a, a]
[ J

w é uma fung3do par

pa(=t) = (=1)"pa(t).



Jacobs
(

Polindmios de Jacobi: Pna’ﬁ) de grau n: sdo os polindmios
ortogonais em [—1, 1] associados a fun¢do peso

w(t) = (1 - (1 +t)°

A integrabilidade da fun¢do peso w é garantida quando «, 8 sdo
ndmeros reais com o > —1e 3 > —1:

1
. / PP () PSP (1)1 — ) (1 + )P dt = B3 61
-1



e Férmula de Rodrigues:

(- 0@+ P = CUN D T ooy 4 eypen]

e Representacdo explicita dos polindmios de Jacobi é:

a, . (=1)(n+ a)!(n + B)! n—
P () = ; 20k1(n — k) (n+ B — k)I(k + a)!(l_t)k(lH) '

e max ]P,(,a”g)(x)| = <n+ max{a,ﬁ})j max{a, 8} > —1/2

x€[—1,1] n



Legendre, Gegenbauer: casos especiais o = 3

e Polindmios de Legendre, P,: quando a =5 =0

e Polindmios de Tchebichef de primeira ordem, T,: quando
a=pF=-1/2:

Th(t) = cos(narccost), te[-1,1]

e Polindmios de Gegenbauer, P): quando a = 3 = \ — %
(A>-1/2)
o P, = 'Dn(3”)
o T,=P)=Ps(2,)

° P,? foram discutidos anteriormente no caso A > 0.
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