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* Polindmios ortogonais e Func¢des positivas definidas

e Polinbmios de Legendre
v" Definicdes e propriedades

e Polinémios de Gegenbauer
v’ Propriedades e suas “convergéncias”

e Polindbmios no disco e funcles positivas definidas
v" Defini¢des, propriedades, exemplos

e Funcdes positivas definidas
v" Alguns resultados e o Teorema de Schoenberg revisitado



Notagoes, defini¢oes

* X(4) =X =(x1,...,xq) elemento do espaco R,
v’ identificamos x(4_1) = (X1, %4—1) € R91 com
X(d_l) = (X17 cee 7Xd—1>0) € R9

e dwy_1 = o elemento de superficie usual sobre a esfera
unitdria S9=1 de RY

o 0g.1 = wg_1(S97Y)



e d—=2:

2m 2
o1 = / dw; = / (cos® t + sen?t)dt = / dt = 2m.
st 0 0

e d > 3: podemos escrever £ € S9! na forma

£ =&y = tegtV1—t2%g1), t=cgle[-11], {qg-1)€S' 2

dwa—1(§a)) = (1 — )3 2 dtdwg_(§a—1)).

1
Od—1 = / dwg_1 = / (]. — t2)(d_3)/2dt/ dwy_»
Sd—1 1 §d—2

1
= O'd_2/ (1— 2)d=3/2q¢
1

27Td/2 J
1= = >



o H? (d > 2) = espaco de todos os
grau n em d variaveis.

, d+n—1)!
dim(#d) = (n!(d—l)!) :

82
axg

e harmonicos homogéneos (ou harménicos sélidos) =
polindmios homogéneos H, de grau n em d varidveis que
satisfazem A4)H, = 0.

e (Laplaciano) A(y) := 867212 et

e )V’ (d) = espago dos harmdnicos homogéneos

1

Am(3(@) = M@ =0 oy g 2)(n 4 d - 3)

nl(d — 2)!

)

de



e Harménico esférico: Y,(d,§) é a restricdo de um harmdnico
homogéneo H,(x) a S91:

Hn(r€) = r"Hy(€) = r"Yn(d, ), £ € S9!

e V9 = espaco dos harmdnicos esféricos de ordem n em d
variaveis

dim(Y9) = N(d, n) = dim(V}(d))

1. 'Hg, Vi(d) sdo invariantes: foae x,vf e x, e o)
2. yg’ s3o invariantes e irredutiveis #1; @ Lo, L; L L, invariantes
3. Se L C C(S971) é invariante e irredutivel, entdo £ = V¢ ou
d
L£1Ys
/4. polindmios harmonicos esféricos de ordem distintas sdo
ortogonais:

/Sd—1 Yn(d,é)mdwdfl(g) —0.



Polinomios de Legendre

*x H, € HE:
Hn(x1, . Zxd nk(X1s s Xd—1), ha—k € HI}
82
Ay =Dy + =
@ = A0t 5
n—2 n—2
* AgyHn(x(d)) =D xEAg—1yhn—i(%) + Y _(k +2)(k + 1)x} ho_r—2(%)
k=0 k=0
ko, — Ag_1\hn—
'.A(d)HnZOZék Ohn_k_zz—M k:O,...,n—2

(k+2)(k+1)

*. cada escolha para h, e h,_1 determina indutivamente um dnico
elemento de Vi (d)



Harménico de Legendre: Ln(d, ) : RY = R
(1) La(d,x) € V5(d)
( ) (d7AX) = Ln(d)X)) A€ J(d75d) = {A € O(d) D Aeg = gd}
(1) Lo(d, gd) _1

i ( ) ( ) € H ‘ (d,x) = EQ:OXShn—k(X(d—l))‘

( |) = h; (A X(d— 1)) = hJ( (dfl)),VA/ S O(d - 1) = dcy;

hj homog. Cr|X(_ 2’, n—k=2I
hn—k(X(a-1)) = { -]

0, n—k=2+1
[n/2]
Lo(d,x) = Z cilxa—n)*'xg .
1=0

()= =1 e (I)= Awla(d,")=0

Ag-1)hn—k

N N [Py



g1 [n/2] 1/ \X(d 1)|2/ n—2/
Ln(d,x) = nll <2> > <4> I"(n— 2N (1 + (d — 1)/2)

/=0

x=r & =r(teg +V1—t2{y 1)) = Xded + X(d-1),
—~ NS

eSd-1 cSd—2

Xd = rt, Xg-1)=rv1—1t2g_1), |x@g-nl=rv1i-1t2
Ln(dvx) = Ln(d7 I’f) = r”L,,(d,g) = r"P,,(d, t) = r”P,,(d,ed : f)

Polinémio de Legendre : P,(d,-): [-1,1] = R
Pn(d,t) := Ls(d,§), t=ceq-&€[-1,1],



d_1 [n/2] 1 / (1 - t2)ltnf2l
Pn(d,t) := n!l <2> /; <4> N(n =2/ +(d - 1)/2)

° Po(d, t) = 1, vVt
e Py(d,1)=1, Vn
o P,(d,—t)=(-1)"P,(d,t), Vt,n



Lema
1. H € Y}(d) invariante com relagdo a J(d,eq) = H = cL,(d,-).
2. ¢e€ St eY,(d,-) € Y invariante com relacio a J(d, &) =

Ya(d,n) = Ya(d,&)Pa(d, &), neST!

Hp(x) = Z <X — 1)|2/ - 2/ Hp(eq) = co e Lp(d,eq) =1 = Hy = ool
1=0

Prova. 3B € O(d); &= Beg =
Yn(d, B-) € invariante com relagdo J(d,c4) =
Lem.ant.

r"Y,(d, B-) € Y!(d) invariante com relagdo J(d,e4) —
r"Yo(d, Bn) = cLn(d, r"n),Yr > 0= Y,(d, Bn) = cLn(d,n)
" Ya(d,n) = cLn(d, B'n) = cPy(d,eq - B*n) = cPy(d. & - 1)

PULED=Y vy, (d, €) n



Teorema
(Teorema da Adicdo) Seja {de;j =1,...,N(d,n)} uma base

ortonormal de Y9

Ent3o,
gy N(d,n)
Pn(dag : Tl) = N(d n) \/Jd(g)’/jd(n)a 5777 € Sd !

) J:].

Prova.
N(d,n)

F&m) = D Y)Y (), &nesi?

j=1



N(d,n)
F(AS An) = > YA(ASYF (An)
j=1
N(d,n) N(d,n) N(d,n)
Ydo Aey“’
Z Z u(A) YE(©) D uim(A)Ya(n)
m=1
N(d,n) N(d,n) N(d,n)







F(AS, An) = F(&n), A€ O(d),&neSit

e F(&,-) € V4, é invariante com relagdo a J(d,§)
e F(-,n) € Y9, é invariante com relagdo a J(d,n) } —
{ F(§,m) = F(&€)Pn(d, & 1)
F(&,m) = F(n,m)Pa(d, & - n)
F(¢, 5) =F(n,m), V&ne st
Puld. 1) = e P61 = e Tt VAV ()
FE )01 = [ F(EOdwas(©
N(d,n)
- / VIV ()dwa1(6) = N(d. )
=t Gd—1

[uy



A Férmula de Adicao para d = 2 diz que:

Pn(2,6 ) = 2”2 Y.(n), &neSh

Escrevendo £ = (cos ), sin 0) e 7 = (cos ¢,sin ), uma base
ortonormal de Y,(2) é

Y2,(6) = = cos(nf).  Y2,(€) = = sin(nf)

f VT

—Pn(Q,COS(Q - ¢)) = Z Yﬁn(f) Yﬁn(n)

j=1

= % [cos(nB) cos(ng) + sin(nb) sin(ng)] = %cos(n(@ —¢)), &mneSt

P,(2,t) = cos(narccost), te[-1,1].



Formula de Rodrigues

Lema
(Férmula de Rodrigues) Para todo n,

Po(d,t) = (—1)"Ry(d)(1 — t2)<3—q)/2%(1 _ 232,

onde R,(d) é a constante de Rodrigues dada por

_(1\" _T((d-1)/2)
Ro(d) := <2> F(n+(d—1)/2)




Representacao integral de Laplace

Teorema
Parad>3,n>0ete[-1,1],

1
Po(d,t) = U‘H/ (t+is\/1 — t2)"(1 — s2)(d=9/2gs,
-1

0d—2

Prova. n = (11,...,m4-1) € S972:

X+ (Xg + iX(g—1) - )" pol. harm. homg. de grau n

1 , )
o Ly(x) = — (xd + ix(g—1) - n)"dwqg—2(n)
0d—2 Jsd-2

*x L, € Vi(d)
x Ln(eq) 1

* Lp(Ax) = Lo(x), A€ J(d,eq):



‘Xd = rt,x(d_l) =rv1— t2§(d—1) ‘

Ax = xqeq + BX(d—l)v B e O(d — ]_)

L,(Ax) =

042 /SH(Xd +ix(g-1) - B')"dwg—2(n)

1 _ .
= — [ (gt ixeny - Q)" dwg—a(Q) = La(x)
0d—2 Jsd-2

.. L, é o harmonico de Legendre de grau n em d varidveis.

oo Pp(d,t) =

od—2 /Sd—z(t +i&g—1) NV 1 —t2)"dwg_2(n)

1
x "d—3/ (t+ isy/T— 2)7(1 — s2)@4/24s
—1

0d—2

g(d—l) = (O’ o0, 1)
*q dwga(n) = (1— )@Y 2dsdwy3(n(a—2)) u
S =1 &d-1)



Relacao de recorréncia

Lema
Parad>2en>1,

(1 — t2)P!(d, t) = n[P,_1(d, t) — tPa(d, t)].
Prova. Para d > 3:

(1—t?)P/(d, t) = Cy(1—t?)

-1
d U (t+is\/1— t2)"(1 — s2)(d=4/2 s

dt | )

d
(1- tz)a(t +isv/1—t2) =1 — t(t + is\/1— t2).
O caso d = 2 pode ser obtido diferenciando-se diretamente:

P,(2,t) = cos(narccos t).



P,(d,t) = a%(d)t" + termos de graus menores que n,

MNd—-1)_.,..T(n+(d—-2)/2)
0 _ n—1
wd)=Tam 2 Fatd—2)
Lema
Para d > 2, temos
+d—-2)

Pdry="T9=2)p gioy)

Prova.
a(d)  n+d-2

a®_(d+2) - d-1 = (d —1)al(d) = (n+d —2)a_;(d +2)

grau((d — 1)P/(d,t) —n(n+d —2)P,_1(d +2,t)) < n—2



Para k=0,...,n—2:

/ P (d, t) Pe(d +2,t)(1 — t?)d"D/2 gt =
-1

— /1 (1 2)PL(d +2,t) — (d — 1)tPk(d + 2, t) | Pu(d, t)(1 — t2)°Z" dt
-1

grau<n—1
=0
S (d=1)P,(d,t) —n(n+d—2)P,_1(d + 2, t)

tem grau < n—2 e é ortogonal a todos os polindbmios de grau
<n-2

o (d=1)P(d,t) = n(n+d —2)P,_1(d +2,t) =0



Limitacao
Lema
Para d > 2 os polinémios de Legendre P,(d,-) satisfazem

|Pn(d,t)] <1, n>0, te[-11].

Prova. Para d = 2: P,(2,t) = cos(narccos t).
Para d > 3, pela representacao integral de Laplace:

1
\P,,(d,t)|§ad3/ 4 isVI— 2" (1- $2)d-/2gs
~1

0d—2

—(1-(1-2)(1-2))7/2<1

0d-3 ! 2\(d—4)/2 4. *
g— (1—s?)d=4/24s 21

1
*0d—1 = / dwd—l = Ud—2/ (1 _ tz)(df3)/2dt'
Sd 1
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