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Caṕıtulo 1

Introdução

O objetivo deste texto é apresentar resultados obtidos pela candidata, junto com alguns
colaboradores, cujo tema principal versará sobre a diferenciabilidade de funções e núcleos
positivos definidos. Também, serão apresentados resultados relativos ao decaimento dos
autovalores de um operador integral gerado por núcleo positivo definido. Os artigos aos
quais os resultados aqui apresentados pertencem são os seguintes:

[FMP08] J. C. Ferreira, V. A. Menegatto, and A. P. Peron, Integral operators on
the sphere generated by positive definite smooth kernels, J. Complexity 24 (2008), no. 5-6,
632–647.

[MOP09] V. A. Menegatto, C. P. Oliveira, and A. P. Peron, Differentiable positive
definite kernels on spheres, J. Appl. Anal. 15 (2009), no. 1, 101–117.

[MPO11] V. A. Menegatto, A. P. Peron, and C. P. Oliveira, On the construction
of uniformly convergent disk polynomial expansions, Collect. Math. 62 (2011), no. 2,
151–159

[MPP13] E. Massa, A. P. Peron, and A. C. Piantella, Positive definite functions:
differenciability and analyticity, submetido para publicação (2013).

A seguir apresentamos uma breve introdução às funções e núcleos positivos definidos,
além de uma descrição da literatura relacionada.

Seja X um espaço vetorial. Dizemos que uma função f : X → C é positiva definida
quando

s∑
µ=1

s∑
ν=1

cµcνf(xµ − xν) ≥ 0, (1.1)

para todo s inteiro positivo, c1, c2, . . . , cs números complexos e x1, x2, . . . , xs pontos em

5



6 A. P. Peron

X. Segue facilmente da definição que uma função positiva definida f satisfaz as seguintes
propriedades (veja [CL09, p. 80]):

f(0) ≥ 0 , (1.2)

f(−x) = f(x) , x ∈ X , (1.3)

|f(x)| ≤ f(0) , x ∈ X . (1.4)

De maneira análoga, um núcleo K : X ×X → C é dito ser positivo definido quando

s∑
µ=1

s∑
ν=1

cµcνK(xµ, xν) ≥ 0, (1.5)

para todo s inteiro positivo, c1, c2, . . . , cs números complexos e x1, x2, . . . , xs pontos em
X. Propriedades similares às (1.2)–(1.4) valem para núcleos. Observe-se que, em parti-
cular, dada uma função positiva definida f , podemos definir um núcleo positivo definido
associado através da fórmula

K(x, y) = f(x− y).

Um exemplo clássico de função positiva definida em um espaço vetorial X com produto
interno real ⟨·, ·⟩ é dado por

f(x) = exp(i⟨x, y⟩), x ∈ X, (1.6)

onde y é um dado ponto em X. Outros exemplos podem ser encontrados em [CL09, p.
77-104]. Para mais detalhes sobre estes conceitos recomendamos [BCR84].

Historicamente, funções e núcleos positivos definidos têm sido estudados por muitos
autores em diferentes ramos da Matemática, tais como análise de Fourier, teoria de ope-
radores, teoria de funções complexas, equações integrais, problemas de valor de fronteira
para equações diferenciais parciais, teoria da aproximação e outros (veja, por exemplo,
[CL09, Gne99, Gne12, Men14, Nar98, Ste76, Sch38, Zie13, Wen05] e as referências citadas
neles).

Um fato relevante nas aplicações é a relação entre a diferenciabilidade de núcleos
positivos definidos e o decaimento dos autovalores e dos valores singulares dos operadores
integrais gerados por tais núcleos; em particular, para melhorar o decaimento usualmente
é necessário assumir a existência e limitação de certas derivadas do núcleo (veja, por
exemplo [CM12, FMP08]).

A diferenciabilidade de funções positivas definidas está também relacionada aos espaços
de Hilbert de reprodução gerados pelos núcleos associados, os quais foram recentemente
aplicados em problemas da teoria do aprendizado (veja [BP06, FM12, Zho08]).

Na resolução de problemas de interpolação (veja, por exemplo, ([Che95, CS98a, FS98,
Men99, MP01a])) tornam-se importantes as funções estritamente positivas definidas (SPD)
(e os núcleos estritamente positivos definidos), isto é, as funções (resp. núcleos) pelas quais
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a desigualdade em (1.1) (resp. em (1.5)) é estrita quando os pontos são distintos e os esca-
lares não todos nulos. Um exemplo de uma função que seja estritamente positiva definida
é

f(x) = exp(−α⟨x, x⟩), x ∈ X, (1.7)

onde α > 0 e X como em (1.6).

Neste texto, trataremos principalmente o caso em que X é um subconjunto do espaço
Euclideano m-dimensional Rm, sendo m um inteiro positivo. No caso em que X é a esfera
unitária no espaço complexo Cm, a expansão de um núcleo estritamente positivo definido
será apresentada de forma expĺıcita.

A seguir, nas Seções 1.1 a 1.4, descrevemos brevemente os resultados de cada caṕıtulo
deste texto. Na Seção 1.5 apresentamos alguns problemas abertos e posśıveis direções de
pesquisa.

1.1 Autovalores de operadores integrais

O primeiro artigo que apresentaremos é [FMP08] e será detalhado no Caṕıtulo 3. Nele
consideramos operadores integrais na esfera unitária gerados por núcleos positivos defini-
dos. Sob condições de suavidade de tipo-Lipschitz sobre o núcleo, obtemos uma estimativa
para o decaimento dos autovalores do operador integral. A técnica que utilizamos é uma
versão multi-dimensional, adaptada ao contexto esférico, de um procedimento usado na
análise de um problema similar para operadores integrais sobre o intervalo [0, 1] (veja,
[CH99]). Além da teoria espectral, o argumento chave deste trabalho envolve o uso de
coberturas especiais da esfera geradas por fórmulas de quadratura. As estimativas obtidas
são comparáveis com outras existentes na literatura para problemas similares (veja, por
exemplo [Küh87]).

1.2 Núcleos positivos definidos em Rm × Rm

O segundo artigo que apresentaremos é [MOP09] e será detalhado no Caṕıtulo 4. Nele
analisamos a diferenciabilidade de núcleos positivos definidos em Rm × Rm e a diferenci-
abilidade termo a termo de núcleos definidos por séries uniformemente convergentes da
forma

∞∑
k=0

akYk(x)Yk(y), x, y ∈ Sm−1,

onde ak ≥ 0, k = 0, 1, . . .,
∑∞

k=0 ak > 0, e {Yk} é uma sequência de harmônicos esféricos ou
ainda funções mais gerais. Como esta última classe de núcleos inclui os núcleos cont́ınuos
positivos definidos em Sm−1 × Sm−1, os resultados deste artigo mostrarão que, sob certas
condições, a ação de determinados operadores diferenciais sobre núcleos positivos definidos
geram núcleos positivos definidos.
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1.3 Funções definidas no disco unitário complexo

O terceiro artigo que apresentaremos é [MPO11] e será detalhado no Caṕıtulo 5. Nele
fornecemos um método para obter explicitamente expansões em termos de polinômios
no disco, que sejam uniformemente convergentes, para funções real-anaĺıticas no disco
unitário complexo. Como aplicação, deduziremos a expansão harmônica esférica do núcleo
de Poisson-Szegö na bola unitária de Cq e também, apresentaremos a expansão em termos
de polinômios no disco de um núcleo estritamente positivo definido em Ω2q × Ω2q.

1.4 Funções positivas definidas em Rm

O último trabalho que apresentaremos é [MPP13] e será detalhado no Caṕıtulo 6. Nele ob-
temos resultados sobre as derivadas de funções positivas definidas em Rm, usando propri-
edades conhecidas de núcleos positivos definidos, entre as quais uma obtida em [MOP09].
Provamos que certas derivadas de tais funções são também positivas definidas e obte-
mos uma condição sobre as derivadas de ordem par na origem que implica que a função
é constante. Além disso, obtemos uma condição suficiente para a real-analiticidade de
funções positivas definidas e estimamos o conjunto onde elas podem ser estendidas holo-
morficamente. Em particular, nossos resultados mostram que o comportamento global de
uma função positiva definida suave é completamente determinado por certas derivadas de
ordem par na origem.

Os resultados deste trabalho mostram que muitas propriedades obtidas no caso m = 1
([BP11]) têm um correspondente em dimensão m qualquer.

1.5 Considerações finais

Os trabalhos tratados neste texto estão relacionados com problemas importantes da área
da teoria da aproximação.

Acreditamos que ainda seja posśıvel obter novos resultados dentro desta linha de pes-
quisa. A seguir apresentamos algumas direções de investigação que a candidata pretende
seguir no futuro próximo.

• Não sabemos se os resultados em [MOP09] sobre derivadas de núcleos positivos
definidos podem ser provados sem considerar o espaço ambiente ao qual a esfera
pertence. Resultados similares, formulados com noções diferentes de diferenciabili-
dade, como por exemplo a derivada de Laplace-Beltrami ([JM14]), utilizam novos
argumentos que não precisam passar pelo espaço ambiente.

Seria então interessante substituir a noção de diferenciabilidade em [MOP09] por
uma das descritas em [SV00], o que ainda abriria a possibilidade de considerar
espaços mais gerais do que a esfera.
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• A técnica utilizada em [FMP08] para obter o decaimento dos autovalores do opera-
dor integral gerado por núcleos positivos definidos suaves, envolve fortemente fer-
ramentas pesadas da teoria espectral e coberturas especiais da esfera. Gostaŕıamos
de indagar a possibilidade de utilizar certas desigualdades sobre os núcleos genera-
lizados de Jackson para obter uma prova bem mais direta e simples da estimativa
obtida em [FMP08].

• Ainda, outra linha de pesquisa relacionada ao assunto deste texto trata sobre funções
estritamente positivas definidas na esfera. Neste caso, é usualmente usada uma
definição de positividade definida diferente de (1.1): veja na p. 33.

No caso em que X é a esfera unitária Sm−1, Schoenberg ([Sch42]) caracterizou
as funções cont́ınuas que são positivas definidas como sendo séries uniformemente
convergentes com coeficientes não negativos de polinômios de Gegenbauer. Esta ca-
racterização gerou uma cadeia de artigos sobre interpolação em esferas em direção
a caracterizações de funções estritamente positivas definidas em esferas ([CMS03a,
CS98b, CK90]), bem como de artigos sobre extensões do próprio resultado de Scho-
enberg ([Boc41, Mus10, MP01b, PP08]).

Várias tentativas de caracterizar os núcleos estritamente positivos definidos quando
m < ∞ conseguiram obter apenas condições necessárias ou apenas condições su-
ficientes ([Men99, Men95, RS96, Sch97]). Em 2003, a caracterização plena para
positividade estrita definida foi obtida para todo m em [CMS03a].

Recentemente, Musin ([Mus08, Mus10]) estendeu o Teorema de Schoenberg ([Sch42])
para a seguinte nova classe de funções positivas definidas: dado um subconjunto de
m pontos em Sm−1: Q = {q(1), q(2), . . . , q(m)}, uma função cont́ınua real de multi-
variáveis F (t, u, v), onde t ∈ R, u, v ∈ Rm e tal que F (t, u, v) = F (t, v, u), pertence
à classe PD(Q,Sm−1) quando para quaisquer pontos x(1), x(2), . . . , x(s) em Sm−1 e
números reais c1, c2, . . . , cs vale:

s∑
µ=1

s∑
ν=1

cµcνF (tµν , uµ, uν) ≥ 0, (1.8)

onde

tµν = dm(x
(µ), x(ν)), uµ = (dm(x

(µ), q(1)), . . . , dm(x
(µ), q(m))), 1 ≤ µ, ν ≤ s,

e dm é a distância geodésica em Sm−1. Quando Q = ∅, esta classe coincide com a
classe usual das funções positivas definidas em Sm−1.
Uma proposta é obter uma caracterização de estrita positividade definida, nos mol-
des de [CMS03a], para esta nova classe de funções

Outra proposta é definir uma nova classe de funções positivas definidas sobre a esfera
complexa unitária Ω2m de Cm, seguindo a definição de Musin, e então transpor a
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caracterização que ele obteve no caso de Sm−1 para este caso. Para fazer isso,
serão úteis resultados conhecidos sobre positividade definida quando X é a esfera
unitária Ω2m ou quando X é um espaço com produto interno real: veja-se em
[LS05, MP02, MOP06b, MOP06a, Pin04a, Pin04b].

Dependendo dos resultados obtidos, é natural prosseguir a pesquisa investigando
então o caso das funções estritamente positivas definidas sobre Ω2m, segundo esse
novo contexto.

1.6 Agradecimentos

Os trabalhos tratados neste texto sistematizado são fruto de colaborações com os Profes-
sores Valdir A. Menegatto (ICMC-USP), José Claudinei Ferreira (Universidade Federal
de Uberlândia), Claudemir P. Oliveira (Universidade Federal de Itajubá), Ana Carla Pi-
antella (Universidade Federal de Uberlândia) e Eugenio Massa (ICMC-USP).



Caṕıtulo 2

Notações

Neste caṕıtulo introduzimos algumas notações que aparecerão no decorrer do texto.

Pontos em Rm serão escritos como x = (x1, . . . , xm) e S
m−1 denotará a esfera unitária

em Rm. A notação de multi-́ındice será usada, a saber, se α = (α1, . . . , αm) ∈ Zm
+ , então

|α| := α1 + · · ·+ αm, α! := α1! . . . αm!

e

xα := xα1
1 . . . xαm

m ;

denotaremos por ej, j = 1, 2, . . . ,m, o multi-́ındice com j-ésima componente igual a 1 e
todas as outras iguais a 0. A seguinte relação ([Joh82, p. 55]) sobre multi-́ındices será
usada:

α! ≤ |α|! ≤ m|α|α! . (2.1)

A letra O denotará um subconjunto aberto de Rm, C2n(O × O) será o clássico conjunto
dos núcleos K : O ×O → C para os quais todas as derivadas

Dα,β
x,yK(x, y) :=

∂|α+β|K

∂xα∂yβ
(x, y) =

∂|α+β|K

∂xα1
1 . . . ∂xαm

m ∂yβ1

1 . . . ∂yβm
m

(x, y), (2.2)

|α|, |β| ≤ n, existem e são cont́ınuas em O×O. Também, dizemos que f : O → C pertence
à classe Cn(O) (resp. C∞(O)) quando todas as derivadas

Dαf(x) :=
∂|α|f

∂xα
(x) =

∂|α|f

∂xα1
1 . . . ∂xαm

m

(x), (2.3)

|α| ≤ n (resp. |α| qualquer), existem e são cont́ınuas em O.

A função derivada de uma função definida em Sm−1 é definida como a função derivada
de sua extensão radial a Rm

∗ := Rm \ {0}, restrita a Sm−1. O mesmo se aplica aos núcleos

11
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definidos Sm−1 ×Sm−1 em quando tratamos cada variável separadamente. A saber, dada
f : Sm−1 → C, sua extensão radial é a função f̃ dada por

f̃(x) = f(x/∥x∥), x ∈ Rm
∗ , (2.4)

onde ∥ · ∥ é a norma usual em Rm. Se α é um multi-́ındice, a ação do śımbolo Dα na

função f definida em Sm−1 é a restrição a Sm−1 da ação de Dα na extensão f̃ , isto é,

Dαf :=
(
Dαf̃

)
|Sm−1 . (2.5)

Assim, para que Dαf faça sentido é necessário que a correspondente derivada usual de f̃
exista em Rm

∗ . Analogamente, para um núcleoK com domı́nio Sm−1×Sm−1 e multi-́ındices
α e β de Zm

+ , colocamos

Dα,β
x,yK =

(
Dα,β

x,y K̃
)
|Sm−1×Sm−1 , (2.6)

onde
K̃(x, y) := K(x/∥x∥, y/∥y∥), x, y ∈ Rm

∗ .

Enfatizamos que para Dα,β
x,yK existir, a derivada Dα,β

x,y K̃ deve existir em Rm
∗ × Rm

∗ .

Continuidade deDα,β
x,yK significará continuidade deDα,β

x,y K̃ em Rm
∗ ×Rm

∗ e assim por diante.
Se o operador derivada estiver agindo em apenas uma variável do núcleo, escreveremos
ou Dα

x ou Dα
y para indicar em qual variável o operador está atuando.



Caṕıtulo 3

Operadores integrais gerados por
núcleos positivos definidos

Neste caṕıtulo serão apresentados os resultados de [FMP08]. O contexto adotado neste
artigo é o que segue. Considere σm−1 a medida usual de Lebesgue em Sm−1. O Teorema
de Mercer ([Mer09]) em sua forma generalizada afirma que um núcleo cont́ınuo positivo
definido K : Sm−1 × Sm−1 → C é uma série uniformemente convergente da forma

K(x, y) =
∞∑
k=0

akYk(x)Yk(y), x, y ∈ Sm−1, (3.1)

onde {ak} é uma sequência não crescente de números não negativos satisfazendo
∑∞

k=0 ak <
∞ e {Yk : k = 0, 1, . . .} é um sistema ortonormal em L2(Sm−1). A

Se K ∈ L2(Sm−1 × Sm−1) é um núcleo hermitiano, então o operador integral K asso-
ciado ao núcleo e definido por

K(f)(x) =

∫
Sm−1

K(x, y)f(y) dσm−1(y), x ∈ Sm−1, (3.2)

é um operador compacto em L2(Sm−1). Ainda mais, se K é positivo definido, então K
é auto-adjunto e hermitiano e o teorema espectral para operadores compactos pode ser
aplicado. Em particular, o espectro de K é um conjunto enumerável de números reais não
negativos com nenhum ponto de acumulação, exceto possivelmente o zero. Os autovalores
de K estão ordenados na ordem decrescente e considerando suas multiplicidade:

λ1(K) ≥ λ2(K) ≥ . . . .

A abordagem que escolhemos é de adaptar à esfera o método usado em [CH99] para
obter resultados parecidos para operadores gerados por núcleos definidos em intervalos
fechados.

13
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O principal resultado deste caṕıtulo descreve um decaimento para a sequência {λn(K)},
n → ∞, quando certas derivadas do núcleo positivo definido gerador do operador inte-
gral satisfazem uma condição de suavidade do tipo Lipschitz (ver p.17). Seu enunciado
completo é como segue.

Teorema 3.0.1. Sejam K : Sm−1 × Sm−1 → C um núcleo positivo definido e k um
inteiro não negativo. Assuma que Dα

yK existe, é cont́ınua, e é (Bα, β)-Lipschitz, sempre

que |α| = k. Então, a sequência {n1+(k+β)/(m−1)λn(K)} é limitada.

Este caṕıtulo está organizado da seguinte maneira: na Seção 3.1 apresentamos alguns
resultados básicos sobre partições na esfera, ϕ-redes e fórmulas de quadratura. Tais con-
ceitos serão usados na definição de um núcleo auxiliar introduzido no final da seção. Na
Seção 3.2 introduzimos a noção de suavidade do núcleo gerador do operador integral e
obtemos estimativas básicas para os núcleos auxiliares sobre a condição de suavidade do
núcleo original. A Seção 3.3 contém uma desigualdade básica relacionando a soma de
todos os autovalores de K com a soma de todos autovalores do núcleo auxiliar, enquanto
que a Seção 3.4 contém um refinamento dessa desigualdade. Na Seção 3.5, provamos o
Teorema 3.0.1 A Seção 3.6.1 contém um exemplo clássico, onde todas as condições ne-
cessárias Teorema 3.0.1 são satisfeitas e um exemplo onde usamos núcleos degenerados
para construir um conveniente operador integral. Este indica que a estimativa obtida no
teorema é ótima. Finalmente, a Seção 3.7 contém um breve resumo de dois outros artigos
da candidata relacionados ao tema deste caṕıtulo.

3.1 Resultados técnicos: ϕ-redes e partições

Usaremos partições de Sm−1 constrúıdas a partir de coberturas especiais de Sm−1, a saber,
de calotas esféricas. Uma calota esférica centrada em x ∈ Sm−1 definida por ϕ ∈ [0, π] é o
conjunto

S(x, ϕ) = {y ∈ Sm−1 : x · y ≥ cosϕ}. (3.3)

O raio base de S(x, ϕ) é então o raio da esfera (m− 1)-dimensional

{y ∈ Sm−1 : x · y = cosϕ}. (3.4)

Se {x(1), x(2), . . . , x(N)} ⊂ Sm−1 é uma ϕ-rede de cardinalidade N ([Kus00]), isto é,

Sm−1 ⊂ ∪N
j=1S(x

(j), ϕ), (3.5)

então uma conveniente partição P = {Oj : j = 1, 2, . . . , N} de Sm−1 pode ser constrúıda
via o seguinte procedimento:

O1 = S(x(1), ϕ) Oj = S(x(j), ϕ) \ ∪j−1
l=1S(x

(l), ϕ), j = 2, 3, . . . , N. (3.6)
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Uma partição constrúıda a partir de uma ϕ-rede será chamada uma ϕ-partição de Sm−1.
Dado um inteiro positivo N , uma N -partição de Sm−1 é uma partição P = {Oj : j =
1, 2, . . . , N} de Sm−1 possuindo as duas seguintes propriedades: N ≥ N e existe uma
constante δm dependendo de m tal que cada Oj está contido em uma calota esférica de
raio base no máximo δm/2N . Uma partição de Sm−1 a qual é uma ϕ-partição e uma
N -partição, é chamada de (ϕ,N)-partição de Sm−1.

A sequência de lemas abaixo descreverá um método bastante especial para construir
ϕ-partições de Sm−1 a partir de ϕ-redes de cardinalidade

N := (4N + 1)(2N)m−2,

onde N ≥ 1.

Lema 3.1.1. Seja N um inteiro positivo. Então, existem um subconjunto ΓN de Sm−1 de
cardinalidade N e um conjunto {wx : x ∈ ΓN} ⊂ [0, 1] tais que a fórmula de quadratura∫

Sm−1

f(x) dσm−1(x) ∼
1

dN

∑
x∈ΓN

wxf(x) (3.7)

é exata para elementos de P4N(S
m−1), o espaço dos polinômios esféricos de grau no

máximo 4N .

Prova. Este é o Teorema 4 em [BFS02].

O próximo resultado descreve um método para produzir uma ϕ-rede a partir de
fórmulas de quadratura. A versão que apresentamos aqui é devido a M. Reimer ([Rei00,
Rei99]).

Lema 3.1.2. Sejam N um inteiro positivo e Γ um subconjunto finito de Sm−1 de cardi-
nalidade N . Se uma fórmula de quadratura∫

Sm−1

f(x) dσm(x) ∼
1

N

∑
x∈Γ

wxf(x), wx > 0, (3.8)

é exata para elementos de P2N(S
m−1), então Γ é uma ϕm-rede de Sm−1, na qual cosϕm é

o maior zero do polinômio de Gegenbauer P
(m−2)/2
N de grau N associado com (m − 2)/2

([Sze59, p. 81]).

Existe uma estimativa para o número ϕm descrito no lema acima, a qual depenas
apenas do grau N . A partição de Sm−1 produzida pela ϕm-rede é então uma (ϕm, N)-
partição. Tal estimativa pode ser encontrada em [Rei00].

Lema 3.1.3. Seja ϕm como no lema anterior. Então, existe uma constante positiva δm
tal que ϕm ≤ δm/2N .
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Teorema 3.1.4. Sejam N um inteiro positivo e cosϕm o maior zero do polinômio de
Gegenbauer P

(m−2)/2
N . Então, existe uma (ϕm, N)-partição de Sm−1 com cardinalidade N .

Prova. É uma consequência dos lemas acima e de comentários que os precedem.

Dado um núcleo suave K : Sm−1×Sm−1 → R e c ∈ Sm−1, o teorema de Taylor mostra
que podemos decompor K na forma

K(x, y) = T k
yK(x, c) + rk(x, y − c), y ∼ c, (3.9)

onde

T k
yK(x, c) :=

∑
|α|≤k−1

1

|α|!
Dα

yK(x, c)(y − c)α, (3.10)

e rk é o resto correspondente. Em particular, podemos escrever

rk(x, y − c) =
1

k!

∑
|α|=k

Dα
yK(x, θ)(y − c)α, (3.11)

onde o vetor θ pertence ao segmento ligando c e y. A função y ∈ Sm−1 → T k
yK(x, c) é o

polinômio de Taylor de y ∈ Sm−1 → K(x, y) em torno de c de grau no máximo k − 1. A
seguir, usaremos o polinômio de Taylor para definir um núcleo auxiliar que será utilizado
nas próximas seções.

Seja K : Sm−1 × Sm−1 → C um núcleo suave, escreva K := K1 + iK2 e fixe uma
partição P = {Oj : j = 1, 2, . . . , N} de Sm−1. A P-decomposição de K é o núcleo KP
dado pela fórmula

KP(x, y) :=
N∑
j=1

χOj
(x)K(x, y)χOj

(y), x, y ∈ Sm−1, (3.12)

onde χO representa a função caracteŕıstica de O. Se escolhemos pontos x(j) ∈ Oj, j =
1, 2 . . . , N , o núcleo auxiliar LP dado por

LP(x, y) = KP(x, y)

+
1

2

2∑
ν=1

iν+1

N∑
j=1

χOj
(x)
(
T k+1
y Kν(x, x

(j)) + T k+1
y Kν(y, x(j))

)
χOj

(y), x, y ∈ Sm−1,

é uma versão discreta de rk+1 := r1k+1+ ir2k+1, no qual rjk+1, j = 1, 2, são os restos obtidos
pela aplicação do teorema de Taylor em K1 e em K2.

Os resultados deste trabalho dependerão de propriedades dos núcleos KP and LP e
dos operadores integrais associados KP e LP . As propriedades básicas dos núcleos estão
registradas abaixo.
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Teorema 3.1.5. Sobre as condições introduzidas no parágrafo anterior, se K é hermi-
tiano, então KP e LP são hermitianos. Se K é positivo definido, então o mesmo é
verdadeiro para KP .

Assumindo que K é positivo definido, usaremos estimativas sobre os autovalores dos
operadores integrais LP e propriedades espectrais padrões de operadores compactos para
deduzir estimativas para os autovalores do operador integral K.

3.2 Estimativas relacionadas aos núcleos auxiliares

Nesta seção, assumimos positividade definida e condições de suavidade de tipo-Lipschitz
no núcleo K a fim de deduzir os dois seguintes fatos: uma estimativa para |LP | e uma
estimativa básica para os autovalores do operador integral LP .

Sejam β ∈ (0, 1] e B ∈ L2(Sm−1). Um núcleo K é dito ser (B, β)-Lipschitz quando

|K(w, x)−K(w, y)| ≤ B(w)∥x− y∥β, x, y, w ∈ Sm−1. (3.13)

Como todos núcleos tem uma extensão radial a (Rm+1 \ {0})× (Rm+1 \ {0}), a definição
acima pode ser estendida da seguinte forma:

|K(w, rx)−K(w, sy)| ≤ B(w)∥x− y∥β, r, s ∈ (0,∞) x, y, w ∈ Sm−1. (3.14)

Uma variação da definição acima substitui a norma na lado direito da desigualdade pela
distância geodésica em Sm−1. Porém, o uso de tal variação requereria mudanças nas provas
de alguns resultados adiantes.

Outro conceito que usaremos nesta seção é o de degeneração de um núcleo. Um
núcleo K : Sm−1 × Sm−1 → C é dito ser degenerado de posto n se existem dois conjuntos
linearmente independentes {aj : j = 1, 2, . . . , n} e {bj : j = 1, 2, . . . , n} de funções
complexas definidas em Sm−1 satisfazendo

K(x, y) =
n∑

j=1

aj(x)bj(y), x, y ∈ Sm−1. (3.15)

A fórmula definindo LP −KP (final da Seção 3.1) justifica o seguinte resultado básico.

Teorema 3.2.1. Sejam K : Sm−1 × Sm−1 → C um núcleo e k um inteiro não negativo.
Assuma que Dα

yK existe sempre que |α| = k. Seja P = {Oj : j = 1, 2, . . . , N} uma

partição de Sm−1, escolha pontos x(j) ∈ Oj, j = 1, 2, . . . , N e considere o núcleo auxiliar
LP . Então, LP −KP é degenerado de posto no máximo 2

∑
|α|≤k 1.

O valor do posto de LP −KP dado no teorema anterior aparecerá nas estimativas das
somas de autovalores do operador auxiliar e do operador K. Usaremos então a seguinte
notação

Cm
k := 2

∑
|α|≤k

1.
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Uma estimativa para |LP | é o conteúdo do Teorema 3.2.2 abaixo.

Teorema 3.2.2. Sejam K : Sm−1×Sm−1 → C um núcleo positivo definido e k um inteiro
não negativo. Assuma que Dα

yK existe, é cont́ınua, e é (Bα, β)-Lipschitz, quando |α| = k.

Seja P = {Oj : j = 1, 2, . . . , N} uma N-partição de Sm−1, escolha pontos x(j) ∈ Oj,
j = 1, 2, . . . , N e considere o núcleo LP . Então, existe uma constante C(k,m, β), de
modo que

|LP(x, y)| ≤
C(k,m, β)

Nk+β
(B(x) + B(y)) , x, y ∈ Sm−1, (3.16)

onde B := max{Bα : |α| = k}.
Prova. É suficiente deduzir a estimativa quando x, y ∈ Oj, para algum j. Fixe j ∈
{1, 2, . . . , N} e escreva LP = L1 + iL2. Usando o teorema de Taylor, podemos encontrar
θ1 no segmento unindo xj e y, e ϕ1 no segmento unindo xj e x de modo que

2k!|L1(x, y)| ≤

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=k

(
Dα

yK1(x, θ1)−Dα
yK1(x, x

(j))
)
(y − x(j))α

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=k

(
Dα

yK1(y, ϕ1)−Dα
yK1(y, x

(j))
)
(x− x(j))α

∣∣∣∣∣∣ , x, y ∈ Oj.

Indo um passo a frente, vemos que

2k!|L1(x, y)| ≤

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=k

Re
(
Dα

yK(x, θ1)−Dα
yK(x, x(j))

)
(y − x(j))α

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=k

Re
(
Dα

yK(y, ϕ1)−Dα
yK(y, x(j))

)
(x− x(j))α

∣∣∣∣∣∣ , x, y ∈ Oj.

A desigualdade triangular e a desigualdade |Re z| ≤ |z|, z ∈ C, implicam que

2k!|L1(x, y)| ≤
∑
|α|=k

∣∣Dα
yK(x, θ1)−Dα

yK(x, x(j))
∣∣ |(y − x(j))α|

+
∑
|α|=k

∣∣Dα
yK(y, ϕ1)−Dα

yK(y, x(j))
∣∣ |(x− x(j))α|, x, y ∈ Oj.

Repetindo o processo para L2, conclúımos que

2k!|L2(x, y)| ≤
∑
|α|=k

∣∣Dα
yK(x, θ2)−Dα

yK(x, x(j))
∣∣ |(y − x(j))α|

+
∑
|α|=k

∣∣Dα
yK(y, ϕ2)−Dα

yK(y, x(j))
∣∣ |(x− x(j))α|, x, y ∈ Oj.
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com θ2 e ϕ2 pertencentes, respectivamente, aos mesmos intervalos que θ1 e ϕ1 pertencem.
Usando a hipótese, deduzimos que

2k!|LP(x, y)| ≤ B(x)
(
∥θ1 − x(j)∥β + ∥θ2 − x(j)∥β

) ∑
|α|=k

|(y − x(j))α|

+B(y)
(
∥ϕ1 − x(j)∥β + ∥ϕ2 − x(j)∥β

) ∑
|α|=k

|(x− x(j))α|, x, y ∈ Oj.

Para concluir a prova, precisamos estimar os dois somandos acima. Se |α| = k e α =
(α1, α2, . . . , αm), então

|(y − x(j))α| = |y1 − x
(j)
1 |α1 |y2 − x

(j)
2 |α2 . . . |ym − x(j)m |αm

≤ [max{|yµ − x(j)µ | : µ = 1, 2, . . . ,m}]|α|

≤ ∥y − x(j)∥k, y ∈ Oj.

Como Oj está contido em uma calota esférica de raio δm/2N , para algum δm, conclúımos
que |(y − x(j))α| ≤ δkm/N

k, y ∈ Oj. Como θ1 pertence ao segmento ligando x(j) e y, segue
que ∥θ1 − x(j)∥β ≤ ∥y − x(j)∥β ≤ δβm/N

β. Procedendo de maneira análoga para limitar as
outras quantidades, agora fica claro que a seguinte estimativa é válida

2k!|LP(x, y)| ≤
2δk+β

m

Nk+β

∑
|α|=k

1

 (B(x) +B(y)) , x, y ∈ Oj. (3.17)

Assim,

|LP(x, y)| ≤
C(k,m, β)

Nk+β
(B(x) + B(y)) , x, y ∈ Oj, (3.18)

onde

C(k,m, β) :=
δk+β
m

k!

∑
|α|=k

1. (3.19)

A prova do teorema está completa.

Para a estimativa dos autovalores de LP , usaremos o seguinte bem conhecido resultado
([Kre89, p.465]).

Lema 3.2.3. O espectro de um operador linear auto-adjunto limitado A em um espaço de
(H, ⟨·, ·⟩) está no intervalo fechado determinado pelos números reais inf{⟨A(x), x⟩ : x ∈
H; ⟨x, x⟩ = 1} e sup{⟨A(x), x⟩ : x ∈ H; ⟨x, x⟩ = 1}.

A partir de agora, ∥ · ∥2 denotará a norma usual em L2(Sm−1).
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Teorema 3.2.4. Sobre as condições do Teorema 3.2.2, considere o operador integral LP
associado a LP . Então, o espectro de LP está no intervalo

[−C1(k,m, β)N
−k−β, C1(k,m, β)N

−k−β], (3.20)

onde C1(k,m, β) := 2C(k,m, β)∥B∥2σm−1(S
m−1) e B := max{Bα : |α| = k}.

Prova. Em vista do Lema 3.2.3 e do teorema de Fubini, é suficiente estimar a quantidade

I :=

∫
Sm−1

∫
Sm−1

LP(x, y)f(x) f(y) dσm−1(x) dσm−1(y) (3.21)

quando f ∈ L2(Sm−1). Usando o Teorema 3.2.2, temos que

|I| ≤
∫
Sm−1

∫
Sm−1

|LP(x, y)||f(x)||f(y)| dσm−1(x) dσm−1(y)

≤ 2C(k,m, β)

Nk+β

[∫
Sm−1

B(x)|f(x)| dσm−1(x)

∫
Sm−1

|f(y)| dσm−1(y)

]
Como B ∈ L2(Sm−1), depois de uma aplicação da desigualdade de Holder, a desigualdade
acima torna-se

|I| ≤ 2C(k,m, β)

Nk+β
∥B∥2∥f∥22σm−1(S

m−1) =
C1(k,m, β)

Nk+β
∥f∥22, (3.22)

onde C1(k,m, β) := 2C(k,m, β)∥B∥2σm−1(S
m−1).

3.3 Autovalores do operador associado com uma P-

decomposição

Nesta seção provaremos estimativas para os autovalores do operador integral KP associado
com a P-decomposição KP de K, quando K é positivo definido e suficientemente suave e
P é uma N -partição de Sm−1.

Começamos com vários resultados técnicos relativos a valores singulares de operadores
compactos. Se T é um operador compacto em um espaço de Hilbert, um valor singular de
T é um autovalor de (T ∗T )1/2. No que segue, enumeraremos os valores singulares não nulos
de T em ordem decrescente, considerando suas multiplicidade: s1(T ) ≥ s2(T ) ≥ . . .. Se o
posto ρ de (T ∗T )1/2 é finito, sj(T ) = 0, j ≥ ρ + 1. Os autovalores de T são enumerados
em ordem decrescente de acordo com o teorema espectral para operadores compactos,
digamos, |λ1(T )| ≥ |λ2(T )| ≥ . . ., considerando a multiplicidade.

O seguinte resultado básico faz uma relação entre as sequências {sj(T )} e {λj(T )}.

Lema 3.3.1. Se um operador compacto T em um espaço de Hilbert é ou hermitiano ou
normal, então sj(T ) = |λj(T )|, j = 1, 2, . . ..
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Lema 3.3.2. Sejam T1 e T2 operadores compactos em um espaço de Hilbert. As seguintes
afirmações são verdadeiras:
(i) Se T2−T1 é um operador de posto no máximo n, então sj+n(T1) ≤ sj(T2), j = 1, 2, . . . ;
(ii)

∑n
j=1 sj(T1 + T2) ≤

∑n
j=1 sj(T1) +

∑n
j=1 sj(T2), n = 1, 2, . . . .

Prova. Corolário 2.1 em [GK69] justifica (i) enquanto o Corolário 3.6 em [GGK00]
implica (ii).

Lema 3.3.3. Seja T um operador linear compacto em um espaço de Hilbert (H, ⟨·, ·⟩). Se
{ϕj : j = 1, 2, . . . , l} é um sistema ortonormal em H, então

n∑
j=1

sj(T ) ≥
n∑

j=1

|⟨T (ϕj), ϕj⟩|, n = 1, 2, . . . , l. (3.23)

Prova. Este é o Lema 4.1 [GK69].

O Teorema 3.3.10 abaixo apresenta uma estimativa para os autovalores do operador
integral KP , quando mantemos as hipóteses do Teorema 3.2.2 em K. O resultado é um
passo importante para obtermos uma estimativa dos autovalores de K. Antes disso, pre-
cisamos de vários resultados técnicos, dois deles sobre operadores nucleares (trace-class),
uma classe especial de operadores compactos em espaços de Hilbert descritos como se-
gue. Um operador T em um espaço de Hilbert (H, ⟨·, ·⟩) é nuclear (ou trace-class) se∑

v∈B⟨(T ∗T )1/2v, v⟩ < ∞ sempre que B é uma base ortonormal de H. Exemplos básicos
de operadores nucleares são dados pelo lema a seguir

Lema 3.3.4. Um operador de posto finito em um espaço de Hilbert é trace-class.

Prova. Veja o Teorema 18.11-(d) em [Con00].

Todo operador trace-class é compacto. O resultado a seguir trata sobre a rećıproca.

Lema 3.3.5. Seja T um operador compacto em um espaço de Hilbert. Então, T é trace-
class se, e somente se,

∑∞
j=1 sj(T ) <∞.

Prova. Veja [RS80, p. 209].

Retornando ao contexto esférico, o seguinte teorema é crucial.

Teorema 3.3.6. Seja K : Sm−1 × Sm−1 → C um núcleo positivo definido tal que∫
Sm−1

K(x, x) dσm−1(x) +

∫
Sm−1

∫
Sm−1

|K(x, y)|2 dσm−1(x) dσm−1(y) <∞. (3.24)

Então, os autovalores de K satisfazem

∞∑
j=1

λj(K) =

∫
Sm−1

K(x, x)dσm−1(x). (3.25)

Em particular, K é trace-class.
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Prova. A fórmula (3.25) é uma consequência direta do clássico teorema de Mercer
para núcleos em espaços de Hausdorff compactos (veja Seção 7 em [Sch00]). O fato K ser
trace-class segue do Lema 3.3.1 e do Lema 3.3.5.

É fácil ver que a continuidade de K é suficiente para (3.24) valer.
Nos dois lemas a seguir provamos propriedades espectrais básicas dos operadores in-

tegrais gerados por KP e LP , quando K é positivo definido.

Lema 3.3.7. Sejam K como no teorema anterior e P uma partição de Sm−1. Então, KP
é trace-class e

∞∑
j=1

λj(KP) =

∫
Sm−1

K(x, x) dσm−1(x). (3.26)

Prova. Pelo Teorema 3.1.5, KP é positivo definido. A definição de KP implica que∫
Sm−1

KP(x, x) dσm−1(x) =

∫
Sm−1

K(x, x) dσm−1(x) (3.27)

e∫
Sm−1

∫
Sm−1

|KP(x, y)|2 dσm−1(x) dσm−1(y) ≤
∫
Sm−1

∫
Sm−1

|K(x, y)|2 dσm−1(x) dσm−1(y).

(3.28)
Assim, o resultado segue do Teorema 3.3.6.

Lema 3.3.8. Sejam K como no teorema anterior e P uma partição de Sm−1. Então, LP
é trace-class e

∞∑
j=1

|λj(LP)| ≤
∫
Sm−1

LP(x, x) dσm−1(x). (3.29)

Prova. O Teorema 3.2.1 mostra que LP − KP tem posto finito. Logo, devido ao Lema
3.3.4, ele é um operador trace-class e, obviamente,

∞∑
j=1

sj(LP −KP) =

∫
Sm−1

(LP(x, x)−KP(x, x)) dσm−1(x)

=

∫
Sm−1

LP(x, x) dσm−1(x)−
∫
Sm−1

K(x, x) dσm−1(x).

Sendo uma soma de operadores trace-class, LP é então trace-class. Recordando o Lema
3.3.7 e usando o Lema 3.3.2-(ii), deduzimos que

∞∑
j=1

sj(LP) ≤
∞∑
j=1

sj(LP −KP) +
∞∑
j=1

sj(KP) =

∫
Sm−1

LP(x, x) dσm−1(x). (3.30)

A desigualdade do lema agora segue do Lema 3.3.1.

O Lema 3.3.9 abaixo é uma versão para operador de um resultado bastante conhecido
da teoria de matrizes e núcleos positivos definido (veja, por exemplo, [Bax91, Mic86]).
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Lema 3.3.9. Sejam K1, K2 : Sm−1 × Sm−1 → C núcleos. Se K1 é hermitiano, K2 é
positivo definido e K2−K1 é degenerado de posto n, então o operador integral K1 tem no
máximo n autovalores negativos.

Prova. Este é o Lema 1 em [CL88].

Teorema 3.3.10. Sejam K : Sm−1 × Sm−1 → C um núcleo positivo definido e k um
inteiro não negative. Assuma que Dα

yK existe, é cont́ınua, e é (Bα, β)-Lipschitz, sempre

que |α| = k. Seja P = {Oj : j = 1, 2, . . . , N} uma N -partição de Sm−1, escolha pontos
x(j) ∈ Oj, j = 1, 2, . . . , N e considere o núcleo LP . Então,

∞∑
ν=N+Cm

k +1

λν(KP) ≤
N∑
j=1

1

σm−1(Oj)

∫
Oj

∫
Oj

(LP(x, x)− LP(x, y)) dσm−1(x) dσm−1(y)

+ 2Cm
k

C1(k,m, β)

Nk+β
,

onde a constante C1(k,m, β) é a do Teorema 3.2.4.

Prova. O Lema 3.3.9 mostra que LP tem no máximo Cm
k autovalores negativos. Recor-

dando o Teorema 3.2.4 e usando o Lema 3.3.8 conclúımos que∫
Sm−1

LP(x, x)dσm−1(x) ≥
∞∑
ν=1

|λν(LP)|+ 2
∑

{λν(LP) : λν(LP) < 0}

≥
∞∑
ν=1

|λν(LP)| − 2Cm
k

C1(k,m, β)

Nk+β
.

A seguir, quebramos a última soma acima em N e estimamos a soma resultante. Devidos
aos Lemas 3.3.1 e 3.3.2-(i) e ao fato de KP ser positivo definido, deduzimos que

λν+Cm
k
(KP) = |λν+Cm

k
(KP)| = sν+Cm

k
(KP) ≤ sν(LP) = |λν(LP)|, ν = 1, 2 . . . . (3.31)

Logo,
∞∑

ν=N+1

|λν(LP)| ≥
∞∑

ν=N+Cm
k +1

λν(KP). (3.32)

Combinando o Lema 3.3.1 e o Lema 3.3.3, obtemos that

N∑
j=1

∫
Sm−1

∫
Sm−1

LP(x, y)ϕj(x)ϕj(y)dσm−1(x)dσm−1(y) ≤
N∑
j=1

sj(LP) =
N∑
j=1

|λj(LP)|,

(3.33)
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sempre que {ϕj : j = 1, 2, . . . , N} é um sistema ortonormal de L2(S
m−1). Em particular,

tomando ϕj = (σm−1(Oj))
−1/2χOj

, j = 1, 2, . . . , N , obtemos

N∑
j=1

1

σm−1(Oj)

∫
Oj

∫
Oj

LP(x, y)dσm−1(x)dσm−1(y) ≤
N∑
j=1

|λj(LP)|. (3.34)

Finalmente, a desigualdade (3.32) nos fornece

∞∑
ν=N+Cm

k +1

λν(KP) ≤
∫
Sm−1

LP(x, x)dσm−1(x) + 2Cm
k

C1(k,m, β)

Nk+β
−

N∑
j=1

|λj(LP)|, (3.35)

enquanto que (3.34) e um cálculo simples nos permite concluir a desigualdade do enunciado
do teorema.

3.4 Estimativas para os autovalores de K
A P-decomposição de K coincide com K quando restringimos ambos aos elementos da
partição P . Assim, uma questão a ser resolvida é como comparar os autovalores dos ope-
radores integrais correspondentes KP e K. Usando o teorema do min-max para operadores
compactos auto-adjuntos ([GK69, p.25]) não é dif́ıcil ver que λ1(KP) ≤ λ1(K), mas não
é fácil seguir adiante. Se o núcleo K é suave no sentido descrito na seção anterior, os
resultados nesta seção mostrarão que uma comparação melhor pode ser feita.

O Lema 3.4.1 abaixo nos permite deduzir duas desigualdades relacionando os autova-
lores de KP e K.

Lema 3.4.1. Sejam T um operador compacto em um espaço de Hilbert H e {Pl : l =
1, 2, . . . , k} um conjunto de projeções mutuamente ortogonais em H. Se Tk :=

∑k
l=1 Pl ◦

T ◦ Pl, então
n∑

l=1

sl(Tk) ≤
n∑

l=1

sl(T ), n = 1, 2, . . . . (3.36)

Prova. Veja [GK69, p.52].

Lema 3.4.2. Sejam K : Sm−1×Sm−1 → C um núcleo positivo definido e P uma partição
de Sm−1. Então,

n∑
j=1

λj(KP) ≤
n∑

j=1

λj(K), n = 1, 2, . . . (3.37)

e
∞∑

j=n+1

λj(K) ≤
∞∑

j=n+1

λj(KP), n = 1, 2, . . . (3.38)
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Prova. Do Lema 3.3.7 sabemos que

∞∑
j=1

λj(KP) =
∞∑
j=1

λj(K). (3.39)

Logo, para provar o lema, é suficiente provar sua primeira afirmação. Escreva P = {Oj :
j = 1, 2, . . . , N}. Claramente, o conjunto {Pl : l = 1, 2, . . . , N}, onde Pl(f) = fχOl

,
f ∈ L2(Sm−1), é um conjunto de projeções mutuamente ortogonais em L2(Sm−1) e KP =∑N

l=1 Pl ◦ K ◦ Pl. Assim, (3.37) é uma consequência do Lema 3.4.1.

O Teorema 3.4.3 abaixo estabelece uma estimativa para os autovalores do operador
integral K, quando positividade definida e suavidade são mantidas

Teorema 3.4.3. Sejam K : Sm−1 × Sm−1 → C um núcleo positivo definido e k um
inteiro não negative. Assuma que Dα

yK existe, é cont́ınua, e é (Bα, β)-Lipschitz, sempre
que |α| = k. Dada uma N-partição P de Sm−1, existe uma constante C2(k,m, β) tal que

∞∑
ν=N+Cm

k +1

λν(K) ≤ C2(k,m, β)

Nk+β
. (3.40)

Prova. Seja P = {Oj : j = 1, 2, . . . , N} uma N -partição de Sm−1, escolha pontos
x(j) ∈ Oj, j = 1, 2, . . . , N e considere o núcleo auxiliar LP . Combinando o Lema 3.4.2 e o
Teorema 3.3.10, deduzimos a desigualdade

∞∑
ν=N+Cm

k +1

λν(K) ≤
N∑
j=1

1

σm−1(Oj)

∫
Oj

∫
Oj

(LP(x, x)− LP(x, y)) dσm−1(x) dσm−1(y)

+ 2Cm
k

C1(k,m, β)

Nk+β
.

Como

∞∑
ν=N+Cm

k +1

λν(K) ≤
N∑
j=1

1

σm−1(Oj)

∫
Oj

∫
Oj

(|LP(x, x)|+ |LP(x, y)|) dσm−1(x) dσm−1(y)

+ 2Cm
k

C1(k,m, β)

Nk+β
,

para concluir a prova, é suficiente estimar convenientemente o lado direto da desigualdade
acima. Recordando o Teorema 3.2.2, podemos estimar a soma finita que aparece acima
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da seguinte forma

S ≤
N∑
j=1

1

σm−1(Oj)

∫
Oj

∫
Oj

C(k,m, β)

Nk+β
(3B(x) +B(y)) dσm−1(x) dσm−1(y)

= 4
C(k,m, β)

Nk+β

N∑
j=1

1

σm−1(Oj)

∫
Oj

∫
Oj

B(x) dσm−1(x) dσm−1(y)

= 4
C(k,m, β)

Nk+β

N∑
j=1

∫
Oj

B(x) dσm−1(x).

Assim, segue que
∞∑

ν=N+Cm
k +1

λν(K) ≤ C2(k,m, β)

Nk+β
, (3.41)

onde

C2(k,m, β) := 4C(k,m, β)

∫
Sm−1

B(x)dσm−1(x) + 2Cm
k C1(k,m, β). (3.42)

A prova está completa.

3.5 Decaimento dos autovalores de K
Nesta seção deduzimos um decaimento para os autovalores de K, ainda sobre a positivi-
dade definida e suavidade K.

O Lema 3.5.1 abaixo é puramente técnico. Ele será usado na prova do resultado
principal deste caṕıtulo.

Lema 3.5.1. Seja {aν} uma sequência não crecente de números reais não negativos.
Sejam l, q e N0 inteiros não negativos, p um inteiro positive maior ou igual a 1 e γ ∈ R.
Suponha que existe uma constante C > 0 satisfazendo a seguinte propriedade: se N ≥ N0,
existe N ≤ pN l tal que

∞∑
ν=N+q+1

aν ≤ C

Nγ
. (3.43)

Então, o conjunto {n1+γ/lan : n = 1, 2, . . .} é limitado.
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Prova. É fácil ver que

nl+γa2pnl+q = nlnγa2pnl+q

≤ nγapnl+q+1 + · · ·+ nγa2pnl+q−1 + nγa2pnl+q

≤
∞∑

ν=pnl+q+1

nγaν

≤
∞∑

ν=N+q+1

nγaν ≤ C, n ≥ N0.

Logo, o conjunto {nl+γa2pnl+q : n = 1, 2, . . .} é limitado. Para cada inteiro j ≥ q, podemos
encontrar um inteiro não negativo nj de modo que

2pnl
j + q ≤ j ≤ 2p(nj + 1)l + q. (3.44)

Em particular,
j1+γ/laj ≤ (2p(nj + 1)l + q)1+γ/la2pnl

j+q. (3.45)

Como

lim
n→∞

(p(n+ 1)r + q)γ

pγ+1nrγ
=

1

p
< 1, (3.46)

existe um inteiro positivo N1 tal que

(2p(nj + 1)l + q)1+γ/l < (2p)2+γ/lnl+γ
j , j ≥ N1. (3.47)

Portanto,

j1+γ/laj ≤ (2p)2+γ/lnl+γ
j a2pnl

j+q ≤ (2p)2+γ/l sup
n∈N

{nl+γa2pnl
j+q}, j ≥ N1. (3.48)

O lema segue.

Finalmente, estamos prontos para fornecer a

Prova do Teorema 3.0.1. Seja N ≥ 1. Devido ao Teorema 3.1.4, podemos escolher
uma (ϕm, N)-partição de Sm−1 de cardinalidadeN = (4N+1)(2N)m−2. Usando o Teorema
3.4.3, podemos encontrar uma constante C2(k,m, β) tal que

∞∑
ν=N+Cm

k +1

λν(K) ≤ C2(k,m, β)

Nk+β
. (3.49)

Como a constante C2(k,m, β) não depende de N e N ≤ 2m+2Nm−1, o Lema 3.5.1 implica
que a sequência

{n1+(k+β)/(m−1)λn(K) : n = 1, 2, . . .} (3.50)

é limitada.
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3.6 Exemplos

Nesta seção apresentaremos exemplos de núcleos satisfazendo as hipóteses do Teorema
3.0.1. Um deles indicará que o decaimento descrito no Teorema 3.0.1 é provavelmente
ótimo.

3.6.1 Um exemplo

Esta subseção contém um exemplo de um operador integral cujos autovalores possuem o
decaimento descrito no Teorema 3.0.1.

Lema 3.6.1. Se β ∈ (0, 1), então a sequência {(n − 1)β−1
∑n

j=1 j
−β : n = 2, 3, . . .} é

limitada.

Prova. É fácil ver que

n∑
j=1

j−β < 1 +

∫ n

1

x−βdx = 1 +
1

1− β
+
n1−β

1− β
, n = 2, 3, . . . . (3.51)

Assim,

(n− 1)β−1

n∑
j=1

j−β ≤
(
2− β

1− β

)
(n− 1)β−1 +

1

1− β

(
n

n− 1

)1−β

, n = 2, 3, . . . (3.52)

e o resultado segue.

Lema 3.6.2. Se β ∈ (0, 1), então a sequência {nβ
∑∞

j=n+1 j
−β−1} é limitada.

Prova. Similar à prova do Lemma 3.6.1.

Teorema 3.6.3. Sejam k um inteiro não negativo e β ∈ (0, 1). O núcleo K : Sm−1 ×
Sm−1 → C dado por

K(x, y) :=
∞∑
j=1

j−β−k−1eij(y−x)·l, x, y ∈ Sm−1, (3.53)

onde l := (1, 1, . . . , 1) ∈ Rm, satisfaz as hipóteses do Teorema 3.0.1.

Prova. Claro que a série definindo K é absoluta e uniformemente convergente. A posi-
tividade definida de K segue da igualdade

n∑
µ,ν=1

cµcνK(xµ, xν) =
∞∑
j=1

j−β−k−1

n∑
µ=1

∣∣cµeijxµ
∣∣2 . (3.54)
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Agora, seja α ∈ Zm
+ com |α| = k. É fácil ver que

Dα
yK(x, y) =

∞∑
j=1

j−β−k−1Dα
y e

ij(y−x)·l =
∞∑
j=1

j−β−k−1

(
m∏

µ=1

(ij)αµ

)
eij(y−x)·l, x, y ∈ Sm−1.

Como a última série acima é absoluta e uniformemente convergente, Dα
yK coincide com

a série e é cont́ınua em Sm−1 × Sm−1. Para verificar que Dα
yK é (Bα, β)-Lipschitz para

algum Bα, estimamos o lado direito de

Dα
yK(w, x)−Dα

yK(w, y) =
∞∑
j=1

j−β−k−1
(
eij(x−w)·l − eij(y−w)·l) m∏

µ=1

(ij)αµ , x, y, w ∈ Sm−1.

Para fazer isto, assumimos x ̸= y e quebramos a soma em algum inteiro n escolhido de
modo que n−1 < ||x− y|| ≤ 2(n− 1)−1. Se

S1 :=
n∑

j=1

j−β−k−1
(
eij(x−w)·l − eij(y−w)·l) m∏

µ=1

(ij)αµ , (3.55)

é fácil ver que

|S1| ≤
n∑

j=1

j−β−k−1
∣∣e−ijw·l∣∣ ∣∣eijx·l − eijy·l

∣∣ m∏
µ=1

|(ij)αµ | =
n∑

j=1

j−β−1 (2− 2 cos j(x− y) · l)1/2 .

Logo, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, deduzimos que

|S1| ≤
n∑

j=1

j−β |(x− y) · l| ≤
n∑

j=1

j−β∥l∥∥x− y∥ = (m+ 1)1/2∥x− y∥
n∑

j=1

j−β. (3.56)

Finalmente, recordando nossa escolha de n e usando o Lema 3.6.1, podemos encontrar
uma constante C tal que

|S1| ≤ C(m+ 1)1/2||x− y||(n− 1)1−β ≤ 21−βC(m+ 1)1/2||x− y||β. (3.57)

Se

S2 :=
∞∑

j=n+1

j−β−k−1
(
eij(x−w)·l − eij(y−w)·l) m∏

µ=1

(ij)αµ , (3.58)

então

|S2| ≤
∞∑

j=n+1

j−β−1
(∣∣eijx·l∣∣+ ∣∣eijy·l∣∣) ≤ 2

∞∑
j=n+1

j−β−1. (3.59)

Devido ao Lema 3.6.2, podemos encontrar uma constante C1 de modo que

|S2| ≤ 2C1
1

nβ
≤ 2C1||x− y||β. (3.60)
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Assim,∣∣Dα
yK(w, x)−Dα

yK(w, y)
∣∣ ≤ |S1|+ |S2| ≤ 2

(
2−βCm1/2 + C1

)
||x− y||β. (3.61)

Segue que Dα
yK é (Bα, β)-Lipschitz, onde Bα(w) = 2(2−βCm1/2 + C1). A prova está

completa.

3.6.2 Outro exemplo

Nesta subseção. exibiremos uma sequência de operadores integrais de posto finito cujos
núcleos satisfazem as hipóteses do Teorema 3.0.1. O número de autovalores cresce com o
posto do operador. O exemplo indica que o decaimento então descrito é provavelmente
ótimo.

Usaremos um dado conjunto completo {Yµ,ν : ν = 1, 2, . . . , N(m,µ);µ = 0, 1, . . .} de
harmônicos esféricos (veja [Mül98]) em m variáveis. Assim,

N(m,µ) :=
2µ+m− 2

µ+m− 2

(µ+m− 2)!

µ!(m− 2)!
(3.62)

é a dimensão do espaço Hm
µ dos harmônicos esféricos de grau µ em m variáveis e∫

Sm−1

Yµ,ν(x)Yµ′,ν′(x)dσm−1(x) = δµ,µ′δν,ν′ . (3.63)

Consideremos os núcleos dados por

Kp(x, y) = (1 + x · y)p, x, y ∈ Sm−1, (3.64)

onde p é um inteiro não negativo. Eles são positivos definidos devido ao teorema do
produto de Schur ([HJ90, p. 455]). Para um inteiro não negativo fixado e um multi-́ındice
α tal que |α| = k,

Dα
yKp(x, y) = p(p− 1) · · · (p− k + 1)(1 + x · y)p−kxα, x, y ∈ Sm−1, p ≥ k. (3.65)

Logo, para x, y, w ∈ Sm−1,

|Dα
yKp(w, x)−Dα

yKp(w, y)| = p(p− 1) · · · (p− k + 1)
∣∣(1 + w · x)p−k − (1 + w · y)p−k

∣∣ .
Aplicando o Teorema do Valor Médio a f : [0, π] → R dada por f(t) = (1 + cos t)p−k,
temos que∣∣(1 + w · x)p−k − (1 + w · y)p−k

∣∣ ≤ (p− k)2p−k−1|dm(w, x)− dm(w, y)|, x, y, w ∈ Sm−1,
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onde dm representa a usual distância geodésica em Sm−1. Por outro lado, se β ∈ (0, 1]
está fixado, é rápido ver que existe uma constante positiva c = c(β) tal que dm(x, y) ≤
c∥x− y∥β, x, y ∈ Sm−1. Assim,

|Dα
yK(w, x)−Dα

yK(w, y)| ≤ c
(
p(p− 1) · · · (p− k)2p−k−1

)
∥x− y∥β, x, y, w ∈ Sm−1,

ou seja, Kp é (Bα, β)-Lipschitz, onde

Bα(w) = c p(p− 1) · · · (p− k)2p−k−1, w ∈ Sm−1. (3.66)

Agora é claro que as hipóteses do Teorema 3.0.1 são satisfeitas.
Para finalizar, enunciamos o último resultado e justificamos a informação adicional

listada em seu enunciado.

Teorema 3.6.4. A sequência {Kp} introduzida acima satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Cada Kp satisfaz as hipóteses do Teorema 3.0.1;
(ii) Kp é degenerado de posto N(m, 0) +N(m, 1) + · · ·+N(m, p);
(iii) A sequência {

sup
n
{n1+(k+β)/(m−1)λn(K) : n = 1, 2, . . . , p}

}
(3.67)

decresce para 0 quando p→ ∞.

Prova. Apenas (iii) requer uma prova. Usando a conhecida fórmula de Funk-Hecke
([Gro96, p.98]), não é dif́ıcil ver que os únicos autovalores não nulos de Kp são dados por

λj(Kp) =
p!2p+m−2

(p− j + 1)!

Γ(p+ (m− 1)/2)Γ(m/2)

π1/2Γ(p+ j +m− 2)
, j = 1, 2, . . . , p. (3.68)

Cada λj(Kp) ocorre com multiplicidade N(m, j) e as correspondentes autofunções são os
elementos básicos de Hm

j . De acordo com cálculos apresentados em [BH01, MNY06], as
seguintes estimativas valem

A(p,m)

(j + p+m− 2)2p+m−3/2
< λj(Kp) <

B(p,m)

(j + p+m− 2)p+m−3/2
, j = 1, 2, . . . , p, (3.69)

onde

A(p,m) :=
epp!

2π3/2
(2e)p+m−2e−1/6p−p−1/2Γ(p+ (m− 1)/2)Γ(m/2) (3.70)

e B(p,m) := (2π)1/2e1/6pp+1/2A(p,m). Considerando as multiplicidades, para limitar a
sequência no enunciado do teorema, é suficiente encontrar um limitante inferior para o
conjunto

Γp :=
{
λj(K) (N(m, 0) +N(m, 1) + · · ·+N(m, j − 1))1+(k+β)/(m−1) , j = 1, 2, . . . , p

}
.
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Entretanto, o número N(m, 0) +N(m, 1) + · · ·+N(m, j − 1) coincide com a dimensão

dmj =
(m+ j − 2)!

(m− 1)!(j − 1)!
+

(m+ j − 3)!

(m− 1)!(j − 2)!
(3.71)

do espaço de todos polinômios esféricos de grau no máximo j − 1 em m variáveis. Como
dmj ≥ 2(j − 1)m−1/(m− 1)!, então um limite inferior para o conjunto Γp é

min

{
λ1(Kp), A(p,m)

(
2

(m− 1)!

)1+(k+β)/(m−1)
1

(2p+m− 3)2p+m−3/2

}
. (3.72)

Como esta quantidade se aproxima de 0 quando p→ ∞, segue (iii).

3.7 Outros trabalhos relacionados

Finalizamos este caṕıtulo descrevendo sucintamente resultados de dois outros artigos, os
quais estão relacionados com o assunto apresentado aqui.

Em [CMP12], analisamos alguns aspectos da teoria de Mercer quando o operador
integral atua em L2(X,µ), onde X é um espaço topológico primeiro enumerável e µ é
uma medida não degenerada. Obtivemos resultados alinhados ao Teorema de Mercer
e, sob uma condição de positividade definida do núcleo gerador do operador, também
deduzimos representações em série para o núcleo, nuclearidade do operador e uma fórmula
de integração para calcular o traço do operador, dentre outros. Dessa forma, melhoramos
significativamente resultados similares encontrados na literatura, onde X é metrizável e
compacto e µ é finita.

Em [dCMP12], investigamos a nuclearidade de operadores integrais em L2(X,µ) quan-
do X é um espaço de Hausdorff localmente compacto segundo enumerável e µ é uma
medida de Borel localmente finita, não degenerada e σ-finita. Este conjunto de hipóteses
inclui outros casos provados na literatura, por exemplo, quando X é um espaço métrico
compacto e µ é uma medida finita especial. Nossos resultados podem ser aplicados às
esferas, ao toro e a outros subconjuntos relevantes de Rm.

Os trabalhos citados acima fizeram parte da tese de doutorado de M. H. Castro, do
qual a candidata foi co-orientadora.



Caṕıtulo 4

Núcleos positivos definidos:
diferenciabilidade

Neste caṕıtulo descreveremos os resultados do artigo [MOP09]. Aqui trataremos sobre
diferenciabilidade de núcleos positivos definidos em dois contextos. Primeiro considerare-
mos núcleos

K : O ×O → C,

lembrando que O é um subconjunto aberto de Rm. Neste caso, o principal resultado que
estabeleceremos diz que quando K é positivo definido, certas derivadas de K ainda serão
positivas definidas, a saber aquelas de mesma ordem em ambas variáveis. Este resultado
bem como outros resultados técnicos sobre diferenciabilidade de núcleos positivos definidos
estão contidos na Seção 4.1. Em uma segunda etapa, consideraremos núcleos positivos
definidos

K : Sm−1 × Sm−1 → C.

É bem conhecido que Schoenberg [Sch42] caracterizou tais núcleos como sendo aqueles da
forma

K(x, y) = φ(dm(x, y)) (4.1)

onde dm é a distância geodésica em Sm−1 e a função φ : [−π, π] → C é da forma

φ(t) =
∑

k∈L(φ)

bkP
(m−2)/2
k (cos t), (4.2)

onde L(φ) é um subconjunto não vazio de Z+, bk > 0, k ∈ L(φ),
∑

k∈L(φ) bk < ∞ e

P
(m−2)/2
k é o polinômio de Gegenbauer de grau k associado com (m− 2)/2. Na literatura

é mais comum encontrar dito que a função φ é positiva definida em Sm−1.
Os núcleos estritamente positivos definidos em Sm−1 × Sm−1 foram caracterizados em

[CMS03b] como sendo aqueles tais que L(φ) contém infinitamente muitos inteiros pares
e infinitamente muitos inteiros ı́mpares. Em particular, quando L(φ) = Z+, o núcleo K é

33
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estritamente positivo definido em Sm−1×Sm−1. Para simplificar a notação, consideraremos
apenas o caso L(φ) = Z+. Porém todos os resultados obtidos podem ser adaptados para
outras escolhas do conjunto L(φ).

Aplicando o Teorema da Adição ([Mül98]) em (4.2), vemos que o núcleo K é estrita-
mente positivo definido e da forma

K(x, y) =
∞∑
k=0

ck

Nk∑
j=1

Ykj(x)Ykj(y), x, y ∈ Sm−1, (4.3)

onde ck > 0, k = 0, 1, . . ., e {Ykj : j = 1, . . . , Nk} é uma base para o espaço dos polinômios
harmônicos esféricos de grau k em m dimensões.

Dados multi-́ındices α e β, os resultados contidos na Seção 4.2, estabelecerão uma
relação entre a Dα,β

x,yK e o núcleo dado pela expansão

∞∑
k=0

ck

Nk∑
j=1

DαYkj(x)D
βYkj(y), x, y ∈ Sm−1. (4.4)

Um problema similar, mas no contexto unidimensional, foi considerado em [Kad67].

4.1 Diferenciabilidade em abertos de Rm × Rm

O principal resultado desta seção diz, de um modo geral, que certas derivadas de um
núcleo positivo definido suave ainda são núcleos positivos definidos (Teorema 4.1.7). Para
apresentar sua prova, introduziremos algumas notações e demonstraremos resultados pre-
liminares.

Dados um núcleo K : O × O → C e (x, y) ∈ O × O, consideramos os operadores
diferença:

∆xi,hK(x, y) := K(x+ hei, y)−K(x, y), i = 1, . . . ,m, (4.5)

∆yj ,hK(x, y) := K(x, y + hej)−K(x, y), j = 1, . . . ,m. (4.6)

O conjunto {e1, . . . , em} é a base canônica de Rm. O incremento h pode assumir qualquer
valor desde que os argumentos permaneçam no domı́nio O. Claramente, este é o caso
quando h está perto de 0. Para h suficientemente pequeno, é fácil ver que os śımbolos
comutam, isto é, ∆xi,h ◦ ∆yj ,h = ∆yj ,h ◦ ∆xi,h. Finalmente, se k é um inteiro positivo,
escrevemos ∆k

xi,h
= ∆xi,h ◦ · · · ◦∆xi,h (k vezes). Para simplificar a notação, o śımbolo de

composição será escrito como um produto.
O Teorema 4.1.1 abaixo estabelece uma fórmula para calcular derivadas de um núcleo

diferenciável K : O × O → C. Ele é a versão multi-dimensional de um resultado em
[BP06].
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Teorema 4.1.1. Se K ∈ C2n(O ×O) and (x, y) ∈ O ×O then

Dα,β
x,yK(x, y) = lim

h→0

1

h|α+β|

m∏
i=1

∆αi
xi,h

m∏
j=1

∆
βj

yj ,h
K(x, y), |α|, |β| ≤ n. (4.7)

Prova. Sejam K ∈ C2n(O×O), (x, y) ∈ O×O e α e β multi-́ındices tais que |α|, |β| ≤ n.
Se α = β = 0, nada precisa ser provado. Se ou α = 0 e |β| = 1 ou |α| = 1 e β = 0, então
as fórmulas correspondem ao cálculo usual de derivadas parciais. Consideremos o caso
|α| = |β| = 1. Assumimos que a i-ésima componente de α e a j-ésima componente de β
são iguais a 1. Primeiro observe que

∆xi,h∆yj ,hK(x, y) = K(x+ hei, y+ hej)−K(x+ hei, y)−K(x, y+ hej) +K(x, y), (4.8)

de modo que
∆xi,h∆yj ,hK(x, y) = F (h)− F (0), (4.9)

onde
F (t) := K(x+ tei, y + hej)−K(x+ tei, y), t ∈ R. (4.10)

Aplicando o Teorema do Valor Médio a F , encontramos θh ∈ [0, h] tal que

∆xi,h∆yj ,hK(x, y) = F ′(θh)h = h

(
∂|α|

∂xα
K(x+ θhei, y + hej)−

∂|α|

∂xα
K(x+ θhei, y)

)
.

(4.11)
Outra aplicação do mesmo teorema, agora com respeito à segunda variável de K, nos
fornece

∆xi,h∆yj ,hK(x, y) = h2Dα,β
x,yK(x+ θhei, y + ϕhej), (4.12)

onde ϕh ∈ [0, h]. Logo,

lim
h→0

1

h2
∆xi,h∆yj ,hK(x, y) = Dα,β

x,yK(x, y). (4.13)

No caso geral, pelo Teorema do Valor Médio, obtemos

m∏
i=1

∆αi
xi,h

m∏
j=1

∆
βj

yj ,h
K(x, y) = h|α+β|Dα,β

x,y f

x+∑
αi ̸=0

αi∑
µ=1

θiµei, y +
∑
βj ̸=0

βj∑
ν=1

ϕj
νej

 , (4.14)

onde θiµ, ϕ
j
ν ∈ [0, h], µ = 1, . . . , αi, ν = 1, . . . , βj, i, j = 1, . . . ,m. Pela continuidade das

derivadas, obtemos

lim
h→0

Dα,β
x,y f

x+∑
αi ̸=0

αi∑
µ=1

θiµei, y +
∑
βj ̸=0

βj∑
ν=1

ϕj
νej

 = Dα,β
x,yK(x, y), (4.15)

o que completa a prova do teorema.

O lema a seguir é a Proposition 2.1 em [BP06]. Ele estabelece a não negatividade
definida de certas combinações lineares de blocos de uma matriz não negativa definida.
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Lema 4.1.2. Sejam l e n inteiros positivos e λ := {λ0, . . . , λl} ⊂ C. Seja A uma matriz de
ordem n(l+ 1) tendo uma decomposição em bloco A = (Aµ,ν), onde cada Aµ,ν tem ordem

n. Se A é não negativa definida então o mesmo é verdadeiro para Aλ :=
∑l

µ,ν=0 λµλνAµ,ν.

Uma versão para núcleo do Lema 4.1.2 pode ser enunciada como segue.

Teorema 4.1.3. Sejam X e Y conjuntos não vazios. Seja K : X ×X → C um núcleo e
considere as l + 1 funções gµ : Y → X, µ = 0, . . . , l. Seja λ := {λ0, . . . , λl} ⊂ C e defina

Fλ(x, y) :=
l∑

µ,ν=0

λµλνK(gµ(x), gν(y)), x, y ∈ Y. (4.16)

Se K é positivo definido em X ×X, então Fλ é positivo definido em Y × Y .

Prova. Sejam x1, . . . , xn pontos em Y . Considere a matriz A de ordem n(l+ 1) tendo a
decomposição em bloco na forma A = (Aµ,ν), onde

Aµ,ν = (K(gµ(xi), gν(xj))), i, j = 1, . . . , n, µ, ν = 0, . . . , l. (4.17)

Então

(Fλ(xi, xj)) =
l∑

µ,ν=0

λµλνAµ,ν (4.18)

e o Lema 4.1.2 é aplicável.

Observação 4.1.4. Sobre as condições do Lema 4.1.2, é fácil verificar que Aλ é positiva
definida quando

∑l
µ=0 |λµ| > 0 e A é positiva definida. Assim, mantendo a notação do

Teorema 4.1.3, se K é estritamente positivo definido,
∑l

µ=0 |λµ| > 0, e cada gµ é injetora,
então Fλ é estritamente positivo definido.

Exemplo 4.1.5. X é um intervalo aberto e K é um núcleo positivo definido qualquer em
X ×X. As funções gµ : Y → X são dadas por

gµ(x) = x+ hµ, µ = 0, . . . , l, x ∈ Y, (4.19)

onde h ∈ R e Y ⊂ R são escolhidos de modo que a imagem de cada gµ seja um subconjunto
de X.

Exemplo 4.1.6. (Extensão do Exemplo 4.1.5 à várias variáveis). X é um conjunto aberto
conexo de Rm K é um núcleo positivo definido qualquer em X × X. As funções gµ são
dadas por

gµ(x) = x+ µhej, µ = 0, . . . , l, x ∈ Y. (4.20)

Novamente, o número h e o domı́nio Y ⊂ Rm são escolhidos de modo que a imagem de
cada gµ seja um subconjunto de X.
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O Teorema 4.1.7 mostra que para núcleos positivos definidos suficientemente suaves,
as derivadas Dα,β

x,yK, quando α = β, são também positivas definidas. Um resultado similar
no caso α ̸= β não é verdadeiro, como a prova do teorema deixa claro.

Teorema 4.1.7. Se K ∈ C2n(O × O) é um núcleo positivo definido, então Dα,αK é um
núcleo positivo definido de classe C2(n−|α|)(O ×O), sempre que |α| ≤ n.

Prova. No caso n = 0 não há nada a ser provado. Assim, assumimos n ≥ 1 e fixamos
um multi-́ındice α de modo que |α| ≤ n. Devido ao Teorema 4.1.1, sabemos que

Dα,αK(x, y) = lim
h→0

1

h|2α|

m∏
i=1

∆αi
xi,h

m∏
j=1

∆
αj

yj ,h
K(x, y). (4.21)

Para mostrar a positividade definida de Dα,αK, sejam x1, . . . , xl pontos em O e c1, . . . , cl
números complexos. Então,

l∑
r,s=1

crcsD
α,αK(xr, xs) = lim

h→0

1

h2|α|

l∑
r,s=1

crcs

m∏
i=1

∆αi
xi,h

m∏
j=1

∆
αj

yj ,h
K(xr, xs). (4.22)

Assim,

∆
αj

yj ,h
K(xr, xs) =

αj∑
νj=0

(−1)νj+εj

(
αj

νj

)
K(xr, xs + hνjej), (4.23)

onde

εj =

{
0, if αj is even,
1, if αj is odd.

(4.24)

Portanto,

m∏
j=1

∆
αj

yj ,h
K(xr, xs) =

α1∑
ν1=0

(−1)ν1+ε1

(
α1

ν1

)
· · ·

αm∑
νm=0

(−1)νm+εm

(
αm

νm

)
K(xr, xs+h

m∑
j=1

νjej).

Aplicando ∆αi
xi,h

na expressão resultante, obtemos a fórmula

m∏
i=1

∆αi
xi,h

m∏
j=1

∆
αj

yj ,h
K(xr, xs) =

α1∑
µ1,ν1=0

cα1
µ1ν1

· · ·
αm∑

µm,νm=0

cαm
µmνmK(xr+h

m∑
i=1

µiei, xs+h
m∑
i=1

νiei),

onde

cαj
µjνj

:= (−1)µj+νj+2εj

(
αj

µj

)(
αj

νj

)
, j = 1, 2, . . . ,m. (4.25)

Usando o Teorema 4.1.3 m vezes, conclúımos que a forma quadrática gerada pelo lado
direito da equação acima é não negativa definida. Assim, o limite em (4.22) é claramente
não negativo.
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4.2 Diferenciando um núcleo SPD em Sm−1 × Sm−1

Esta seção estabelecerá a relação entre as derivadas de um núcleo positivo definido da
forma (4.3) e a série das derivadas termo a termo da forma (4.4). De fato, a fim de obter
generalidade, consideraremos núcleos da forma

K(x, y) =
∞∑
k=0

akYk(x)Yk(y), x, y ∈ Sm−1, (4.26)

satisfazendo as seguintes condições: ak > 0, k = 0, 1, . . ., cada Yk é uma função complexa
definida em Sm−1, a famı́lia {Yk : k ∈ Z+} é L2(Sm−1)-ortonormal, e a série é absoluta e
uniformemente convergente para x, y ∈ Sm−1. A ortonormalidade requerida significa que∫

Sm−1

Yk(x)Yl(x) dσm−1(x) = δkl, (4.27)

onde σm−1 é a medida de Lebesgue usual em Sm−1. Lembre que tais núcleos caracterizam
os núcleos cont́ınuos positivos definidos como já dito no ińıcio do Caṕıtulo 3.

Os principais resultados desta seção são os Teoremas 4.2.8 e 4.2.10, os quais fornecem
condições para que a série da derivada dos termos da série em (4.26) convirja uniforme-
mente para a derivada do núcleo K.

Vários lemas técnicos são nessários para obtermos os principais resultados. Alguns
são versões de resultados mais gerais adaptados à nossa proposta enquanto outros são
novos. O primeiro lema é uma consequência do contexto adotado na Introdução (p. 12)
juntamente com regras usuais de derivação.

Lema 4.2.1. Sejam α e β multi-́ındices. Seja K : Sm−1 × Sm−1 → C um núcleo tal
que Dα,β

x,yK existe e é cont́ınua em Sm−1 × Sm−1. Então, Dα′,β′
K̃ existe e é cont́ınua em

Rm
∗ × Rm

∗ quando |α′| ≤ |α| e |β′| ≤ |β|.

Daqui em diante o núcleo K tem a forma (4.26). Note que os coeficientes de Fourier
em (4.26) satisfazem a fórmula

akYk(x) =

∫
Sm−1

K(x, y)Yk(y) dσm−1(y), k = 0, 1, . . . , x ∈ Sm−1. (4.28)

O próximo resultado diz que diferenciabilidade do núcleo implica a mesma ordem de
diferenciabilidade dos elementos da sequência {Yk : k ∈ Z+}.

Teorema 4.2.2. Sejam α um multi-́ındice e k um inteiro não negativo. Se Dα,0K existe
e é cont́ınua em Sm−1 × Sm−1, então DαYk existe e é cont́ınua em Sm−1.

Prova. A extensão radial de Yk é

Ỹk(x) =
1

ak

∫
Sm−1

K(x/∥x∥, y)Yk(y) dσm−1(y), x ∈ Rm
∗ . (4.29)
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Devido ao Lema 4.2.1, a existência e continuidade de Dα,0K nos permite diferenciar sobre
o sinal de integral, obtendo

DαỸk(x) =
1

ak

∫
Sm−1

Dα,0K(x/∥x∥, y)Yk(y) dσm−1(y), x ∈ Rm
∗ (4.30)

Restringindo a Sm−1,

DαYk(x) =
1

ak

∫
Sm−1

Dα,0K(x, y)Yk(y) dσm−1(y), x ∈ Sm−1. (4.31)

A afirmação do teorema segue.

A seguir mostraremos que a diferenciabilidade do núcleo obriga a série obtida a partir
da definição do núcleo, pela substituição de cada função Yk pela correspondente derivada,
ser uniformemente convergente quando ou x ou y está fixado (Teorema 4.2.4).

Teorema 4.2.3. Sejam α um multi-́ındice e x ∈ Sm−1. Se Dα,αK existe e é cont́ınua em
Sm−1 × Sm−1, então a série

∑∞
k=0 ak|DαYk(x)|2 é convergente.

Prova. Suponhamos que Dα,αK existe e é cont́ınua em Sm−1 × Sm−1. Fixe um inteiro
não negativo l e considere

Kl(x, y) := K(x, y)−
l∑

k=0

akYk(x)Yk(y), x, y ∈ Sm−1. (4.32)

Como cada Yk é cont́ınuo, Kl é cont́ınuo por ser uma diferença de núcleos cont́ınuos. Por
outro lado, como

Kl(x, y) =
∞∑

k=l+1

akYk(x)Yk(y), x, y ∈ Sm−1, (4.33)

Kl é positivo definido em Sm−1 × Sm−1. Recordando o Lema 4.2.1 e o Teorema 4.2.2,
podemos aplicar o Teorema 4.1.7 para concluir que Dα,α

x,yKl(x, y) é positivo definido em
Sm−1 × Sm−1. Em particular, Dα,αKl(x, x) ≥ 0, x ∈ Sm−1. Usando (4.32), temos

Dα,α
x,yKl(x, y) = Dα,α

x,yK(x, y)−
l∑

k=0

akD
α,α
x,y

(
Yk(x)Yk(y)

)
, x, y ∈ Sm−1. (4.34)

Assim,

Dα,αK(x, x)−
l∑

k=0

akD
αYk(x)DαYk(x) ≥ 0, x ∈ Sm−1, (4.35)

ou seja,
l∑

k=0

ak|DαYk(x)|2 ≤ Dα,αK(x, x), x ∈ Sm−1. (4.36)
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Logo, cada sequência {
∑l

k=0 ak|DαYk(x)|2} é não decrescente e limitada, portanto, con-
vergente.

Teorema 4.2.4. Seja α um multi-́ındice não nulo. Se Dα,α
x,yK existe e é cont́ınua em

Sm−1 × Sm−1, então
∑∞

k=0 akD
µYk(x)D

νYk(y) é uniformemente convergente em Sm−1,
quando ou x ou y está fixado e sempre que |µ|, |ν| ≤ |α|.
Prova. Provaremos o teorema no caso em que x está fixado. O outro caso é similar.
Sejam µ e ν como descritos no enunciado. Para inteiros não negativos p e q, p ≤ q, usamos
a desigualdade de Cauchy-Schwarz para escrever∣∣∣∣∣

q∑
k=p

akD
µYk(x)D

νYk(y)

∣∣∣∣∣
2

≤
q∑

k=p

ak |DµYk(x)|2
q∑

k=p

ak |DνYk(y)|2 , y ∈ Sm−1. (4.37)

Recordando a prova do Teorema 4.2.3, se Dα,α
x,yK existe e é cont́ınua em Sm−1 × Sm−1,

podemos escrever∣∣∣∣∣
q∑

k=p

akD
µYk(x)D

νYk(y)

∣∣∣∣∣
2

≤
q∑

k=p

ak |DµYk(x)|2
q∑

k=0

ak |DνYk(y)|2

≤
q∑

k=p

ak |DµYk(x)|2Dν,νK(y, y)

≤ max
y∈Sm−1

{Dν,νK(y, y)}
q∑

k=p

ak |DµYk(x)|2 , y ∈ Sm−1.

A série
∑∞

k=0 ak |DµYk(x)|2 é convergente pelo Teorema 4.2.3. Portanto, o critério de
Cauchy para convergência uniforme ([Rud76, p.147]) pode ser usado para completar a
prova.

O próximo lema é o último passo necessário para obtermos a convergência pontual da
série de derivadas considerada no teorema anterior. Sua prova será omitida.

Lema 4.2.5. Seja {hn} uma sequência de funções definidas em Sm−1 × Sm−1. Se a
sequência converge uniformemente em uma variável quando a outra está fixada, então
a sequência converge potualmente em Sm−1 × Sm−1.

Teorema 4.2.6. Seja α um multi-́ındice não nulo. Se Dα,α
x,yK existe e é cont́ınua em

Sm−1 × Sm−1, então
∑∞

k=0 akD
µYk(x)D

νYk(y), |µ|, |ν| ≤ |α|, é pontualmente convergente
em Sm−1 × Sm−1.

Prova. É uma consequência do Lema 4.2.5 e do Teorema 4.2.4.

Um argumento envolvendo integração será usado para mostrar que a série no teo-
rema anterior não é apenas convergente mas uniformemente convergente para Dµ,ν

x,yK. O
argumento em si é o conteúdo do seguinte resultado técnico da teoria da medida.
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Lema 4.2.7. Seja g : Rm
∗ × Rm

∗ → C Lebesgue-mensurável. Assuma que∫
R

∫
S

g(x, y) dx dy = 0, (4.38)

onde R e S são retângulos m-dimensionais de Rm
∗ , tendo lados paralelos aos eixos coor-

denados. Então, g = 0 quase sempre.

Teorema 4.2.8. Seja α um multi-́ındice não nulo. Se Dα,α
x,yK existe e é cont́ınua em

Sm−1 × Sm−1, então
∑∞

k=0 akD
µYk(x)D

νYk(y) converge uniformemente para Dµ,ν
x,yK(x, y)

em Sm−1 × Sm−1, sempre que |µ|, |ν| ≤ |α|.

Prova. A prova começa com o caso |µ| = 1 e |ν| = 0, isto é, o caso onde µ = ej, para

algum j ∈ {1, . . . ,m}. Seja F (x, y) o limite pontual de
∑∞

k=0 akD
µYk(x)D

νYk(y). Então,

F̃ (x, y) =
∞∑
k=0

ak
∂

∂xj
Ỹk(x)Ỹk(y), x, y ∈ Rm

∗ , (4.39)

enquanto

Dµ,ν
x,y K̃(x, y) =

∂

∂xj
K̃(x, y), x, y ∈ Rm

∗ . (4.40)

Para mostrar que F (x, y) = Dµ,ν
x,yK(x, y), mostraremos que ambas extensões acima coinci-

dem. Para isto, consideremos a = (a1, a2, . . . , am) e b = (b1, b2, . . . , bm) em Rm
∗ e calculemos

a integral

Jµ,ν :=

∫
[ε1,a1]×···×[εm,am]

∫
[δ1,b1]×···×[δm,bm]

[Dµ,ν
x,y K̃(x, y)− F̃ (x, y)] dy dx, (4.41)

onde os números reais εi, δi, i = 1, . . . ,m são escolhidos de modo que ou εiai > 0 para
algum i ou δjbj > 0 para algum j. Este procedimento garante que a origem está fora dos
retângulos que aparecem nas integrais abaixo. Temos que

Jµ,ν =

∫
[ε1,a1]×···×[εm,am]

∫
[δ1,b1]×···×[δm,bm]

[
∂

∂xj
K̃(x, y)−

∞∑
k=0

ak
∂

∂xj
Ỹk(x)Ỹk(y)

]
dy dx

=

∫ a1

ε1

· · ·
∫ am

εm

∫ b1

δ1

· · ·
∫ bm

δm

J j
µ,ν(x, y) dym . . . . . . dy1 dxm . . . d̂xj . . . dx1,

onde

J j
µ,ν(x, y) :=

∫ aj

εj

∂

∂xj
K̃(x, y) dxj −

∫ aj

εj

∞∑
k=0

ak
∂

∂xj
Ỹk(x)Ỹk(y) dxj. (4.42)
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O śımbolo d̂xj significa que o elemento dxj está sendo omitido. Chamamos de I o último
somando na expressão definindo J j

µ,ν . Mantendo y fixo e usando o Teorema 4.2.4, podemos
re-escrever I na forma

I =
∞∑
k=0

ak

(∫ aj

εj

∂

∂xj
Ỹk(x) dxj

)
Ỹk(y)

=
∞∑
k=0

ak

(
Ỹk(xa)− Ỹk(xε)

)
Ỹk(y)

=
∞∑
k=0

ak

(
Ỹk(xa)Ỹk(y)− Ỹk(xε)Ỹk(y)

)
,

onde xa = (x1, . . . , xj−1, aj, xj+1, . . . , xm) e xε = (x1, . . . , xj−1, εj, xj+1, . . . , xm). Segue que

J j
µ,ν = K̃(xa, y)− K̃(xε, y)− K̃(xa, y) + K̃(xε, y). (4.43)

Agora é claro que J j
µ,ν = 0 e então Jµ,ν = 0. Devido ao Lema 4.2.7, conclúımos que

Dµ,ν
x,y K̃ − F̃ = 0 q.s. em Rm

∗ × Rm
∗ . Segue que, para quase todo x ∈ Rm

∗ , as funções

Dµ,ν
x,y K̃(x, ·) e F̃ (x, ·) coincidem q.s.. Mas, como elas são cont́ınuas quando uma das

variáveis está fixada, elas coincidem em todos pontos. Agora é claro que, para cada
y ∈ Rm

∗ , as funções Dµ,ν
x,y K̃(·, y) e F̃ (·, y) coincidem quase sempre. O mesmo racioćınio

usado acima nos permite concluir que Dµ,ν
x,y K̃ e F̃ coincidem em todos pontos. A igual-

dade desejada segue por restrição. O resto da prova segue por indução, um esboço é como
segue. Assuma que provamos a igualdade

Dµ,ν
x,y K̃(x, y) =

∞∑
k=0

akD
µỸk(x)D

νỸk(y), x, y ∈ Rm
∗ (4.44)

para algum µ, ν com |µ|, |ν| < |α|. Seja γ = ei para algum i ∈ {1, . . . ,m} e assuma que
|µ+ γ| ≤ |α|. Então, lembrando o contexto dos resultados anteriores, e usando a hipótese
de indução, deduzimos que

Dµ+γ,ν
x,y K̃(x, y) =

∂

∂xi
Dµ,ν

x,y K̃(x, y)

=
∞∑
k=0

ak
∂

∂xi
DµỸk(x)D

ν Ỹk(y)

=
∞∑
k=0

akD
µ+γỸk(x)D

νỸk(y).

Analogamente, se δ = ej para algum j ∈ {1, . . . ,m} e |ν + δ| ≤ |α|, podemos provar que

Dµ,ν+δ
x,y K̃(x, y) =

∞∑
k=0

akD
µỸk(x)D

ν+δỸk(y). (4.45)
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Consequentemente,

Dµ+γ,ν+δ
x,y K̃(x, y) =

∂

∂xi
Dµ,ν+δ

x,y K̃(x, y)

=
∂

∂xi

∞∑
k=0

akD
µỸk(x)D

ν+δỸk(y)

=
∞∑
k=0

ak
∂

∂xi
DµỸk(x)D

ν+δỸk(y)

=
∞∑
k=0

akD
µ+γỸk(x)D

ν+δỸk(y),

sempre que |µ + γ|, |ν + δ| ≤ |α|. Para finalizar a prova e obter a convergência uniforme
anunciada, precisamos considerar a sequência de somas parciais da série

Dµ,µ
x,yK(x, x) =

∞∑
k=0

akD
µYk(x)D

µYk(x) =
∞∑
k=0

ak |DµYk(x)|2 , x ∈ Sm−1, (4.46)

quando |µ| ≤ |α|. Ela é uma sequência não decrescente de funções cont́ınuas, agora
convergindo para uma função cont́ınua. Como Sm−1 é compacto, o Teorema de Dini é
aplicável. A convergência é então uniforme em Sm−1. A desigualdade (4.2) juntamente
com o critério de Cauchy para convergência uniforme implicam a convergência uniforme
de
∑∞

k=0 akD
µYk(x)D

νYk(y) em Sm−1 × Sm−1, quando |µ|, |ν| ≤ |α| .

Lema 4.2.9. Sejam α um multi-́ındice não nulo e {gk} uma sequência de funções definidas
em Sm−1, convergindo pontualmente para uma função g. Assuma que cada Dαgk existe e
é cont́ınua em Sm−1. Se {Dαgk} converge uniformemente em Sm−1, então Dαg existe e
{Dαgk} converge pontualmente para Dαg.

Prova. Provaremos o lema no caso α = ej, para algum j. O resto seguirá por indução
como na prova do Teorema 4.2.6. Fixe x ∈ Rm

∗ . Mantendo a notação usada no Teorema
4.2.6, primeiro usamos o Teorema Fundamental do Cálculo para escrever

g̃k(x) = g̃k(xa) +

∫ xj

aj

Dαg̃k(x1, . . . , xj−1, t, xj+1, . . . , xm)dt. (4.47)

Se {Dαgk} tem um limite uniforme h, então fazendo k → ∞ na igualdade acima obtemos

g̃(x) = g̃(xa) +

∫ xj

aj

h̃(x1, . . . , xj−1, t, xj+1, . . . , xm)dt. (4.48)

Agora é claro que Dαg̃(x) = h̃(x), e o resto segue por restrição a Sm−1.
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Teorema 4.2.10. Seja α um multi-́ındice não nulo para o qual as derivadas DαYk, k =
0, 1, . . ., existem e são cont́ınuas em Sm−1. Sejam µ e ν multi-́ındices tais que |µ|, |ν| ≤ |α|.
Se
∑∞

k=0 akD
µYk(x)D

νYk(y) converge uniformemente em Sm−1×Sm−1, então Dµ,ν
x,yK(x, y)

existe, é cont́ınua e coincide com a série.

Prova. É suficiente considerar o caso µ = ej e ν = (0, 0, . . . , 0), para algum j. Seja
gµ,ν(x, y) a soma da série

∑∞
k=0 akD

µYk(x)D
νYk(y). Como Sm−1 × Sm−1 é compacto e

a série definindo gµ,ν é uniformemente convergente, gµ,ν é cont́ınua em Sm−1 × Sm−1.
Mantendo a notação usada no teorema anterior, temos que∫ aj

εj

g̃µ,ν(x, y) dxj =
∞∑
k=0

ak

∫ aj

εj

∂

∂xj
Ỹk(x) dxjỸk(y)

= K̃(xa, y)− K̃(xε, y).

Devido ao Lema 4.2.9, K̃(xa, y) é diferenciável com relação a aj. Assim, diferenciando a
relação anterior com respeito a aj obtemos

g̃µ,ν(xa, y) =
∂

∂aj
K̃(xa, y). (4.49)

O resto segue por restrição a Sm−1. Para complementar a prova usa-se um argumento
indutivo similar ao usado no Teorema 4.2.8.



Caṕıtulo 5

Funções real-anaĺıticas no disco
unitário complexo: expansões
uniformemente convergente via
polinômios no disco

Neste caṕıtulo descrevemos os resultados do artigo [MPO11]. O principal resultado aqui
fornece um método para obter explicitamente expansões em termos dos polinômios no
disco, que são uniformemente convergentes, para funções real-anaĺıticas definidas no disco
unitário complexo B[0, 1] := {z ∈ C : |z| ≤ 1}. Os polinômios no disco aparecem muito
frequentemente em problemas onde uma dada função complexa definida em B[0, 1] precisa
ser expandida com relação à um conjunto ortonormal de funções sobre B[0, 1]. Seu uso em
aplicações pode ser ratificado em geometria e ondas óptica para sistemas com aberturas
circulares, como descrito em [Wün05]. Também, os polinômios no disco estão relacionados
com núcleos positivos definidos em Ω2q × Ω2q, onde q é um inteiro maior ou igual a 2 e
Ω2q é a esfera unitária do espaço complexo Cq ([Per00]).

Este caṕıtulo está organizado da seguinte maneira: na Seção 5.1 apresentamos algumas
definições e notações fazendo uma breve introdução ao assunto, enunciamos resultados
básicos, a fim de tornar a prova do principal resultado mais clara, e enunciamos o resultado
principal (Teorema 5.1.2). Na Seção 5.2, provamos o Teorema 5.1.2 e apresentamos uma
versão desse resultado para as funções zonais definidas em Ω2q. Exemplos envolvendo
núcleo positivo definido em Ω2q×Ω2q e o núcleo de Bergman para a bola aberta B(0, 1) :=
{x ∈ C : |z| < 1} são apresentados no final da seção. Na Seção 5.3, aplicaremos o
Teorema 5.1.2 para deduzir uma expansão via polinômios no disco para o núcleo de
Poisson-Szegö para a bola unitária de Cq.

45
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5.1 Enunciado do principal resultado

Sejam m,n e α inteiros não negativos e P
(α,m−n)
n o usual polinômio de Jacobi de grau n

associado com o par (α,m−n) e normalizado de modo que P
(α,m−n)
n (1) = 1. O polinômio

no disco de grau m em z ∈ B[0, 1] := {z ∈ C : |z| ≤ 1} e grau n em z, associado com o
parâmetro α, é o polinômio Rα

m,n definido pela fórmula

Rα
m,n(z) =

{
P

(α,m−n)
n (2zz − 1)zm−n se m ≥ n

P
(α,n−m)
m (2zz − 1)zn−m se m ≤ n.

(5.1)

Se escrevemos z = x+iy, então Rα
m,n(z) é um polinômio de grau m+n em ambas variáveis

x e y. Em coordenadas polares, a definição acima torna-se

Rα
m,n(z) = r|m−n|ei(m−n)θP

(α,|m−n|)
m∧n (2r2 − 1), z = reiθ = x+ iy, (5.2)

As referências [Koo72a, Koo72b] possuem um belo desenvolvimento sobre esses polinômios.
Outras referências relevantes são a tese de Boyd [Boy70], o artigo de Wünche [Wün05] e
referências contidas nele. Em [Wün05], polinômios no disco são chamados de polinômios
de Zernicke generalizados.

O conjunto {Rα
m,n} é um sistema ortogonal completo em L2(B[0, 1],mα), no qual

dmα(z) =
α + 1

π
(1− x2 − y2)αdxdy, z = z + iy ∈ B[0, 1], (5.3)

isto é, ∫
B[0,1]

Rα
m,n(z)R

α
k,l(z)dmα(z) =

δm,kδn,l
hαm,n

, (5.4)

as constantes hαm,n sendo dadas por

hαm,n =
m+ n+ α + 1

α + 1

(
α+m
α

)(
α + n
α

)
. (5.5)

De agora em diante, escreveremos α = q − 2, onde q é um inteiro maior ou igual a
2. Esta notação torna mais fácil estabelecer a conhecida relação entre os polinômios no
disco e a análise na esfera unitária Ω2q de Cq, como pode ser ratificado em [Koo72a].

A fim de descrever o principal resultado deste trabalho, é conveniente recordar uma
versão complexa do Teorema de Taylor ([Kra01, p. 67]).

Lema 5.1.1. Se φ é uma função de classe Ck+1 em uma vizinhança O de 0 em C, então

φ(z) =
∑

m+n≤k

Dm
z D

n
zφ(0)

m!n!
zmzn + o(|z|k), z ∈ O. (5.6)
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Se uma função φ é de classe C∞ numa vizinhança O de 0 em C, o lema anterior
implica que podemos associar a ela a série de Taylor em torno de 0:

Tφ,0(z) =
∞∑

m,n=0

Dm
z D

n
zφ(0)

m!n!
zmzn, z ∈ C. (5.7)

A série de Taylor não precisa convergir para φ em todos os pontos de O, o que motiva
nossa próxima definição. Diremos que uma função φ é real-anaĺıtica em um subconjunto
A de C se sua série de Taylor em torno de 0 existe e coincide com ela em todos os pontos
de A.

Podemos agora enunciar o principal resultado.

Teorema 5.1.2. Seja φ uma função real-anaĺıtica em B[0, 1]. Se a série de Taylor de
φ em torno de 0 é absolutamente convergente em z = 1, então φ admite uma expansão
absoluta e uniformemente convergente na forma

φ(z) =
∞∑

m,n=0

dq,m,nR
q−2
m,n(z), z ∈ B[0, 1], (5.8)

onde

dq,m,n =
(m+ q − 2)!(n+ q − 2)!(m+ n+ q − 1)

(q − 2)!m!n!

∞∑
j=0

Dm+j
z Dn+j

z φ(0)

j!(m+ n+ j + q − 1)!
. (5.9)

Este teorema pode ser interpretado como uma extensão aos complexos de um resultado
originalmente provado em [BDS08].

5.2 Prova do resultado principal e exemplos

A prova do Teorema 5.1.2 é baseada em um resultado que descreve os coeficientes na
expansão de um monômio nas variáveis z e z com relação aos polinômios no disco e em
rearranjos de séries.

O Lema 5.2.1 abaixo foi provado em [Boy70]. Uma prova mais recente apresentada
em [Wün05] descreve os coeficientes da forma citada aqui.

Lema 5.2.1. Se m e n são inteiros não negativos, então

zmzn =
m∧n∑
j=0

cjq,m,nR
q−2
m−j,n−j(z), z ∈ B[0, 1], (5.10)

onde

cjq,m,n :=
m!n!(m− j + q − 2)!(n− j + q − 2)!(m+ n− 2j + q − 1)

(q − 2)!j!(m− j)!(n− j)!(m+ n− j + q − 1)!
, j = 0, . . . ,m ∧ n.



48 A. P. Peron

Se introduzimos o śımbolo de Pochhammer

(m)n =
Γ(m+ n)

Γ(m)
(5.11)

na fórmula definindo cjq,m,n, facilmente vemos que

cjq,m,n =
m!n!

(q − 2)!

(m− j + 1)q−2(n− j + 1)q−2

j!(m+ n− 2j + q − 2)!(m+ n− 2j + q)j
, j = 0, . . . ,m ∧ n. (5.12)

Em particular, temos

cjq,m+j,n+j =
(m+ 1)q−2(n+ 1)q−2

(q − 2)!(m+ n+ q − 2)!

(m+ j)!(n+ j)!

j!(m+ n+ q)j
, m, n, j = 0, 1, . . . . (5.13)

Os polinômios no disco foram definidos de forma que Rq−2
m,n(1) = 1 para todo m e

n. Dessa maneira, é fácil ver que as constantes cjq,m,n que aparecem no lema anterior
satisfazem

m∧n∑
j=0

cjq,m,n = 1. (5.14)

Agora estamos prontos para apresentar a

Prova do Teorema 5.1.2. Substituindo a fórmula (5.10) na expansão de Taylor

φ(z) =
∞∑

k,l=0

Dk
zD

l
zφ(0)

k! l!
zkzl, z ∈ B[0, 1], (5.15)

de φ em torno de 0, deduzimos que

φ(z) =
∞∑

k,l=0

Dk
zD

l
zφ(0)

k! l!

k∧l∑
j=0

cjq,k,lR
q−2
k−j,l−j(z), z ∈ B[0, 1]. (5.16)

Como a normalização para os polinômios de Jacobi que estamos usando aqui implica que
|Rk,l(z)| ≤ 1, para todo k e l, podemos deduzir a estimativa∣∣∣∣∣Dk

zD
l
zφ(0)

k! l!

k∧l∑
j=0

cjq,k,lR
q−2
k−j,l−j(z)

∣∣∣∣∣ ≤ |Dk
zD

l
zφ(0)|

k! l!

k∧l∑
j=0

cjq,k,l|R
q−2
k−j,l−j(z)|

≤ |Dk
zD

l
zφ(0)|

k! l!

k∧l∑
j=0

cjq,k,l

=
|Dk

zD
l
zφ(0)|

k! l!
.
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Se a série de Taylor de φ em torno de 0 é absolutamente convergente em z = 1, então a
série

∑∞
k,l=0 |Dk

zD
l
zφ(0)|/k! l! converge e o M-Teste de Weierstrass implica a convergência

absoluta e uniforme da série em (5.16). Agora, podemos mudar a ordem da soma e então
obtemos

φ(z) =
∞∑
j=0

∞∑
k,l=j

Dk
zD

l
zφ(0)

k! l!
cjq,k,lR

q−2
k−j,l−j(z), z ∈ B[0, 1]. (5.17)

Finalmente, fazendo m = k − j e n = l − j, podemos escrever a igualdade anterior na
forma

φ(z) =
∞∑

m,n=0

(
∞∑
j=0

Dm+j
z Dn+j

z φ(0)

(m+ j)!(n+ j)!
cjq,m+j,n+j

)
Rq−2

m,n(z), z ∈ B[0, 1]. (5.18)

Esta é a mesma fórmula do enunciado do teorema.

Observação 5.2.2. Se a função φ no Teorema 5.1.2 é real-anaĺıtica no disco fechado
centrado em 0 de raio r < 1, a conclusão do teorema ainda vale no disco |z| ≤ r, desde
que a série de Taylor de φ seja absolutamente convergente em z = r.

A seguir, re-escrevemos o Teorema 5.1.2 para funções zonais em Ω2q. Recordamos que
se ζ ∈ Ω2q, uma função f : Ω2q → C é ζ-zonal quando existe uma função φ : B[0, 1] → C
tal que

f(η) = φ(⟨η, ζ⟩), η ∈ Ω2q, (5.19)

onde ⟨·, ·⟩ denota o produto interno usual de Cq. A função φ é usualmente chamada de
função mãe de f .

Teorema 5.2.3. Seja f uma função ζ-zonal. Se a função mãe φ de f satisfaz as hipóteses
do Teorema 5.1.2, então f admite uma expansão absolutamente e uniformemente conver-
gente na forma

f(η) =
∞∑

m+n=0

dq,m,nR
q−2
m,n(⟨η, ζ⟩), η ∈ Ω2q, (5.20)

onde os coeficientes dq,m,n são dados por (5.9).

A seguir apresentamos um exemplo emprestado de [Men97].

Exemplo 5.2.4. Seja φ : C → C dada por

φ(z) = ez+z, z ∈ C. (5.21)

A série de Taylor de φ em torno de 0 é

Tφ,0(z) =
∞∑

m,n=0

zmzn

m!n!
, z ∈ C. (5.22)
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Para ratificar a convergência, consideramos o resto Rk da série de Taylor, i.e.,

Rk(z) =
∑

m+n=k+1

Dm
z D

n
zφ(ξ)

m!n!
zmzn =

∑
m+n=k+1

eξ+ξ

m!n!
zmzn, z ∈ B[0, 1], (5.23)

onde ξ é um ponto no segmento ligando 0 e z. Como |ξ| ≤ |z| ≤ 1, então |eξ+ξ| ≤ e2 e

e−2|Rk(z)| ≤
∑

m+n=k+1

1

m!n!

≤


k + 2

k + 1

2

((k − 1)/2)!((k + 1)/2)!
, k ı́mpar

2

(k/2)!(k/2)!
, k par.

Logo, limk→∞ |Rk(z)| = 0, z ∈ B[0, 1], e podemos escrever

ez+z =
∞∑

m,n=0

1

m!n!
zmzn, z ∈ B[0, 1]. (5.24)

Como a série acima converge absolutamente quando z = 1, aplicamos o Teorema 5.1.2
para concluir que

ez+z =
∞∑

m+n=0

(
∞∑
j=1

cjq,m+j,n+j

(m+ j)!(n+ j)!

)
Rq−2

m,n(z), z ∈ B[0, 1], (5.25)

isto é,

ez+z =
∞∑

m+n=0

(m+ 1)q−2(n+ 1)q−2

(q − 2)!(m+ n+ q − 2)!

(
∞∑
j=0

1

j!(m+ n+ q − 1)j

)
Rq−2

m,n(z), z ∈ B[0, 1],

(5.26)
com convergência absoluta e uniforme da série.

O núcleo bi-zonal K : Ω2q × Ω2q → C, gerado pela função em (5.26),

K(η, ζ) := φ(⟨η, ζ⟩)

pertence a uma das classes descritas em [Men97]. Em particular, ele fornece um exemplo
de um núcleo estritamente positivo definido em Ω2q × Ω2q ([Per00]).

Exemplo 5.2.5. Como é bem conhecido, o núcleo de Bergman em B(0, 1) é o núcleo de
reprodução do espaço de Hilbert A2(B(0, 1)) de funções holomorfas em B(0, 1) as quais
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são quadrado integrável com relação à medida volume ([Kra01, Ohs02]). Ele tem uma
expansão na forma

KB(z, w) =
∞∑
n=0

(n+ 1)znwn, z, w ∈ B(0, 1), (5.27)

a qual é uniformemente convergente em subconjuntos compactos de B(0, 1) × B(0, 1).
Estamos interessados em uma expansão via polinômios no disco para ψ(z) = KB(z, z),
z ∈ B[0, r], r < 1. Claramente, a função ψ satisfaz as condições da Observação 5.2.2, de
modo que

ψ(z) =
∞∑
n=0

(
∞∑
j=0

n+ j + 1

(n+ j)!(n+ j)!
cjq,n+j,n+j

)
Rq−2

n,n (z), z ∈ B[0, r]. (5.28)

Recordando (5.13), obtemos a fórmula

KB(z, z) =
∞∑
n=0

(n+ 1)2q
(q − 2)!(2n+ q − 2)!

(
∞∑
j=0

n+ j + 1

j!(2n+ q)j

)
Rq−2

n,n (z), z ∈ B[0, r], (5.29)

com convergência absoluta e uniforme.

5.3 A expansão para o núcleo de Poisson-Szegö

Nesta seção aplicaremos o Teorema 5.1.2 para deduzir uma expansão para o núcleo de
Poisson-Szegö Pq ([Kra01, Ste72]). Se Bq[0, 1] é a bola unitária fechada centrada em 0 em
Cq, Bq(0, 1) é seu interior e ∆ é o operador de the Laplace-Beltrami associado à métrica
de Bergman em Bq(0, 1), então Pq está relacionado com a solução do bem posto problema
de Dirichlet de encontrar uma função cont́ınua u em Bq[0, 1] tal que ∆(u) = 0 em Bq(0, 1)
e u|Ω2q = f , onde f é uma dada função cont́ınua em Ω2q. A solução é precisamente

u(z) =

∫
Ω2q

Pq(z, ζ)f(ζ)dζ, z ∈ Bq(0, 1), (5.30)

enquanto que uma fórmula fechada para Pq é ([Kra01, p. 57])

Pq(z, ζ) :=
1

w2q

(1− |z|2)q

|1− ⟨z, ζ⟩|2q
, (z, ζ) ∈ Bq(0, 1)× Ω2q, (5.31)

onde w2q é a medida de superf́ıcie de Ω2q. Escrevendo z = rη, r ∈ [0, 1), podemos
re-escrever (5.31) na forma

Pq(rη, ζ) =
1

w2q

(1− r2)q

(1− r ⟨η, ζ⟩)q(1− r ⟨η, ζ⟩)q
, η, ζ ∈ Ω2q. (5.32)
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Assim, Pq(rη, ζ) = φr
q(η · ζ), onde

φr
q(z) :=

1

w2q

(1− r2)q

(1− rz)q(1− rz)q
, z ∈ B[0, 1]. (5.33)

Para obter a série de Taylor de φr
q(z), começamos recordando uma consequência clássica

de série geométrica. Para isso, precisamos primeiro definir a classe Homq(m,n): uma
função f em Ω2q pertence à esta classe se ela é a restrição a Ω2q de um polinômio nas
variáveis z, z ∈ Bq[0, 1] o qual é homogêneo de grau m em z e homogêneo de grau n em
z.

Lema 5.3.1. A seguinte fórmula vale

1

(1− z)q(1− w)q
=

∞∑
m,n=0

M(q,m, n)zmwn, z, w ∈ B(0, 1), (5.34)

onde M(q,m, n) é a dimensão de Homq(m,n).

Prova. Está essencialmente feita em [Koo72a], incluindo a descrição dos coeficientes.

Uma aplicação do Lema 5.3.1 leva-nos à expansão

φr
q(z) =

(1− r2)q

ω2q

∞∑
m,n=0

rm+nM(q,m, n)zmzn, z ∈ B[0, 1]. (5.35)

Como a série é obviamente convergente quando z = 1, segue que φr
q é real-anaĺıtica em

B[0, 1]. Observamos que a série de Taylor de φr
q(z) também pode ser encontrada por

diferenciação direta de (5.33) com relação a z e z. Entretanto, manipulação do resto
é necessária para mostrar que a série de Taylor converge para φr

q(z) enquanto que o
argumento acima já nos fornece isso.

Uma aplicação do Teorema 5.1.2 fornece a seguinte expansão para a função φr
q.

Teorema 5.3.2. A função φr
q tem uma representação absoluta e uniformemente conver-

gente via polinômios no disco na forma

φr
q(z) =

(1− r2)q

(q − 2)!(m+ n+ q − 2)!ω2q

∞∑
m,n=0

rm+n(m+ 1)q−2(n+ 1)q−2

×

(
∞∑
j=0

M(q,m+ j, n+ j)

j!(m+ n+ q)j
r2j

)
Rq−2

m,n(z),

Uma consequência imediata é:
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Corolário 5.3.3. O núcleo de Poisson-Szegö admite uma expansão via polinômios no
disco na forma

Pq(rη, ζ) =
(1− r2)q

(q − 2)!(m+ n+ q − 2)!ω2q

∞∑
m,n=0

rm+n(m+ 1)q−2(n+ 1)q−2

×

(
∞∑
j=0

M(q,m+ j, n+ j)

j!(m+ n+ q)j
r2j

)
Rq−2

m,n(⟨η, ζ⟩),

a qual é absoluta e uniformemente convergente quando η, ζ ∈ Ω2q.

Para encerrar a seção comparamos nosso resultado com a expansão provada por Fol-
land em [Fol75]. Seu principal teorema afirma que

Pq(rη, ζ) =
1

ω2q

∞∑
m,n=0

Sm,n
q (r)N(q,m, n)Rq−2

m,n(⟨η, ζ⟩), (5.36)

com convergência absoluta e uniforme da série para z = rη ∈ B[0, 1] e 0 ≤ r ≤ ρ, para
cada ρ < 1. Nesta expressão, N(q,m, n) :=M(q,m, n)−M(q,m−1, n−1) para m,n ̸= 0,
N(q,m, 0) =M(q,m, 0), N(q, 0, n) =M(q, 0, n) e

Sm,n
q (r) =

F (m,n,m+ n+ q, r2)

F (m,n,m+ n+ q, 1)
, (5.37)

onde F (a, b, c, t) é a função hipergeométrica de t associada a (a, b, c) ([WG89]) definida
por

F (a, b, c, t) =
∞∑
k=0

Γ(a+ k)Γ(b+ k)Γ(c)

Γ(a)Γ(b)Γ(c+ k)

tk

k!
, (5.38)

enquanto

F (m,n,m+ n+ q, 1) = lim
t→1−

F (m,n,m+ n+ q, t) =
Γ(m+ n+ q)Γ(q)

Γ(n+ q)Γ(m+ q)
. (5.39)

Observamos que N(q,m, n) é a dimensão do espaço consistindo de todas funções em Ω2q

as quais são restrições a Ω2q de harmônicos sólidos do tipo (m,n). A referência [Koo72a]
contém mais detalhes sobre esse assunto.

Finalmente, agora é claro que a seguinte fórmula de representação vale para Sm,n
q .

Teorema 5.3.4. Se m e n são inteiros não negativos e r ∈ [0, 1], então

Sm,n
q (r) =

(1− r2)qrm+n

(q − 2)!(m+ n+ q − 2)!N(q,m, n)
(m+ 1)q−2(n+ 1)q−2

×

(
∞∑
j=0

M(q,m+ j, n+ j)

j!(m+ n+ q)j
r2j

)
.
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Caṕıtulo 6

Funções positivas definidas:
diferenciabilidade e analiticidade

Neste caṕıtulo descreveremos os resultados do trabalho [MPP13]. O objetivo deste traba-
lho é obter alguns resultados sobre derivadas de funções positivas definidas em Rm, explo-
rando propriedades conhecidas de núcleos positivos definidos. Especificamente, dada uma
função positiva definida f definida em Rm, usaremos o núcleo associadoK(x, y) = f(x−y).

A ferramenta principal para provar os principais resultados deste caṕıtulo é uma de-
sigualdade que estima as derivadas de uma função positiva definida suave em termos de
suas derivadas de ordem par na origem. Esta estimativa é uma consequência de resultados
conhecidos sobre núcleos positivos definidos, um deles contido em [MOP09].

Este caṕıtulo está organizado da seguinte maneira: na Seção 6.1, enunciamos os prin-
cipais resultados. Na Seção 6.2, fornecemos uma condição suficiente sobre as derivadas
de ordem par na origem para uma função positiva definida ser constante em Rm e damos
um exemplo que mostra que nenhum resultado similar vale se consideramos derivadas de
ordem ı́mpar. A Seção 6.3 contém a prova de um resultado sobre real-analiticidade de
funções positivas definidas, o qual afirma que uma função positiva definida é real-anaĺıtica
sobre uma hipótese similar à clássica caracterização para uma função geral de classe C∞,
mas envolvendo apenas derivadas de ordem par e na origem. Na Seção 6.4, uma estima-
tiva para os conjuntos de convergência da série de Taylor de uma função positiva definida
é fornecida e esta nos permite explicitar um conjunto em Cm onde a função pode ser
estendida holomorficamente.

6.1 Enunciado dos principais resultados

Nesta seção enunciaremos os principais resultados de [MPP13], juntamente com algumas
observações que relacionam nossos resultados com os da literatura existente.

Além das propriedades já citadas na introdução do Caṕıtulo 1, uma outra propriedade
notável de funções positivas definidas está relacionada à sua suavidade:
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Proposição 6.1.1. Seja f : Rm → C uma função positiva definida. Se f é de classe C2n

para algum inteiro n não negativo (resp. C∞), em alguma vizinhança da origem, então
f ∈ C2n(Rm) (resp. C∞(Rm)).

Esta propriedade é uma consequência do Teorema de Bochner, que diz que uma função
positiva definida é caracterizada pela transformada de Fourier de uma medida positiva
finita. Sua prova pode ser encontrada, por exemplo, em [Don69, p.186] ou [Wen05, p.77].

A desigualdade (1.4) implica que se f(0) = 0, então f é identicamente nula. Nosso pri-
meiro resultado estende essa propriedade mostrando que se uma função positiva definida
tem certas derivadas de ordem par nulas na origem então ela é constante:

Teorema 6.1.2. Seja f : Rm → C uma função positiva definida de classe C2n em alguma
vizinhança da origem, para algum inteiro positivo n. Assuma que D2lejf(0) = 0, para
algum l ∈ {1, . . . , n} e todo j = 1, . . . ,m. Então, f é constante em Rm.

No caso m = 1 este teorema coincide com o Teorema 3.1 em [BP11]. Observamos
que, surpreendentemente, nem todas derivadas de ordem 2l aparecem no enunciado, mas
apenas as derivadas de ordem 2l com relação às mesma variável xj, j = 1, . . . ,m. Este
teorema está provado na Seção 6.2.

Na Seção 6.3, fornecemos uma condição que garante real-analiticidade de uma função
positiva definida. Para garantir que uma função geral de classe C∞ seja real-anaĺıtica
usualmente precisamos estimar todas suas derivadas em algum conjunto aberto (veja Lema
6.3.1); entretanto, no caso de funções positivas definidas, verifica-se que real-analiticidade
pode ser garantida pela condição abaixo, que envolve apenas certas derivadas de ordem
par (aquelas com multi-́ındice da forma 2α : α ∈ Zm

+ ) e apenas na origem:

Hipótese Hra: existem constantes positivas d e R tais que

|D2αf(0)| ≤ d
(2α)!

R|2α| , (6.1)

para todo multi-́ındice α ∈ Zm
+ .

Teorema 6.1.3. Seja f : Rm → C uma função positiva definida de classe C∞ em alguma
vizinhança da origem, satisfazendo a Hipótese Hra. Então, f é real-anaĺıtica em Rm.

Novamente, este teorema se reduz ao Teorema 4.3-(i) em [BP11] quando m = 1.
Finalmente, na Seção 6.4, estendemos o Teorema 4.3-(ii) em [BP11], no qual é dada

uma faixa maximal em C, onde uma função positiva definida real-anaĺıtica f (de uma
variável real) pode ser estendida holomorficamente. Nosso resultado está detalhado na
Proposição 6.4.4; um enunciado simplificado é o seguinte:

Teorema 6.1.4. Seja f : Rm → C uma função positiva definida de classe C∞ em al-
guma vizinhança da origem, satisfazendo a Hipótese Hra. Então, f pode ser estendida
holomorficamente ao conjunto

{z = (z1, . . . , zm) ∈ Cm : |Im(zj)| < R, j = 1, 2, . . . ,m} . (6.2)
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A ferramenta fundamental para provar todos os resultados acima é uma propriedade
similar a (1.4), mas envolvendo derivadas de f , e está contida na Proposição 6.2.2 na
Seção 6.2. De um modo geral, ela diz que as derivadas de uma função positiva definida
suave podem ser estimadas em termos de suas derivadas de ordem par na origem. A
estimativa é uma consequência de resultados conhecidos sobre núcleos positivos definidos
em Rm × Rm (veja o Teorema 4.1.7 e a Proposição 6.2.1).

6.2 Diferenciabilidade

A proposta desta seção é transpor o principal resultado da Seção 4.1 e um resultado de
[FM12] sobre núcleos positivos definidos, para o caso de funções positivas definidas, e
então provar o Teorema 6.1.2. Tais resultados estendem a Rm um resultado de [BP06].
Especificamente, faremos uso do Teorema 4.1.7 e da seguinte proposição, cuja prova faz
uso de técnicas de análise funcional clássica, após escrever o núcleo como uma expansão
de Mercer:

Proposição 6.2.1. ([FM12]) Se K ∈ C2n(O×O) é um núcleo positivo definido, então a
seguinte desigualdade vale:

|Dα,β
x,yK(x, y)|2 ≤ Dα,α

x,yK(x, x)Dβ,β
x,yK(y, y), x, y ∈ O , (6.3)

sempre que |α|, |β| ≤ n.

Para o caso de uma função positiva definida, obtemos o seguinte resultado, explorando
também a Proposição 6.1.1.

Proposição 6.2.2. Seja f : Rm → C uma função positiva definida. Assuma que f é de
classe C2n em alguma vizinhança da origem, para algum inteiro positivo n. Então,

(i) cada função
fα := (−1)|α|D2αf, |α| ≤ n, (6.4)

é positiva definida de classe C2(n−|α|)(Rm);

(ii) a seguinte desigualdade vale:

|Dα+βf(x)|2 ≤ (−1)|α+β|D2αf(0)D2βf(0), x ∈ Rm, (6.5)

sempre que |α|, |β| ≤ n.

Prova. Pela Proposição 6.1.1, f ∈ C2n(Rm) e então K(x, y) := f(x − y) é um núcleo
positivo definido de classe C2n(Rm × Rm). Usando a regra da cadeia é fácil ver que

Dα,β
x,yK(x, y) = D0,β

x,y [(D
αf)(x− y)] = (−1)|β|Dα+βf(x− y), x, y ∈ Rm. (6.6)
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Em particular, para |α| ≤ n,

(−1)|α|D2αf(x− y) = Dα,α
x,yK(x, y), x, y ∈ Rm. (6.7)

Como Dα,α
x,yK é um núcleo positivo definido de classe C2(n−|α|)(Rm × Rm) (pelo Teorema

4.1.7), a equação (6.7) implica que fα é uma função positiva definida em Rm. Finalmente,
de (6.3) e (6.6), segue que

|Dα+βf(x)|2 = |Dα,β
x,yK(x, 0)|2

≤ Dα,α
x,yK(x, x)Dβ,β

x,yK(0, 0)

= (−1)|α|+|β|D2αf(0)D2βf(0), x ∈ Rm,

sempre que |α|, |β| ≤ n.

Observe que o lado direito em (6.5) é não negativo pois ambas as funções (−1)|α|D2αf
and (−1)|β|D2βf são positivas definidas e portanto são não negativas na origem. Pela
mesma razão, a Hipótese Hra pode ser escrita como

0 ≤ (−1)|α|D2αf(0) ≤ d
(2α)!

R|2α| .

Finalmente, observe que a afirmação (ii) na proposição acima é verdadeira também para
n = 0, quando se reduz à conhecida relação (1.4).

Estamos agora prontos para fornecer a

Prova do Teorema 6.1.2. Fixe j ∈ {1, . . . ,m} e suponha que D2lejf(0) = 0.
Mostraremos que D2ejf(0) = 0.
Se l = 1, não há o que ser provado. Assim, assumimos l > 1 e definimos a sequência não
crescente {kp} de números pares fazendo k1 = 2l e

kp+1 =

{
kp/2 se kp/2 é par
kp/2 + 1 se kp/2 é ı́mpar

, p = 1, 2, . . . .

Observe que existe um ı́ndice p(l) dependendo de l tal que kp = 2, para todo p ≥ p(l).
Agora, provaremos, por indução, que

Dkpejf(0) = 0, para todo inteiro positivo p. (6.8)

Para p = 1, temos k1ej = 2lej e então (6.8) é verdadeiro pela hipótese. Suponha agora
que Dkpejf(0) = 0 para algum inteiro positivo p. Usando a Proposição 6.2.2-(ii), com
α = 0 e β = (kp/2)ej, obtemos

|D(kp/2)ejf(x)|2 ≤ (−1)kp/2f(0)Dkpejf(0) = 0, x ∈ Rm. (6.9)
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Assim,
D(kp/2)ejf(x) = 0, x ∈ Rm (6.10)

e como consequência
D((kp/2)+1)ejf(x) = 0, x ∈ Rm. (6.11)

Logo,
Dkp+1ejf(x) = 0, x ∈ Rm, (6.12)

em particular, Dkp+1ejf(0) = 0. Portanto, Dkpejf(0) = 0 para todo p = 1, 2, . . .. Agora,
quando p = p(l), temos kp(l)ej = 2ej.

Para finalizar a prova, aplicamos novamente a Proposição 6.2.2-(ii), agora com α = ej
e β = 0:

|Dejf(x)|2 ≤ −f(0)D2ejf(0) = 0, x ∈ Rm. (6.13)

Portanto, Dejf ≡ 0, para cada j = 1, 2, . . . ,m, implicando que f é constante em Rm.

Observação 6.2.3. Nenhum análogo ao Teorema 6.1.2 vale para derivadas de ordem
ı́mpar, na verdade, a função positiva definida dada na equação (1.7):

f(x) = exp(−||x||2), x ∈ Rm, (6.14)

é um exemplo simples onde D(2l+1)ejf(0) = 0, para cada j = 1, 2, . . . ,m e l = 0, 1, . . .,
mas f não é constante.

6.3 Real-analiticidade

Nesta seção damos uma breve introdução às funções real-anaĺıticas, seguindo [BM48,
Hof75, Kra01], e provamos o Teorema 6.1.3.

O conceito de real-anaĺıticidade está relacionado à série de potências. Uma série de
potências de várias variáveis centrada em y ∈ Rm é uma série da forma∑

α∈Zm
+

aα(x− y)α , (6.15)

onde {aα : α ∈ Zm
+} ⊆ C e x ∈ Rm.

Consideraremos a série de potências (6.15) apenas em subconjuntos de Rm onde ela con-
verge absolutamente: ∑

α∈Zm
+

|aα(x− y)α| <∞; (6.16)

sobre esta condição, (6.15) é invariante com respeito à rearranjamentos, e assim seus
termos podem ser somados em qualquer ordem sem afetar o resultado (para uma discussão
sobre como a teoria de série de potências pode ser afetada pela forma como é definida sua
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convergência, quando apenas convergência conditional é assumida, veja [AW72]).
Seja f uma função complexa definida em um conjunto aberto O ⊆ Rm. Dizemos que f
é uma função real-anaĺıtica se para cada y ∈ O existem uma vizinhança Vy de y e uma
série da forma (6.15), absoluta e uniformemente convergente em Vy, tais que

f(x) =
∑
α∈Zm

+

ayα(x− y)α , x ∈ Vy; (6.17)

aqui os coeficientes ayα dependem de y (veja [Kra01, p. 100]). Um resultado bem conhecido
que fornece uma caracterização para um função de classe C∞ ser real-anaĺıtica é:

Lema 6.3.1. ([KP02, p. 34]) Seja f uma função em C∞(O) para algum conjunto aberto
O ⊂ Rm. Então, f é real-anaĺıtica em O se, e somente se, para cada y ∈ O, existem uma
bola aberta U , com y ∈ U ⊂ O, e constantes positivas M e r tais que

|Dαf(x)| ≤M
α!

r|α|
, x ∈ U, (6.18)

para todos multi-́ındices α ∈ Zm
+ .

Provaremos agora o Teorema 6.1.3, o qual afirma que, no caso de funções positivas
definidas, real-analiticidade pode ser garantida por uma estimativa similar a (6.18), mas
envolvendo apenas as derivadas com multi-́ındice tendo todas entradas pares, e apenas na
origem: Hipótese Hra.

É interessante notar que, para funções gerais, uma estimativa sobre as derivadas em
um único ponto não é suficiente para garantir analiticidade: um exemplo clássico é dado
por

g(x) =

{
1− e−1/||x||2 se x ̸= 0 ,

1 se x = 0 ,

o qual tem todas as derivadas na origem iguais a zero, mas não é anaĺıtica em qualquer
vizinhança da origem. Como uma consequência, g não pode ser positiva definida em Rm,
apesar de satisfazer (1.2-1.4) e ter gráfico qualitativamente similar a (6.14). Na verdade,
se g fosse positiva definida, então o Teorema 6.1.2 implicaria que ela é constante.

Prova do Teorema 6.1.3. Como f é de classe C∞ em alguma vizinhança da origem,
pela Proposição 6.1.1, f ∈ C∞(Rm). Mostraremos que existem M, r > 0 para os quais
(6.18) vale para todo x ∈ Rm e todos multi-́ındices α.
Fixe α ∈ Zm

+ e considere γ e β multi-́ındices tais que

α = γ + β, (6.19)

onde |γ| = |β| se |α| é par e |γ| = |β|+ 1 se |α| é ı́mpar.
Usando a Proposição 6.2.2-(ii) obtemos

|Dαf(x)|2 = |Dγ+βf(x)|2 ≤ |D2γf(0)||D2βf(0)|, x ∈ Rm. (6.20)
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Então, (2.1) e (6.1) implicam que

|Dαf(x)|2 ≤ d2
(2γ)!

R|2γ|
(2β)!

R|2β| ≤ d2
|2γ|!
R|2γ|

|2β|!
R|2β| =

d2

R2|α| |2γ|!|2β|!, x ∈ Rm . (6.21)

Agora, temos {
|2γ| = |2β| = |α| se |α| é par,

|2γ| = |α|+ 1, |2β| = |α| − 1 se |α| é ı́mpar;

o que implica

|2γ|!|2β|! =

{
(|α|!)2 se |α| é par,

(|α|!)2 |α|+1
|α| se |α| é ı́mpar,

e então |2γ|!|2β|! ≤ 2(|α|!)2. Assim, (6.21) torna-se

|Dαf(x)|2 ≤ 2d2
(|α|!)2

R2|α| , x ∈ Rm. (6.22)

Usando (2.1),

|Dαf(x)| ≤
√
2 d

|α|!
R|α| ≤

√
2 dm|α| α!

R|α| =
√
2 d

α!

(R/m)|α|
, x ∈ Rm. (6.23)

Escrevendo r = R/m eM =
√
2 d, a estimativa (6.18) está provada para todo multi-́ındice

α. Portanto, o Lema 6.3.1 implica que f é real-anaĺıtica em Rm.

6.4 Extensão holomorfa

Nesta seção caracterizamos um conjunto em Cm onde, sobre a Hipótese Hra, uma função
positiva definida de classe C∞ pode ser estendida holomorficamente. Este conjunto está
relacionado com o domı́nio de convergência da série de Taylor da função.

Começamos fixando algumas definições e notações e enunciano alguns resultados bási-
cos sobre série de potências e funções holomorfas, a fim de deixar as provas dos principais
resultados mais claras.

A noção de domı́nio de convergência para uma série de potências de várias variáveis
como (6.15) não é tão simples quanto no caso de uma variável, real ou complexa (veja
[Hof75, Kra01, Nis01, Sha92]).
Podemos considerar um tipo especial de conjunto de convergência (veja [Hof75]), descrito
por um raio de convergência escalar ry o qual é definido por

ry := sup

t ≥ 0 :
∑
α∈Zm

+

|aα(x− y)α| <∞, x ∈ P (y, t)

 , (6.24)
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onde P (y, t) é o retângulo aberto simétrico

P (y, t) := {x ∈ Rm : |xj − yj| < t, j = 1, 2, . . . ,m}. (6.25)

Entretanto, dada a série (6.15), podemos considerar uma função das variáveis com-
plexas z = (z1, . . . , zm) ∈ Cm, definida por uma série com os mesmos coeficientes como
(6.15), centrada em w = (y1 + 0i, . . . , ym + 0i) ∈ Cm:

Fy(z) :=
∑
α∈Zm

+

aα(z − w)α, z ∈ Cm . (6.26)

Pelo Lema de Abel ([Kra01, p. 101]), esta série converge para a função holomorfa Fy no
retângulo complexo simétrico

PC(w, ry) := {z ∈ Cm : |zj − wj| < ry, j = 1, 2, . . . ,m}.

Mais geralmente, podemos considerar um polidisco da forma

U(w, r) := {z ∈ Cm : |zj − wj| < rj, j = 1, . . . ,m}, (6.27)

onde r = (r1, . . . , rm) ∈ Rm, o qual é chamado um polidisco de convergência da série
em (6.26) se a série converge (para alguma reordenação) nele, mas em qualquer polidisco
U(w, r′) com r′j ≥ rj, j = 1, . . . ,m, e pelo menos uma dessas desigualdades estrita,
existem pontos nos quais (6.26) não converge. Os raios ri deste polidisco são chamados
raios conjugados de convergência e satisfazem o seguinte análogo multidimensional da
fórmula de Cauchy-Hadamard ([Nis01, Sha92]):

lim sup
n→∞

n

√
max
|α|=n

{|aα|rα} = 1. (6.28)

De fato, o seguinte resultado vale:

Lema 6.4.1. Se r satisfaz (6.28) para a série de potências (6.26), então a série converge
em U(w, r) mas não converge em todo ponto de U(w, ρr) se ρ > 1. Na verdade, ela não
converge em qualquer z ∈ Cm tal que |zj − wj| = crj, j = 1, . . . ,m, e c > 1.

Prova. Sem perda de generalidade assumimos w = 0.
Seja 0 < t < c < 1; pela definição de lim sup, existe um inteiro positivo n0 tal que

n
√
|aα|rα ≤ n

√
max
|α|=n

{|aα|rα} ≤ 1

c
, ∀α : |α| = n ≥ n0. (6.29)

Logo, se z ∈ U(0, tr),

|aαzα| = |aα|rα
∣∣∣∣∣
m∏
j=1

(
zj
rj

)αj

∣∣∣∣∣ < 1

cn
t|α| =

(
t

c

)n

, ∀α : |α| = n ≥ n0 .



Funções e núcleos positivos definidos 63

Como a série de potências
∑

α∈Zm
+
(t/c)|α| converge (veja [Hof75, p. 193]), conclúımos

que
∑

α∈Zm
+
aαz

α converge absolutamente em U(0, tr), para todo t < 1, então em U(0, r)

também.
Agora, se ρ > 1, seja c tal que ρ > c > 1. Pela definição de lim sup,

|α|
√
|aα|rα ≥ 1

c
(6.30)

para infinitamente muitos multi-́ındices α.
Se z̃ ∈ U(0, ρr) é tal que |z̃j| = crj, j = 1, . . . ,m, então

|aαz̃α| = |aα|rα
∣∣∣∣∣
m∏
j=1

(
z̃j
rj

)αj

∣∣∣∣∣ = |aα|rαc|α| ≥ 1 (6.31)

para infinitamente muitos multi-́ındices α. Assim, a série
∑

α∈Zm
+
aαz̃

α não pode convergir

(para qualquer reordenação de seus termos).

Finalmente, o domı́nio de convergência Dy de (6.26) é definido como o interior do
conjunto dos pontos z ∈ Cm nos quais esta série converge para alguma ordem de seus
termos, e ele pode ser coberto por polidiscos de convergência (veja também [GF76, KP02]).

Se uma função f é de classe C∞ em um conjunto aberto O ⊆ Rm, então para cada
y ∈ O podemos definir sua série de Taylor centrada em y como

Tf,y(x) =
∞∑

α∈Zm
+

Dαf(y)

α!
(x− y)α, x ∈ Rm. (6.32)

Se f é também real-anaĺıtica, então para cada y ∈ O, sua série de Taylor centrada em
y converge absolutamente para f em alguma vizinhança Vy de y. Neste caso, a extensão
holomorfa de f é a função F de variáveis complexas z ∈ Cm a qual satisfaz

F (z) = Fy(z) :=
∑
α∈Zm

+

Dαf(y)

α!
(z − w)α, z ∈ Dy, w = y + i0, y ∈ Rm, (6.33)

onde Dy é o domı́nio de convergência da série no lado direito; esta definição está bem
formulada pois, quando z ∈ Dy ∩ Dy′ , temos Fy(z) = Fy′(z) pelo Teorema 5 em [BM48,
p. 34].

A proposta desta seção é estimar o subconjunto de Cm no qual nossa função positiva
definida f pode ser estendida holomorficamente. Precisaremos obter raios de convergência
para a série de Taylor de f , para isto, definimos o seguinte conjunto de raios normalizados:

ℜ :=

{
r = (r1, . . . , rm) ∈ Rm: rj ≥ 0 , j = 1, . . . ,m, and max

j=1,...,m
rj = 1

}
. (6.34)

Primeiro, provamos o seguinte lema.
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Lema 6.4.2. Seja f : Rm → C uma função positiva definida de classe C∞ em alguma
vizinhança da origem, satisfazendo a Hipótese Hra.
Dado r ∈ ℜ, defina

lr := lim sup
n→∞

2n

√
max
|α|=n

{
|D2αf(0)|
(2α)!

r2α
}
. (6.35)

Então

lr ≤ 1

R
, (6.36)

hr(y) := lim sup
k→∞

k

√
max
|α|=k

{
|Dαf(y)|

α!
rα
}

≤ lr , y ∈ Rm , (6.37)

hr(0) = lr . (6.38)

Prova. Sejam n um inteiro positivo e α ∈ Zm
+ com |α| = n. Usando (6.1) obtemos

|D2αf(0)|
(2α)!

≤ d

R2|α| =
d

R2n
. (6.39)

Assim,

max
|α|=n

{
|D2αf(0)|
(2α)!

r2α
}

≤ d

R2n
. (6.40)

Portanto,

lr = lim sup
n→∞

2n

√
max
|α|=n

{
|D2αf(0)|
(2α)!

r2α
}

≤ lim sup
n→∞

2n

√
d

R2n
=

1

R
<∞ . (6.41)

Agora provamos (6.37). Para isso, fixe y ∈ Rm e escreva α ∈ Zm
+ como

α = γ + β,

onde γ e β são escolhidos de modo que{
|γ| = ⌈|α|/2⌉, 2γj ≤ αj + 1, j = 1, . . . ,m ,

|β| = ⌊|α|/2⌋, 2βj ≤ αj + 1, j = 1, . . . ,m ;
(6.42)

aqui ⌊x⌋ (resp. ⌈x⌉) é definido como o maior inteiro z ≤ x (resp. o menor inteiro z ≥ x).
As condições (6.42) sempre podem ser satisfeitas considerando-se βj = γj = αj/2 quando
αj é par e alternando βj = γj − 1 = ⌊αj/2⌋ e γj = βj − 1 = ⌊αj/2⌋ para aqueles ı́ndices j
para os quais αj é ı́mpar.
Usando a Proposição 6.2.2-(ii) e a relação rα = rγrβ, obtemos

|Dαf(y)|
α!

rα ≤
√

|D2γf(0)|
√
|D2βf(0)|

α!
rα

=

√
|D2γf(0)|

α!
r2γ

√
|D2βf(0)|

α!
r2β.
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Agora, por (6.42) e como (2γ)! ≤ (α + 1 )! = α!
∏m

j=1(αj + 1) ≤ α!(|α|+ 1)m (e o mesmo
vale para β), temos

|Dαf(y)|
α!

rα ≤

√
|D2γf(0)|
(2γ)!

r2γ

√
|D2βf(0)|
(2β)!

r2β(|α|+ 1)m.

Como uma consequência,

max
|α|=n

{
|Dαf(y)|

α!
rα
}

≤

√
max

|γ|=⌈n/2⌉

{
|D2γf(0)|
(2γ)!

r2γ
}√

max
|β|=⌊n/2⌋

{
|D2βf(0)|
(2β)!

r2β
}
(n+ 1)m.

Logo,

n

√
max
|α|=n

{
|Dαf(y)|

α!
rα
}

≤

≤ 2n

√
max

|γ|=⌈n/2⌉

{
|D2γf(0)|
(2γ)!

r2γ
}

2n

√
max

|β|=⌊n/2⌋

{
|D2βf(0)|
(2β)!

r2β
}

n
√
(n+ 1)m. (6.43)

Agora,

lim sup
n→∞

2n

√
max

|γ|=⌈n/2⌉

{
|D2γf(0)|
(2γ)!

r2γ
}

=

= lim sup
n→∞

(
2⌈n/2⌉

√
max

|γ|=⌈n/2⌉

{
|D2γf(0)|
(2γ)!

r2γ
}) 2⌈n/2⌉

2n

=
√
lr (6.44)

e, da mesma forma,

lim sup
n→∞

2n

√
max

|β|=⌊n/2⌋

{
|D2βf(0)|
(2β)!

r2β
}

=
√
lr .

Além disso, limn→∞
n
√
(n+ 1)m = 1, então, tomando o lim sup em (6.43), obtemos

hr(y) = lim sup
n→∞

n

√
max
|α|=n

{
|Dαf(y)|

α!
rα
}

≤ lr. (6.45)

Conclúımos provando (6.38): nas sequências em (6.35) e (6.37) podemos comparar os
termos com k = 2n quando y = 0, e obtemos

2n

√
max
|α|=n

{
|D2αf(0)|
(2α)!

r2α
}

≤ 2n

√
max
|α|=2n

{
|Dαf(0)|

α!
rα
}
;
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pois no lado direito aparecem todos os termos do lado esquerdo, juntamente com outros
termos. Então, restringindo a uma subsequência,

hr(0) ≥ lim sup
n→∞

2n

√
max
|α|=2n

{
|Dαf(0)|

α!
rα
}

≥ lim sup
n→∞

2n

√
max
|α|=n

{
|D2αf(0)|
(2α)!

r2α
}

= lr . (6.46)

Isto conclui a prova do lema.

Observe que lr e R dependem apenas das derivadas de ordem par de f na origem,
então, como uma consequência do Lema 6.4.2, obtemos uma estimativa para os polidiscos
de convergência da série de Taylor centrada em qualquer y ∈ Rm, que depende apenas
dessas derivadas:

Corolário 6.4.3. Dada f como no Lema 6.4.2, para todo r ∈ ℜ e y ∈ Rm, a série
em (6.33) converge em U(y + i0, r/hr(y)), mas existem pontos onde ela não converge em
U(y + i0, ρr/hr(y)) se ρ > 1 (resp., converge em U(y + i0, tr) para todo t > 0 no caso
especial hr(y) = 0).
Em particular, ela converge nos dois conjuntos

U(y + i0, r/lr) ⊇ U(y + i0, Rr).

Finalmente, a série converge nos três retângulos simétricos complexos

PC(y + i0, 1/hr̂(y)) ⊇ PC(y + i0, 1/lr̂) ⊇ PC(y + i0, R) ,

onde r̂ := (1, . . . , 1).

Prova. Por (6.37),

lim sup
k→∞

k

√
max
|α|=k

{
|Dαf(y)|

α!

(
r

hr(y)

)α}
= 1, y ∈ Rm ; (6.47)

então nossa primeira afirmação segue do Lema 6.4.1 quando hr(y) ̸= 0. Se hr(y) = 0
um argumento similar aquele da primeira parte da prova do Lema 6.4.1 prova que a série
converge em U(y + 0i, tr) para qualquer t > 0: de fato, se 0 < t < c então (6.29) vale e
então temos convergência em U(y + 0i, tr).

A convergência em U(y+i0, r/lr) e em U(y+i0, Rr) segue imediatamente, pois hr(y) ≤
lr ≤ 1/R.

A última afirmação segue observando que U(y + i0, r̂) = PC(y + i0, 1).

Podemos agora enunciar o principal resultado desta seção, o qual especifica um con-
junto onde uma função positiva definida real-anaĺıtica pode ser estendida holomorfica-
mente. O Teorema 6.1.4 segue imediatamente.
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Proposição 6.4.4. Seja f : Rm → C uma função positiva definida de classe C∞ em
alguma vizinhança da origem, satisfazendo a Hipótese Hra. Então, f pode ser estendida
holomorficamente a união de polidiscos:

H :=
∪

y∈Rm

∪
r∈ℜ

U (y + i0, r/hr(y)) . (6.48)

Em particular, um subconjunto de H o qual depende apenas das derivadas de f de ordem
par na origem é a seguinte vizinhança de Rm em Cm:∪

r∈ℜ

{z ∈ Cm : |Im(zj)| < rj/lr, j = 1, 2, . . . ,m} . (6.49)

Finalmente, (6.49) é maximal no sentido que f não pode ser estendida holomorficamente
a ∪

r∈ℜ

{z ∈ Cm : |Im(zj)| < ρrrj, j = 1, 2, . . . ,m} (6.50)

se ρr > 1/lr para algum r ∈ ℜ.

Prova da Proposição 6.4.4 e do Teorema 6.1.4. Pelo Teorema 6.1.3, f é real-
anaĺıtica em Rm. Assim, podemos definir sua extensão holomorfa como em (6.33).

Pelo Corolário 6.4.3, para um y ∈ Rm fixado, a série no lado direito de (6.33) converge,
para um dado r ∈ ℜ, no conjunto U (y + i0, r/hr(y)). Então seu domı́nio de convergência
é
∪

r∈ℜ U (y + i0, r/hr(y)). Na verdade, todos polidiscos de convergência aparecem na
união.

A função f pode então ao conjunto H definido em (6.48): a união dos domı́nios de
convergência desta série.

Como U(y + i0, r/lr) ⊆ U (y + i0, r/hr(y)), um subconjunto de H é∪
y∈Rm

∪
r∈ℜ

U(y + i0, r/lr) , (6.51)

o qual é o mesmo que (6.49).
Entretanto, como hr(0) = lr, f não pode ser estendida ao conjunto (6.50) se todos ρr >
1/lr.

Finalmente, se consideramos apenas r̂ ∈ ℜ como no Corolário 6.4.3, e usamos lr̂ ≤ 1/R,
obtemos o conjunto simétrico (6.2).
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