2a. Lista de Exercicios SMA 0354 - Célculo II - Curso Coordenado
atualizada em 22/10/2019

Curvas Parametrizadas: reta tangente, reta normal, limite, comprimento de arco.

Exercicio 1 Fag¢a um esbogo do tra¢o da curva parametrizada plana f(t) = (x(t),y(t)), onde as
fungoes coordenadas x(t) e y(t) sao dadas a sequir, determinando primeiro uma relagdo entre x ey
por eliminacdo da varidvel t. Por exemplo, Para x(t) = t2 y(t) =t — 3 tem-se x = (y + 3)2. Inclua a
orientacdo do traco em seu esbogo.
(a) z(t) =t —2, y(t) =2t +3
) =t2+1, y{t) =2 -1
x(t) =4t -5, y(t) = 2t + 3

)= el y(t) = ¢
e) z(t) =t2, y(t) = 2Int
) z(t) = cos2t, y(t) = sen2t

Exercicio 2 Faca o esbo¢o do traco de cada curva parametrizada abaizo indicando a sua orientacdo:

(a) t — (sent,cost), t € [0,2m].

(b) t — (sen2t,cos2t), t € [0, 27].

(c) t — (bcost,2sent), t € [0, 27].

(d) t (t t3) t e [-3,3].

(e) t = (t4,12), t € [-1,1].

(f) t— (cost sent, 1), t € [0,7/2].

(g9) t — (cost, sent,t), t € [0,27].

(h) t — (cost, sent,cost), t € [0,4n].

(i) t— (2—1t,3+1t,t), t€0,1].

(j) t — (cos2tcost,cos2tsent), t € [0,27].

(k) t — ((2 + 2sent) cost, (2 + 2sent) sent), t € [0, 27].
(1) t — ((2+ 2cost) cost, (2 + 2cost) sent), t € [0, 27].
(m) t— ((2+4cost)cost, (2 + 4cost)sent), t € [0,27].

Exercicio 3 Para cada item abaizo, encontre pelo menos duas func¢oes a valores vetoriais r(t) =
(x(t),y(t)) e s(t) = (a(t), 5(t)) distintas satisfazendo a equacao dada. (Conclui-se, assim, que uma
parametriza¢dao de uma curva nunca € unica.)
(a) y=2%-5
(0) y \f
(c) 22 +y /4 =1
(d) (z—1)* + (y —4)* = 4
Exercicio 4 Em cada item abaizo tem-se curvas contidas em quddricas. Determine uma parame-
trizacao para estas curvas:

(a){4x2+9y2:1 (b){4x2+9y2+22:1 (){43: —|—9y =1

z=1 z=1y 992 + 22 =1

Exercicio 5 Verifique se existe tlinta F(t) para:
—to

(a) F(t) = <ﬁ1,t2,tt1), to =

t—1
(b) F(t) = (tgt?’t egtt 1,t3>, to =0

3 _ COS|\ 7T
@ P = (=g 2 ). 1 =2
w»mwz(QJﬁ,m—o



Exercicio 6 Verifiqgue se a curva parametrizada r(t) € regular no ponto r(tg). Se for, determine a
equagao da reta tangente a tal curva no ponto r(tg). Faga também um esbogo:

(a) 7(t) = (cos2t, sen2t), ty = 0.

(b) r(t) = (1 — sent, 1 — cost), ty = .

(c) r(t) = (12, t2,t%), to = 0.

(d) 7(t) = ((2+ 2cost) cost, (2 + 2 cost)sent), to = .

Exercicio 7 Determine se as curvas parametrizadas dadas tém reta normal no ponto r(ty) para to
dado abaizo. Se sim, determine-as.

(a) r(t) = (cos2t, sen2t), to = 0.
(b) r(t) = (1 — sent,1 — cost), to = .
(c) r(t) = (3, %), to = 0.

Exercicio 8 Considere a curva parametrizada r(t) = (t2,2t> + 1,t3), t € R. Verifique se tal curva
admite reta tangente paralela ao vetor v = (1,2,3). Se sim, em qual(quais) ponto(s) da curva isso
ocorre?

Exercicio 9 Considere a curva parametrizada por x(t) = asena sent, y(t) = bcosa sent, z(t) =

ccost para t > 0, onde a,b,c,a sdo constantes fizadas nao nulas.

2 2 2
y z
b2+ =1.

(b) Mostre que C' também estd contido num plano que contem 0 €eizo-z.
(¢) Faga um esbogo da curva. Sugestdo: pense primeiramente no caso em que a =b = c.

(a) Mostre que a curva C' estd contida no el@psozde

Exercicio 10 Sejam f: ]Ja,b[— R, z: ]Ja,b[— R, y: |a,b[— R, z: ]a,b|—= R, Z: ]a,b|—= R, §: Ja,b[— R
Z: la,b[— R fungoes diferencidveis. Defina

T(t) = (:c(t),y(t),z(t)) € 7Z(t) = (j(t)7g(t)72(t))ﬂ t G}a,b[.

(a) Escreva as expressoes de
(al) f(t)r(t), t €a,b].

(a2) r(t)-7(t), t €]a, b, onde - simboliza produto escalar de vetores.
(a3) r(t) x 7(t), t €]a,b], onde x simboliza produto vetorial de vetores.
(

(

(

b) Mostre que %[f(t)r(t)] = f'(t)r(t) + f()r'(t).

)
¢) Mostre que % [r(t) - 7(t)] = 7' (t) - 7(t) + r(t) - 7 (¢).
d
X

d) Mostre que ﬁ[ r(t) x 7(t)] = ' (t) x #(t) +7(t) x 7 (¢).

Exercicio 11 Verifique que se uma curva plana representa o deslocamento de wma particula e se
esta particula tem vetor velocidade perpendicular ao seu vetor posicdo, entdo ela se move sobre uma
circunferéncia centrada na origem.

Exercicio 12 Sejar(t) = (f(t), g(t)) funcao vetorial duas vezes diferencidvel. Se ela fornece a posi¢ao
de uma particula no instante t e se para todot o médulo da velocidade da particula € constante, conclua
que o vetor aceleragao da curva € ortogonal ao vetor velocidade para todo t. Lembrando que r'(t) é o
vetor velocidade e r"(t) o vetor aceleragdo.



Exercicio 13 Suponha que o vetor acelarag¢do de uma particula seja dado por a(t) = (ef, (t—1)%). Se

no instante t = 0 a particula encontrava-se no ponto (1,1) com velocidade v = (1,2) onde ela estard
emt =207

Exercicio 14 Seja f : [a,b] — R"™ curva parametrizada com derivada continua em [a,b]. Sendo o
comprimento desta curva dado por
b
[z a,
a

determine o comprimento da curva parametrizada dada em cada um dos itens abaixo:

x(t) = 5t x(t) = z(t) = 2t
(a) ¢ y(t) = 4t (b) < y(t) = tsent (c) ¢ y(t) =4sen3t
2(t) =3t2,0<t <2 z(t) =tcost,0 <t <1 z(t) =4cos3t,0 <t <2m
x(t) = 1 —t2
(d) § y(t) =
z(t)—3+2t2 0<t<2

~+

(e) y(t) = (¢,

(f) y(t) = (3t2,13,6t), 0 < t < 1.

el sent, el cost), 0 <t <1

Fungoes de Varias Variaveis

Exercicio 15 Descreva o dominio e a imagem de f:

() fley)=20—9*  (B) fla,y) =vA—a2+y? (o) fla,y) = YETy=1

B r+y—1
(d) f(z,y,2) = ——

212 (e) f(z,y,2) =In(x +y+ 2 +1).

Exercicio 16 Para as funcoes f cujas leis sdo dadas abaixo, verifique se sao limitadas em seu dominio
de defini¢cao. Caso f nao seja limitada, verifique por qual sequéncia de pontos ela cresce (ou decresce)
arbitrariamente: 1

(a) f(z,y) = sen— 0) f(z,y) =z/(Va* +y?) (o) f(z,y) =In(z +y)

2 9

DIy = 5l s @ f@e) =l 222) () fes) = o
€T :L'4 €T
(9) F@y) = 5" Wy =—ts @Oy =ty
, :UQy y4y 1‘4y
(J) f(z,y) = T%—y; (k) fz,y) = Wlﬂé (1) f(z,y) = 22t oyt
(m)f(%y)zm (n)f(x,y)zm

Curvas de niveis e graficos

Exercicio 17 FEsboce os grificos das fungoes abaixo. Reconheca todos os grificos, exceto um, como
superficies dadas por (ou contidas em) quddricas, identificando-as:

(a) fz,y) =2 +y*+3  (0) flz,y) = (-1 +(y—2)°+3 (¢) flz,y) =3

(d) f(z,y) = —x =3y +3 (e) f(z,y) = Va2 + y? (f) flzy) = Va2 +y2 + 1

(9) f(z,y) =2 +2 (h) fz,y) = e" +2
Exercicio 18 Em cada item, esboce no mesmo plano coordenado as curvas de nivel f(z,y) = ¢ para
ce{-1,0,4}:

(a) f(z,y) = 2y (b) f(z,y) =In(zy) (o) fla,y) =4—(z—1)* = (y +3)*

)
(d) f(z,y) = Va2 +y2/2 (f) f(z,y) =€"/(2y).



Exercicio 19 Descreva a superficie de nivel f(x,y,z) = ¢ para ¢ € {—1,0,4}:

(a) fa,y.2) = /(2y)  (b) flay.2) = /a2 +y? + 22

Exercicio 20 Ache a equacdo do conjunto de nivel de f que passe pelo ponto P dado:
(a) f(x,y) =yarctanz, P = (1,4) (b) flz,y,2) =22y +x, P=(1,4,-2)
Y

(¢) f(a,y) =/ T P=(V2VY)

Exercicio 21 (a) Encontre alguma fun¢ao (especificando seu dominio, contradominio e sua lei), que
tenha a reta de equacao y = 3x — 4 como uma curva de nivel.
(b) O mesmo para a curva dada pela equacdo y = 3/x2.

Exercicio 22 Se T(x,y) dd a temperatura num ponto (x,y) sobre uma placa delgada de metal no
plano-x,y, entao as curvas de nivel de T sao chamadas de curvas isotérmicas (todos os pontos sobre
cada uma dessas curvas possuem a mesma temperatura). Suponha que uma placa ocupe o primeiro
quadrante e T'(z,y) = xy.

(a) Esboce as curvas isotérmicas de temperaturas T =1, T =2 e¢T = 3.

(b) Uma formiga, inicialmente no ponto (1,4), se move sobre a placa de modo que a temperatura ao
longo de sua trajetoria permanece constante. Qual € essa trajetoria, e qual € a temperatura correspon-
dente?

Exercicio 23 Os pontos de uma chapa plana de metal estGo marcados no plano-z,y de modo que a
temperatura T no ponto (x,y) € inversamente proporcional o distancia do ponto a origem.

(a) Qual é a lei T(x,y) que descreve a temperatura da chapa acima?

(b) Descreva as isotérmicas, isto €, as curvas de nivel da fungdao temperatura.

(c) Se a temperatura no ponto P = (4,3) é de 40°C, ache a equagao da isotérmica para uma tempe-
ratura de 20°C.

Exercicio 24 Duas curvas de nivel podem se interceptar? Justifique sua resposta.
Limite de fungoes de varias variaveis

Exercicio 25 Use as propriedades de limite para calcular:

2 2 2 _
(@) lim “ 1Y b)  lm L2 (©) lim V@t —1

(zy)—(0,1) T — y (@,9)—=(0,0) 3+ xY (z,y)—(1,0)
(d) lim Ay (e) lim xz —xy — 2x2Y lim LyQ .
(z,9,2)—(0,1,0) T — Yy — 2 (z,y,2)—(—1,1,2) (z,y,2)—(1,-1,4) | T + TY + Y*z

Exercicio 26 Verifique se os resultados abaizo sao verdadeiros, justificando sua resposta.

2_9 2 4_ 2 1
(@ lim TZEYEV g ) qim LY g ) dm YEEYTS o
(@y)=>00) T =Y (2:y)=(0,0) = +y (@y)=01) T +y—1

Exercicio 27 Verificar se os limites abaixo existem. Justifique sua resposta.

(@) lm Y ) lim L ©  lim oY

(2)~(00) /22 + 32 (z)—(0,0) |2y (2,,2)—(0,00) T — Y2 + 2
. y—1 . 22 —4x + 4 . Yy — 2
d lim e lim @— (f lim
(@) (@y)=(1,1) /22 — 22 + y2 — 2y + 2 ©) (z.y)=(2,0) /22 + y? ) (2,y)=(0,2) /22 + (y — 2)4

Sugestio: Em (b) esboce o grdfico da funcio. E fdcill

Exercicio 28 Veja se € possivel utilizar o Teorema do Confronto (ou Sanduiche) para o cdlculo dos
limites abaizo (O exercicio anterior serd til). Para os casos em que nao € possivel utilizar o teorema,



verifique se o limite nao existe.

2 2 2
T x T

Y (b . Yy . Yy

a lim —F— lim ——— c lim —=
(@) (2.9)—(0,0) T + y? ) (@y)=(0,0) /22 + 32 ) (@.9)—(0,0) T2 + y?
(d) lim -5 5 a?;g 5 (e) lim 5 5 xy; 5 lim drzy=32
(z,y,2)—(0,0,0) T + y* + 2 (z,y,2)—(0,0,0) T + y* + 2 (z,y,2)—(0,0,0) 2 — by + 2z
4 2 .3
. Ty . x , ) x*sen(z® + y°)
| —_ h | _
9) peroon @ s raye) B T v @) oS00 T, Hv
—1
(j)  lim a (k) lm ——— () lm ——
(@.y,2)—(1,0,0) (z — 1)* + |y| + |2| (2)—=(0,0) /(22 + ¢2)3 (2)—=0,0) /(22 + ¢2)3

Continuidade de fungoes de varias variaveis

Exercicio 29 Descreva os pontos onde f é continua. Faga também o esbogo do dominio D(f) :

(@) f(z,y) =In(z+y—-1) () f(z,y) = Vae™ (c) f(z,y) = seny/1 — 22 +y?

1 1
(d) f(z,y,2) = W (e) f(z,y,2) = m (f) f(z,y,2) = tan(zyz)
Exercicio 30 Vergﬁque3 se cada uma das leis abaizo define uma funcdo continua em todo o R?:
T

(o) Fog) = { sy % @9 # 00 @ﬂmh{ﬂﬂpﬂww#mm

0, se (z,y)=(0,0) 0, se (z,y) =(0,0)
3 22y sen(xy)

() fog) =4 s s @NEOO 0 Ty ¢ @n# 00
0, se (z,y) = (0,0) 0, se (z,y)=(0,0)
sen (x/m2 + yQ)

(0) fa)={ g @9 #00
L se (2,9) = (0,0)
sen (\/xz + y2)

(f) f(x,y): 2 + 12 , S€ ($ay)7é(030)

Yy
L se (2,) = (0,0)

(x —1)2sen?(y)
(f) f(.’L',y) = 5132 + 2y2 — o + 17 se (.flf,y) # (1,0)
0, se (z,y) = (1,0)

Derivadas Parciais e Direcionais

Exercicio 31 Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de:

.%'4—$
(@) f(y) = 50 ) () =arctanafy (@) Say) = sen(s — )

(d) f(l',y) = / g(t)dt (6) f(:v,y,z) =V 2 +y3 — 24 (f) f(:x,y,z,u, U) = myzu2v4

T

3} .
Exercicio 32 Calcule 8—f(1, 2) para f(z,y) = z* gt sen(mx)[z? + sen(z + y) + e“cos®y.
Y

Dica: Deve ser de fdcil resolucao.

Exercicio 33 Seja f(x,y) = 2z + 3y°.

(a) Encontre o coeficiente angular da reta tangente a curva que estd na intersec¢ao do grdfico de f
com o plano x =2, no ponto (2,1, f(2,1)).

(b) Idem para a curva que estd na intersec¢ao do grafico com o plano y = —1, no ponto (2,3, f(2,3)).
(¢) Determine o plano tangente ao grdfico de f no ponto (2,—1, f(2,—1)).



Exercicio 34 FEncontre o vetor gradiente de cada uma das fungoes:

(a) f(z,y,2) = Va2 + 2+ 22 (b) f(z,y,2) = zarctg(y +2)  (¢) flz,y) =e* V.

Exercicio 35 Considere a funcao f cuja lei é dada por f(z,y,2) = /2% + y? + 22.

(a) Encontre a aprorimacao linear de f(x,y,z) para (x,y,z) proximo de (0,3,4).

(b) Obtenha o valor aproximado de /(0,01)2 + (3,02)2 + (3.97)2. Faca a andlise sem o uso da calcu-
ladora e depois use-a para comparar seu resultado.

Exercicio 36 Seja f: R — R fungao diferencidvel em toda reta. Seja u(x,y) = f(x — cy) onde ¢ €
constante dada. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de u e entao mostre que u satisfaz a
equacdo de transporte uy + cu, = 0.

Exercicio 37 Seja z(t) = f(z(t),y(t)) onde f € diferencidvel no plano e x(t),y(t) sao derivdveis num
intervalo la, bl.

(a) Dé a expressao de 2'(t) usando o vetor gradiente de f.

(b) Derive z(t) para os casos:

(i) z = tan(z? + y) onde v = 2t, y = t2.

(ii) z =z /y onde x = e~ ey =1Int.

Exercicio 38 (a) Se h(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)), onde f(x,y),z(u,v) e y(u,v) sao diferencidveis em
todo plano, obtenha as expressées para u e 0" Aplique para cada caso abaizo:
() f(z,y) =1+ 2% —y? onde x(u,v) =u—v e y(u,v) = u+v
(c) f(z,y) =1 — 422 4+ 9y onde z(u,v) = 2ucosv e y(u,v) = 3usenv
Ty 0,0
Exercicio 39 Seja f(r,y) = 264 ¢2 se (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0).
(a) Seja v = (a, B) vetor unitario. Calcule (;f(a:,y) para (z,y) # (0,0).
v
of
b) Calcule ==(0,0).
(b) Calenle 9 (0,0)

Exercicio 40 Em cada item, calcule a derivada direcional de f na direcao de v e no ponto P:
(a) f(z,y) =2y —z+y, v=(1,1) P=(11)
(b) f(z,y) = In(a® +y* +4), v = (1/V/5,2V5), P = (1,0)
x—eY
(C) f(xayaz) = m) v = (27270)7 P = (17171)

Exercicio 41 Encontre a direcao em que f decresce mais rapidamente, a partir de P nos trés casos
do ezercicio anterior.

Exercicio 42 Mostre que se as fungoes ¢, : R — R sdo fung¢des com derivadas de seqgunda ordem
continuas em R, entdo a funcio u: R? = R, dada por

u(t,z) = ¢p(x — ct) +(x + ct), para (t,x) € R?,
satisfaz a equacdo da onda unidimensional, isto €, a equagdo diferencial
u(t, ) = Cuge(t, ), para (t,z) € R?,
onde ¢ > 0 é uma constante firada.

Exercicio 43 Calcule as derivadas parciais de seqgunda ordem das funcgoes do Exercicio 31.



Exercicio 44 Mostre que U(xz,y) = e *cosy + e * seny satisfaz a chamada equagao de Laplace
02U 0*U
B2 (&Y + i (z,y) = 0.

— 25t

Exercicio 45 Mostre que u(x,t) sen 5x ¢ solugdo da equagao do calor u; = uy,.

A I R
Oxdy? T Yh Oy20x Y€ 0x20y

Exercicio 46 Para cada (z,y) # (0,0) calcule

CCQ

22 +y?’

(z,y) onde f(x,y) =

Exercicio 47 (a) Calcule as derivadas parciais de sequnda ordem de f(x,y) = In(z? + y?).
(b) Verifique que f satisfaz a equagao de Laplace

Af =0,
sendo Af = 8—f 8—f (Uma fungdo que satisfaz a equagao de Laplace é chamada harmonica.)
Exercicio 48 Se u(z,y) e v(z,y) sdo fun¢des de classe C? e satisfazem as equagées de Cauchy-

Riemann
u_ov ou_ o
or Oy oy oz’

mostre que u e v sGo fungoes harmonicas.

Exercicio 49 Seja u(z,t) = f(z — at) + g(x + at), onde a € uma constante real e f e g sdo fungoes
quaisquer de uma varidvel real e derivaveis até sequnda ordem. Mostre que u(x,t) satisfaz a equagdo
da onda

=a .
ot? Ox?
Exercicio 50 Suponha que u(x,t) satisfaca
0? 0?
Pu _ 0" O
otz Ox?
(a) Verifique que v(r,s) = u(x,t), onde x =r+ s et =r — s, satisfaz a equagdo
0% B
dsor

(b) Determine fungoes u(x,t) que satisfacam (1).
Exercicio 51 Seja v(r,0) = u(x,y), onde x = rcos@ ey =rsend. Verifique que
32u+32u B 820+ 18v+ 1 0%
ox2 " oy2  or2 ' ror | roe%
Diferenciabilidade de fungoes de varias variaveis

Exercicio 52 Determine o conjunto dos pontos onde a fun¢ao dada é diferencidvel (justifique):

(a) f(z,y) =1+ zln(zy — 5),
) f \ﬁ

(z,y) =
(c) fla.y) = v f:’y
(@) fww)= 12,
(e) f(x,y) = 4arctan(xy),
(f) f(z,y) =y +sin(z/y).



Exercicio 53 Dada a fungdo

Mostre que:
(a) f2(0,0) e f,(0,0) existem
(b) fz e fy nao sao continuas em (0,0).
(c) f nao € diferencidvel em (0,0).

Exercicio 54 Dada a fungdo

. 1
tog = | @t (). e @200
0 se (@,9)= (0,0)

Mostre que:

(a) f2(0,0) e f,(0,0) existem,

(b) fz e fy nao sao continuas em (0,0)

(c) [ € diferencidvel em (0,0).
Exercicio 55 Verifique se a funcao f(x,y) = Jxcos(y) € diferencidvel em (0,0). (Dica: Encontre,
por definigao, g‘;(0,0).)

Reta (ou plano) tangente e reta normal

Exercicio 56 Determine as retas normal e tangente & curva % + zy + y? — 3y = 1 no ponto (1,2).

Exercicio 57 Verifique se existem pontos sobre a curva x> —y?> = 1 nos quais a reta tangente seja

paralela o reta dada por y = 2x. Caso existam, determine-os.

Exercicio 58 (a) Encontre o plano tangente & superficie x + y? + z = 4 no ponto Py = (1,1,2).
(b) Determine o plano tangente a superficie 3 + 3> + 2% = 10 no ponto Py = (1,1,2).

Exercicio 59 Verifique se existe(m) ponto(s) na esfera S: x> + y? 4+ 22 =1 tal que o plano tangente
a S neste(s) ponto(s) seja paralelo ao plano 3x —y + z = 7. Caso exista(m), determine-o(s).

Aproximacao linear

Exercicio 60 Abaizo € dada a funcdo e sua aproximacdo linear num certo ponto P. Use a informacao
dada para determinar o ponto.

(a) f(z,y) = 22 + 92, L(z,y) = 2y — 2x — 2;
(b) f(x,y) = 2%y, L(x,y) = 4y — 4z + §;
(c¢) f(z,y,2) = 2y + 2%, L(x,y,2) = y + 22 — 1;



Exercicio 61 Abaizo é dada a funcao e sua respectiva aproximacao linear, digamos Lp(x,y), em
algum ponto P. Use a informacao dada em cada caso para determinar as coordenadas do ponto P.

(a) f(z,y) = 2> +y?, Lp(z,y) =2y — 22 — 2
(b) f(x,y) = 2%y, Lp(x,y) = 4y — 4z + &;
(C) f(xayvz) ::z:y+22, Lp(flf,y,Z) :y+22— 17

(C) f($,y7z) = TY=z, LP(x7y7Z) =T —Yy—z— 2.
Maximo e Minimos para funcgoes de varias variaveis

Exercicio 62 (a) Se a distribuicdo de temperatura numa chapa metdlica é dada pela func¢ao T'(z,y) =
23 — 2z2y? e se uma formiga estd sobre a chapa no ponto (x,y) = (1,1) e deseja se aquecer pois estd
sentindo muito frio. Em que direcdo deverd tomar sua caminhada para que isso ocorra de modo mais
eficiente?

(b) Se a formiga estivesse confortdvel, termicamente falando, que dire¢do ela tomaria para conti-
nuar com esta mesma Sensa¢ao.

Exercicio 63 Fstude com relagdo a mdximos e minimos locais as fungoes cujas leis sao dadas por:
1. f(z,y) = 2% + 3oy + 49> — 62 + 2y
2. f(x,y) =23 + 22y + y?> — 5z
3. f(x,y) =2°+1y° — 5z — by
4. fz,y,2) =22+ y* + 92 + 23 — 222
Exercicio 64 Determine o ponto do plano x + 2y — z = 4 mais proximo da origem.

Exercicio 65 Encontre o ponto de mdzimo e o ponto de minimo que f(x,y) = senz+ seny—+ sen(x+y)
assume no quadrado [0,7/2] x [0,7/2]. Dé os valores de mdzimo e minimo de f neste quadrado.

Exercicio 66 Em um laboratorio foram obtidas, experimentalmente, as sequintes medidas:

t1:O, 2)1:2;
to=1, v =38;
t3 =2, wvy3=11.

Determine os coeficientes a e b da funcao v(t) = at + b de modo a minimizar a soma dos erros
quadrdticos, isto é, €3 + e3 + €3, onde e; = v(t;) — v;, i =1,2,3.

Exercicio 67 Sobre a elipse x? + 2y*> = 1 determine todos os pontos onde f(x,y) = xy assume seus
valores extremos.

Exercicio 68 FEncontre as dimensdes da lata cilindrica reta fechada de menor drea superficial cujo

volume € 16mem3.

Exercicio 69 FEncontre as dimensoes da caiza retangular fechada com mdzimo volume que pode ser
inscrita na esfera unitdria.

Exercicio 70 Encontre os valores extremos de f(z,y,z) = 2?yz + 1 na intersecdo do plano z = 1
com a esfera x? + y? + 2% = 10.



Exercicio 71 Uma placa metalica circular com um metro de raio estd posicionada com seu centro na
origem do plano xy e tem temperatura varidvel, incluindo os pontos de sua fronteira. A temperatura
num ponto (x,y) da placa é mantida a T(x,y) = 64(32% — 22y +3y> +2y+5)°C, com x ey em metros.
Encontre os valores de maior e de menor temperatura desta placa.

Exercicio 72 FEstude a funcdo dada com relacdo a marimos e minimos no conjunto dado.

(a) f(x, y)—3x—y;A={(w,y)€R2:xZO;yZO;y—xS3;fc+y§4;3x+y§6}~

(b) f(z,y) =3z —y; A={(z,y) € R*: 2% +y* < 1}.

(c) f(x,y) =2®> + 3oy —32; A={(z,y) ER>: 2 >0;y > 0;x+y < 1}.
(d) f(x, )—acy, —{(acy)eR2 x>0,y >0;2x+y < 5}.

(¢) flx,y) =a® = 2xy +2y°; A={(x,y) € B?: || +|y| < 1}.

Exercicio 73 Determine os valores mdzimos e minimos de f(x,y) = 23 + y> — 3xy:
(a) na regiao retangular 0 < x <2, =1 <y < 2.

Exercicio 74 Encontre os pontos de mdzimo e de minimo de f(z,y) = (x —1)> + (y — 4)? na regido
delimitada pelo triangulo determinado pelas retas y =0,z =0exz+y = 1.

Exercicio 75 Usando o método dos multiplicadores de Lagrange, determinar os extremos condicio-
nados das funcoes:

(a) z=xy quando z +y =1
2
(b) u= 2% +y? + 22 quando’;—;ng—QJr‘z—;:l, (a>b>c>0)
(c) z = 2% +y? quando 3x + 2y = 6
(d) u=xyz quando z +y+z=5 exy+yz+ zx =8

Polinémio de Taylor

Exercicio 76 Determine o polinomio de Taylor de ordem dois da funcdo dada, em torno do ponto
(z0,y0) dado.

(a) f(z,y) = e® + 5y e (20,y0) = (0,0).
(b) f(z,y) =a®+y* —2® + 4y e (zo,y0) = (11).
(c) f(x,y) = sin(3z + 4y) e (w0, y0) = (0,0).

Exercicio 77 Sejam f(z,y) = e* + 5y e Pi(x,y) o polinomio de Taylor de ordem 1 de f em torno
de (0,0).

(a) Escreva a formula do resto sequndo Lagrange e mostre que para todo (x,y), com x + by < 1,
le® + 5y — P (z,y)| < g(x + 5y)°.
(b) Awvalie o erro que se comete na aproximagao
ex + 5y = Pi(x,y)
para z = 0,01 e y =0,01.

Exercicio 78 Sejam f(x,y) = 23+ y3 — 22 + 4y e Pi(x,y) o polinémio de Taylor de ordem 1 de f
em torno de (1,1).

(a) Mostre que para todo (x,y), com |x —1] <1l ely—1| <1,
|[f(,y) = Pu(z,y)] < 5z —1)* +6(y — 1)*.

(b) Utilizando Py(z,y), calcule um valor aprozimado para f(1.01,0.99).
(c) Awvalie o erro que se comete na aproximacgao do item (b).
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